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本 书 介 绍 了 离散 数学 的 理论 和 方法 ， 内 容 涉 及 数学 推理 、 组 合 分 析 、 户 散 结 构 和 算法 
设计 。 本 书 取 材 极其 广泛 ， 除 和 包括 定义 、 定 理 的 严密 陈述 人 外， 还 配备 太 量 的 实例 和 图 、 表 
的 说 明 ， 适合 备 种 需求 的 练习 和 题目 ， 以 及 于 窗 的 历史 资料 和 网 站 宽 源 。 本 书 的 第 3 版 兽 
被 令 世 界 几 百 所 大 学 选 为 教材 ,第 4 版 作 了 新 的 改进 和 补充 。 本 书 适 合 于 数学 、 计 算 机 科 
学 和 上 程 技术 专业 大 员 使 用 。 


Kenneth EH. Rosen;: [Mscrete Mathematics and its Applications, Fourth Fdition. 
Driginal edition copyright © 1998 by MeGraw-Hill Companies, Inc. 
Al| rights reserved. 


Chinese edition copyright @ 2002 by China Machine Press. Al rights reserved. 


本 书 中 文 简体 字 版 由 美国 喜 格 劳 - 希 尔 公司 授权 机 械 工业 出 扮 社 独家 出 版 . 未 既 出 版 
者 书面 许 吓 ， 不 得 以 任何 方式 复制 或 抄袭 本 书 内 容 。 
版 权 所 有 ， 慢 权 必 完 - 


本 书 版 权 登 记号 : 图 字 : 0I - 1999 一 2594 | 
| 
图 书 在 版 编目 (CIP) 数据 sf ek . 


由 
一 


离散 数学 及 其 应 用 /( 美 } 兰 森 【Rosen， 及 ， 旧 .) 著 ; 误 妇 区 ， 局 巡 玲 等 译 ， 一 北京 : 
宙 杰 工业 出 版 社 ，2002 .1 


(国外 经 典 教 材 ) 
书 和 名 原 充 ，Diserete Mathematics and fts Applications, Fourth Fdition 


ISBN 7 -111-07577 一 3 
] . 离 … ” 开 ,中 曼 … 作 喜 … 写 届 … 册 . 离散 数学 区 .0158 
中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 【2001) 第 038005 与 


机 械 工 业 出 版 社 {北京 市 西城 区 百 万 庄 大 街 入 号 ”邮政 编码 ”100037) 
责任 编辑 : 与 二 

北京 市 密云 县 印刷 三 印 而 新 华 书 店 北 京 发 行 所 发 行 

2002 年 1 月 第 1 版 第 1 次 印刷 

787mm x 1092mm 1A16'52 印张 

印 数 ，0 001 -5000 册 

定价 : 75.00 元 


凡 购 本 书 ， 如 有 倒 页 、 脱 页 、 缺 页 ， 由 本 社 发 行 部 调换 


DO000D0-D0O0-DOOOO00D0DDD--www:shubulocomt 口 DD^Y 


出 版 者 的 话 


文臣 复兴 以 隆 ， 源 远 流 长 的 科学 精神 和 逐步 形成 的 学 术 规 区 ， 使 西方 国家 在 目 然 科学 的 
各 个 领域 取得 了 垄断 性 的 优势 ， 也 正 是 这 样 的 传统 ， 使 美国 在 信息 技术 发 展 的 六 十 多 年 间 名 
家 辈出 、 独 领 风 骆 。 在 商业 化 的 进程 中 ,美国 的 产业 界 与 教育 界 越 来 越 紧 密 地 结合 ， 计 算 机 
学 科 中 的 许 才 泰山 北斗 同时 身 处 科研 和 教学 的 最 前 线 ， 由 此 而 产生 的 经 典 科学 做 代 ， 不 仅 学 
划 了 研究 的 范畴 ， 还 揭 攻 了 学 术 的 源 变 ， 既 遵循 学 术 规范 ， 又 目 有 学 者 个 性 ， 其 价值 并 不 会 
因 年 月 的 流逝 而 减退 。 

近年 ， 在 全 球 信 息 化 太 泣 的 推动 下 ,我 国 的 计算 机 产业 发 展 贡 猛 ， 对 专业 人 人 才 的 需求 日 
益 迫 切 。 这 对 计算 机 教育 异 和 出 版 界 都 既是 机 遇 ， 也 是 挑战 ; 而 专业 教材 的 建设 在 教育 战略 
上 显得 举足轻重 。 在 我 国信 息 技 术 发 展 时 间 较 短 、 从 亚 人 人 员 较 少 的 现状 下 ， 美 国 等 发 寺 国 家 
在 其 计算 机 科学 发 展 的 几 十 年 间 积 注 的 经 典 教 材 仍 有 许多 值得 人 异 鉴 之 处 因此， 引进 一 批 国 
外 优秀 计算 机 教材 将 对 我 国 计 算 机 教育 事业 的 发 展 起 积极 的 推动 作用 ， 也 是 与 世界 接轨 、 建 
没 真 正 的 世界 一 流 大 学 的 必由之路 。 

机 械 工 业 出 版 社 华章 图 文 信息 有 限 公 司 较 时 意识 到 “出 版 克 为 教育 服务 ”"。 自 1998 年 
始 ， 华 章 公 司 就 将 工作 重点 放 在 了 避 选 、 移 译 国 外 优秀 教材 上 。 经 过 几 年 的 不 懈 努 力 ， 我 们 
上 Prentice Hall，Addison-Wesley，NMcGraw-Hill，Morgan Kaufmann 等 世界 著名 出 版 公司 建 
立 本 良好 的 合作 美 系 ， 从 它们 班 有 的 数 百 种 教材 中 甄选 出 Tancnbaum，Stroustrup， 
Kernighan，Jim Gray 等 大 师 名 家 的 一 批 经 典 作 品 ， 以 “计算 机 科学 从 书 ” 为 总 称 出 版 ， 人 殿 
读者 学 习 、 研 究 及 虚 藏 。 大 理 石 纹理 的 封面 ， 也 正体 现 了 这 和 喜 钼 节 的 品位 和 桥 调 。 

“计算 机 科学 从 书 ” 的 出 版 工作 得 到 了 国内 外 学 者 的 蜀 力 襄 助 ， 国 内 的 专家 不 仪 提 供 了 
中 肯 的 选 题 指 导 ， 还 不 矢 劳 苦 地 担任 了 翻译 和 审 校 的 工作 ; 而 原 书 的 作者 也 相当 关注 其 作品 
在 中 国 的 传播 ， 有 的 还 专 诚 为 其 书 的 中 译本 作 序 。 运 今 ,，“ 计 算 机 科学 丛书” 已 经 出 版 了 近 
百 个 品种 ， 这 些 书 籍 在 读者 中 树立 了 良好 的 口碑 ， 并 被 许多 高 校 采用 为 正式 教材 和 参考 市 
籍 ， 为 进一步 推广 与 发 展 打 下 了 坚实 的 基础 。 

随 着 学 科 建 设 的 初步 完善 和 教材 改革 的 逐渐 深化 ， 教 育 界 对 国外 计算 机 教材 的 乔 求 和 应 
用 都 步 人 一 个 新 的 阶段 。 为 此 ， 华 章 公 司 将 项 大 引进 教材 的 力度 ， 在 “华章 教育 ”的 总 规划 
之 下 出 版 三 个 系列 的 计算 机 教材 : 针对 本 科 生 的 核心 课程 ,得 抉 外 版 芋 华 而 成 “国外 经 典 教 
材 ” 系列， 对 影印 版 的 教材 ， 则 单独 开辟 出 “经 典 原 版 书库 ”; 定位 在 高 级 教程 和 专业 参考 
的 “计算 机 科学 丛书” 还 特 保 持 厌 来 的 风格 。 继 续 出 版 新 的 品种 。 为 了 保证 这 三 仅 从 书 的 权 
威 性 ， 同 时 也 为 了 更 好 地 为 学 校 和 老师 们 服务 ， 华 章 公 司 聘请 了 中 国 科学 院 、 北 京 大 学 、 请 
华 大 学、 国防 科技 大 学 、 复 旦 大 学 、 上 海 变通 大 学 、 南 京 大 学 ， 新 江 大 学 、 中 国 科 技 太 学 ， 
哈尔滨 工业 大 学 ， 西 安 交 通 大 学 、 中 国人 民 大 学 、 北 京 航 空 航天 大 学 、 北京 邯 电大 学 、 中 山 
大 学 、 解 放 军 理工 大 学 、 郑 州 大 学 、 湖 北 工学 院 、 中 国 国 家 信息 安全 测评 认证 中 心 等 国内 重 
点 大 学 和 科研 机 构 在 计算 机 的 各 个 领域 的 著名 学 者 组 成 “专家 指导 委员 会 ”， 为 我 们 提供 选 


是 意见 和 出 版 监督 。 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com! UUUA^A 


Ny 


“国外 经 典 教材 ”是 响应 教育 部 提出 的 使 用 外 版 教材 的 导 召 ， 为 国内 高 校 的 计算 机 本 科 
教学 度 身 订 造 的 。 在 广泛 地 征求 并 听取 丛书 的 “专家 指导 委员 会 ”的 意见 后 ， 我 们 最 终 选 定 
了 这 20 儿 种 篇 幅 内 容 适 度 、 讲 解 辆 和 尽 人 里 的 教材 ， 其 中 的 大 部 分 已 经 修 M. 1I. 工 . ，Stan- 
ford，U. C. Berkley,，C. M. U. 等 世界 和 名牌 大 学 采用 。 从 书 不 侈 涵盖 了 程序 设计 、 数 据 
结构 、 操 作 系 统 ， 计 算 机 体系 结构 、 数 据 库 、 编 译 原 理 、 软 件 工 程 、 图 形 学 、 通 依 与 网 络 ， 
离散 数学 等 国内 大 学 计算 机 专业 普 过 开设 的 核心 译 程 ， 而 且 各 具 特 色 一 一 有 的 出 自 语言 设计 
者 之 手 、 有 的 历 三 十 年 而 不 衰 、 有 的 已 钙 全 世界 的 几 百 所 识 校 采用 。 在 这 些 圆 熟 通 博 的 名 师 
大 作 的 指引 之 下 ， 读 者 必 将 在 计算 机 科学 的 官 磺 中 由 登 堂 而 人 室 。 

权威 的 作者 、 经 典 的 教材 、 一 流 的 译 痢 、 严 档 的 审 校 、 精 细 的 编辑 ， 这 些 因素 使 我 们 的 
图 书 有 了 质量 的 保证 ， 但 我 们 的 目标 是 尽善尽美 ,而 反馈 的 意见 正 是 我 们 达到 这 一 普 概 目标 
的 重要 帮助 。 教 材 的 出 版 只 是 我 们 的 后 续 服 务 的 起 点 。 华 章 公 司 欢 迎 老 师 和 读者 对 我 们 的 工 
作 提 出 建议 或 给 予 指 正 ， 我 们 的 联系 方法 如 下 : 


电子 邮件: hzedu@@hzbook .com 

联系 电话 : (010) 68995265 

联系 地 址 : 北京 市 西城 区 百 万 庄 南 街 1 号 
邮政 编码 : 100037 
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专家 指导 委员 会 


( 按 姓名 笔画 碳 序 ) 
尤 亚 元 ” 王 珊 冯 博 琴 史 患 植 夹 半 本 
张 立 入 李 伟 伏 李 师 贤 李 建 中 杨 冬 青 
周 克 定 周 例 英 重 小 峰 后 丽华 范 。 明 
高 传 善 ” 梅 宏 程 怒 程 时 端 谢 希 仁 
石 教 英 吕 ” 建 孙 玉 荔 吴 世 忠 灵 时 过 
邵 维 起 陆 丽 娜 陆 答 达 陈 向 群 周 伯 生 


郑 国 芝 施 怕 未 钟 玉 琢 唐 世 消 圳 党 义 
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译 者 序 

离散 数学 既是 计算 机 科学 的 理论 基础 ， 又 是 计算 机 应 用 必 不 可 少 的 工具 。《 离 散 数学 及 
其 密 用 》 的 写作 目标 就 是 向 读者 展示 离散 数学 的 实用 性 : 为 计算 机 专业 学 生 提供 一 切 必 要 的 
数学 基础 ， 使 数学 专业 学 生理 解数 学 概念 的 重要 性 以 及 这 些 概 念 为 什么 对 应用 而 言 是 重要 
的 。 作 者 肯 尼 斯 H. 罗 森 博士 具有 很 深 的 数学 造 话 ， 有 让 富 的 教学 经 验 。 我 们 翻译 的 这 一 本 
书 是 该 书 的 第 4 版 ， 其 第 3 版 曾 在 欧美 400 多 所 学 校 使 用 ， 获 得 了 很 大 的 成 功 。 成 功 的 作品 
还 要 收 订 ， 还 要 出 新 版 ， 可 见 作 者 对 学 术 的 追求 和 对 读者 的 热爱 。 

新 版 并 不 是 简单 纠正 旧版 的 错误 。 信 息 时 代 使 作者 有 可 能 与 广 太 读 者 ， 包 括 教师 、 学 生 
和 自学 者 ， 保 持 及 时 的 联系 。 新 版 对 原版 的 修正 反映 的 正 是 来 自 教 和 学 两 种 实践 的 宝 侦 意 
见 。 新 增加 的 内 容 既 包括 离散 数学 新 的 研究 成 果 ， 也 包括 网 络 时 代 新 的 应 用 实例 。 

本 书 供 1 至 2 个 学 期 使 用 。 本 书 使 学 生 学 会 特定 的 一 些 数学 事实 并 知道 怎样 应 用 ， 更 重 
要 的 是 教会 学 生 做 数学 思维 ， 因 此 本 书 强调 数学 推理 和 用 不 同 的 方法 解 题 。 

本 书 有 五 个 重要 的 主题 融 为 一 体 : 数学 推理 、 组 台 分 析 、 离 散 结 构 、 算 法 思维 以 及 应 用 
和 模拟 。 一 门 成 功 的 离散 数学 课 应 该 使 这 五 部 分 内 容 有 机 地 交融 和 取得 平衡 。 

阅读 、 理 解 和 构造 数学 证 明 依 赖 于 数学 推理 的 能 力 。 膛 辑 和 数学 归纳 技术 是 数学 推理 的 
基础 。 组 合 分 析 是 一 项 重要 的 解 题 技巧 ， 它 指 的 是 借助 枚 举 而 非 公 式 来 解决 数学 问题 。 离 散 
结构 大 抽象 的 数学 结构 ， 包 括 集 合 、 置 换 、 关 系 、 图 、 树 和 有 限 状态 机 等 ， 用 于 表示 离散 对 
象 及 离散 对 象 之 间 的 关系 。 借 助 计算 机 解 题 需要 给 出 程序 ， 程 序 设计 必须 从 算法 规范 人 手 。 
算法 思维 指 的 是 算法 设计 (给 出 规范 )、 正 确 性 证 明和 复杂 性 分 析 。 离 散 数 学 已 应 用 到 包括 
化 学 、 植 物 学 、 动 物 学 、 语 言 学 、 地 理学 、 商 业 以 及 互联 网 等 众多 的 领域 ， 为 各 个 领域 建立 
数学 模型 是 离散 数学 应 用 的 基础 。 应 用 模拟 是 男 一 项 重要 的 解 题 技巧 。 

显然 ， 以 上 五 个 主题 互 为 依存 ， 它 们 构成 离散 数学 的 整体 。 本 书 既 说 明了 它们 独立 的 作 
用 ,又 突出 了 它们 有 机 的 结合 。 

罗 森 博士 在 写作 过 程 中 充分 考虑 了 教 和 学 两 个 方面 的 需要 ， 为 教师 各 学生 分 别 编撰 了 参 
考 资 料 ， 并 在 书 中 提供 了 各 章节 相关 的 网 站 地 址 。 从 这 些 方面 来 看 ， 这 是 译 者 见 过 的 最 完 
备 、 最 成 熟 的 教材 。 

译 者 大 密 有 多 年 的 从 事 计 算 机 专业 离散 数学 课程 教学 的 经 验 ， 他 们 参与 编撰 的 离散 数学 
教材 获得 过 多 种 奖励 。 希 望 本 译 著 的 出 版 能 为 我 国 离 散 数 学 的 教 与 学 提供 宝贵 的 参考 。 

直接 参与 翻译 的 共有 4 人 :， 圳 崇 义 、 届 婉 玲 、 王 择 贫 、 刘 田 。 


译 者 
2001 年 4 月 
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详 诗 个 介 


囊 崇 义 ” 男 ，1941 年 生 ， 出 东 邻 平 人 ; 1964 年 毕业 于 南京 大 学 数学 系 ; 现 为 北京 大 学 
计算 机 系 教授 ， 排 士 生 导 师 ， 计 算 机 理论 教研 室 主任 ; 研究 兴趣 包括 并 行 处 理 的 形式 化 方法 
和 Petr 了 网。 

届 媚 玲 女 ， 1970 年 毕业 于 北京 大 学 物理 系 ; 现 为 北京 大 学 计算 机 系 教授 ， 训 系 主任 ; 
妍 完 兴 趣 包 括 并 行 算法 、 并 行 理 沦 。 

王 捍 贫 ” 男 ，1993 年 于 北京 师范 大 学 数学 系 获 博士 学 位 ; 现 为 北京 大 学 计算 机 系 副 教 
授 ; 研究 兴趣 包括 数理 有 逻辑、 形式 语义 和 程序 正确 性 证 明 ， 

刘 田 ”1966 年 生 ; 1989 年 从中 国 科 技 大 学 数学 系 本 科 上 毕业，1999 年 在 北京 大 学 计算 机 
系 获 博士 学 位 ; 主要 从 事 离散 数学 教学 和 计算 复杂 性 理论 研究 。 
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前 言 


多 年 来 教授 离散 数学 的 经 验 和 兴趣 指引 我 写作 本 书 。 对 学 生 而 言 ， 我 的 目的 是 为 他 们 提 
供 准确 而 可 读 的 教材 ， 使 离散 数学 的 概念 和 技术 得 以 清晰 地 介绍 和 演示 ， 我 的 目标 是 向 爱 怀 
疑 的 学 生 们 展 乐 离散 数学 的 相关 领域 和 实用 性 。 我 希望 为 学 习 计 算 机 科学 的 学 生 提 供 一 切 必 
需 的 数学 基础 。 我 希望 使 学 数学 的 学 生理 解数 学 概念 的 重要 性 以 及 这 些 概 念 为 什么 对 应 用 而 
言 是 重要 的 。 而 且 我 希望 既 能 达到 这 些 目 标 ， 又 不 使 教材 合 太 包 的 水 分 . 

对 教师 而 言 ， 我 的 目的 是 使 用 成 熟 的 数学 教学 技术 设计 一 个 灵活 而 全 面 的 教学 工具 。 我 
希望 为 教师 们 提供 一 套 有 效 的 教材 ， 使 他 们 能 高 效 地 以 适合 于 特定 学 生 特 点 的 方式 教授 离散 
数学 。 我 希望 已 经 达到 这 些 目 标 。 

我 为 此 教材 已 经 取得 的 巨大 成 功 而 分 外 高 兴 。 此 次 第 4 版 的 许多 改进 都 是 成 功 使 用 本 书 
的 400 多 所 学 校 大 批 师 生 反馈 和 建议 的 结果 。 此 版 有 许多 提高 之 处 。 原 有 的 辅助 材料 更 加 丰 
富 ， 还 有 配套 网 站 提供 的 辅助 材料 ， 使 它 更 易于 被 师 生 使 用 以 达到 他 们 的 目标 。 

本 教材 为 是 1 至 2 个 学 期 的 人 门 离散 数学 课 而 写 的 ， 适 用 于 包括 数学 专业 、 计 算 机 科学 : 
专业 和 工程 专业 在 内 的 许多 专业 的 学 生 。 大 学 代数 是 它 唯一 的 预备 课程 ， 
离散 数学 课 的 目标 

一 门 离 散 数学 课 有 和 多 个 日 标 。 学 牛 应 该 学 会 特定 的 一 些 数 学 事实 并 知道 怎样 应 用 ， 更 重 
要 的 旦 ， 这 样 -- 门 课 应 教会 学 生 怎样 作 数学 思维 。 为 达到 这 些 目标 ， 本 教材 强调 数学 推理 及 
用 不 向 的 方法 解 题 。 本 教材 有 5 个 重要 的 主题 交织 在 一 起 : 数学 推理 、 组 合 分析、 离散 结 
构 、 算 法 思考 以 及 应 用 和 建 模 。 一 门 成 功 的 离散 数学 课 应 该 细心 地 使 这 五 部 分 内 容 交融 和 取 
得 平衡 。 

数学 推理 : 学 生 必 须 理 解数 学 推理 以 便 阅读 、 理 解 和 构造 数学 证 明 。 本 教材 以 数理 逻辑 
开篇 ， 因 为 数理 逻辑 是 随后 讨论 的 证 明 方 法 的 基础 。 数 学 归纳 技术 是 通过 许多 例子 来 重点 介 
绍 的 。 通 过 这 些 例子 还 仔细 地 说 明了 为 什么 数学 归纳 是 有 效 的 证 明 技 术 。 

组 合 分 析 : 解 题 的 一 项 重要 技巧 是 计数 或 枚 举 对 象 的 能 力 ， 本 书 中 对 极 举 的 讨论 就 从 基 
本 的 计数 技术 着 手 。 重 点 是 用 组 合 分析 来 解决 计数 问题 而 不 使 用 公式 。 

离散 结构 : 一 门 离散 数学 课 应 该 教学 生 如 何 使 用 离散 结构 ， 离 散 结构 是 抽象 的 数学 结 
构 ， 用 来 表示 离散 对 象 及 离散 对 象 之 间 的 关系 。 痪 散 结构 包括 集合 、 置 换 、 关 系 、 图 、 树 和 
有 限 状态 机 。 

算法 思考 : 有 几 类 问题 是 从 给 出 算法 说 明 入 手 求 解 的 。 描 述 了 算法 以 后 就 可 构造 计算 机 
程序 来 实现 它 ， 这 一 过 程 中 的 数学 部 分 包括 算法 说 明 ， 证 实 它 能 正确 执行 ， 以 及 分 析 执 行 这 
一 算法 所 需要 的 计算 机 内 存 和 时 间 。 所 有 这 些 内 容 均 在 本 书 中 介绍 。 算 法 是 用 文字 陈述 和 易 
于 理解 的 一 种 伪 码 这 样 两 种 方式 描述 的 ， 

应 用 与 建 模 ， 离散 数学 已 被 应 用 到 几乎 所 有 研究 领域 。 本 书 既 有 许多 计算 机 科学 和 数据 
网 络 的 应 用 实例 ， 也 有 各 式 各 样 领域 中 的 应 用 实例 ， 包 括 化 学 、 植 物 学 、 动 物 学 、 语 言 学 、 
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地 理 、 商 业 以 及 因特网 。 这 些 实例 均 是 离散 数学 的 自然 而 重要 的 应 用 ， 不 是 编造 的 。 用 离散 
煞 学 建 模 是 十 分 重 归 的 解 题 技 巧 ， 本 书 的 练习 使 学 生 有 机 会 通过 构造 齐 己 的 模型 来 发 展 这 一 
技巧 。 


为 什么 要 出 第 4 版 


本 书 第 3 不 在 美国 的 400 多 所 党校 ， 加 拿 太 的 玫 十 所 夫 掌 ， 以 及 在 欧洲 、 亚 洲 和 和 大洋洲 
的 天 学 使 用 获得 成 功 。 许 多 学 生 和 教授 均 高 欢 第 3 版 的 形式 ， 那 么 为 什么 还 要 出 第 4 版 ? 这 
个 问题 值得 认真 回 管 。 

首先 ， 尽 管 第 3 版 使 用 起 来 十 分 有 效 ， 许多 教师 还 是 要 求 做 黄 些 特 定 的 改进 。 许 多 人 项 
望 改动 正文 ， 增 加 例题 或 使 例题 更 易于 理解 ， 增 加 革 种 类 型 的 练 对 ， 或 增加 能 米 盖 新 内 容 的 
练习 等 。 在 新 版 中 我 根据 已 收 到 的 大 量 建议 对 本 节 作 了 改进 。 根 据 用 户 要 求 做 的 改动 使 本 版 
恋 得 更 好 。 

第 二 ， 离 散 数 学 是 一 个 活 匠 的 学 科 ， 每 年 者 有 许多 新 发 现 ， 其 中 有 一 些 可 以 友 贞 和 在 教科 
书 中 。 于 是 我 在 本 版 中 收入 了 自 第 3 版 以 来 的 某 些 新 发 现 ( 随 后 的 新 发 现 将 在 本 版 以 后 印刷 
时 尽 可 能 收入 ， 在 网 站 上 也 会 有 有 反映 )， 
2 第 三 ， 自 第 3 版 发 行 以 来 ， 因 特 网 变 得 士 分 重要 ， 十 分 有 用 。 在 本 版 中 将 有 把 离散 数 
2 学 的 应 用 和 因特网 自身 结构 联系 起 来 的 例题 和 练习 。 与 本 版 配套 的 还 有 -一 个 内 容 广泛 
的 阅 站 ， 它 能 对 正文 作 有 益 的 补充 ， 为 师 生 提供 额外 材料 。 想 更 多 学 习 离 散 数 学 的 入 还 可 以 
通过 本 网 站 提供 的 路 径 访问 同上 有 关 的 网 站 。 不 过 ， 册 于 许多 人 不 选用 与 本 课程 相连 的 网 
站 ， 所 以 本 书 正 文中 给 出 了 若 于 Web 图 标 ， 指 示 阅 站 链接 ， 作 为 注释 本 书 网 站 的 网 上 指南 。 

下 面 列 出 的 是 本 版 中 为 使 本 书 更 有 效 所 短 的 主要 性 动 。 
1. 新 派 内 容 

。 | 除 太 口 记 号 以 外 新 增加 了 大 站 和 太 侣 记号。 

。 概率 论 的 新 内 容 包 括 随 机 半 量 的 方差 和 切 比 雪夫 不 等 式 。 此 外， 还 对 Monty 太 厢 二 

门 问题 做 了 讨论 。 

。 对 停机 问题 做 了 处 理 ， 包 括 其 不 可 解 的 证 明 。 

* 讨论 了 流动 推销 员 问 题 。 
2. 扩充 了 上 原 有 内 容 
增加 了 关于 数理 你 辑 和 数学 推理 的 附加 材料 ， 用 新 增 例 题 说 明 怎 样 在 其 化 语句 和 各 文 
字 陈 述 之 间 千 译 ,， 强 化 了 推理 规则 的 讨论 。 特 别 是 关于 量化 语 旬 的 推理 规则 ,现在 
明确 地 做 了 讨论 ， 并 且 增 加 了 阐明 为 何 使 用 推理 规则 的 例题 。 
加 强 了 对 底 蛆 数 和 贷 耳 数 的 讨论 。，… 
正文 中 现存 专 有 一 节 讨 论 生 成 函数 ， 这 是 对 原 书 附录 内 容 的 扩充 。 这 一 市 的 中 心 是 
和 后 成 函数 怎样 用 于 解 锯 计数 问题 ， 解 快递 娄 关 系 ， 及 证 明 纽 全 恒等式 。 
常 系数 非 齐 次 线性 递归 关系 现在 在 正文 中 讨论 ， 而 不 是 放 在 一 组 练习 题 中 。 
对 整数 序列 进行 了 更 多 的 介绍 ， 增 加 了 从 初始 项 识别 整数 序列 可 能 的 通 项 公 陈 的 例 
题 和 练习 。 
增加 了 传记 内 容 , 包 括 Peirce( 皮 尔 斯 )、Chebyshev( 切 比 雪夫 )、Knuth( 克 努 斯 ;、Hardy 
( 哈 弟 )、Ramanujan( 拉 曼 扭 因 )、Tukey( 图 凯 )、Sloane( 斯 因 尼 ) 和 Nersenne( 莫 孙 尼 )。 
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3. 于 上 时 代 的 新 他 是 
。 在 课文 某 些 关键 之 处 增加 了 例题 ， 用 以 帮助 解释 学 生 难 于 理解 的 重要 概念 ， 使 谋 本 
更 有 趣 。 


。 增 加 了 说 明 离 获 数 学 应 用 于 因特网 通信 协议 各 网络 结 构 的 例题 和 练习 。 其 中 包括 : 
与 因特网 地 址 及 因特网 协议 包 有 关 的 计数 问题 ; 因特网 搜索 引擎 使 用 的 布尔 搜索 问 
题 ， 还 增加 了 一 个 关于 怎样 在 IP 组 播 中 使 用 牛 成 树 的 例题 。 

增加 了 材料 以 说 明 离散 数学 仍 有 许多 未 解决 的 问题 ， 仍 是 不 断 有 新 发 现 的 活跃 领域 。 

例如 增加 了 草 孙 尼 素 数 的 内 容 ， 包括 1997 年 和 1998 年 新 发 现 的 素数 ， 还 讨论 了 哥 

德 巴 赫 猜 想 已 经 证 明 有 效 的 范围 ， 阐 述 了 汉 诺 塔 难题 的 变种 ， 即 有 四 根 卉 柱 的 问题 。 

4. 扩充 了 练习 是 

。 根 据 使 用 第 3 版 的 教师 们 的 要 求 ， 增 加 了 500 多 道 练 习题 ， 包 括 常 规 的 和 有 挑战 性 
的 问题 ， 还 包括 基于 人 运 辑 和 数学 智力 游戏 的 练习 。 新 的 分 块 练习 题 以 一 系列 步 怠 展 
开 一 些 关 键 慨 念 。 新 练习 能 保证 所 有 重要 类 型 的 题目 既 有 奇数 编号 的 ， 也 有 偶数 纺 
号 的 。 此 外 ,还 有 与 以 前 学 过 的 微 积 分 有 关 的 练习 ， 不 过 对 这 些 习 题 按 习惯 作 了 注 
明 ， 厅 想 做 的 话 很 容易 就 能 避 开 它们 。 

5. 网 上 支持 

注 ， 。 做 为 正文 的 补充 ， 已 建立 了 一 个 怒 适 合 于 学 生 也 适合 于 教师 的 网 站 ， 它 包含 范围 
fs 广泛 的 内 容 〈 见 “配套 网 站 ”) ， 包 括 一 个 注释 性 的 网 上 指南 ， 列 出 因特网 上 相关 的 网 
站 、 这 一 指南 对 课本 正文 能 提供 重要 线索 ， 在 本 版 整个 生命 期 中 将 不 断 更 新 以 保证 跟 
上 发 展 。 

。 课 文中 凡是 网 上 指南 有 链接 指向 与 所 讨论 内 容 相关 的 网 站 的 地 方 ， 均 有 Web 图 标 。 
(指南 中 不 同 的 链接 有 200 多 个 ,网 上 的 这 些 网 站 包含 有 关 概 念 和 应 用 约 补 充 材 料 ， 
名 人 传记 、 最 新 发 现 、 可 下 载 的 源 代码 、 交 车 式 小 应 用 程序 (applet)、 动 画 的 算法 
以 及 其 他 有 趣 的 内 容 。 


特别 之 处 


易 入 门 实践 证 明 本 书 对 初学 者 来 说 易 读 易 懂 。 它 的 大 部 分 内 容 只 要 求学 生 学 过 大 学 代 
数 ， 不 需要 其 他 的 预备 知识 ， 少 数 涉 及 微 积 分 的 地 方 均 有 明确 的 说 明 。 大 部 分 学 生 应 该 很 容 
易 理 解 课文 中 用 于 表示 算法 的 伪 码 ， 不 管 他 们 是 否 学 过 程序 设计 语言 。 本 书 不 要 求 形 式 化 的 
计算 机 科学 方面 的 预备 知识 。 

灵活 本 书 为 灵活 使 用 作 了 精心 设计 。 各 章 对 其 前 面 内 容 的 依赖 降 到 最 小 。 每 一 音 都 分 
成 长 度 大 致 相等 的 若 于 节 ， 每 一 节 又 根据 内 容 的 自然 分 块 划分 戒 小 节 以 使 教学 。 教 师 可 以 根 
据 这 些 分 块 很 容易 地 安排 进度 。 

号 作风 格 ”本 书 体 现 的 写作 风格 是 直接 和 实用 。 使 用 了 准确 的 数学 语言 ， 但 没有 过 份 的 
形式 化 与 过 份 的 近 象 ， 在 适当 的 地 方 引 人 并 使 用 记号 。 在 数学 陈述 中 对 记号 和 文字 的 平衡 作 
了 仔细 的 考虑 。 

广泛 的 课堂 实践 本 书 已 在 400 多 所 学 校 使 用 过 ， 其 中 325 所 以 上 使 用 了 不 止 一 次 。 来 
白 许 才学 校 师 生 的 反 信 使 第 4 版 成 为 比 前 几 版 更 成 功 的 教学 工具 。 

数学 上 的 严 填 性 和 准确 性 ”本 书 所 有 的 定义 和 定理 均 是 分 外 细心 陈述 的 。 所 以 学 生 司 以 
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欣赏 其 语言 的 准确 以 及 数学 上 的 闫 密 性 。 汪 明 则 是 缓慢 引入 并 展开 的 ， 每 一 步 都 经 细心 论 
证 ,递归 定义 均 有 周密 的 解释 并 大 量 使 用 。 

图 和 表 本 书 有 550 多 幅 图 ， 用 于 阐明 关键 的 概念 和 证 明 步 骤 。 图 上 带 有 细心 选用 的 颜 
色 用 以 解释 重点 。 只 要 可 能 ， 就 用 表格 来 小 结 关键 内 容 或 说 明 量 化 关系 。 

实例 ”本 书 用 650 风 个 实例 于 明 概 念 ， 表 示 不 同 内 容 的 关系 ， 以 及 引 人 和 人 应 用 。 在 例题 
中 ， 首 先 提出 一 个 问题 ， 再 按 适度 的 细节 给 出 它 的 解 。 

应 用 “本 书包 含 的 应 用 谍 未 了 离散 数学 在 解决 现实 世界 问题 中 的 使 用 价值 。 本 书 所 含 的 
应 用 涉及 的 范围 很 广 ， 包括 计算 机 科学 、 数 据 网 络 、 心 理学 、 化 学 、 工 程 、 语言 学 、 生 物 
学 、 商 业 和 因特网 。 

算法 ”离散 数学 的 结果 常 能 用 算法 表示 ， 因 此 本 书 每 一 章 均 介绍 了 关键 算法 。 这 些 算法 
一 方面 用 文字 描述 给 出 ， 另 一 方面 又 用 一 种 易于 理解 的 结构 化 伪 码 的 形式 给 出 。 附 录 2 中 对 
伪 码 作 了 描述 和 说 明 。 书 中 对 算法 的 计算 复杂 性 也 有 初步 的 分 析 。 

历史 资料 “本 书 对 许多 题材 的 背景 作 了 简要 的 介绍 。 书 中 以 脚注 的 形式 给 出 了 55 位 以 
上 的 数学 家 和 计算 机 科学 家 的 传记 。 传 记 中 介绍 了 对 离散 数学 作出 巨大 贡献 的 这 些 科 学 家 们 
的 生活 、 事 业 及 成 就 。 此 外 ， 作 为 对 正文 中 历史 资料 的 补充 ， 还 有 大 量 忠 实 的 脚注 。 

关键 术语 和 结果 ”每 一 章 后 面 都 州 出 了 本 章 的 关键 术语 和 结果 。 关 键 术语 只 包括 学 生 必 
须 学 会 的 那些 最 重要 的 面 不 是 该 章 中 定义 的 所 有 术语 ， 

练习 ”正文 中 有 3000 多 道 练 习 ， 提 出 了 大 量 不 同类 型 的 问题 。 有 足够 多 的 简单 直接 的 
问题 用 于 开发 基本 技巧 ,还 有 大 量 的 中 等 程度 的 练习 和 许多 有 挑战 性 的 练习 。 练 习 的 叙述 是 
明白 而 无 二 义 性 的 ， 全 部 按 难 易 程 度 分 级 。 分 组 给 出 的 练习 包含 专门 的 讨论 ， 提 出 正文 中 没 
有 涉及 的 新 概念 ， 使 学 生 可 以 通过 自己 的 努力 发 现 新 思想 。 

比 平均 水 平 稍 难 的 练习 都 用 一 个 星 号 作 了 标记 ; 相当 有 挑战 性 的 问题 则 用 两 个 星 号 标 
记 。 必 须 用 微 积 分 来 解 的 练习 均 有 明确 说 明 。 能 导出 正文 中 用 到 的 结果 的 练习 则 用 手指 符号 
Ir 了 了 指明， 在 正文 最 后 给 出 了 所 有 冶 数 导 的 练习 的 答案 或 解 题 概略 ， 其 中 包括 清楚 给 出 的 大 
多 数 证 明 步 又 。 

复习 题 ”每 章 最 后 都 有 一 组 复习 题 。 这 些 问题 的 设计 目的 是 帮助 学 生 集中 学 习 该 章 最 重 
要 的 概念 和 技术 。 学 生 必 须 写 出 长 长 的 管 案 才 能 回答 这 些 问题 ， 而 不 能 只 作 计 算 或 简短 的 应 
答 。 

补充 练习 ”每 章 后 面 都 有 一 组 丰富 而 多 恋 的 补充 练习 。 这 些 练习 一 般 来 说 都 比 每 一 节 后 
面 的 练习 难度 大 。 补 充 练习 使 一 章 的 概念 得 以 加 强 ， 并 把 不 同 内 容 更 好 地 融 为 一 体 。 

计算 机 题目 每 一 章 后 面 还 有 一 组 计算 机 题目 。 这 大 约 150 个 计算 机 题 利 可 以 把 学 生 己 
经 学 到 的 计算 和 离散 数学 的 内 容 联 系 起 来 。 从 数学 角度 或 程序 设计 角度 看 来 难度 超过 平均 水 
平 的 计算 机 题目 用 一 个 星 号 标记 ， 特 别 难 的 则 用 两 个 星 号 标记 。 

计算 和 研究 每 一 音 的 结尾 都 有 一 组 计算 和 探索 性 问题 。 这 些 练 习 {大约 共 100 个 ) 的 
完成 需要 用 现 有 的 软件 工具 ， 例 如 学 生 或 教师 自己 编写 的 程序 ， 或 数学 计算 软件 包 ， 如 
MAPLE 或 Mathematicas 不 少 这 种 练习 为 学 生 提 供 了 通过 计算 发 现 新 事实 或 新 思想 的 机 会 。 
(有 些 这 类 练习 在 本 书 的 姊妹 篇 《用 MAPLE 研究 离散 数学 及 其 应 用 》 中 作 了 讨论 。) 

写作 题目 “每 一 章 后 面 都 有 一 组 应 书面 完成 的 题目 。 学 生 需 要 参考 数学 文献 才能 做 这 类 
题目 。 有 些 这 类 题目 涉及 历史 ， 可 能 项 要 查找 原始 资料 。 其 他 的 题目 起 着 联系 新 题材 和 新 思 
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想 的 作用 。 所 有 此 类 练习 均 向 学 生 展 示 了 正文 中 没有 深入 探讨 的 思想 。 这 些 题目 把 数学 概念 
和 和 书面 写作 过 程 结 合 在 一 起 ， 俯 帮助 千 生 探索 可 供 未 来 妍 究 的 领域 。( 为 这 些 题目 准备 的 推 
存 文 献 可 以 在 《学 生 解 题 指 南 # 中 找到 ,) 

附录 正文 有 两 个 附录 。 第 一 个 介绍 指数 男 数 和 对 数 函 数 ， 凡 回顾 课程 中 反复 使 用 的 某 
些 基本 内 容 ; 第 二 个 介绍 正六 中 用 以 描述 算法 的 盆 码 。 

推荐 读物 ”在 正文 最 后 专门 有 一 玉 为 每 一 章 提 供 推荐 读物 ， 其 中 包括 不 超过 本 书 水 平 的 
书籍 、 较 难 的 书籍 、 综 述 性 文章 以 及 发 表 离散 数学 新 发 现 的 原始 文章 。 


怎样 使 用 本 书 


本 书 是 精心 与 作 和 编排 的 ， 适 用 于 不 同 水 乎 有 不 同 重点 的 离散 效 学 课程 。 表 工 列 出 了 核 
心 章节 和 殿 选 择 的 章节 。 二 年 级 学 生 离 散 数学 一 学 期 的 入 门 课程 可 以 以 核心 章节 为 区 础 ， 其 
他 章节 由 教师 取 会 。 两 学 期 的 入 门 课程 可 以 在 核心 章节 外 加 上 上 所 有 可 选 的 数学 章节 ， 强 调 计 
算 机 科学 的 课程 号 以 使 用 计算 机 科学 的 部 分 或 全 部 可 选 章 节 。 
表 1 

章 核心 节 可 选 的 计算 机 科学 章节 可 选 的 数学 音节 

1 1 ,1 一 上 +.8【 按 需要 人 年) 

2 2.1 一 2.3，2.#§ 【 按 需 要 定 ) 2.4 2.5 

了 3.1 一 了. 了 3.4，3.5 

4 .1 一 4.4 4.7 4.5，4.6 

5 5.1. 5.5 5.3 5.2, §$.4, 5.6 

各 6.1, 5.3, 6.5 看. 了 看 .4 ， 厂 .后 ， 

7 7T.1 一 7.5 7 了.6-- 了 .8 

8 8.1 8.2 一 入 ,4 8.5, 3.6 

9 .1 一 壬 .4 


10 li.1~ 10.3 


使 用 本 书 的 教师 可 以 选用 或 略 去 每 六 最 后 玩具 挑 成 性 的 例题 及 更 加 困难 的 练 半 ， 以 调整 


其 课程 的 难度 。 各 章 对 以 前 各 章 的 依赖 关系 如 下 图 所 示 。 
第 1 章 


第 2 章 


第 3 章 


第 4 章 


第 5 章 第 6 章 第 7 了 更 第 9 章 第 10 章 


| 


第 8 章 
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辅助 读物 

《学 生 解 电 指 南 》( Student Solution Guide) 这 本 可 以 单独 购买 的 学 生 和 手册 包 括 各 组 练 
习 中 用 奇数 编导 的 所 有 习题 的 完整 的 解 等 。 这 些 解 管 解释 了 为 什么 使 用 革 一 特定 的 方法 以 及 
为 人 入 么 这 一 -方法 管用 。 对 有 些 练习 还 给 出 了 一 两 种 其 他 可 能 的 解法 ， 用 以 说 明 一 个 问题 可 以 
通过 不 同 的 途径 求解 。 为 每 一 章 后 面 列 出 的 书面 题目 推荐 的 文献 可 以 在 本 指南 找到 。 本 指南 
包含 对 学 生 书 写 证 明 题 的 指导 意见 ， 并 列 晶 了 学 生 在 做 离散 数学 题 时 常 犯 的 背 干 错误 。 本 指 
现 还 为 每 一 章 提 供 考试 样题 及 解答 ， 以 帮助 学 生 准 备考 试 。 学 生 们 感到 本 指南 分 外 有 用 。 

《教师 资料 手册 》( nstructor 's Resource Guide ) 本 手册 包 售 所 有 以 偶数 编号 的 练习 是 
的 完整 解 稼 。 它 还 提出 了 如何 教授 每 一 章 教 材 的 建议 ， 包 括 每 一 节 的 重点 ， 以 及 怎样 正确 地 
使 用 材料 。 此 外 ， 本 手册 包含 每 一 任 的 考试 样题 库 ， 以 及 样题 的 解 。 最 后 ， 本 手册 还 给 出 了 
样板 课程 提纲 。 

4 离散 数学 应 用 上 这 本 辅助 读物 是 一 本 独立 的 教程 ， 既 可 结合 课本 使 用 ， 也 可 独立 使 
用 。 它 包 会 使 用 过 课本 的 教师 们 扎 写 的 20 多 章 内 容 (每 章 均 有 自己 的 练习 )。 这 本 书 采 用 与 
课本 炎 亿 的 格式 ， 各 章 既 可 作为 一 门 独 立 课程 的 课本 ， 人 和 作为 学 生 讨 论 班 的 教材 ， 也 可 供 做 独 
立 研 究 的 和 学生 使 用 。 这 本 辅助 读物 以 后 再 版 还 计划 扩 太 其 覆 六 的 应 用 范围 。 欢 迎 教师 们 投稿 
介绍 其 他 方面 的 应 用 ,以 备 骨 版 时 来 用 。 

试题 库 ”包含 1300 争 个 问题 的 内 容 广 泛 的 试题 库 问 以 在 Windows 系统 或 Macintosh 系 
统 下 使 用 。 教 师 可 以 使 用 这 一 软件 自己 选择 或 随机 产生 他 们 自己 的 试题 。 对 同样 的 试题 教师 
下 以 如 上 上 自己 的 标题 和 说 明 ， 输 出 同一 试题 库 的 不 同 版 本 ， 以 及 编排 已 有 的 问题 ， 或 加 上 自 
己 的 问题 。 在 《教师 质料 手册 放 中 有 此 题库 的 打印 版 ， 既 包括 试题 也 包括 解答 。 

《用 MAPLE 研究 离散 数学 及 其 应 用 这 是 一 本 独立 的 辅助 读 牧 ， 用 以 帮助 学 生 使 用 
计算 机 代数 系统 MAPLE 来 完成 离散 数学 的 各 种 计算 。 对 本 书 的 每 一 章 ， 这 本 新 的 辅助 读物 
都 包括 下 列 内 容 : 对 相关 的 MAPLE 郴 数 及 其 使 用 方法 的 描述 ， 完 成 相关 计算 的 MAPLE 程 
序 ， 每 章 结 尾 处 还 有 兽 明 怎 样 使 用 MAPLE 作 计 算 和 研究 的 建议 和 例子 ， 以 及 可 用 MAPLE 
做 的 练习 题 。 


配套 网 站 


已 经 为 本 书 建 立 了 一 个 配套 网 站 ， 该 网 站 将 得 到 不 断 地 维护 和 改进 。 网 站 地 址 (URL) 
是 http: /AAwww.mhhe. com/rosen 。 该 站 点 上 的 网 页 使 你 能 访问 该 阿 站 的 5 个 不 同 的 部 分 ; 

。 关于 本 书 

教师 资料 

* 学 生 资 料 

”离散 数学 网 上 指南 

”补充 贤 料 
这 几 部 分 资料 将 与 本 书 新 版 一 同 问世 ， 当 然 以 后 还 会 增加 新 材料 。 

“关于 本 书 ” 部 分 包含 关于 本 书 及 其 补充 读物 的 基本 信息 ， 还 有 一 个 勘误 表 和 一 个 电子 
邮件 地 址 ， 供 读者 提出 勘误 和 建议 。 

“教师 资料 ”是 网 站 上 的 避 密 部 分 ， 它 包含 有 用 的 工具 和 资料 用 以 补充 识 本 的 不 足 夺 提 
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供 离散 数学 教学 经 验 。 

“学 生 资料 ”和 包含 对 丰富 学 生 学 习 经 验 有 益 的 参考 文献 和 补充 材料 。 

“离散 数学 网 上 指南 ”和 包含 带 注释 的 与 相关 站 点 的 链接 ， 这 些 站 点 在 书 中 己 用 Web 图 标 
注 明 ( 书 中 几 有 Web 图 标 之 处 ， 网 站 上 均 有 链接 )。 本 指南 中 的 链接 还 可 用 来 访问 一 些 站 
点 ， 这 些 闫 点 能 提供 本 书 中 只 及 的 名 人 传记 、 补 充 材 料 、 最 新 发 现 、 动 画 算法 和 可 下 载 
源 赐 ，。 

“补充 资料 ”部 分 是 供 师 生 共 用 的 ， 包 括 按 章 组 织 的 补充 教学 材料 ， 目 的 是 扩充 课本 中 
的 内 容 并 使 之 更 清晰 。 

写 给 学 生 

什么 是 离散 数学 ? 离散 数学 是 数学 中 适用 于 研究 离散 对 象 的 那 一 部 分 。 (这 里 “离散 ” 
的 会 义 是 指 不 同 的 不 连接 在 一 起 的 元 素 .) 用 离散 数学 能 解决 的 问题 包括 ; 

。 有 多 少 种 方式 可 以 在 一 个 计算 机 系统 上 选择 一 个 合法 口令 ? 

。 赢 彩票 的 概率 是 多 少 ? 

网 络 上 两 台 计 算 机 之 间 是 否 有 通路 ? 
。 使 用 某 一 运输 系统 的 两 个 城市 之 间 的 最 短路 径 是 什么 ? 
”怎样 把 整数 列表 按 增 序 排列 ? 
完成 上 述 排序 需要 多 少 步骤 ? 
怎样 设计 两 个 整数 相 加 的 电路 ? 
* 有 多 少 合法 的 因特网 地 址 ? 
你 们 将 学 习 解 决 上 述 这 类 问题 需要 的 离散 结构 和 技术 。 

更 一 般 地 说 ， 在 对 对 象 计数 时 使 用 离散 数学 ， 研 究 两 个 有 限 《或 可 数 ) 集合 之 关系 时 使 
用 离散 数学 ， 分 析 只 含有 限 步 数 的 过 程 时 也 使 用 离散 数学 。 离 散 数学 重要 性 增长 的 一 个 关键 
因素 ， 是 计算 机 以 离散 的 方式 存储 和 处 理 信息 。 

有 几 条 重要 的 理由 需要 学 习 离 散 数 学 。 首 先 ， 通过 这 一 课程 你 们 可 以 发 展 自己 的 数学 成 
熟 性 ， 即 你 理解 和 创造 数学 证 明 的 能 力 。 没 有 这 些 技巧 ， 你 们 在 数学 学 科 的 学 习 中 不 可 能 太 
深入 。 

第 二 、 离 散 数 学 是 通 向 所 有 数学 学 科 高 级 课程 的 必 经 之 了 路。 离散 数学 提供 许多 计算 机 科 
学 课程 的 数学 基础 ， 这 些 课 程 包括 数据 结构 、 算 法 、 数 据 库 理论 、 自 动机 理论 、 形 式 语 言 、 
编译 理论 、 计 算 机 安全 以 及 操作 系统 。 没 有 从 离散 数学 中 得 到 适当 的 数学 基础 的 学 生 ， 在 学 
习 上 述 课 程 时 会 遇 到 更 多 的 困难 。 有 个 学 生 给 我 发 了 电子 邮件 ， 告 诉 我 她 在 选修 的 每 一 门 计 
算 机 科学 的 课程 上 都 用 到 了 本 书 的 知识 。 

以 离散 数学 为 基础 的 数学 课程 包括 多 辑 、 集 合 论 、 数 论 、 线 性 代数 、 抽 象 代 数 、 组 合 数 
学 、 图 论 及 概率 论 (其 离散 部 分 )。 

此 外 ， 离 散 数学 还 包括 解决 运筹 学 (包括 许多 离散 优化 技术 ) 、 化 学 、 工 程 和 生物 学 等 
学 科 中 的 问题 的 必要 的 数学 背景 。 本 书 中 将 学 习 上 述 领 域 的 某 些 应 用 。 

我 愿意 就 如 何 学 好 离散 数学 给 同学 们 提 点 有 益 的 建议 。 做 练习 能 使 你 最 大 地 受益 。 我 建 
议 你 尽 可 能 地 多 做 练习 ， 包 括 正 文 每 一 节 后 的 练习 和 每 一 章 后 的 补充 练习 。 在 参考 书后 的 答 
案 或 《学 生 解 题 指南 》 中 的 管 案 以 前 ， 先 要 努力 自己 解 古 。 只 有 在 你 己 经 得 出 一 个 解 或 毫 无 


重 
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头绪 时 ， 才 查看 建议 的 解 管 。 只 有 在 这 种 情况 下 你 才能 发 现 《学 生 解 题 指南 》 中 对 练习 的 讨 
论 很 和 帮助。 在 做 练习 的 时 候 ， 不 要 忘记 较 难 的 间 题 是 有 标记 的 。 表 2 是 难度 及 相应 的 
记 与 。 


过 2 
练习 标记 
天 标记 常规 练习 
* 难题 
关 * 特别 有 挑战 性 的 练习 
1 正 立 中 司 用 了 本 练习 的 某 个 结论 
{ 需 轩 用 到 微 积分 ; 解 帧 需要 用 极 昭 就 微 积分 的 慨 您 


最 后 ， 我 就 励 你 们 大 胆 探 究 超 踢 本 书 内 容 的 离散 数学 同 题 。 本 书 网 站 的 “离散 数学 网 上 
指南 ”是 个 很 好 的 起 点 ， 网 站 地 址 (URL) 是 http: /A//www. mhhe.com/rosen 。 
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溃 1 章 基础 : 催 辑 、 集 合 和 晃 数 


本 章 复习 离散 数学 的 夫 础 。 有 三 个 主要 内 容 逻辑 、 集 合 和 果 数 。 迁 辑 规 则 给 出 数学 二 
名 的 准确 含义 。 例 如 ， 逐 辑 规则 告诉 我 们 下 列 语 名 的 售 义 ;:“ 存 在 一 个 大 于 100 且 是 2 的 麦 
的 整数 "， 以 及 “对 每 个 整数 wn， 小 于 等 于 n 的 正 整 数 之 和 是 ntn + 1) 信 ”。 人 逻辑 是 所 有 数 
学 推理 的 基础 ， 对 计算 机 的 设计 、 大 工 智 能 、 计 算 机 程序 设计 、 程 序 设 计 语 言 以 及 计算 机 科 
学 的 其 他 领域 ,逻辑 都 有 实际 的 应 用 。 

离散 数学 的 不 少 内 容 是 研究 用 于 表示 离散 对 象 的 离散 结构 的 。 所 有 高 散 结 构 都 从 集合 构 
造 耐 来， 而 集合 则 指 的 是 一 组 对 和 象 。 从 集合 构造 的 离散 结构 便于 包括 ， 计数 时 三 为 应 用 的 组 
合 ， 也 就 是 无 序 的 对 象 集 ; 表示 对 象 之 同 相互 关连 的 关系 ， 也 就 是 有 序 偶 的 集合 ; 图 形 ， 也 
就 是 项 点 集合 及 连接 项 点 的 按 的 集合 ; 以 及 用 于 模拟 计算 机 的 有 限 状 态 机 。 

函数 概念 是 离散 数学 中 特别 重要 的 概念 。 函 数 为 一 个 集合 中 的 每 个 元 素 恰 好 指派 男 一 个 
集合 中 的 某 个 元 素 。 像 序列 和 字符 捉 等 这 些 有 用 的 结构 都 是 函数 的 特例 。 鹃 数 还 用 来 表示 一 
个 程序 过 程 解 题 的 步 数 。 分 析 算 法 时 使 用 的 术语 和 概念 与 函数 增长 有 关 。 递 归 函 数 指定 用 较 
小 正 整数 时 的 函数 值 来 定义 较 天 正 整 数 时 的 半数 值 ， 遂 归 函 数 用 于 解决 许 狠 计 效 问题 。 


1.1 逐 辑 


1.1.1 引 背 


逻辑 规则 给 出 数学 语 甸 的 准确 含义 ,这些 规 则 用 来 区 分 有 效 和 和 无 效 的 数学 论证 。 由 于 本 
书 的 一 个 主要 目的 是 教会 读者 如 何 理 解 和 如 何 构造 正确 的 数学 论证 ， 所 以 我 们 从 介绍 赣 辑 开 
始 离 散 数学 的 学 习 。 

逻辑 不 仪 对 理解 数学 推理 十 分 重要 ， 而 且 在 计算 宙 科 学 中 有 许多 应 用 。 这 些 逻 辑 规则 用 
于 计算 机 电路 设计 、 计 算 机 程序 构造 、 程 序 正 确 性 证 明 以 及 许多 其 他 方面 。 在 随后 的 几 童 中 
将 逐一 讨论 这 些 应 用 。 


1.1.2 命题 


我 们 从 介绍 公 辑 的 基本 成 分 一 一 命题 开始 我 们 的 讨论 。 一 个 命题 是 一 个 或 真 或 假 的 语 
句 ， 人 但 不 能 既 真 又 假 ， 

例 1 下 述 语 句 鬼 为 命题 。 

1. 华盛顿 是 美国 的 首都 。 

2. 多 伦 多 是 加 拿 大 的 首都 。 

3, 1+1=2。 

4,， 2 十 2 二 3。 

命题 1 和 3 成 真 ， 命 题 2 和 4 为 假 。 至 


EE pr nl -= Lr 
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下 一 例子 给 出 了 不 是 命题 的 大 干 语句 。 
例 2 考虑 下 述 语 句 : 


1. 几 感 了 ? 

2. 仔细 读 这 个 。 

3, 底 + 1 二 2。 

.+ y 二 之 

语句 1 各 2 不 是 命 肿 ， 因 为 它们 不 是 练 述 语句 。 语 名 3 和 4 不 是 合 题 ， 因 为 它们 酸 不 威 
真 ， 也 不 为 假 ， 这 是 由 于 语句 中 的 变量 没有 被 成 值 : 在 1.3 节 将 讨论 这 一 类 语句 形成 命题 的 
多 种 方法 。 加 


命题 常用 字母 来 表示 ， 就 像 用 字母 表示 变量 那样 。 习 惯 上 用 来 表示 命题 的 字母 是 p、 
9 、+r、s..， 等 。 如 果 一 个 命题 是 真 命题 ， 它 的 真 值 为 真 ， 用 表示 ; 如 果 它 是 假 命题 ， 其 
真 值 为 假 ， 用 下 表示 。 
i 现在 我 们 转 而 注意 从 那些 已 有 的 命题 产生 新 命题 的 方法 ， 这 些 方 法 在 1854 年 曾 由 黄 
Da 国 数学 家 布尔 中 在 他 的 题 为 《The Larws of Thought》 的 书 中 讨论 过 。 许 名 数学 陈述 都 
是 组 合 一 个 或 多 个 命题 而 来 。 称 为 复合 命题 的 新 命题 由 已 有 的 命题 用 逻辑 运算 符 组 合 而 来 。 


定义 1 令 户 为 一 命题 ， 则 语句 


“不 是 p 所 说 的 情形 。" 
是 另 一 个 命题 ， 称 为 p 的 否定 。 记 的 否定 用 -~p 表示 。 命 是 "mp 读 作 “ 非 p”， 


例 3 找 出 命题 


“今天 是 星期 五 。 
的 否定 ,并 用 中 文 表示 。 


解 : 否定 为 
“并 非 今天 是 星期 五 。 


也 可 以 更 简单 地 表达 为 
“今天 椒 是 星期 五 。 国 


注意 ”严格 地 说 ， 像 例 3 这 种 含有 可 变 时 间 的 语句 不 是 命题 ， 除 非 假 定 了 一 个 确定 


司 和 弄 治 :布尔 (George Boole,1815 一 1864} 是 皮革 的 儿子 ，1815 年 1] 月 生 于 甘 格 兰 的 林肯 。 由 于 家 境 费 寒 ， 布 水 
”不 得 不 在 协助 养家 的 同时 为 自己 能 受 教 育 而 音 斗 。 不 管 怎么 谱 ， 他 成 了 19 刘 纪 最 重 亡 的 数学 家 之 一 。 尽 管 他 考 丰 
过 以 牧师 为 业 ， 但 最 终 还 是 决定 从 载 ， 并且 不 久 就 开办 了 自己 的 学 校 。 在 备课 的 时 柳 ， 布尔 不 满意 当时 的 数学 课本 ， 便 
决定 阅读 伟大 数学 家 的 论文 。 在 阅读 伟 天 的 法 国 数学 家 拉 格 朗 日 的 论 广 时， 布尔 有 了 变 分 方面 的 新 发 现 。 变 分 是 获 学 外 
析 的 一 个 分 支 ， 它 处 型 的 是 寻求 优化 某 些 参数 的 曲线 和 曲面 。 

1848 年 ， 布 尔 出 版 了 专 TRe Marthematicaf 上 nagosin of ostcy， 这 是 他 对 符号 迁 辑 诸 雪 页 上 献 宙 的 种 一 侈 。1849 年 ， 忆 
被 枉 命 为 位 于 爱尔兰 科 和 上 各 的 皇后 学 院 的 数学 闲 授 。1854 年 ， 他 出 版 了 《The 上 awa of Tioegphth， 这 基 忆 最 著名 的 著作 ， 在 
这 本 书 中 布尔 介绍 了 现在 以 他 的 名 字 命名 的 布尔 代 数 -布尔 押 写 了 出 分 方程 和 差分 方程 的 课 市 这些 课 本 在 和 美国 -- 直 使 
用 到 19 世纪 末 。 布 尔 在 1855 年 结婚 ， 他 的 妻子 是 皇后 学 院 一 位 希腊 文部 授 的 人 笃 女 。1864 年 ， 布 尔 死 于 肺炎 ， 有 和 肺炎 是 他 


在 暴风 南大 气 中 尽管 已 经 训 淋 谭 的 了 仍 坚 持 王 课 引 起 的 。 
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的 时 间 。 同 样 ， 除非 候 定 了 确定 的 地 点 ， 否 则 会 月 可 变 地 点 的 语 身 不 是 命题 除非 
假定 了 确定 的 人 ， 否 则 含有 可 变 民 词 的 语句 不 是 命题 。 
真 值 表 给 出 命题 真 值 之 间 的 关系 。 在 确定 由 较 简 单 命题 组 成 的 命题 之 真 值 时 ， 真 值 表 特 
别 有 用 。 表 1-1 给 出 的 是 命题 及 其 否定 所 有 可 能 的 真 值 。 
命题 的 否定 也 可 以 看 作 非 运 工 符 作 用 在 命题 上 的 结果 。 非 运算 符 从 一 个 已 有 的 命题 构造 
加 一 个 新 命题 。 现 在 将 引 人 从 两 个 或 多 个 已 有 命题 构造 新 命题 的 逻辑 运算 符 ， 这 些 还 辑 运算 
符 也 称 为 联接 词 。 
表 1-1 命题 之 否定 的 真 值 
1p 
T 
F T 


定 光 2 令 p 和 g 为 命 鹏 。 用 pAg 表示 的 命题 “pp 而且 qg” 是 这 样 一 个 命题 当 p 和 
均 成 真 时 它 成 真 ， 否则 为 假 。 合 题 p Ag 称 为 户 和 0 的 合 取 。 


表 1-2 给 出 了 pAo 的 真 值 表 。 注 意 真 值 表 中 共有 四 行 ， 每 行 对 应 着 命题 p 和 gg 真 值 的 
一 种 组 合 。 

例 4 找 出 命题 p 和 4 的 合 取 ， 其 中 户 为 命题 “今天 有 是 星期 五 "，n 为 命题 “今天 
下 队 。 

解 ” 这 两 个 命题 的 合 取 p Ay 是 命题 “今天 是 星期 五 而 且 王 古 ?”。 这 一 命题 在 下 雨 的 星 
期 五 成 真 ， 不 是 星期 五 的 日 子 为 假 ， 不 下 十 的 星期 五 也 为 假 。 盖 


定义 3 令 p 和 4 为 命题 ,用 pvYg 表示 的 命题 “pp 或 4” 是 这 样 一 个 命题 它 的 真 值 
在 p 各 4 均 为 假 时 为 假 ， 否则 成 真 。 命 题 pVy gq 称 为 p 和 g 的 析 取 。 


PY 9 的 真 值 表 如 表 1-3 所 未 。 联 结 词 “或 ”在 析 取 中 的 使 用 对 应 于 词 “ 或 (er) 包 合 
的 两 种 情况 之 一 ， 即 是 “ 同 或 ” (incjusive or)。 析 取 所 会 两 命题 之 一 成 中 或 两 者 均 成 真 时 ， 
桩 取 的 真 值 为 真 。 例 如 ， 下 面 这 句 话 中 ,“ 或 ” 即 是 以 “ 同 或 ”的 方式 使 用 的 : 

“选修 过 微 积 分 或 计算 机 科学 的 掌 生 可 以 选修 本 识 。 
这 里 我 们 指 的 是 ,选修 过 微 积 分 和 计算 机 科学 两 门 译 的 学 生 蕊 及 只 选修 过 其 中 一 门店 的 学 生 
都 可 以 选修 本 课 。 另 一 方面 ， 当 我 们 说 : 

“学 过 微 积分 或 学 过 计算 机 科学 ,但 不 是 两 者 都 学 过 的 学 生 ， 可 以 注册 本 课 。” 的 时 候 ， 
使 用 的 “或 ”是 “ 异 或 "。 这 里 我 们 的 意思 是 既 学 过 微 积分 ， 又 学 过 计算 机 科学 的 学 生 不 能 
选修 本 课 ; 失 有 那些 怡 好 在 这 两 门 课 中 选修 过 一 门 的 学 生 可 以 选修 本 识 。 


表 1-2 两 命题 合 取 的 真 值 赛 表 1-3 两 命题 析 取 的 真 值 胡 
p q pAg p g py¥u 
T 了 下 TT 工 工 工 
工 fF F T F Ff 
F I F F T TT 
F F F F F F 


一 “ mr— nding pp pi in FEE Ph ei er 
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| 苹 坊 才学 及 芽 咸 用 


同样 。 若 餐馆 的 菜单 上 写 着 “ 汤 或 沙拉 ， 加 一 道 主 茉 。”--- 般 这 都 表示 左 客 可 以 哆 汤 ， 
也 可 以 吃 沙 拉 , 但 不 是 虐 有 汤 也 有 沙拉 。 因 此 ， 这 里 是 “ 异 或 ”而 不 是 “ 同 或 "。 


例 5 若 p 和 g 就 是 例 4 中 的 两 个 命题 ,它们 的 析 取 是 什么 ? 
解 ” 户 和 9 的 析 取 户 Ya 是 命题 


“今天 是 星期 五 ， 或 今天 下 十 。 

这 一 命题 在 星期 五 或 下 雨天 (包括 下 十 的 星期 五 ) 的 任何 一 天 者 成 真 。 只 有 在 既 不 是 星 
其 五， 又 不 下 峡 的 日 子 ， 此 命 惑 为 假 。 图 

前 面 已 经 说 过 、 在 析 取 中 使 用 的 联结 词 “ 或 ”(or) 对 应 于 “或 ”包含 的 两 种 情形 之 一 ， 
好 “ 同 或 ”"。 所 以 当 析 取 中 的 两 个 命题 之 一 成 真 或 两 者 均 成 真 时 ， 析 取 成 真 。 有 时 我 们 也 按 
“ 异 或 ”的 含义 使 用 “或 ”"。 用 异 或 来 联结 命题 p 和 9g 时 ， 就 得 到 命题 “ 疡 或 6 (但 非 两 
者 )"。 这 一 命题 当 疡 成 真 旦 o 为 假 时 成 真 ， 或 反 过 来 当 p 为 假日 a 成 真 时 也 成 真 。p 和 9 两 
者 均 为 假 或 均 成 真 时 ， 这 一 命题 为 假 。 

定义 4 令 pp 和 0o 为 命题 。p 和 a 的 民 或 ， 用 pp 四 9 表示 ， 是 这 样 一 个 命题 : 当 p 和 4 
中 恰 有 一 个 成 真 时 它 成 真 ， 否 则 它 为 假 。 

两 个 命题 异 或 的 真 值 表 如 表 1-4 所 示 。 我 们 还 将 讨论 其 他 几 个 重要 的 命题 组 合 方式 。 

定义 5 邻 p 和 og 为 命题 。 束 令 pq 是 这 样 一 个 命题 ; 在 p 成 真 而 4g 为 假 时 它 为 假 ， 
否则 成 真 。 在 这 一 昔 含 命题 中 ， 户 称 为 假设 《或 前 项 ， 前 担 )，57 称 为 结论 (或 后 果 )。 


邯 合 命题 p 一 gq 的 真 值 表 如 表 1-5 所 示 。 


迹 1.4 ”两 命题 异 或 的 真 值 球 表 1-5 蕴 沼 p9 的 真 值 表 
疡 他 pg p g Pr 
工 工 下 工 T 工 
T F TT 下 下 F 
F T 工 F T T 
F F F F F T 


由 于 数学 推理 中 许多 地 方 出 现 蕴含 ， 表 示 pg 的 术语 很 多 ， 下 而 是 党 用 的 几 个 : 


“。 “如 果 疡 ,那么 *““ 户 是 ga 的 充分 条 件 " 
=““ 户 组 合 g “9 如 果 户 
“如 果 p，& ，* “9 每 当 p” 
“pp 仪 当 gg 。"g 是 的 必要 条 忻 ” 


注意 ， 只 有 在 p 成 真 而 g 为 假 时 pq 才 为 假 ， 所 以 当 p 和 9 均 成 真 ， 或 p 为 假 无论 
9 的 真 信 是 什么 ) 时 ,其 真 值 为 真 。 

有 助 于 记 住 “ 当 兽 含 命题 的 前 提 为 假 时 其 值 为 真 ” 这 一 事实 的 方法 是 把 将 含 想像 为 合同 
或 义务 。 如 果 这 一 陈述 中 规定 的 条 件 不 成 立 ， 也 就 没有 义务 。 

例如 ， “如 果 你 挣 的 钱 超过 $25 000， 那 你 必须 备案 交 税 ”这 一 语句 与 接 钱 少 于 


i aol ad- NG 


[ee i -1 ' 
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需 了 划 者 础 : 记 交 、 业 人 参天 盟 必 3 


$25 000 的 大 无 天。 如果 你 接 的 钱 超 过 串 25 000 而 不 备案 交 税 ， 你 设 尽 必 务 。 同 样 ， 在 驮 于 
手 的 人 台 同 中 写 下 “和 震 仍 妹 手 击 出 60 个 以 上 的 本 人 鸡 打 ， 奖 金 1 000 万 美元 ”， 则 只 有 当 球 手 击 
出 60 多 个 本 难 打 而 没有 得 到 上 述 奖 金 时 ， 才 是 违反 合同 。 当 球 手 的 本 垄 打 少 于 60 次 时 ， 工 
述 合 同 不 起 任何 效用 。 
我 们 定义 的 蔓 全 比重 言 中 的 薄 售 含 父 更 广泛 一 些 。 例 如 ， 在 
“ 如果 今 日 天 睛 ， 那 么 我 们 将 去 海光 .” 
中 有 假设 和 结论 之 间 的 联系 ， 这 是 一 般 语 言 中 的 蕴含 。 而 且 除 非 今日 的 确 天 有 睛 但 我 们 不 去 海 
滩 ， 否 则 上 述 歼 合 总 是 成 立 。 万 一 方面 ， 恨 据 殖 舍命 题 的 定义 ， 鳃 言语 名 
“如 果 今 天 是 星期 五 ,那么 2+3=5。 
总 是 成 立 的 ， 因 为 它 的 硝 论 是 成 真 的 (于 是 假设 部 分 的 真 值 个 起 作用 )。 北 会 语句 
“如 果 今 天 是 星期 五 , 那么 2+3=6。” 
是 际 星期 五 以 外 天 天 成 真 ， 尽管 2+3=6 为 假 。 
在 日 常 对 话 时 ， 我 们 不 会 使 用 最 后 这 两 个 蕴 合 命题 ， 因 为 其 中 的 假设 和 结论 之 间 没 有 什 
各 联系。 在 数学 推理 中 我 们 考虑 的 草 含 命题 比 语 言 中 使 用 的 要 广泛 一 些 。 草 含 作 为 一 个 数学 
概念 不 依赖 于 假设 和 缚 论 之 间 的 因果 关系 。 我 们 关于 殊 含 的 定义 规定 了 它 的 真 值 ， 而 这 一 定 
兴 不 是 以 霹 言 的 用 法 为 基础 的 。 
许多 程序 设计 语言 中 使 用 的 让- then (如 果 一 那么 ) 结构 与 逻辑 中 使 用 的 不 同 。 大 部 分 
程序 设计 倩 言 中 都 有 if p then S 这 样 的 语 甸 ， 基 中 p 是 命题 而 S$ 是 一 个 程序 吴 {每 执行 的 
一 条 或 多 条 语句 }。 当 程序 的 运行 遇 到 这 样 一 条 请 名 时， 如果 pp 为 真 ， 就 执行 $; 但 着 pp 为 
假 ， 则 S 不 执行 。 下 面 的 例子 说 明了 这 一 点 。 
例 § 着 执 行 语句 
if 2+2=4 thenzr := x 二 +] 
之 前 ，z =0， 执 行 以 后 xz 的 值 是 什么 ?符号 = 代表 赋值 ， 语 句 x :== x+1 表示 将 x +1 的 值 
赋 给 za) 
解 因为 2+2=4 为 真 ， 赋 值 语句 x 二 x +1 被 执行 。 因 此 在 执行 此 语句 之 后 x 的 值 是 
0+1=1。 早 
我 们 可 以 用 非 运算 符 和 已 定义 的 各 联结 词 构造 复合 命题 。 小 括 导 用 于 规定 复合 傅 题 中 多 
个 逻辑 运算 符 的 操作 顺序 ， 最 内 层 小 括号 里 面 的 逻辑 运算 符 昔 先 操 作 。 例 旭 ，【( 产 VG) A 
(mr) 是 p¥ 9 和 -J r 的 人 台 取 。 为 减少 所 需 的 小 括号 数目 ,我们 规定 非 运 算 符 先 于 其 他 还 辑 
运算 符 操作 。 这 表示 -pAg 是 mp 和 g 的 合 取 ， 亦 即 人 -pp)A9 ， 而 不 蚌 p 与 9 的 合 取 非 ， 即 


不 是 (pAg}e 
由 po 可 以 构成 几 个 相关 的 蕴 合 。 命 是 g 一 户 称 为 六 一 0 的 阔 蔓 含 ， 向 p 一 9g 的 例 置 


命题 是 命题 ” gg 一 户 。 
例 7 找 出 蕴 合 命题 


“如 果 今 天 是 星期 四 ， 那么 我 今天 有 考试 。” 
的 道 命题 和 倒置 命题 。 


-TT hi sd em re 
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6 隧 总 开学 受 闪 三 屏 


—r—— rr LT TI TT — TT 


解 ” 逆 命题 是 
“如 条 我 今天 有 考试 ， 那 么 今天 是 星期 四 。 
而 倒置 合 帅 是 
“如 未 我 今天 没有 考试 ， 那 么 今天 不 是 星期 四 。 回 


现在 我 们 引入 男 一 种 组 合 命题 的 方式 。 

定 久 6 令 记 和 g 为 命题 。 双亲 舍 prq 是 这 样 一 个 命题 : 其 真 秆 只 有 在 pp 和 4 有 同样 
的 真 值 时 为 真 ， 否 则 为 假 。 

pt 的 真 值 表 如 表 1-6 有 所 示 。 注 意 ， 双 蕴 合 po 从 在 p+*q 和 gq*+*p 两 个 蕴含 均 为 真 
时 为 真 。 正 因为 如 此 ， 末 语 

' 当 且 仅 当 d 
常用 来 表示 这 一 双 昔 含 。 表 达 人 命题 pro 的 其 他 方式 是 : “pp 是 g 的 充分 必要 条 忻 ” 以 及 
“如 果 户 ， 那 各 93 民 之 闲 然 。 
求 1-6 双 蕴 含 pg 的 真 储 表 


ra 


re 


TT 中 中 | 
中 器 中 
sr 古 ni 


1.1.3 翻译 语言 的 句子 

有 许多 理由 需 把 语言 的 句子 翻译 成 由 命题 变量 和 逮 辑 联结 词组 成 的 表达 式 ， 特 别 是 因为 
语言 【包括 一 切 人 类 培 言 )》 稼 有 二 兴 性 ， 把 本子 译 成 逻辑 表达 式 可 以 消除 歧 父 。 注 意 ， 做 这 
种 翻译 也 主要 在 句子 舍 交 的 基础 上 做 些 人 台 理 的 假 刘 。 上 此外， 一旦 我 们 完成 了 从 可 子 到 轩 辑 表 
达 式 的 翻译 ， 我 们 就 可 以 分 析 这 些 逻 辑 表达 式 以 决定 它们 的 真 值 。 我 们 还 可 以 对 它们 进行 处 
理 ， 并 用 推理 规则 {参见 第 3 童 ) 对 它们 做 推理 分 析 。 

为 说 明 把 语 可 翻译 成 逻辑 表达 式 的 过 程 ， 考 起 于 面 的 例子 。 

例 8 怎样 把 下 面 的 合子 翻译 成 逻辑 表达 式 ? 

“内 有 你 主人 不 计算 机 科学 或 不 是 新 生 ， 才 可 以 从 校园 内 访问 因特网 。" 

解 ” 有 许多 方法 翻译 这 一 句子 为 逻辑 表达 式 。 尽 管 可 以 用 一 个 命题 变量 ,例如 pp 来 表 
示 这 一 句子 ,但 在 分 析 其 会 闵 或 用 它 做 推理 时 ， 这 种 表示 不 会 有 什么 作用 。 我 们 的 办 法 是 用 
命题 变量 表示 其 中 的 每 一 个 句子 成 分 ， 并 找 出 其 间 合 适 的 女 辑 联结 词 。 上 具体 地 说 ， 令 a、c 
和 上 分 别 表 示 “ 你 可 以 从 校 回 内 访问 因特网 ” “你 主 修 计算 和 机 科学 ”和 “你 是 个 新 生 ”“。 注 
意 到 “只 有 ... 才 ” 是 表达 赣 会 的 一 种 方式 ， 上 述 全 子 可 以 泽 为 

a*{(e Vf) | 
例 9 怎样 把 下 面 的 句子 翻译 成 逻辑 表达 却 ” 
“除非 你 已 江 16 周岁 ， 否 则 只 要 你 身高 不 足 4 英尺 所 就 不 能 乘 公 园 滑 行 铁道 。 
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解 ” 有 许多 方式 把 这 一 句子 翻译 成 馆 辑 表 达 式 。 最 简单 也 最 无 用 的 方式 是 用 一 个 偷 题 变 
量 , 例如 p 表示 这 一 名 子 。 尽 管 这 样 佑 并 不 错 ,， 但 当 我 们 尝试 分 析 这 一 句子 ,或 乃 司 推 
理 时 ， 这 种 翻译 对 我 们 不 会 有 什么 帮助 。 较 合适 的 方 法 是 用 命题 变量 表示 其 中 的 等 一 个 句子 
成 分 ， 再 找 出 它们 之 间 合 适 的 抽 辑 联结 词 。 具 体 地 说 , 令 户 、r 和 :分别 表示 “你 能 乘 公 哆 
滑行 铁道 "、“ 你 身高 不 足 4 英 尺 ” 和 “你 已 满 16 局 岁 "， 则 上 述 句 子 可 以 翻译 为 


(rr ATS) 9 
当然 ， 还 有 其 他 方式 可 以 把 上 述 句 子 品 示 交 多 辑 表达 式 ， 但 .上 面 我 们 使 几 的 这 一 表达 式 
已 满足 我 们 的 需要 。 国 
1.1.4 布尔 检索 


洲 逻辑 联结 词 广泛 用 于 在 大 量 信 息 中 检索 ， 人 和 例如， 检索 网 页 索引 。 由 于 这 些 检索 使 用 来 
“2 自命 题 迎 辑 的 技术 ， 所 以 称 为 布 东 检索 。 

在 布尔 检索 中 ， 联 结 词 AND 由 干 巨 配 包含 两 个 检索 项 的 记录 ， 联 结 词 OR 用 于 匹配 两 
个 检索 项 之 一 或 两 项 均 匹 配 的 记录 ， 而 联结 词 NOT (有 时 写作 AND NDT) 用 于 排除 革 个 
特定 的 检索 项 。 当 用 布尔 检索 为 有 潜在 价值 的 信息 定位 时 ， 常 需要 细心 安排 逻辑 联结 词 的 便 
有 用。 下面 的 例子 说 明 布 尔 检索 是 怎样 执行 的 。 


例 10 了 两 页 检索 的 布尔 答 索 技术 。 大 部 分 网 上 检索 引擎 支持 布尔 检索 ， 因 为 它 有 动 于 
找到 有 关 特 定 主题 的 网 页 。 例 如 ， 要 用 布尔 检索 找 出 关于 新 墨西哥 州 (New Mexico) 各 大 
学 的 网 页 ， 我 们 可 以 寻找 与 NEW AND MEXICO AND UNIVERSITIES 匹配 的 网 页 ， 检 索 
的 结果 将 包括 会 NEW (新)}、MEXICO 【墨西哥 ) 和 UNIVERSITIES (大 学 ) 三 个 词 的 那 
些 网 页 。 这 里 面包 含 了 所 有 我 们 感 兴趣 的 网 页 ， 还 包括 了 有 关 野 西 哥 国 的 新 大 学 的 网 页 。 另 
一 枫 子 有 是， 要 找 出 与 新 墨 西 副 州 或 亚利桑那 州 (Arizona) 的 大 学 有 关 的 网 页 ,我 们 可 以 检 
索 与 (NEW AND MEXICO OR ARIZONA) AND UNIVERSITIES 匹配 的 网 页 。 (注意 ， 
其 中 联结 词 AND 优先 于 联结 词 DOR。 这 一 检索 的 结 采 将 包括 含 UNIVERSITIES 一 词 和 
NEW 与 MEXICO 两 词 的 所 有 网 页 及 合 UNIVERSITIES 一 词 和 ARIZONA 一 词 的 所 有 网 
页 。 同 样 除 这 两 类 我 们 感 兴 趣 的 网 页 外 还 会 列 出 其 他 网 页 。 最 后 ， 要 想 找 出 有 关 墨 西 玉 国 
[不 是 新 墨西哥 州 ) 的 大 学 的 网 页 ， 我 们 可 以 先 找 与 MEXICO AND UNIVERSITIES 匹配 的 
网 页 ， 但 由 于 这 一 检索 的 结果 将 会 包括 有 关 新 黑 西 群 州 的 大 学 的 网 页 以 及 春 西 哥 国 的 大 学 的 
网 页 ， 所 以 更 好 的 办 法 是 检索 与 【MEXICO AND UNIVERSITIES) NO NE 下 瞻 配 的 网 
页 。 这 一 检索 的 结果 将 包括 含 MEXICO 和 UNIVERSITIES 两 个 词 但 不 会 说 NEW 的 所 有 


网 页 。 加 


1.1.5 逻辑 运算 和 位 运算 


0 计算 机 用 字 位 表示 信息 ， 每 个 字 位 有 两 个 可 能 的 值 ， 即 0 或 1。 字 位 的 这 一 含义 来 自 


号 【英尺 =30,48 厘米 。 一 一 译 者 尘 
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二 进 制 数字 ， 因 为 上 和 1L 是 用 在 数 的 二 进 制 表示 中 的 数字 2。1946 年 著名 的 统计 学 家 图 项 
(John TuKey)2 引 大 了 这 -- 术 语 。 字 位 可 以 用 于 表示 真 值 ， 因 为 只 有 两 个 真 值 ， 即 真 与 息 。 
习惯 上 用 1 表示 真 , 用 8 表示 假 。 因 此 ，1 表示 下 { 真 ), 0 表示 下 (人 想 )。 若 变量 的 值 或 为 
真 或 为 假 ， 则 此 变量 称 为 布 汞 变量 。 于 是 一 个 布尔 变量 可 以 用 一 个 全 位 表示 。 

计算 机 的 字 位 运算 对 应 于 迎 辑 联结 间 ， 只 上 坚 在 运算 符 A 、V 和 由 的 真 值 表 中 用 工 代 蔡 工 ， 
用 9 代替 下 ， 就 能 得 到 表 1-7 所 示 的 对 应 的 字 位 运算 表 。 我 们 还 将 用 符 号 OR、AND 利 
XOR 表示 适 算 符 W 、A 和 内 ， 许 多 程序 设计 语言 正 是 这 样 表示 的 。 

信息 一 般 用 位 串 表 示 ， 也 就 是 用 0 和 工 的 序列 表示 。 这 时 ， 对 位 串 的 运算 即 可 用 来 处 理 


信息 。 
表 1-7 字 位 运算 符 OR、AND 和 XOR 的 真 值 表 
ry rAy ty 
0 0 0 0 0 
0 | 1 0 1 
| n 1 0 1 


| | } 1 0 


定 兴 7 性 串 是 0 个 或 多 个 字 位 的 序列 。 位 串 的 长 度 就 是 它 所 含 的 字 位 的 个 数 。 
例 11 101010011 是 长 度 为 9 的 一 个 位 帅 。 团 


我 们 可 以 把 字 位 运算 扩 恢 到 位 迪 上 。 我 们 在 长 度 相 同 的 两 个 位 串 十 定义 它们 的 bitwise 
OR ( 按 位 D 〇 XR)、bitwise AND { 按 和 位 AND) 和 了 bitwise XOR ( 按 位 久 OR)】 分 别 为 这 样 的 位 
串 ， 其 中 每 个 字 休 到 由 被 运 算 的 两 个 位 串 对 应 字 亿 经 OR 、AND 和 OR 运算 而 得 。 我 们 分 
别 用 符号 v 、A 和 旨 表 示 按 位 DR 、 按 位 AND 和 按 位 XOR 等 运算 。 我 们 用 下 面 的 例子 解释 
对 位 捉 的 这 些 按 位 运算 。 


上 有 历史 兴 记 : 有 大 建 说 过 用 别 的 词 称呼 三 进 制 数字 ， 便 如 ，binit 和 bigit, 但 从 来 没有 被 上 斌 采用 过 。 可 能 是 因为 
ha 作为 英语 常用 词 的 痢 闵 较 合适 ， 因 而 它 被 采用 了 。 要 了 和 解 图 凯 选 用 bi 一 问 的 报道 ， 秦 见 1%4 年 4 月 期 的 
Annats of the Hivtory of Compautinygy » 
图 凯 (Jobhn Wilder Tukey}1915 年 生 于 麻 省 的 New Bediord4。 是 个 独生子 。 届 的 驱 亲 都 是 教员 ， 认 为 家 庭 教育 最 话 
合 开 发 他 的 潜力 。 他 的 正规 教育 从 布朗 大 学 开始 ， 党 的 是 数学 和 疙 学 。 李 在 布衣 到 党 著 往 化 学 硕 土 党 位， 接着 
”在 莹 林 斯 顿 大 学 纵 续 学 可， 不 过 失 化 学 故 学 数学 。1939 年 由 于 他 在 拓扑 学 方面 的 1. 诈 ， 获 得 普 林 斯 辆 大 学 博士 
学 位 ， 问 时 还 被 性命 光 普 林 斯 顿 大 学 数 党 教师。 秆 着 第 二 次 世界 大 战 的 爆 当 ， 他 合 加 了 上 力 控制 研 窒 办 公 坚 
(Pire Contorl Research Office)y 的 工作 ， 开 始 研究 入 计 学 。 图 如 发 现 统计 研究 很 人 台 他 的 口味 ， 并 以 他 的 拉 能 缮 册 
位 最 有 影响 的 统计 学 家 国政 了 深刻 印象 。1945 年 二 战 铺 束 时 ， 锣 山 辐 到 癌 林 斯 顿 人 大学 葡 学 系 担任 教授 ， 井 在 
上 此 工 丰 和 尔 实 验 室 菊 职 ， 赂 凯 于 1966 年 创立 了 了 普林斯顿 大 学 统计 夭 ， 威 为 访 么 和 肯 作 主任。 图 凯 在 统计 学 的 评 多 
领域 作出 了 重 本 让 献 ， 包 括 砌 益 分 析 . 时间 序列 谱 评估 、 关 于 采 自 - 台 设 项 的 -组 考 数 值 的 推断 以 及 统 汗 原理 . 
砂 过 他 最 鞋 各 的 工作 是 他 与 库 击 1 由 ，Coolsy) 共同 发 明 的 快速 精 里 叶 恋 换 。 
服务 士 总 统 科 学 顾 阿 芝山 会 期 间 ， 图 凯 雇 他 的 洞察 力 和 经 验 作 出 了 和 章 要 贡献 。 他 曾 扣 任 过 企 型 环境 ， 教 育 
以 旧 尼 举 与 友 康 等 事务 的 好 几 个 重 台 委员 会 的 主席 。 他 还 希 与 了 了 几 个 共事 接 究 和 车 工作 的 委员 会 。 图 匠 得 过 才 多 
葡 . 包 哲 内 家 科学 奖章 . 


油 站 


pr =- 
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进 了 莫 袁 础 : 还 灼 、 交 人 熏 布 通才 y 


例 12 求 位 串 01 10611 0110 和 210001 1101 的 按 位 OOR 、 按 位 AND 和 按 位 XOR (这 
里 以 及 本 书 其 他 地 方 均 把 位 串 按 4 个 字 位 分 块 以 便于 阅读 )。 
解 ”这 两 个 位 串 的 按 位 OR 、 按 位 AND 秋 按 位 XOR 分 别 由 对 应 字 位 的 OR、AND 和 
XOR 得 到 ， 其 结果 是 
01 1011 0110 
11 O001 1101 
tl 1011 1111 按 位 CR 


01 0001 0100 按 位 AND 
10 1010 1011 按 伍 ER 


毕 习 


1, 下 列 哪 些 语句 是 命题 ? 这 些 是 命题 的 语句 的 真 值 是 什么 ? 
a) 波士顿 是 马萨诸塞 州 首 府 。 
by 迈阿密 是 佛罗里达 州 衣 府 。 
人 
d) 5+7=10。 
ey» 工 十 2 二 11， 
{) 回 管 这 一 问题 。 
g)》 对 每 一 对 实数 x、y， 都 有 +y=yt+ x 
2. 下 列 哪 些 是 命题 ? 这 些 命题 的 真 值 是 什么 ? 
a) 别 过 来 。 
b) 几 点 了 了? 
cj 在 缅 因 州 没 有 起 苑 蝇 。 
d)》 二 十 二 一 5。 
ce) 独 x==1, 则 x +1=5。 
ff 车 x=xz, 则 x+y=y+zo 
3. 下 列 各 命题 的 否定 是 什么 ? 
a) 今天 是 星期 四 。 
b) 新 浮 西 没有 污染 。 
cj 2+1=3。 
d) 盎 因 州 的 具 天 又 趣 允 郴 。 
4. 令 p、g 为 如 下 命题 : 
户 : 本 周 我 水 了 一 张 彩票 。 
9 : 星期 五 我 中 了 上 自 万 元 涉 蜂 ， 


把 下 列 各 命题 表达 为 汉语 句 地: 

a) -lp b) pyag 

Ch 办- 一 号 d) pAa 

e} pq [) -p78 

g) 1p A7g hi JpY (pAg) 


Mr 


bbs.theithome.com 


DODDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUUA^A 


了 0 正 放 条 学 受 龙 磁 朋 


5. 邻 思 、g 为 如 下 人 第 是 . 
pp: 气温 在 零度 以 下 。 
4: 正信 下 雪 。 
用 pp、g 利 逻辑 联结 符 写 出 下 列 各 命题 : 
a) 气温 在 等 度 以 下 且 下 在 下 雪 。 
b) 气温 在 零度 以 下 ,但 不 在 下 霸 。 
c) 气温 不 在 零 订 以下， 也 不 下 雪 。 
d) 也 许 在 下 雷 ， 也 许 在 零度 以 下 (也许 两 者 在 内 )。 
e) 若 气 温 在 零度 以 下 ， 那 也 就 在 下 雪 。 
f) 也 许 气温 在 零度 以 下 ,也 许 在 下 雪 ， 但 如 果 在 零度 以 下 ， 就 不 在 下 雪 。. 
g) 气温 在 零度 以 下 是 下 雪 的 充分 必要 条 件 。 
6. 念 六 gg 利 r 为 如 下 市 题 : 
pp: 你 得 流感 了 。 
d: 你 错过 了 最 后 的 考试 。 
r: 这 门 谋 你 通过 了 。 
将 下 列 各 命题 用 汉语 表示 : 
aj pq 
b) dtrr 
Cj dr 
d) pyayr 
e) (prjy (gr) 
f) (pAq)YV (Hg Ar) 
7. 令 户 ，、g 为 如 下 命题 
万 ; 你 的 车 速 超过 每 小 时 65 英里 (1 英里 =1.6 公里 )。 
9; 你 接 到 一 张 超速 罚单 。 
用 &、g 各 逻辑 联结 符 写 出 下 列 命 是 : 
a) 你 的 车 速 没 有 超过 每 小 时 65 江 里 。 
b) 你 的 车 速 超过 每 小 时 全 英里 ， 但 没 接 到 超速 罚单 。 
c) 你 的 车 速 若 超 过 每 小 时 65 英里 ， 将 接 到 一 张 超速 罚单 。 
d) 你 的 车 速 不 超过 每 小 时 65 英里 ， 就 不 会 接 到 超速 罚单 。 
e) 车 速 超 过 每 小 时 65 英里 足以 接 到 超速 齐 单 。 
f) 你 接 到 一 张 超速 罚单 ， 但 你 的 车 速 没 超过 每 小 时 65 英里 。 
g) 只 要 你 接 到 一 张 超速 罚单 ， 你 的 车 速 就 超过 每 小 时 65 英里 。 
8. 令 pp、9q、 r 为 如 下 命题 : 
户 : 你 的 期 末 考 试 得 了 个 A。 
ea: 你 做 了 本 书 每 一 道 练 习 。 
r~:; 这 门 课 你 得 了 个 A。 
用 志 、g、r 和 逻 缉 联结 符 写 出 下 刻 命 题 : 
a) 这 门 课 你 得 了 个 各 ， 查 你 并 没 做 本 书 的 每 道 练习 。 
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b) 和 你 的 期 末 考 试 得 了 个 A， 你 做 了 本 书 的 每 一 道 练习 ， 并 旦 这 门 课 你 得 了 个 A。 
c) 想 在 这 门 课 得 A， 你 必须 在 期 末 考 试 得 A。 
d》 你 的 期 末 考 试 得 了 个 A， 你 没有 做 本 书 的 每 道 练习 ， 可 不 管 怎样 这 门 课 你 得 了 个 A。 
e) 期 末 考 试 得 A 并 且 敌 本 书 的 每 道 练 习 ， 足 以 使 你 这 门 课 得 A。 
{1) 这 门 课 得 A 当 且 信 当 你 做 本 书 的 每 道 练习 或 期 末 考 试 得 A。 
9. 判断 下 列 和 省 蕴 售 起 真是 很 : 
a) 车 1+1=2, 则 2+2=5。 
hb) 车 1+1=3, 则 2+2=4. 
c) 在 1+1=3,， 贴 2+2=5。 
qd) 若 猪 会 飞 ， 那 女 1+1=3。 
e) 苦 1+1=3， 就 存在 上 帝 。 
f 车 1+1=3， 猪 就 会 飞 。 
g) 若 1+1=2， 猪 就 会 长 。 
hy 若 2+2=4,， 则 1+2=3。 
10. 就 下 列 各 语句 ， 判 断 其 中 想 表 达 的 是 同 或 逊 是 异 成 ， 说 明理 由 ， 
a) 要 求 有 使 用 C+ + 或 Java 的 经 验 。 
b) 午餐 包括 汤 或 沙拉 。 
c) 你 必须 持 护 照 或 选民 登记 卡 才能 人 境 。 
d) 出 版 或 销毁 。 

11. 对 下 列 各 语句 ， 说 一 说 其 中 的 或 是 同 或 ( 即 术 取 ) 与 异 三 时 它们 的 含义 。 你 认为 语句 想 

表示 的 是 哪个 或 ? 

a) 要 选修 离散 数学 课 ， 你 必须 已 经 选修 微 积分 或 计算 机 科学 的 一 门 课 。 

b) 从 Aceme 汽 车 公司 购买 一 部 新 车 ， 你 就 能 得 到 2 000 美元 现金 回扣 ， 或 2% 的 汽车 民 款 。 
c) 两 人 套餐 包括 A 列 中 的 两 项 或 B 列 中 的 三 项 。 

d) 若 下 雪 超 过 两 英尺 或 寒流 低 于 -100， 学 校 就 停课 。 

12. 在 古 西 西里 的 侍 说 中 有 一 个 住 在 边远 小 镇 上 的 剃头 匠 ， 只 有 罕 过 一 条 危险 的 山路 才能 找 
到 他 。 这 个 剃头 区 只 给 那些 不 自己 着 须 的 人 刊 衣 子 。 这 样 的 彰 头 区 能 存在 吗 ? 

13, 边远 村 上 庄 的 每 个 人 要 么 总 说 真 话 ， 去 么 总 说 议 。 对 旅游 者 的 问题 ， 村 民 要 么 回答 “是 ”， 
要 人 系 回答“ 不 ”。 假 定 你 在 这 一 地 区 旅游 ， 走 到 了 一 个 岔路 口 ， 一 条 岔路 通 向 你 想 去 的 
遗址 ， 另 一 人 当 路 通 向 从 林 深 趟 。 此 时 恰 有 一 村 民 站 存 命 路口 ， 问 村 民 什 么 样 的 一 个 问题 
就 能 次 定 走 哪 条 路 ? 

14. 一 个 探险 者 被 几 个 吃 人 者 抓 住 了 。 有 两 种 吃 人 者 : 总 是 说 谎 的 和 永 不 说 度 的 。 除 非 探 险 
者 能 判断 出 一 位 指定 的 吃 人 者 是 说 度 者 还 是 说 真 话 者 ， 否 则 就 要 被 吃 人 者 烤 了 吃 。 探 险 
者 只 被 允许 问 这 位 吃 人 者 一 个 问题 。 

a) 解释 为 什么 问 :“ 你 说 谎 吗 ?” 是 不 行 的 。 
b) 找 一 个 问题 ， 使 探险 者 可 以 用 来 判断 该 吃 人 者 是 说 谎 者 还 是 说 真 语 者 。 

15. 把 下 烈 语 名 写成 “如 果 户 ， 那 么 gg” 的 形式 。[ 提 示 : 参考 本 节 列 出 的 通 殴 表达 列 合 的 
| 
ay 了 吹 东 北 多 的 时 候 就 下 雪 。 
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b) 有 瞬 天 持续 一 周 苹果 树 就 开花 。 

c) 活塞 队 赢得 冠军 就 意味 着 他 们 打败 了 湖人 人 队 。 

d) 必须 走 有 英里 才能 到 良 斯 峰 的 顶峰 。 

e) 要 得 到 教授 职位 世界 闻名 就 够 了 。 

f) 如 果 你 区 车 超过 400 英里 ， 就 税 要 买 汽油 了 。 

g) 只 有 你 购买 的 CD 机 不 超过 90 天， 你 的 保修 单 才 有 效 。 
16. 把 下 列 语 各 写成 “如 果 p， 那么 g” 的 形式 。 [提示 ; 参考 本 节 列 出 的 通常 表达 萄 含 的 

方式 。] 

a) 上 只要 你 发 给 我 一 个 电子 邮件 ， 我 就 会 记 住 把 地 址 寄 给 你 。 

b) 要 成 为 美国 公民 ， 只 要 你 生 在 美国 就 行 了 。 

c) 如 果 你 保存 课本 ， 它 会 是 你 未 来 其 他 课程 的 有 用 参考 书 。 

dj) 如 果 和 守门 员 表现 好 ， 红 性 队 将 赢得 斯 坦 利 杯 。 

e) 你 获得 这 一 职位 表明 你 有 最 好 的 信誉。 

f) 有 风暴 时 沙滩 受 侵 独 。 

g) 在 服务 器 登录 必须 有 一 个 有 效 的 口令 。 
17. 把 下 列 命 题写 成 “pp 当 且 仅 潮 gq” 的 形式 : 

a) 如 果 外 边 热 你 就 买 冰 激 淋 ; 如 果 你 买 冰 油 淋 ， 外 边 就 热 。 

b) 你 赢得 竞赛 的 充分 必 要 条 件 是 你 有 那 惟一 的 获胜 卷 。 

ce) 只 有 你 有 关系 才能 得 到 提 拨 ， 只 有 得 到 提 拨 你 才 有 关系 。 

d) 如 果 你 看 电视 ， 记 忆 会 衰退 ; 反之 亦 然 。 

e) 火车 恰 在 我 乘坐 的 那些 日 子 晚点 。 
18. 把 下 列 命题 写成 “ 疡 当 且 侈 当 z” 的 形式 ， 

a) 你 能 在 这 门 课 得 A 的 充分 必要 条 件 是 学 会 解 离散 数学 问题 。 

by 如 果 你 每 天 看 报 ， 你 就 了 解 情 况 ; 反之 亦 然 。 

c) 周末 天 下 雨 ， 下 雨天 是 周末 。 

dj 公 当 巫师 不 在 家 时 你 能 看 到 他 ， 公 当 居 能 看 到 巫师 时 他 不 在 家 。 
19. 给 出 下 列 各 萄 含 关 系 的 道 和 倒置 : 

a) 如 时 今天 下 雪 ， 我 明天 研 去 祖 轨 。 

b) 只 要 有 测验 ， 我 就 来 上 课 。 

c) 只 有 当 正 整数 汕 有 1 和 它 自己 以 外 的 因数 时 ， 它 才 是 素数 。 
20, 给 出 下 列 蕴 洛 关系 的 铸 和 倒置 : 

a) 如 果 今 晚 下 雪 ， 我 将 末 在 家 里 。 

b) 只 要 是 阳光 充足 的 夏 藉 ， 我 就 去 海滩 。 

c》 如 果 我 起 床 晚 了 ， 一 定 是 我 白天 睡 到 了 中 午 。 
21. 为 下 列 各 复合 命题 构造 真 值 表 ， 

a) pATP 

b) pY-p 

ce) (py-9)—>g 

d) (pvyaq) (phg) 


ee sh 1 er eb eh 1 
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e) (praP(mg np) 
{) (p>a)mtgp) 
22. 为 下 列 各 复合 命题 构造 旧 值 表 ， 
a) pp 
bj pp 
c] pa 
d) -pg 
e) (pHPa)Yy (pg) 
和 (pa} (pO) 
23, 为 下 列 各 复合 合 题 构造 真 值 表 : 
a) p+7g 
by Jp a 
c) (pa)yv (pg) 
d) (Cpa) A(Ip* yu) 
e) (poaq)y (Hp ea) 
f) (pom) peg) 
24. 为 下 列 各 复合 命题 构造 真 值 表 ; 
atpYa)yr 
b}(lp¥ qjAr 
CpAGIYVr 
dj(py oa)Ar 
et py oo) Ar 
f)( pao) Yr 
25. 为 下 列 各 复合 命题 构造 真 值 表 : 
a) pt Vr) 
by aq (gr) 
6) Cho Vn) 
d) (pq)h(tap—r) 
e) {pov mr) 
f) Cp) qr) 
26, 构造 ((p 一 g)-*7) 一 s 的 真 值 表 。 
27, 构造 (p*>gjec*fre>5)y 的 真 什 表 。 
28. 假定 在 计算 机 程序 中 ， 执行 下 列 语 名 之 前 ，zr = 1， 在 执行 之 后 x 的 值 是 什么 ? 
a) if 1+2=3 thenx= r+l 
by if (1+1=3}0O0R(2+2=3) then x 二 xX+1 
cf(2+3<35)ANDI3+4=7) then x 二 T+1 
d) if {1+1=2)XOR{(l1+2=3) then x 二 x+1 
e) 证 zx 所 2then zz: 一 工 十 ] 


29. 求 下 询 各 对 位 串 揭 按 位 OR 、 按 位 AND 及 按 位 XOR : 
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a) 101 1110, 010 0001 

by 1111 0000, 1010 1010 

ce] 00 0111 0001，10 0100 1000 

d) 11 1111 1111, 00 0000 0000 
30. 计算 下 列表 达 式 : 

al)l 1000 5 {0 1011Y¥1 1011) 

bt0 1111AL O0101) ¥0 1000 

cf0 1010 DB 11011}B 0 1000 

djt1 10I1 YO 1010) A O001 ¥ 1 1011) 
-全 辐 当 覆 隐 图 可 用 于 人 工 智能 。 在 模糊 多 辑 中 命 古 的 真 值 是 界 于 0 和 1 (包括 0 和 1) 之 
cs 间 的 数 。 以 0 为 真 值 的 命题 为 假 ， 以 1 为 真 值 的 命题 为 真 。0 和 1 之 间 的 真 值 表示 不 
癌 程 度 的 真 值 。 例 如 ， 语 名 “人 情 雷 德 是 幸福 的 ”的 上 值 可 以 是 0.8， 因 为 傅 雷 德 大 部 分 时 间 
是 华 笨 的 ; “ 约 朝 是 幸福 的 ”的 真 值 可 能 是 0.4， 因 为 他 幸福 的 时 间 比 一 半 和 宵 短 。 


31. 模糊 逻辑 中 命题 否定 的 真 仁 是 1 减 去 该 命题 的 真 值 。 语 启 “ 人 博 震 德 不 幸福 ”和 “约翰 不 
幸福 ”的 真 值 是 什么 ? 
32. 模糊 人 逻 辑 中 两 个 命题 的 合 取 的 真 值 是 两 个 命 盾 真 值 的 最 小 值 。 语句 “ 傅 雷 德 和 约翰 都 幸 
福 ” 和 “人情 雷 德 和 约翰 都 不 斑 袜 ”的 真 秆 基 守 么 ?3 
33. 模糊 逻辑 中 两 个 命题 的 析 取 的 真 值 是 两 个 命题 真 值 的 最 大 值 。 语 急 “ 傅 雷 德 幸福 或 约 输 
垃 福 "与 ^ 情 省 德 不 洱 福 或 约翰 不 幸福 ”的 真 值 是 什么 ? 
34. 肠 言 "本 语句 为 假 " 是 命题 吗 ? 
如 果 能 给 一 组 命题 表达 式 中 的 每 个 变 便 一 个 真 值 ， 使 各 表达 式 均 为 真 ， 则 这 一 组 命题 表 
达 式 是 一 致 的 。 在 给 出 系统 规范 有 时， 必须 使 这 些 规范 一 致 。 
35 ,下列 规范 一 致 吗 ? 
“ 当 且 仅 当 系统 正常 操作 时 ， 系 统 处 于 客 用 户 状 态 。 如 果 系 统 正 常 操 作 ， 则 它 的 核 
心 程序 正在 运行 。 核 心 程 序 不 能 正常 运行 ， 或 者 系统 处 于 中 断 模式 。 如 果 系 统 不 处 于 多 
用 户 状 态 ， 它 就 处 于 中 断 模 式 。 系 统 不 处 在 中 断 模式 。 
36, 下 列 规 范 一 致 吗 ? 
“如 果 文 性 系统 未 加 锅 ， 那么 新 消息 将 被 排 成 队 。 如 果 文 件 系统 未 加 锁 ， 则 系统 正 
常 运行 ;反之 亦 然 。 如 果 新 消息 尚未 排队 ， 就 会 送 人 消息 缓冲 多。 如果 文件 系统 来 加 
锁 ， 那 么 新 消息 将 被 送信 消息 缓冲 区 。 新 消息 不 会 被 送信 消息 缓冲 区 。 
37. 你 会 用 什么 样 的 布尔 检索 来 寻找 关于 新 泽 西 州 海 座 的 网 页 ? 如 果 你 想 找 关 于 译 西 岛 〈 在 


英吉 利 海峡 ) 海滩 的 网 页 呢 ? 
38. 你 会 用 村 么 样 的 布尔 检索 来 寻找 关于 徒步 旅行 西 弗 吉 尼 亚 的 网 页 ? 如 果 你 想 找 关于 徒步 


旅行 右 吉 尼 亚 的 网 页 ， 而 不 是 西 弗吉尼亚 呢 ? 

练习 39 一 42 是 智力 游戏 题 ， 解 题 时 可 以 先 把 语 名 翻译 成 迎 辑 表达 式 ， 骨 用 彼 值 表 从 这 
些 表达 式 作 推理 。 
39. 斯 蒂 夫 想 用 两 个 事实 来 判断 三 位 工作 恢 伴 的 相对 和 薪水。 首先 他 知道 如 果 傅 重 德 的 薪水 不 
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是 三 人 中 最 高 的 ， 那 么 杰 尼 斯 的 最 高 。 其 次 他 知道 如 果 杰 尼斯 的 薪水 不 是 最 低 的 ， 那 么 
吉 的 最 高 。 从 以 上 斯 带 去 知道 的 事实 ， 有 可 能 沁 定 健 害 德 、 几 吉 和 杰 尼 斯 的 相对 医 水 
吗 ? 如 果 能 ， 谁 的 最 高 ， 谁 的 最 低 ? 解释 你 的 推理 。 

40. 五 个 朋友 都 能 进入 谈话 室 。 如 果 知 道 下 面 这 些 信 息 ， 能 决定 谁 在 谈话 吗 ?” 凯 文 或 希 轧 或 
他 们 两 个 都 在 谈话 。 兰 迪 或 维 杰 在 谈话 ， 但 没有 同时 谈话 。 如 果 阿 比 在 谈话 ， 那 么 兰 迪 
也 在 谈话 。 维 杰 和 凯 文 或 者 两 人 都 在 谈话 ,或 者 都 不 谈话 。 如 果 和 希 思 在 谈话 ， 那 么 阿 比 
和 凯 文 也 在 询 。 解 释 你 的 推理 。 

41, 侦探 调查 了 罪案 的 四 位 证 人 。 从 证 人 的话 侦 探 得 出 的 结论 是 ， 如 果 男 管家 说 的 是 真 话 ， 
那么 厨师 说 的 也 是 真 话 ; 厨师 和 园丁 说 的 不 可 能 都 是 真 话 : 园丁 和 和 厅 答 不 可 能 都 在 说 
谎 ; 如 果 杂 和 后 说 真 话 ， 那 么 厨师 在 说 谎 。 顶 探 能 判定 这 四 位 证 人 分 别 是 在 说 度 还 是 在 说 
真 话 吗 ? 解释 你 的 推理 。 

42. 四 个 朋友 被 认定 为 非法 进 人 某 计 算 机 系统 的 嫌疑 人 。 他 们 已 对 调查 员 作 了 陈述 。 芯 丽 斯 
吉 “ 卡 罗斯 干 的 ”约翰 菩 “我 没 干 ,” 卡 罗斯 说 “ 戴 安 娜 干 的 ,。” 戴 安娜 说 “ 卡 要 斯 说 
是 我 干 的 ， 他 说 度 。 

a) 如 果 调 查 员 知 道 四 个 嫌疑 人 中 恰 有 一 人 说 真 话 ， 那么 谁 干 的 ? 解释 你 的 推理 。 
b) 如 果 调 查 员 知道 恰 有 一 人 人 说谎， 谁 干 的 ? 解释 你 的 推理 。 


1.2 命题 等 价 


1.2.1 引言 


数学 证 明 中 使 用 的 重要 的 一 类 步 可是 用 真 值 相 同 的 一 个 语句 良 代 另 一 个 。 因 此 ， 在 构造 
数学 证 明 时 广泛 使 用 从 已 知 复 合 命题 产生 具有 同样 真 值 的 其 他 命题 的 方法 。 

我 们 就 从 根据 可 能 的 真 值 对 复合 命 盐 进行 分 类 开始 讨论 。 

定 兴 1 复合 命题 称 为 永 真 式 (或 重 言 式 )， 如 果 无 论 其 中 出 现 的 命题 的 真 值 是 什么 ， 
它 的 真 值 总 是 真 。 真 值 水 远 为 假 的 复合 命题 称 为 媳 盾 。 最 后 ， 既 不 是 永 真 式 叉 不 是 子 盾 的 命 
题 称 为 可 能 式 。 

在 数学 推理 中 水 真 式 和 才 盾 往往 是 重要 的 ， 下 面 的 例子 解释 了 这 两 类 命题 。 

例 1 我 们 可 以 只 用 一 个 命题 构造 永 真 式 和 政 盾 。pY-p 和 pAmp 的 真 值 表 如 表 1-8 所 
示 。 因 为 py"p 总 是 真 ， 它 是 永 真 式 。 因 为 p Ap 总 是 假 ， 它 是 矛盾 。 | 

表 1-8 了 永 真 式 和 也 盾 的 例子 
p 全 pp pA-p 


工 下 工 F 
F 下 1 F 
1.2.2 逻辑 等 价 


在 所 有 可 能 的 情况 下 都 有 相同 真 值 的 两 个 复合 命题 称 为 还 辑 等 价 。 我 们 也 可 以 如 下 年 必 
这 一 概念 。 
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定义 2 如 果 p+**g 是 水 真 式 ,命题 p 和 9g 称 为 是 还 辑 等 价 的 。 记 和 写 全 9 表示 疡 和 9 
逻辑 等 价 。 


判定 两 个 命题 是 否 等 价 的 方法 之 一 是 使 用 真 值 表 。 特 别 是 ,命题 p 和 4 等 价 当 且 仪 当 
给 出 它们 真 值 的 两 列 完 全 一 致 。 下 面倒 子 解释 了 这 一 方法 。 


例 2 证 明 -JCpYVg) 和 -pA-9 等 价 。 这 一 等 价 关 系 是 德 摩根 定律 之 一 。 这 是 用 19 地 纪 
中 叶 蓝 国 数字 家 德 摩根 【Augustus De Morgan} 中 的 名 字 命 名 的 。 


解 表 1-9 给 出 了 这 些 命题 的 真 值 。 由 于 对 p 和 4q 所 有 可 能 的 其 全 组合， 命题 7 (pv 
9) 和 "mp A 9 的 真 值 者 一样。 这 两 个 命题 逻辑 等 价 。 


家 1-9 二 pV 9g 和 -=p 入 -9 的 真 慎 表 


p 人 疡 见闻 习 产 Ye) np 9 PA 

1 嘲 T F F F F 
T EF 省 ， F F 1 上 

F ! 工 F T F F 

下 下 9 T 工 | ! 


例 3 证 明 命 题 pg 和 -pVg 还 辑 等 价 。 


这 己 ， 奥 十 斯 塔 - 德 摩根 CAvEustus De Morgan,1806 一 1871) 生 于 印度 ， 他 父亲 是 印度 陆军 上 校 。 短 说 根 ?个 月 太 时 全 
一 :家 移居 英国 。 他 上 的 基 私 立 学 以 并 在 那里 塔 养 了 对 教学 的 兴趣 。 德 新 根 1827 年 毕 炎 于 剑桥 Trimty 学 院 。 尽 管 他 想 
过 要 学 话 或 学 芒 律 ， 最 后 还 是 块 定 久 数学 为 毕生 事业 。1828 年 他 获得 了 伦 就 University College 的 一 个 职 伦 ， 亿 当 估 的-- 
位 教授 同事 被 无 故 解 筷 寺 他 若 职 了 。 不 过 ,在 1836 年 他 的 继任 人 去 世 后 他 又 回 到 了 目 忆 的 位 置 ， 真 到 1866 年 。 

德 摩根 以 强调 原理 胜 于 技术 而 著名 。 他 的 学 生 中 有 许 案 是 著名 的 数学 家 ， 和 包括 拉 弗 雷 斯 们 斌 去 人 届 疡 斯 载 {Aada Au- 
gusta) ,她 是 世 由 奇 Charles Babbage) 计 算 机 器 研究 的 合作 者 ( 套 见 甘于 Ada Augusta 的 生平 小 注 ?)， 

德 摩 概 是 位 特别 霓 产 的 忻 家， 他 为 不 止 15 家 期 刊 写 了 1000 未 科 文 章 。 德 摩根 还 为 许 过 学 科 气 写 课本 ， 包 括 导 辑 、 
概率 、 币 积分 和 代数 ，1838 年 ,他 首次 给 出 了 数学 归纳 法 这 一 重要 证 朋 技 术 的 清晰 解 祥 ， 数 学 归纳 法 这 一 术语 即 由 他 鹿 
造 。18 世纪 40 年 代 他 计 符 号 逻辑 的 发 展 徽 出 了 葛 基 性 的 贡献 。 他 发 明了 帮助 他 证 明 命题 等 价 的 符号 ， 其 中 包括 以 他 的 名 
字 命 名 的 定律 。1842 年 ， 竹 麻 根 纵 出 了 关于 极限 的 世 许 是 第 一 个 准确 定义 ， 并 提出 了 了 无穷 数列 收 敦 的 若干 检验 标准 。 德 
摩根 入 对 数学 史 有 兴趣 ， 写 了 牛 祯 和 了 和 雷 晶 生平 传记 。 

1837 年 ， 礼 摩根 与 弗 伦 德 【Saphia Frend) 结婚 ， 后 者 在 1882 年 撰写 了 德 摩根 传记 。 德 摩根 的 研究 . 写作 和 教学 恒 

他 无 暖 顾 吕 家庭 和 社 变 ， 不 过 他 的 著 良 ， 关 默 及 广博 的 知识 仍 是 图 和 名 于 址 的 。 
访 ” 拉 弗 雷 斯 伯 栈 夫人 CAds Augusta，1815 一 1852) ”其 达 ' 奥 十 斯 塔 是 著名 诗人 许 伦 【Byron) 时 内 和 安娜 贝 钠 
”米尔 班 克 (Annabella Millbanke} 的 唯一 接 子 ,然而 他 们 在 艾 达 | 个 月 大 时 就 分 届 了 。 艾 达 由 母亲 养 大， 也 是 十 末 发 
锯 了 芯 达 在 智力 上 的 天 峰 。 共 村 的 老师 基数 学 家 威廉 " 弗 伦 德 {Wiltiam Frend) 利 奥 方 斯 塔 : 德 罕 根 【Augustus De Mor- 
ran)。1838 年 ， 上 化 达 同 金 {King) 辆 士 结 婚 ， 此 大 后 来 被 晋升 为 拉 弗 雷 斯 但 曾 。 便 们 - -共有 3 个 售 子 。 

藉 达 结婚 后 仍 坚 持 她 存 数 学 上 的 研究 ， 帮 助 查理 ' 马 贝 击 【Charles Babbage) 从 事 早期 的 计算 机 器 的 研究 工作 ， 这 种 
机 器 砍 为 解析 所 。 关 于 此 种 机 器 最 完整 的 甫 芋 可 在 北 达 的 著作 中 找到 。1845 年 也 后 ， 此 枝 同 已 贝 琳 一 间 膏 力 于 能 陡 测 赛 
马 辣 果 的 系统 的 研究 。 然 面 ， 他 们 的 系统 不 能 运行 ， 十 亲 达 去 世 时 还 因此 大 下 大 笔 健 务 。 程 序 诬 计 语 言 Ada 就 是 为 纪念 
这 位 怕 改 友人 而 命 溃 的 。 


四 
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解 ”在 表 1-10 中 构造 了 这 两 个 命题 的 真 什 表 。 出 于 2pVYg 积 p 一 9g 的 真 值 一 致 ， 它 们 
是 逻辑 等 价 的 。 
表 1-10 -JpY9g 和 pg 的 真 值 表 


p 9 -Ap bY Pru 
工 T EF T T 
工 F F F F 
F T 下 工 
F EF 下 生 T 


例 4 证 明 命 题 py (ghAr) 和 和 (py g)A(pyYr) 逻 辑 等 价 。 这 是 析 取 对 合 取 的 分 配 律 。 
解 表 1-11 中 构 凌 了 这 两 个 命 右 的 真 值 表 。 因 为 py (gqgAr) 和 (pV¥gq)A(pYyr) 的 真 值 
一 样 ， 它 们 是 逻辑 等 价 的 。 


注意 涉及 了 小 不 同 命题 的 复合 命题 的 真 值 表 需 要 8 行 ， 每 一 行 贷 表 这 了 个 命题 的 
真 值 的 一 种 组 合 ,， 一般 涉 及 站 个 命题 的 复合 命题 需要 2 行 。 


表 1-11 pvIgvVvrl 和 fpVYalAafpVvri 尿 辑 等 价 的 演示 


(pyYalhtpyr) 


wr 
™ 


py (or) PYo 


Ey 

| 
| 

加 
Mee 
™ 


本 可 可 本 一品 喇 口 
中 
TT 
TH 9 
TY 中 中 gD 口 
ER 
TT 中 中 Fg 9 oo 
TT 9 -TT fo 


表 1.12 给 出 了 若干 章 要 的 等 价 关系 S。 在 这 些 等 价 关系 中 ， 工 表示 永远 为 真 的 任何 合 
题 ,下 表示 永远 为 假 的 任何 合 题 。 本 节 末 的 练习 中 要 求 读者 证 明 这 些 等 价 关系 。 

析 取 的 嬉 合 律 表明 表达 式 py¥qYr 是 有 定义 的 。 因为 先 析 取 思 和 gq 肯 与 x 析 取 或 先 析 
取 g 和 r+ 表 与 bp 析 联 ， 其 结果 一 样 。 同 样 ，pAgqAr 也 有 是 有 定义 的 。 扩 展 这 一 推理 过 程 可 以 
证 明 : py vy poV Vp 和 pi1ApzA'… 太 户 , 均 有 定义 ， 内 要 pj，p,，*"…，p, 为 命题 。 进 而 可 
以 注意 到 德 摩根 律 可 以 扩展 为 


A PIV Pe pr SP 一声 A ATpn) 


吕 ”这些 慑 等 式 是 布尔 代数 中 己 等 式 的 一 种 特 萄 情况 。 请 将 这 些 恒 等 式 与 1,3 节 表 1-1? 中 的 集合 乌 等 式 比 较 : -下 ， 
也 与 9.1 节 表 9-5 中 的 布尔 恒等式 比较 -一 下 。 


i 一 
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和 
pIA Pa hPLHIPI V 六 2V VAP) 
证 明 这 些 醒 等 式 的 方法 将 在 第 3 章 给 出 。 


表 1-12 逐 辑 等 价 
等 剧 关系 和 名 标 
ph 恒 等 入 
p¥YFeSp 
p¥ TOT 支配 律 
pAPFSOF 
户 Y pp 性 等 律 
pipep 
于 观 非 律 
PY qqvp 变换 律 
pAySqnp 
(pV gv rpy {aVr) 闭合 律 
CphgNrephtohr) 
pyYlaqMristpy ntpyr) 分 配 律 
phlav tpha V(tpAar) 
PAIISIAp Yn 德 摩根 定律 


了 庆生 


表 1-12 中 的 逻辑 等 价 美 系 以 及 业 己 建立 起 来 的 其 他 (如 表 1-13 中 所 示 的 那些 ) 等 价 关 
系 ， 可 以 用 于 构造 其 他 等 价 关 系 ， 原 因 是 复合 命题 中 的 一 个 命题 可 以 用 与 它 逻 辑 等 价 的 命题 
替换 而 不 改变 复合 命题 的 真 值 。 这 种 方法 可 由 例 5 和 例 6 得 到 说 明 。 在 这 两 个 例子 中 ,我们 
还 使 用 了 如 下 事实 ( 见 练 习 40); 如 果 p 和 9 他 辑 等 价 ，g 和 7 逻辑 等 价 ， 那 么 p 和 + 也 膛 
辑 等 价 。 


束 1-13 若干 有 用 的 违 辑 等 价 鞠 系 
pY PST 
疡 上 于 


(pap Yo) 


例 5 证 明 - py (pAg)) 和 jp A-g 轴 辑 等 价 。 


解 ”我 们 可 用 真 值 表 证 明 这 两 个 复合 命题 等 价 。 不 过 我 们 不 这 样 做 ， 而 是 每 次 使 用 表 
1-12 中 的 一 个 等 价 关 系 ， 依 雇 建立 一 串 等 价 。 从 24CpY (HPA9)) 开 始 ， 到 tp Am9) 结 束 ， 
最 终 证 明 它 们 等 价 。 我 们 有 下 列 等 价 关 系 。 


py HPAGDSOJpAHHIP A 9) 由 第 二 德 摩根 定律 
ApACIHMP) YI9) 由 第 一 德 摩根 定律 
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IpACPY TG) 由 双 非 律 
洁 {-JpAp}V(HpPAF9) 由 分 配 律 
SFY (NPATG) 由 于 FP A PSF 
Hp AAG YP 由 析 取 的 交换 律 
AI 由 下 的 恒 等 律 
于 是 -py (pAg)) 和 -Jp Ag 还 辑 等 价 。 加 


例 § 证 明 ( 产 Ad 一 ( 疡 Ye) 为 水 贞 式 。 


解 ” 为 证 明 这 个 命题 是 永 真 式 ， 我 们 将 用 人 逻辑 等 价 证 明 它 逻辑 上 等 价 于 本 。( 注 意 ; 这 
也 可 以 用 和 真 伍 玫 来 完成 。 


( 疡 ACT) 一 ( 疡 VOD)t 有 TD 记 ACTVYCDPYVYS 由 例 3 
SIPY I VU PY 9) 由 第 一 德 摩根 定律 
pVY PIV {HGY g) 由 桥 取 的 结 台 律 和 变换 律 
TYyT 由 例 1 和 析 取 的 变换 律 
TT 由 支配 律 国 


真 值 表 可 以 用 于 判定 复合 命题 是 理 为 永 真 式 。 对 于 只 含 少数 变量 的 命题 ， 可 以 用 手工 乞 
成 这 一 工作 。 但 当 变量 数目 增长 时 ， 就 不 可 行 了 。 例 如 ， 对 于 售 20 个 变量 的 命题 ， 它 的 真 
值 表 就 有 22 = 1 048 576 行 。 显 然 ， 你 需要 一 台 计 算 机 帮助 你 以 这 种 方式 判定 舍 20 个 变量 
的 命题 是 否 为 永 真 式 。 但 是 当 恋 量 数 为 1 000 时 ， 一 台 计 算 机 能 在 一 个 可 以 接受 的 时 间 内 判 
定 复合 命题 是 否 为 永 真 式 吗 ? 要 检查 2 种 (这 是 一 个 超过 300 位 的 十 进 制 数 ) 可 能 的 真 
值 组 合 中 的 每 一 种 ， 一 台 计算 机 在 几 万 亿 年 之 内 都 不 可 能 完成 。 而 且 迄 今 尚 没有 其 他 已 知 的 
计算 过 程 能 使 计算 机 在 合理 的 时 间 之 内 判定 变量 数 这 么 大 的 命题 是 否 为 永 真 式 。 在 第 2 章 我 
们 学 习 算法 复 共 性 时 ,将 研究 这 一 类 问题 。 


练习 

1. 用 磊 值 表 证 明 下 列 等 价 关系 。 
a) pATOp by》 py FSOp 
cy pAFEOF d) py TST 
e) pVpp fy pApSp 


2. 证 明 --(~p) 和 p 逻辑 等 价 。 
3. 用 真 值 表 证 明 交 换 律 。 
a) pY qaqyp 
b) pAgSqhp 
4. 用 真 值 表 证 明 结 合 律 
a}{pyalvroepy (gyvr) 
bj(pAo}lArOph(tgAr) 
5. 用 真 值 表 证 明 分 配 律 。 
pA(loyvritpAogy (phr) 
6. 用 真 值 表 证 明 等 价 关 系 。 
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飞 疡 站 9 后 六 VD 
7. 用 真 值 表 证 明 下 列 各 莉 售 关系 为 永 真 式 。 
atphg)™*p bp™(tpy yoy) 
Cp pg) DpAg)Ir( py) 
epgq) rp Da po "ng 
8. 用 真 值 表 证 明 下 列 草 含 关 系 为 永 真 式 。 
a}j[ ~~pA(pyo}l—oq 
Bltpra)A(gqrr))* (pr) 
cpAtp>o) >q 
di}[l(p¥Y q(tp riAtgq™r)lYr 
9, 不 用 真 值 表 证 明 练 习 7 中 的 各 蕴含 关系 为 永 真 式 。 
10. 不 用 真 值 表 证 明 练 习 8 中 的 各 获 含 关系 为 水 真 式 。 
11. 证 明 下 列 称 为 吸收 律 的 等 价 关 系 。 
al py (pAg) jp 
bl pA(pYaq)l 守 op 
12. 判断 {_ 户 A{tp 一 g)) 一 9 是 否 为 水 具 式 。 
13. 羯 断 (Hq ALp 习 gg)) 一 2p 是 否 为 永 具 式 。 
14. 证 明 pg 和 ( 户 Agq)V ("pAm9) 等 价 。 
15. 证 明 (p 一 qr 各 p 一 (9g->r) 不 等 价 。 
16. 证 明 pp 一 g 和 -一 -总 还 辑 等 价 。 
17. 证 明 ”pe*g 和 pq 还 和 辑 等 协 。 
18. 证 明 J( pp 全 4) 和 pg 逻辑 等 价 。 
19. 证 明 六 pmg) 和 -Pp 中 9 膛 辑 等 价 。 


只 会 逻辑 运算 符 Y 、A 和 5” 的 复合 命题 的 对 慢 是 将 该 命题 中 的 每 个 Y 用 A 代 兰 ， 每 个 A 
用 v 人 代替， 每 个 工 用 下 代 圭 ， 每 个 下 用 工 代 蔡 得 到 的 命题 。 傅 是 * 的 对 偶 用 * 和 表示。 


20. 求 下 列 命题 的 对 钼 。 

中 pp ATG A Ar blipAqAriYyvs 
copyF)A(tgYT) 

21. 证明 (ss*)*=s 

22. 表 1-12 中 的 逻辑 等 价 关 系 除 尺 非 律 外 都 是 成 对 的 。 证 明 每 一 对 命题 部 是 互 为 对 侦 的 。 

“23. 为 秆 么 两 个 只 会 运算 符 A、yY 和 和 的 等 价 复合 命题 的 对 侦 也 等 价 ? 

24, 找 一 个 只 舍命 题 p、g 和 > 的 复合 命题 ， 当 p 和 4g 为 真 而 r 为 候 时 命题 为 真 ， 哲 则 为 假 。 
[提示 : 用 各 个 命题 或 其 否定 构造 全 取 。] 

25. 找 一 个 只 含 命题 p、g 和 + 的 复合 命题 ， 在 p、9 和 > 中 恰 有 两 个 为 真 时 命题 为 真 ， 否 
虽 为 傻 。 [提示 : 构造 会 取 的 析 取 。 对 命题 成 真 的 每 一 种 组 合 包 含 一 个 合 取 。 每 个 合 取 
都 应 包含 三 个 命题 中 每 个 命题 或 它 的 否定 .| 

26, 假定 用 * 个 命题 变量 给 出 一 个 真 值 表 。 证 明 可 依 此 表 构 造 一 个 复合 命题 ， 使 其 真 值 与 此 
表 一 致 。 构 造 办 法 是 : 对 变量 的 每 一 种 使 复合 命题 成 真 的 组 合 ， 用 变量 或 变量 的 否定 作 
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成 合 取 ; 再 对 所 有 合 取 作 析 取 。 这 样 得 到 的 复 台 命题 称 为 析 取 够 式 。 


如 果 每 一 个 复合 命题 都 志 辑 等 价 于 一 个 只 含 某 些 运算 符 的 复合 前 题 ， 则 这 一 组 导 钳 运算 
符 称 为 功能 完备 的 。 


27. 证 明 ~4 、A 和 YY 构成 一 个 功能 完 各 的 逻辑 运算 符 集 合 。[ 担 示 ; 利用 练习 26 中 给 出 的 事 
实 ， 即 每 个 命题 都 逻辑 等 价 于 一 个 析 取 范式 。] 

”28 ,， 证明” 入 构成 一 个 功能 完备 的 逻辑 运算 符 集 合 。[ 提 示 : 首先 用 德 摩根 定律 证 明 pv 
9 等 价 于 -2p A 4)。] 

“29. 证 明和 YW 构成 一 个 功能 完备 的 有 逻辑 运算 符 集 合 ， 


下 面 儿 道 题 用 到 好 辑 运算 符 NAND (与 非 ) 和 NOR (或 非 1)。 人 他 题 p NAND 9 在 p 为 
假 或 g 为 假 或 两 者 均 为 假 时 为 真 ， 当 p 和 4 均 为 真 时 为 候 。 命 题 p NOR d 只 在 户 和 4 均 为 
假 时 为 真 ， 再 则 为 假 。 命 题 zs NAND og 和 NOR 9 分 别 表示 为 plo 和 py eeo【 运 算 符 | 和 + 
分 别 以 谢 菲 尔 和 皮尔 斯 的 名 字 命 名 为 谢 菲 尔 竖 和 皮尔 斯 吕 血 藉 。) 


30. 为 运算 符 NAND 构造 真 值 表 。 
31. 证 明 plg 逻辑 等 价 于 a( pAg)c 
32. 为 运算 符 NOR 构造 真 稍 表 。 
33, 证 明 py 9 妈 辑 等 价 于 pyo)。 
34. 本 题 将 证 明 | /上 是 功能 完备 的 一 个 逻辑 运算 符 集 合 。 
a) 证 明 py 逻辑 等 价 于 -pp。 
b) 证 明 ( po) 4 tp) 球 辑 畦 价 于 p¥ go 
c) 从 练习 29 和 本 题 的 a)、b) 得 知 1 y 1 是 功能 完备 的 一 个 逻辑 运算 符 集 人 台 。 
“35. 只 用 运算 符 y 构造 一 个 等 价 于 p 一 g 的 他 题 。 


全。 变 要 "皮尔 斯 《Charles Sanders Peiree，1839 一 1914) 许 名 人 都 认为 查理 -皮尔 斯 是 美国 最 有 创造 性 和 最 多 省 
“党 ”多 苍 的 知识 分 子 。 季 生 于 麻 省 的 剑桥 ， 其 父 本 杰 明 -皮尔斯 是 哈佛 大 学 的 数学 和 自然 督学 教 提 。 皮 尔 斯 就 学 F 哈 佛 
11855--185S9 年 ) 并 获 艺 术 硕 土 学 位 【1862)， 后 在 劳伦斯 科学 学 校 获 化 学 商 级 学 位 【1863]1- 他 父亲 藤 励 他 从 事 自 然 科 
学 ， 但 他 却 选择 了 研究 逻辑 和 科学 方法 论 。 

1861 年 ， 为 提 好 理解 科学 方法 论 ， 皮 尔 斯 当 上 了 美国 海岸 观测 署 的 助理 。 他 在 观测 署 的 脱 务 司 他 在 南北 战争 央 间 锡 
于 从 军 。 在 访 团 工作 期 间 ， 皮 尔 斯 进行 了 天 文 和 大 地 晋 重 工作 。 他 应 用 杠 圆 函数 理论 的 最 新 数学 成 果 ， 对 钟 把 说 计 和 她 
图 投影 做 出 了 球 芭 性 的 贡献 。 他 是 第 一 个 把 省 的 波长 做 为 度量 单位 的 人 。 虚 尔 斯 被 提升 为 观测 署 助理 署 长 ， 并 担任 此 职 
直到 1891 年 被 所 退职 ， 因 为 他 不 同意 观测 署 新 的 行政 当局 设 定 的 工作 方向 ， 

尽管 皮尔 斯 毕生 致力 于 物理 科学 ， 他 仍然 提出 了 各 种 科学 的 一 个 层次 结 档 ， 其 中 数学 位 于 最 商 层 ， 而 且 一 门 科学 的 
方法 可 以 被 其 下 层 科 学 采用 。 他 还 是 美国 实用 主义 哲学 理论 的 莫 基 人 。 

皮尔 斯 唯 - -的 学 术 职 位 是 1879-.1884 年 在 巴尔 的 摩 的 约 朝 斯 .得 普 金 斯 大 学 担任 轩 辑 学 讲师 。 这 期 间 他 完成 的 数学 
工作 包括 他 对 他 辑 、 和 集合 论 、 抽象 代数 和 数学 原理 的 贡献 .他 的 工作 至 今 仍 产生 影响 ， 他 在 胸 辑 十 的 某 些 工作 近来 已 被 
应 用 于 人 工 智能。 皮尔 斯 相依 ， 厂 究 数 学 可 以 开发 大 脑 的 想象 力 、 抽 象 思维 能 力 和 归纳 入 ,他 从 观测 血 退 休 以 后 的 五 
花 八 站 的 工作 包括 为 报纸 和 期 刊 写 稿 、 着 著 包 部 学 术 辞 典 、 训 译 科技 论文 、 窜 座 提 混 及 所 写 末 科 溃 。 不 幸 的 是 ,以 这 些 
工作 得 到 的 收入 不 是 以 使 他 和 他 的 第 二 任 变 子 兔 尝 贫 窃 之 葵 。 上 晚年 他 得 到 由 他 的 许多 车 赏 者 刘 立 的 基金 的 支持 ,该 基金 
由 他 终生 的 朋友 哲学 家 威 靡 .多 姆 斯 《Wilian James) 管理 。 尽 管 皮尔 斯 就 广泛 的 主题 写作 并 出 版 了 大 基 著 作 ， 他 仍 热 名 
下 了 100 000 凶 页 未 出 版 的 手稿 。 由 于 这 些 未 发 表 移 作品 很 礁 读 ， 学 者 们 只 是 在 近来 才 开 始 理 解 他 大 其 贡献 中 的 -部 分 。 
一 些 人 人 正 献 身 于 把 他 的 工作 推 上 因特网 ， 从 而 使 皮尔 斯 对 多 世界 的 贡献 更 好 地 得 到 鉴赏 。 
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36. 证 明 | | | 是 功能 完备 的 一 个 逻辑 运算 符 集 全。 

37. 证 明 plo 和 gi pb 等 价 。 

38. 证 明 p|(qfr) 和 {plq)|lr 不 等 价 。( 因 此 ， 逻 辑 运 算 符 | 不 满足 结合 律 .) 

“39, 只 用 命题 p 和 7 能 有 和 多少 不同 的 复合 命题 上 人 值 表 ? 

40. 如 果 复 合 命题 p、g 各 > 中 ,为 与 g 逻辑 等 价 ，#g 与 > 逻辑 等 价 , 设 明 p 与 r 逻辑 等 价 。 

41. 下 面 的 语句 取 自 一 个 电话 系统 的 规范 : “如 果 电 话 号 码 数 据 库 是 打开 的 ， 那 么 监督 程序 
被 置 于 关闭 状态 ， 只 要 系统 不 在 初 态 。” 这 名 话 有 两 个 蕴 合 ， 使 规范 很 难 懂 。 找 -个 等 
价 的 易 懂 的 规范 ， 使 其 只 涉及 析 取 和 和 否定， 不 涉及 草 舍 。 


1.3 谓词 和 重合 


含 变 量 的 和 语句， 如 
“二 3 和 “了 二 

常见 于 数学 断言 和 计算 机 程序 。 在 变量 值 未 知 的 时 候 ， 这 些 语 句 既 不 成 真 也 不 为 假 。 本 节 将 
讨论 从 这 种 语句 产生 命题 的 方式 。 

滞 名 “x 大 于 3” 有 两 部 分 ， 第 一 部 分 即 变量 x 是 语句 的 主语 ， 第 二 部 分 谓词 “大 于 
3” 表 明 语 名 的 主语 会 有 的 一 个 性 质 。 我 们 可 以 用 P(z) 表 示 请 句 “> 大 十 3”", 其 中 P 表示 
谓词 “大 于 3"， 而 > 是 变量 。 也 把 语句 PUz) 说 成 是 命题 函数 王 在 z 的 值 。 一 旦 给 变量 工 
喷 一 个 值 ， 语 句 Pfz) 就 成 为 命题 ， 因 而 有 真 值 。 考 碟 下 面 的 例 于 。 

例 1 令 PUz) 表 示 语 句 “r>32，P(04) 和 各 PI2) 的 值 是 什么 ? 

解 ” 丰 语句 “x >3” 中 计 z=4 即 得 到 语句 P(4)。 因 此 P(4) 妈 语句 “4>>3”， 为 真 ; 但 
语句 (2) 即 “2>3”， 为 假 。 司 

还 可 以 让 语句 中 售 不 目 一 个 变量 例如， 考虑 语句 “xz = y+3"”。 我 们 可 以 用 Q(x,y) 
表示 这 个 语 侣 ， 其 中 Ts NY 为 变量 ， 者 | 为 谓词 。 在 赋值 给 .证 和 时 ， 语句 Q@(z,y) 就 有 了 J 了 
真 值 。 

例 2 令 Q(zr,y) 表 示 语 名 “x = y+3”， 命题 Q(1,2) 和 QQ(3,0) 的 值 蚌 什么 ? 

解 ” 要 得 到 Q(1,2), 在 Q(z,y) 中 令 x=1. y= 二 2。 因 上 比 ，Q(1,2) 为 语句 “1=2+3 ， 
为 假 。 诸 句 Q@(3,0) 为 语句 “3=0+3”， 为 真 。 国 

同样 ， 可 以 用 R(x,y,z) 表 示 语 名 “x +y= sz”, 在 zx、 和 = 被 赋值 时 ， 这 一 语句 就 
有 了 真 值 。 

例 3 命题 R(1,2,3) 和 ROO0,0,1) 的 真 值 是 什么 ? 

争 ” 在 语句 尺 (xz,y,z) 中 令 x=1， y=2，xz=3， 即 得 到 命 占 RR(I,2,3)。 可 以 看 出 
RI(1,2,3) 就 是 语句 “1+2=3”， 为 真 。R(0,0,1) 即 语句 “0+0 一 1”， 为 假 。 丽 


一 般 和 涉及 天 个 变量 如 了 ， 和 的 语句 可 以 用 Prizv，…) 表 示 。 
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形 为 PIzriz…zo) 的 语 人 向 是 命题 通 数 王 在 ?元 组 (x/，xz，，*"，X,) 的 值 ， 忆 也 
称 为 请 词 。 

下 面 的 例子 说 明 ,命题 晴 数 可 以 出 现在 计算 机 程序 中 ， 

例 4 考虑 语句 

if x0 then zc:= r+l 

当 程 序 中 过 到 这 样 一 条 语 名 时， 变量 x 在 程序 运行 到 此 刻 的 值 即 被 代入 P(xz)， 也 就 是 
代入 “z 六 0”。 如 果 对 的 这 一 值 P(x) 为 真 ， 即 执行 赋值 语句 x 二 x +1， 于 是 x 的 值 增加 
1。 如 果 对 xz 的 这 一 值 P(zx) 汶 很 ， 则 不 执行 赋值 语句 ， 所 以 xz 的 值 不 改变 。 加 


1.3.2 量词 


当 命题 晒 数 中 所 有 变量 均 被 赋值 时 ， 得 到 的 命题 有 一 个 真 值 。 还 有 另 一 重 训 方 式 ， 也 可 
以 从 谷 题 田 数 产生 命题 ， 这 融和 是 量化 。 本 节 将 讨论 两 类 基 化 ， 即 全 称 量 化 和 存在 量化 。 

许多 数学 语句 断定 茶 一 性 奈 对 变量 在 某 一 特定 域内 的 所 有 从 均 为 真 ， 这 一 特定 域 称 为 变 
量 的 论 域 。 这 头 语 句 用 全 称 量 化 表示 。 命 题 函数 的 全 称 量 化 是 这 样 一 个 命题 : 它 断 言 P(z) 
对 z 在 其 论 域 中 的 所 有 值 为 真 ， 论 域 规 定 变 量 z 可 能 取 的 值 。 


定义 1 Ptz) 的 全 称 量 化 是 荫 题 “Ptz) 对 在 其 论 域 的 所 有 值 为 真 ”。 


符号 
YrpP(lx) 


表示 P(xzr) 的 全 称 其 化 ， 其 中 YY 称 沟 全 称 革 词 。 命题 YrP(x) 也 可 表示 为 “对 所 有 工 ， 
P(x) ”或 “对 每 个 +，P(x)"， 
注意 ”问好 不 用 “任何” 一 词 ， 因 为 它 常 引起 歧义 ， 不知 指 的 是 “ 章 一 个 ”还 是 
“ 革 一 个 "。 在 有 些 情 况 下 ,， “任何 ”没有 二 义 性 ， 葬 如 ， 用 于 否定 名 有 时， 像 “没有 
任何 理由 不 努 方 学 习 。" 
例 5 用 全 称 量 化 表示 语句 
“本 班 每 一 个 学生 都 已 学 过 微 积 分 。” 


解 ” 用 P(x) 表 示 语 名 
“x 已 党 过 被 积分 。” 
那么 语句 “本 下 每 一 个 学 生 都 已 学 过 微 积分 ”可 以 写成 YrzPtxz)， 其 中 的 论 域 册 本 班 学 生 组 
成 。 
这 一 语句 也 可 以 表示 为 
VTS 一 PT 
其 中 Sr) 是 语句 
“z 属于 本 班 。 
Px) 与 上 面相 同 ， 而 论 域 则 是 所 有 学 生 的 集合 。 类 
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例 5 说 明 ，, 往往 有 不 止 一 种 好 方式 表示 同一 全 称 量化 。 

例 令 P(z) 为 语句 “x +1>xz”， 量化 语句 YzxP(x) 的 真 值 是 什么 ”其 中 论 域 是 实数 
集合 。 

解 ” 由 于 P(x) 对 所 有 实数 x 均 为 真 ， 量化 语句 

vrP(r) 

的 值 为 真 。 国 

例 7 令 Qfz) 表 示 语 句 “zr<2”。 若 论 域 是 实数 集合 ， 量 化 语句 YrQtz) 的 真 值 是 什 
0 

解 Qtz) 并 非 对 所 有 实数 都 为 真 ， 例如，Q(3) 就 为 假 ， 因 此 


YrA(r) 图 
为 假 ， 
当 论 城中 的 所 有 元 素 可 以 一 一 询 蝇 即 例 如 列 成 zx1，zraz，…，xzu -时 ， 量 化 语 可 
¥rP(lz) 与 合 取 


PiziDA Pleo) A APlAn) 
是 一 回 事 ， 因 为 这 一 合 取 为 芮 当 且 仅 当 PCziy ,Plx2) ,P(X,) 全 为 真 。 
例 8 车 论 域 有 是 不 超过 4 的 正 整数 ，P(x) 是 语句 “xz?<10"，YzrP (zx) 的 真 值 是 
什么 3 
和 解 ” 语句 YzP(z ) 就 是 合 取 
P{1)AP(2)AP(3) A PCA) 
因为 论 域 由 1、2、3 和 4 组 成 。 由 于 P(4) 即 语句 “4 二 10” 为 假 ，YzP(z) 为 很 。 国 


许多 数学 语句 断定 有 一 个 具有 某 种 性 质 的 元 素 。 这 类 语句 用 存在 量化 表示 。 用 存在 量化 
可 以 构成 这 样 一 个 命题 : 它 成 真 的 充分 必要 条 件 是 论 域 中 至 少 有 一 个 值 使 Ptx) 为 真 。 
定 光 2 P(x) 的 看 在 量化 是 命题 “ 论 域 中 存在 一 个 元 素 x 使 P(zr) 为 其 ”。 
我 们 用 符号 
| rxPzr) 
表示 P(x) 的 存在 量化 ， 其 中 刁 称 为 存在 量词 。 存 在 量化 3rP(x) 也 可 岩 示 为 


“有 一 个 z 使 得 P(xz),” 
“至 少 有 一 个 使 得 P(x),” 


“对 菜 个 x ，P(x)。” 
例 9 邻 Plzr) 表 示 语 名 “x 3", 论 域 为 实数 集合 ， 量化 语句 J3rP (x) 的 真 值 古 
什么 ? 
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解 ” 因 为 “xz>3” 在 如 z=4 时 为 真 ，P(x) 的 存在 量化 3xP(x) 为 真 。 填 

例 10 令 Qtzr) 表 示 语 知 “z = r+1”"， 论 域 是 实数 集 ， 量 化 语句 3zQtz) 的 真 值 是 
什么 ? 

和 解 因为 对 每 个 实数 了， 外 (zj 前 为 假 ， 久 tr 的 他 在 量 比 rz 为 假 。 EE 


当 论 域 中 的 所 有 元 素 可 以 一 一 列 出 例如 到 成 rz1，z，…，z， -一 -上 时， 存在 量化 
jrPtx) 与 析 取 
Piri)y Pro)Vy ey P(r,) 
是 -- 回 事 ， 因 为 这 一 析 取 当 旦 仅 当 Pir),P(x2),-… ,P(tzr,) 中 至 少 一 个 为 真 时 为 真 。 
例 1! 若 P(lx) 是 语句 “x 六 10”",， 论 域 为 不 超过 4 的 正 整 数 ， IrP(x) 的 真 秆 是 
什么 ? 
解 ”由 于 论 域 为 上 11，2，3，4| ， 人 命题 3zP6z) 就 是 析 取 
PflyVYPf2yPf3)Vw P(4) 


由 于 P(4) 即 “4 > 10” 为 真 ，3zP(z) 为 真 。 团 
表 1-14 总 结 了 全 称 量词 和 存在 量词 的 富 义 。 
表 1.14 量 读 
诗句 何 时 为 真 何 时 为 候 
YrPtx) 对 每 一 个 x ,P(r} 邦 为 直 有 一 个 +r， 使 Pt7) 为 假 
drPt x) 有 一 个 ,使 Pt7r} 为 真 对 每 一 个 +，Ptx) 都 为 候 


在 决定 量化 语句 的 真 值 时 ， 借助 循环 与 搜索 来 思考 是 有 益 的 。 候 年 在 变量 x 的 论 域 中 
有 个 对 象 ， 要 决定 VYrP(z 1) 是否 为 真 ， 可 以 对 的 个 值 循环 查看 P{zr) 是 否 总 是 真 。 如 
果 遇 到 x 的 一 个 值 使 P(x) 为 假 ， 那 就 证 明 YrP(x) 为 假 ， 否 则 YrP(x) 为 真 。 杰 决定 3zP 
(zx) 是 否 为 真 ， 我 们 循环 查看 x 的 有 个 值 ， 搜 索 使 Pix) 成 真 的 xz 之 值 。 如 果 找 到 一 个 ， 那 
人 么 JrzPftz) 为 真 ; 如 果皮 也 找 不 到 这 样 的 Y， 则 判定 3zPtzr) 为 假 。 【注意 ， 当 论 域 有 无 穷 多 
个 值 时 ， 这 一 搜索 过 程 不 适用 。 不 过 以 这 种 方式 思考 量化 语句 的 真 值 仍 是 有 荤 的 。， 

有 了 时 含量 词 的 表达 式 会 相当 复杂 ， 把 复杂 的 表达 式 稽 译 成 文字 庄 甸 有 黄 于 对 其 含义 的 理 
解 。 翻 译 的 第 一 步 是 写 出 每 个 量词 的 含义 ， 然 后 是 用 简化 的 句子 表 这 这 一 售 义 。 


例 12 把 语句 
VECTTV CC A F(x, y))) 
泽 成 文字 语句 ， 其 中 Ctxz) 是 “x 有 台 计 算 机 ”，F(x,y) 是 “x 和 和 是 朋友 ",， 而 二 和 yy 的 
共同 论 域 是 学 校 全 体 学 生 的 集合 。 


解 ” 该 语句 说 的 是 ， 对 学 校 的 每 一 个 学 生 x ,或 者 x 有 人 台 计 算 机 ,或 者 男 有 学 生 >,， 他 
有 台 计 算 机 ,并 且 xz 和 y 是 朋友 。 换 育 之 ， 学校 的 每 个 学 生 或 有 计算 机 ,或 有 个 有 计算 机 


的 朋友 。 


-Oo 
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例 13 把 语句 
Ar Vy vet(Flr yAFIA TIA yy, 2)) 
译 成 文字 语句 ， 其 中 F(a, 疡 ) 的 会 尽 是 a 和 上 & 是 朋友 ， 而 + 、y 种 zz 的 论 域 是 学 校 所 有 学 生 
的 集合 。 

解 ” 这 个 语 颁 说 的 是 ， 有 一 个 学 生 zx， 对 所 有 学 生 y 及 不 同 于 y 的 所 有 和 举 生 x， 内 要 并 
和 yy 是 朋友 ，z 和 z= 也 是 朋友 ， 那 么 yy 和 = 就 不 是 朋友 。 换 句 话 说， 有 个 和 学生, 他 的 朋友 之 
间 都 不 是 朋友 。 国 

包含 量 记 的 复 麻 表达 式 也 出 现在 数学 语 名 中， 下面 就 是 一 个 例子 。 

例 14 假定 空 量 x 各 yy 的 论 域 是 所 有 实数 的 集合 ,语句 

Yr vy(rt y=y+ ox) 
说 的 是 对 所 有 实数 zz 各 y，x + y= y+x。 这 是 实数 加 法 的 交换 律 。 同 样 ， 语 句 
Yr dytr+ y= 人 0) 
说 的 是 对 所 有 实数 x ， 有 一 个 实数 ， 使 得 x + y=0。 也 就 是 每 个 实数 部 有 一 个 加 法 的 道 。 
癌 样 ， 语 名 
Yr Vy We 十 人 3 二 2 二 (区 十 之 
是 实数 加 法 的 结合 律 国 


1.3.3 翻译 语 各 为 进 辑 表达 式 


在 1.1 节 中 我 们 阐明 了 把 句子 译 成 由 命题 和 还 辑 联 结 词 构 成 逻辑 表达 式 的 过 程 。 现 在 我 
们 已 又 讨论 了 量词 ， 因 而 能 把 更 广泛 的 句子 译 成 建 辑 表达 式 。 这 样 做 始 可 以 去 挤 二 必 性 ， 又 
使 得 用 这 些 避 子 推理 成 为 可 能 。(3.1 节 讲 述 了 用 人 逮 辑 表达 式 推 理 的 推理 规则 ,) 

下 面 的 元 个 例子 说 明 如 何 用 你 辑 运 算 符 和 量 户 表达 句子 。 这 是 一 些 常 出 现在 数学 陈述 、 
逻辑 程序 设计 和 和 人工 智能 中 隐语 后。 

例 15 用 量词 表达 语句 “这 个 班 上 某 个 学 生 去 过 墨西哥 ”和 “这 个 班 上 每 个 学 生 或 去 
过 加 拿 太 ， 或 去 过 法 西 贾 。 

解 ” 令 变量 x 的 论 域 为 这 个 班 所 有 学 生 的 集合 ， 令 MIz) 为 语 本 “+ 去 过 里 是 再 ， 
C(x 1) 为 语句 “去 过 加 拿 大 ”。 语 句 “ 这 个 班 上 某 个 学 生 去 过 墨西哥 ”可 表示 为 deM (xz)。 
语句 “这 个 班 上 每 个 学 生 或 去 过 加 拿 太 ， 或 去 过 墨 西 页 ”可 以 写 威 YrtCfzywakz)i 这 
里 假定 是 同 或 意 久 上 的 或 )。 . 四 

例 16 把 语句 “每 人 恰 有 一 个 最 好 的 朋友 ”表示 为 逻辑 表达 式 。 

解 ” 令 B(lzr,y) 为 语句 “»w 是 x 的 最 好 朋友 ”"。 注 意 本 例 中 的 句子 说 的 是 ， 对 每 个 x 部 
有 基 一 人 yy 是 z 的 最 好 朋友 ， 而 且 如 果 z 是 不 同 于 y 的 另 一 人 ， 则 z 不 是 x 的 最 好 朋友 。 于 
基 可 蓉 把 这 个 语句 翻 详 为 

Vr dy Vr(Blr,y) NA(tzE yy) Blr, 2))) | 

例 17 把 语句 “如 果菜 人 是 女性 而 且 有 子 妆 ,那么 此 人 一 定 是 某 人 的 母 杂 ”表示 为 逻 

辑 表达 式 。 
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解 ” 令 F(x) 为 语 梧 “zx 是 女性 ”，PUz) 为 语句 “rz 有 子女 ”"， 再 令 M(xz,y) 为 语 名 “x 
是 y 的 母亲 ”。 由 于 本 例 中 的 语句 适合 于 所 有 的 人 ， 我 们 可 以 用 符号 写成 
号 一 yw YY)) 丽 


例 18 用 量词 表示 语 铝 “有 位 妇 文 已 搭乘 过 世界 上 每 一 条 航线 土 的 航班 "。 


解 令 Pfa 门 为 “za 搭 习 过 ,而 Q@(f,a) 为 “ff 是 a 上 的 航班 "”。 子 是 可 将 土 述 语 
名 表示 为 
Jrw Ya dF (Pw, FA QUF, a)) 
其 中 ，w、 了 和 a 的 论 域 分 别 为 世界 上 所 有 妇女 、 所 有 空中 航班 和 所 有 航线 。 
这 个 语句 也 可 以 表示 为 
dw Ya dR (Uw, fe) 
其 中 尺 tw，f，a) 为 “zw 已 搭乘 过 a 上 的 f"。 虽 然 这 样 表示 更 紧 凌 ， 但 它 使 变量 之 间 的 
关系 有 点 会 糊 不 清 ， 因 此 ， 第 一 个 解 要 好 些 ， 出 


正如 前 面 提 到 的 ， 量 词 常 用 于 数学 概念 的 定义 ， 你 可 能 玖 悉 的 极限 概念 即 为 一 例 。 极 限 
基 微 积分 中 的 重要 概念 。 


例 19 《需要 微 积 分 知识 ) 用 量词 表示 极限 的 定义 。 
解 ” 回 顾 一 下 语句 
lim f(x)=L 
的 定义 是 ; 对 每 个 实数 e 淆 0、 存在 一 个 实数 >0， 使 得 对 每 一 个 x ， 呈 要 0<|zr 一 -al 所 6， 
就 有 1 (tr) 一 | 之 e 。 极 限 的 这 一 年 必用 量词 表示 为 
Ve J YO | 一 人 | 人 一 | f(r) -Li<e) 
其 中 和 5 的 论 域 是 正 实 数 集合 ，+ 的 论 域 是 实数 集合 。 
这 一 是 头 还 可 表示 为 
Ye OBOYrO< rz- 二 | Ar) -LL|<e) 
其 中 es 和 5 的 论 域 为 实数 集合 ,而 不 是 正 实数 集合 。 图 


1.3.4 选 自 Lewis Carroll 的 例子 【选读 ) 


Lewis Carroll 【实际 鞋 是 C.L,.Dodgson 呈 的 笔名 》 是 Alice in Wrmderianad$ 的 作者 ， 也 
是 有 关 符 号 逻辑 凡 篇 论文 的 作者 。 他 的 蔬 中 有 用 量词 推理 的 例子 。 下 面 的 两 个 例子 选 目 他 的 


一 


-wa 加 道 痢 亲 (Charles Lutwidge Dodgson，1832 一 1898) 我们 知道 Charles Dodgson 即 是 Lewis Carroll， 后 韦 基 他 发 
bi 表 逻 辑 著 疾 的 笔 和 名。 道奇 森 是 牧师 的 上 儿子， 在 11 个 子 友 中 排行 第 二 。 这 11 个 全 是 结巴 。 在 成 年 人 的 包围 下 他 党 
感到 址 安 。 道 奇 森 十 分 严肃 和 息 于 宗教 情 俐 。 他 与 Dean Lidqdell 的 二 个 辫 儿 的 友谊 恒 他 了 配 成 Aiire in Wonderiand》， 这 本 
书 为 他 赢得 了 金钱 和 和 名声 。 

道奇 玫 1854 年 毕业 于 牛津 ， 并 下 1857 年 获得 艺术 硬 士 学 位 。1855 年 他 被 任 全 为 牛 委 Christ Church 学 院 的 茹 学 讲师 。 
1861 年 英国 教会 委任 他 上 以 竺 职 ， 但 他 从 来 没有 实际 屈 行 过 宗教 职责 。 他 的 著作 包括 有 甘 几 何 . 行列 式 以 及 竟 疗 和 选举 中 
的 数学 问题 的 论文 和 书籍 。{ 他 还 以 第 备 Lewis Carroll 号 计 许 多 关于 消 中 性 逻辑 的 必 吕 。) 
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Si 


书 《Symbolic togic， 选 自 这 本 书 的 其 他 例子 在 本 节 未 的 练习 中 给 出 。 这 些 例子 说 明了 怎样 
用 量词 表示 各 种 类 型 的 词 何 。 
例 20 考虑 下 面 这 些 语 铝 ， 其 中 涉 两 句 称 为 前 提 ， 第 三 句 称 为 上 结论。 作为 一 个 整体 它 
们 被 称 为 一 个 论证 。 
“所 有 儿子 都 是 凶 狂 的 。 
“有 有 些 刊 子 不 上 蝎 咖 罪 。" 
“有 些 凶 猛 的 动物 不 喝 嘱 啡 。” 
(3.1 节 将 讨论 判定 结论 部 分 是 不 是 前 提 部 分 有 效 后 果 有 的 问题 ， 就 这 个 例子 来 说 ， 结 论 是 有 
破 的 .) 令 Plx), 外 (rr) 和 了 P(r) 分 别 为 语句 “x 是 狮子”， “+ 是 四 猛 的 ”和 “+ 网 咖啡 ”。 
殷 定 所 有 动物 的 集合 为 论 域 ， 用量 闷 及 P(x).Q(r) 和 RR(z) 表 示 上 面 这 些 寺 人 句 ， 
解 ” 可 以 将 这 些 铝 子 表 示 为 : 
yr{tP(lrj— Qt(r)) 
rtP(r}AJARir)) 
了 zz Cr 及 《让 
注意 ， 第 二 句 不 能 表示 为 3r(P(lr) 一 JRix))。 原因 是 P(r 一 J RCr) 在 x 不 是 独子 
时 总 是 或 真 ， 所 以 只 要 有 一 只 不 是 卷子 的 动物 ，3r(Ptz) 一 RECz)) 就 成 真 ， 即 使 所 有 狮 
子 痢 喝 咖啡 它 也 成 真 。 同 样 ， 第 三 名 也 不 能 写成 
rt Q(z) R(T)) 加 
例 21 考 虚 下面 的 语句 ， 其 中 前 3 个 语句 为 前 提 ， 第 4 个 语 避 为 有 效 结论 。 
“所 有 了 鸣 乌 都 五 彩 斑 请 。 
“没有 大 鸟 以 蜜 为 生 。 
“不 以 蜜 为 生 的 乌 都 色彩 单调 :” 
“ 鸣 岛 者 是 小 切 。 
念 Pfz) ,QUz) ,RUIzr) 和 5f7r) 分 别 为 语 可 “z 是 只 鸣 马 ",， “x 是 大 的 "，”r 以 蜜 为 后” 和 
“人 五彩 丙 荫 ”， 假 定 以 所 有 乌 的 集合 为 论 域 ， 用 量词 及 PIzr) QIr.RIz 和 7 表示 上 
述 语 司 : 
解 ”可 以 把 论证 中 的 语 本 表示 为 
YrtPlr) > SS(r)) 
-| raQ(trjAR(tr)) 
YrtaR(r}" or) 
YtPlr)= QQ(r)) 
(注意 ,我 们 假定 了 “小 ”就 是 “不 大 ”,“ 色 彩 单 调 ” 就 是 “不 五 彩 垃 凋 "”。 为 证 明 第 4 句 是 
前 3 句 和 的 有 效 结论 ， 需 要 用 到 将 在 3.1 节 讨 论 的 推理 规则 。) 于 


1.3.5 歧 定 变量 
当量 词 作 用 于 变量 x 或 给 这 一 变量 赋值 时 ， 我 们 说 此 变量 的 这 一 次 出 现 为 鲫 定 有 的。 没 
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有 被 量词 绑 定 或 设置 为 与 某 一 特定 值 相等 的 变 量 出 现 称 为 自由 的 。 出 现在 俞 题 函 数 中 的 所 有 
变量 必须 是 绑 定 的 ， 才 能 把 此 命题 函数 转变 为 命题 。 可 以 用 全 称 量词 、 和 存在 量词 种 赋值 来 完 
成 转 些 。 
许多 数学 语 馈 需要 对 多 变量 命题 晒 数 作 多 重量 化 。 徐 非 所 有 量词 均 为 全 称 量词 或 均 为 存 
在 量词 ， 否则 量词 的 顺序 是 重要 的 。 例 22、23 和 24 用 于 说 明 这 一 点 。 这 几 个 例子 中 每 个 恋 
前 的 论 域 都 假定 为 实数 集合 。 
和 例 22 令 P(z,y) 为 语句 “z+ y=y+x"， 量化 语句 Vz Yy P(x,») 的 真 值 是 什么 ? 
解 ” 量 化 语种 
Yr vy Pltx,Yy) 
表示 的 命题 是 
“对 所 有 实数 x 和 所 有 实数 y，z+y=y+r 成 立 。 
因为 Ptx,y) 对 所 有 实数 rY 和 yy 成 真 ，Vwr wy P(x,y) 成 真 。 | 
例 23 令 QQ(r,y) 表 示 “x + y=0 ,量化 语句 3y ztz 得 wzr 3yQ(x,y) 的 真 值 是 
什么 ? 
解 ”量化 语句 
dy Yr 人 (yj 
表示 的 命题 是 
“有 个 实数 y 能 使 人 tr ,y) 对 每 一 个 实数 二 成 立 。 
不 管 y 取 什 么 信 ， 只 有 一 个 的 值 能 使 +y=0 成 立 。 因 为 呈 有 实数 y 能 使 z+ y=0 对 所 
有 实数 > 成 立 ， 语 句 3 YazQtryy) 为 假 。 
量化 语句 
Vr dyQ (ry) 
表示 的 命题 是 
“对 每 个 实数 x 都 有 一 个 实数 yy 使 Q(x,y) 成 立 。 
给 定 一 个 实数 zx， 总 有 一 个 实数 y 能 使 z+ y=0， 这 个 实数 就 是 y= -Yes 因此 ， 语 可 Yz 
3yQ{tr ,yj 为 真 。 图 
全 23 说 明 量 词 出 现 的 顺序 相同 会 六 也 不 同 。 语 句 3 了 y YrP(x,y) 和 Yrx 3v 了 Plz,y) 椒 是 挡 
辑 等 价 的 ， 语 条 jy YzrP(z ,yw) 成 真 当 目 仅 当 存 在 一 个 y， 使 得 P(x,y) 对 每 个 z+ 者 成 立 。 因 
此 ， 要 使 这 一 语句 为 真 ， 必 须 有 一 个 特定 的 》 值 ， 对 这 个 恒 无 论 是 什么 样 的 x，P4zy) 和 部 
成 立 ; 男 一 方面 ，Yx 3y PLr,y}) 为 真 当 二 仅 当 对 x 的 每 一 个 值 都 有 一 个 y 的 什 使 P(x ,yy) 成 
六 。 所 以 ， 要 使 这 个 语句 为 真 ， 不 管 你 选 什 么 +， 总 有 5 的 一 个 入 (也 许 候 赖 子 你 选 的 工 ) 
使 P(x ,yw 成立。 换言之 ， 在 第 二 种 情况 下 ，y 随 着 x 而 定 ， 但 在 第 一 种 情况 下 ，y 是 与 x 
无 关 的 常数 。 
从 这 些 观察 可 以 者 出 ， 如 果 3 了 3 YP(z,y) 为 真 ， 则 Yzr 3y P(x 必定 也 为 真 ; 可 是 如 
果 Yzr 3y P(r,y) 为 真 ，3y YzP(x,y) 不 一 定 为 真 。( 参 则 本 章 补 区 练习 8 和 10。) 
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对 密 个 变量 使 用 量词 时 ,借助 散 登 循环 来 思考 是 有 益 的 。( 当 然 ， 如 果菜 个 变量 的 论 域 
有 无 穷 名 个 元 素 ， 是 无 法 真正 对 所 有 值 敌 答 环 的 。 不 过 这 种 思考 方式 对 理解 砍 套 量词 总 是 有 
痊 的 。) 例如 ， 雪 决定 Yr Yy P(x,y) 是 否 为 真 ， 我 们 先 对 x 的 所 有 值 敌 稍 环 ， 而 对 x 的 每 
个 值 再 对 y 的 所 有 值 循环 。 如 果 我 们 发 现 对 x 和 yy 的 所 有 值 P(x ,y) 都 为 真 ， 那么 我 们 就 糊 
定 了 Yr Yy P(xz,y) 为 真 。 只 要 我 们 磁 上 一 个 zx 值 ， 对 这 个 值 叉 有 一 个 y 值 使 P(x ,wy) 为 假 ， 
那么 就 证 明了 wz yy P(xz ,yy) 为 假 。 

同样 ， 要 判定 Yz 3y P(x,y) 是 否 为 真 ， 我 们 对 x 的 所 有 值 循环 ， 对 = 的 每 个 值 ， 对 y 
的 值 御 环 直到 找到 一 个 y 使 P(x ,y) 为 真 。 如 果 对 xz 的 所 有 值 ， 我 们 都 能 本 上 这 样 的 一 个 y 
值 ， 那 么 wz 3y Ptzyy) 为 真 。 刀 果 对 某 个 工 我 们 磁 不 上 这 样 的 v， 那 么 Yr 3 P(x ,yy) 就 为 
假 。 

要 决定 jx Yy P(x ,y) 是 否 为 真 ， 需 要 对 x 的 值 箭 环 直到 找到 某 个 zx， 就 这 个 工 对 y 的 
所 有 值 循环 时 Ptz ,y) 总 是 成 真 。 如 果 能 找到 这 样 的 >，dfrvy Ptz,y) 就 为 真 。 如 果 总 也 碰 
不 上 这 样 的 x， 那么 我 们 知道 jz wy Ptzyy) 为 假 。 

最 后 要 看 3x 了 P(x,y) 是 否 为 真 。 我 们 对 x 的 值 循环 ， 循 环 时 对 r 的 每 个 秆 都 对 的 
值 循环 ， 直 到 找到 z 的 一 个 值 和 yy 的 一 个 值 使 P(x , y) 为 真 。 只 有 当 我 们 永远 磁 不 上 这 样 的 
7 和 yy 能 使 P(x ,y) 成 真 时 ,语句 jx 3y P(z,y) 才 为 假 。 

表 1-15 是 商 个 符 量 上 所 有 沫 同 的 可 能 量化 方式 的 总 筑 ， 

例 24 说 明 ， 两 个 以 上 变量 的 量化 也 是 常见 的 。 


表 1-15 两 个 变量 的 量化 


语 可 何 时 海中 何 时 为 假 
Yr Yy Pix,» 对 每 -对 工 .y ,P(r,y) 有 一 对 工 .y 使 PIC,y) 
Vy YrP(r,y) 均 为 真 为 候 
Yr Hy Plx, y) 对 每 个 ,都 有 3 使 Ptzx,y) 为 真 有 工 ; 使 P(x,y) 对 每 个 y 总 是 候 
了 rz Y3 Ptr,y) 有 一 个 工 , 使 Pitz3y] 对 所 有 >y 均 为 雁 对 和 个 都 有 ?人 恒 Ptz,3) 为 本 
3z Hy Pr,y) 有 … 对 .rz.y 和 车 对 每 -于 yy， 
3y 3rP(x.,y) Ptz 3 为 真 Ptr,y 的 为 候 


例 24 令 QR(z,y;2) 为 侣 加 “x+y=x 博得 QQGzyyyzlij 和 了 zzVzr yy Q(z, 
93s) 的 真 值 是 竹 么 ? 
解 ”人 恨 定 给 z 和 ww 同 了 值 ， 那么 就 有 一 个 实数 zx， 使 得 x + y= zx。 于 是 量化 语句 
Vx yy JR rT, ye) 


为 真 ， 因 为 它 其 实 就 是 说 多 
“对 所 有 实数 x 和 所 有 实数 y， 有 实数 >,， 使 得 x + y= 2”。 
这 里 量词 出 现 的 顺序 是 重要 的 ， 因 为 晤 化 语句 


Jz Yr Wy QUr,Yy,Z) 


ee NM = -一 
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也 就 是 语句 
“有 实数 z 使 得 对 所 有 实数 x 和 所 有 实数 y,， x+y=x” 
为 假 ， 因 为 没有 z 的 什 能 使 x+ y= zx 对 x 和 sw 的 所 有 值 都 成 立 。 末 
1.3.f 否定 
我 们 常会 考虑 量化 表达 式 的 和 否定 例如， 考虑 语句 “ 班 上 每 个 学 生 都 学 过 一 门 微 积 
的 否定 。 这 个 语句 是 全 称 量 化 语 名 ， 即 
YrPlx) 


其 中 Plz) 为 语句 “xz 学 过 一 门 微 积 分 课 ”。 这 一 语句 的 否定 是 “并 非 班 上 每 个 学 生 都 学 这 一 
门 微 积分 课 ”。 这 等 价 于 “得 上 有 个 学 生 没 有 学 过 徽 积 分 课 "。 这 也 就 是 原 命题 函数 之 否定 的 
存在 最 化 ， 即 


jr P(tr) 
这 个 例子 说 明了 下 面 的 等 价 关 系 : 
A YIPlr) dr Pr) 


假定 我 们 想 否定 一 个 存在 量化 语句 。 例 如 ， 考 虑 命题 “ 班 上 有 个 学 生 学 过 一 门 微 积 分 
许 。 就 是 存在 量化 语句 


了 rr 人 (1) 


其 中 Q(z) 为 语句 “xz 学 过 一 门 微 积分 课 ”"。 这 和 旬 话 的 否定 是 命题 “并 非 班 上 有 个 学 生 学 过 
徽 积 分 课 "。 这 等 价 于 “ 班 上 每 个 学 生 都 没 学 过 微 积分 课 ” ， 这 也 就 是 原 命题 函数 之 否定 的 全 
称 量 化 ， 或 用 量词 语言 珍 示 为 


Yr RUT) 
这 个 例子 说 明了 等 价 关 系 
1 drQ(r)O YQ r) 
表 1-16 给 出 了 量词 之 否定 的 总 绪 。 
村 1-16 量词 的 否定 


后 定 等 俐 语句 何 时 为 真 柯 时 为 要 
- IrPtr) Yr Ptr) 对 每 个 ,PEz) 为 假 有 ,使 fr) 为 走 
- YrP{tx) dr P(e) 有 + 使 Pix) 汉 假 对 每 个 ,Piz) 为 真 


练习 


1. 令 P(lxr) 表 示 语 名 “x 所 4o” 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 
a}P(0) bjP(4) cyP(6) 


bbs.theithome.com 


DDDU-DDU-DDDDUUUUUD--www.shubulo.com! | UUU^A 


32 万 税 圾 学 爱 琴 厨 届 


2. 令 P(z) 表 示 语 名 “单词 zx 舍 字 母 a。” 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 
a Plorange) by Ptlemon) 
cyP{truc) dy Prifalse) 

. 令 日 (x ,Yy) 表 示 语 名 “x 是»y 的 首府 。” 下列 各 项 的 真情 基 什 么 ? 
ajQQ( 坟 佛 , 科 罗拉 多 》 
b)R'( 谍 特 律 , 密 歌 根 ) 
ec 六 (马上 脏 请 塞 ,波士顿 ) 


Ly 


d) 有 (纽约 ,纽约 ) 
4. 给 出 执行 语 可 站 Ptx)then :三 1 以 后 zx 的 什 ， 其 中 P(x ) 为 说 可 “x 六 1”"， 芋 执 行 到 上 上述 
诸 喇 时 的 值 是 : 


4a) 工 三 日 by x=1 Cj 工 二 2 

5 ., 令 PIz) 为 语句 “z 每 个 工作 日 都 花 五 个 多 小 时 上 课 ”"， 其 中 zx 的 论 域 是 学 生 集 合 。 用 名 
于 表达 下 全 各 量化 请 句 。 
a)} drP(lzx) PP 
cy 卫 r 己 (了 | d) VP(lz) 

6. 令 P(x,y) 表 示 语 名 “x 选修 vy"”， 其 中 工 的 论 域 是 班 上 全 体 学 和 后 的 集合 ，y 的 论 域 是 你 
校 所 有 计算 机 科学 课程 的 集合 。 用 句子 表达 下 列 各 量化 语 锯 。 


a) dx dy Plx,Yy) b) dr Vy Plzx,Yy) 
ec) Yr dy P(x,Yy) d) dy YrP(r ,yy) 
e) yw arPlr,Yy) {Vr Yy Pr,y) 


7. 今 WW(z,y) 表 示 “z 访问 过 y”"， 其 中 之 的 论 域 是 你 校 件 体 学 生 集 合 ，y 的 论 域 是 所 有 网 
站 的 集合 。 用 简单 的 甸子 表达 下 列 语 句 。 
ay WlSarah Smith, www. att. com) 
by drW(tr, www.imdb,org) 
oo) dyW (osc Orez,y) 
d dy( WOOAshok Puri, y} A WiCindy Yoon,y)) 
ce) dy YezC yA (David Belcher) ACW (David Belcher, < W{y,z))) 
{} dr dy Vet(rEyIA Wr 2) Wy, 2))) 
8. 令 C(r,y) 表 示 “x 注册 了 y”"， 其 中 xz 的 论 域 是 你 校 全 体 学 生 的 集合 ，» 的 论 域 是 你 校 
开设 所 有 课程 的 集合 。 用 简单 的 句子 表达 下 列 语 名 。 
a) CRandy Goldberg, CS 252) 
by drC(tr ,NMarth 695) 
Cj dyC{Carol Sitea,y) 
d) 本 rr Math 222) C(x,CS 252)) 
e) Jr dy Ve((xFEvIACI rT 2) Cy,z))) 
人 dr dy Yrz((rAAC(rT, eI Cy, 2))) 
. 令 P(z) 为 语句 “x 说 俄语 %“，Q@ (x ) 为 语 龟 ，“x 了 解 计算 机 语言 C+ +"。 用 P(x)、 
(tz)、 量 词 和 仙 辑 联结 符 表 示 下 询 各 合子 ， 量 记 的 论 域 为 你 校 全 体 学 生 的 集合 。 
a) 和 你 校 有 个 学 生 既 会 说 俄语 又 了 解 C++。 


| 
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b) 你 校 有 个 学 生 会 说 俄语 , 但 不 了 解 C++。 
c) 你 校 所 有 学 生 或 会 说 俄语 ， 或 了 解 C++。 
d) 你 校 没有 学 牛 会 说 俄语 或 了 解 C++。 
10. 令 QUzry) 为 语句 “为 的 参赛 者 "。 用 Qtz,y)、 量 词 和 逻辑 联结 符 表 达 和 下列 各 句 ， 
其 中 的 论 域 是 你 校 所 有 学 生 的 集合 ，y 的 论 域 是 所 有 电视 智力 竞赛 节目 。 
a) 你 校 有 位 学 生 参 加 了 了 -- 个 电视 智力 芳 赛 节目 。 
b) 称 校 设 有 学 生 参 加 过 电视 萌 力 亚 赛 。 
ec 你 校 有 位 学 生 和 参加 了 Jeopardy 和 三 heel of Fortune 两 个 电视 竞赛 。 
dj 每 个 电视 智力 竞赛 节目 者 有 你 校 的 一 名 参赛 学 生 。 
e) 你 校 至 少 有 两 个 学 生 人 参加 了 Jcopardy 比赛 。 
11. 令 工 (rz 9) 为 语 可 “rr 芝 yy ， 其 中 之 和 3s 的 沦 域 部 是 全 世界 所 有 人 的 集合 。 用 量词 表达 
下 列 各 语句 。 
a) 每 个 人 都 爱 jerry。 
b) 每 个 人 都 爱 某 个 人 。 
c) 有 个 人 人 都 爱 的 人 。 
d) 没有 人 党 所 有 的 人 。 
e) 有 个 Lydia 不 爱 的 人 。 
1) 有 个 人 人 部 不 恬 的 人 ， 
g) 恰 有 一 个 人 人 都 爱 的 人 人。 
h) Lynn 爱 的 人 恰 有 两 个 。 
i) 每 个 人 都 爱 自 己 。 
ij) 有 人 除 自 己 以 外 谁 都 不 爱 。 
12. 令 F(txr,y) 为 语句 “x 能 骗 y”， 其 中 x 和 yy 的 论 域 为 全 世界 所 有 人 的 集合 。 用 生词 表达 
下 列 语句 。 
a) 人 人 者 能 骗 Fred。 
by Evelvn 能 骗 所 有 人 。 
c) 每 个 人 都 能 骗 革 个人， 
d) 没有 人 能 骗 甩 有人。 
c) 人 人 都 会 被 人 骗 。 
站 没有 A 人 能 骗 Fred 和 Jerry 两 个 人 。 
g) Nanecy 恰 能 骗 两 个 人 。 
h) 恰 有 一 个 人 人 都 能 骗 的 人 。 
i) 没有 人 能 骗 上 自己 。 
1 有 和 大 除 自己 以 外 只 能 骗 一 个 人 。 
13. 令 Sczr) 为 谓 间 “x 是 学 生 “，FOzr) 为 朝 河 “+ 是 教员 ”， 人 而 ALtxr,y) 是 良 词 “x 间 过 y 
问题 "， 其 中 论 域 是 你 被 所 有 人 人 员 的 集合 。 用 量词 表达 下 列 语 人 名。 
a) [Lois 向 过 Michaeis 教授 问题 ， 
b} 每 个 学 生 都 间 过 Gross 教授 癌 题 。 
c} 每 位 教员 都 问 过 Milier 教授 问题 或 被 Miller 教授 问 过 问题 。 
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d) 某 个 学 生 从 未 问 过 任何 教员 的 问题 。 
e) 有 位 教员 从 未 被 学 生 问 过 间 题 。 

f) 有 个 学 生 问 过 所 有 教员 问题 。 

g) 有 位 教员 问 过 所 有 其 他 教员 问题 。 
hb) 有 学 生 从 未 被 教员 问 过 问题 。 

14. 令 I(z) 为 语句 “x 能 上 因特网 ”，C(x yy) 为 语 可 “zz 和 在 因特网 上 变 谈 过 ”， 其 中 = 
种 的 论 域 是 你 们 班 上 所 有 学 生 的 集合 。 用 量词 表达 下 列 语句 。 
al Jerry 设 有 上 过 因特网 。 

b) Rachel 没 在 因特网 上 与 Chelsea 交谈 过 。 

c) Jan 和 Sharon 从 未 在 因特网 上 区 谈 过 。 

d) 班 上 没有 人 与 Bob 交谈 过 。 

e} 除 Joseph 以 外 ，Sanjay 与 每 个 人 都 交谈 过 ，。 

f) 班 上 慕 人 人 没有 上 过 因特网 。 

g) 班 上 并 非 人 人 都 上 过 因特网 。 

hj 班 上 恰 有 一 大 上 过 因特网 。 

i) 班 上 除 一 个 学 生 外 前 上 过 因特网 。 

j) 班 上 上 因特网 的 人 在 因特网 上 和 与 班 上 至 少 另 一 名 学 生花 谈 过 。 
k) 班 上 有 人 上 过 因特网 ， 但 从 未 与 班 上 其 他 人 交谈 过 。 

1) 班 上 有 两 个 学 生 没 做 过 网 上 诡 谈 。 

m) 班 上 有 个 学 生 与 班 上 每 个 人 都 做 过 网 上 交谈 。 

n) 班 上 至 少 有 两 个 学 生 设 有 与 同一 个 人 做 过 网 上 谤 谈 。 

o) 班 上 有 两 个 学 生 ， 他 们 当中 有 一 个 与 班 上 其 余 每 个 人 都 交谈 过 。 

15. 邻 M{r,y) 为 “zx 已 发 纵 y 电 子 邮 件 ”， 人 (xz,y) 为 “x 药 y 打 过 电话 ”， 其 中 论 域 为 你 
们 班 上 所 有 学 生 。 用 量词 表达 下 询 语 句 。 (假定 所 有 被 发 出 的 电子 邮件 都 能 收 到 ， 尽 管 
事实 并 非 如 此 。) 

a】 Chou 从 未 给 Koko 发 过 电子 邮件 。 

b) Arlene 从 未 皆 Sarah 发 过 电子 邮件 ,或 未 打 过 电话 。 

cj Jose 从 未 收 到 过 Deborah 的 电子 邮件 。 

d) 班 上 每 个 学 生 都 给 Ken 发 过 电子 邮件 。 

e) 班 上 没有 人 给 Nina 打 过 电话 。 

六 班 上 每 个 人 或 给 Avi 打 过 电话 或 给 他 发 过 电子 邮件 。 

g)》 班 上 有 个 学 生丝 班 上 其 他 人 都 发 过 电子 邮件 。 

h) 班 上 有 大 给 班 上 其 他 人 或 打 过 电话 ， 或 发 过 电子 邮 性 。 

i) 班 上 有 两 个 学 生 互 发 过 电子 邮件 。 

j) 班 上 有 个 学 生 给 自己 发 过 电子 邮件 。 

k) 班 上 有 个 学 生 既 没 从 班 上 其 他 人 那里 收 到 过 电子 邮件 ， 也 设 有 人 给 他 打 过 电话 。 
1) 班 上 每 个 学 生 都 或 从 同班 同学 那 星 收 到 过 电子 邮件 ， 或 接 到 过 同班 同学 的 电话 。 
m) 班 上 至 少 有 两 个 学 生 ， 一 个 给 另 一 个 发 过 电子 邮件 ， 第 二 个 则 给 第 一 个 打 过 所 人 启 。 
n) 班 上 有 两 个 园 学 ， 他 们 当中 有 一 个 给 班 上 其 余 同 学 或 发 过 电子 邮件 ， 或 打 过 电话 。 
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16. 用 量词 表达 下 列 讲 句 。 
a) 班 上 有 个 学 生 会 说 印 地 语 。 
b) 班 上 每 个 学 生 都 会 开车 。 
c) 班 上 某 学 生 去 过 阿拉 斯 加 ， 但 还 没 去 过 夏威夷 。 
d) 班 上 所 有 学 生 都 至 少 学 过 一 种 程序 语言 。 
sj 班 上 有 个 学 生 已 选修 学 校 某 个 系 开 训 的 所 有 访 柱 。 
fy 班 上 有 个 学 生 怡 好 与 一 个 同班 同学 在 间 一 座 城 市 长 大 。， 
g) 班 上 每 个 学 生 都 至 少 与 一 位 同学 至 少 在 一 个 在 线 聊 天 室 交 谈 过 。 

17. 用 量词 表达 下 烈 语句。 

a) 每 位 学 计算 机 科学 的 学 生 都 需要 上 一 门 离散 数学 课 。 
b) 班 上 有 个 学 生 有 一 台 个 人 电脑 。 

c) 班 上 每 个 学 生 至 少 选修 了 一 门 计算 机 科学 课 。 

d) 班 上 有 个 学 生 至 少 选 修 过 一 门 计 算 机 科学 课 。 

e) 班 土 每 个 学 生 都 去 过 校园 里 每 座 建筑 。 

f) 班 上 有 个 学 生 去 过 校园 里 至 少 一 座 楼 的 每 个 房间 。 
g) 班 上 每 个 学 生 都 去 过 校园 里 每 座 楼 的 至 少 一 个 房间 。 

18. 离散 数学 班 上 有 1 个 主 修 数 学 的 新 生 ，12 个 主 修 数学 的 二 年 谣 学 生 ，15 个 主 修 计 算 机 
科学 的 二 年 级 学 生 ，2 个 主 修 数学 的 三 年 级 学 生 和 1 个 主 收 计算 机 科学 的 四 年 级 学 生 。 
用 量词 表达 下 列 语 句 ， 再 络 出 其 真 值 。 

a) 班 上 有 个 三 年 级 学 生 ， 
b) 班 上 每 个 学 生 都 主 修 计算 机 科学 。 
c) 班 土 有 个 学 生 既 不 主 修 数学 ， 也 不 是 三 年 级 学 生 。 
d) 班 上 每 个 学 生变 么 是 二 年 级 学 生 ， 要 么 主 修 计算 机 科学 。 
e) 有 一 门 主 修 课 ， 有 一 名 学 生 在 每 一 学 年 都 主 修 它 。 
19. 令 PUzr) 为 语句 “> = ”。 如 果 论 域 是 整数 集合 .于 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 


a P(0) by Pt1) cPe2) 
dyP(—1) e) dzrP(lx) f) Yr) 
20. 念 Qtz ) 为 语句 “z+ y= 一 y”。 旭 果 两 个 变量 的 论 域 都 是 整数 集合 ， 下 列 各 项 的 真 
恒 是 作 么 ? 
a} QU1,1) by Q(2,0) 
c) VYy QUl,Yy) d} drQ (x ,2) 
e) jx dy Q(z,Y) {) Yr dy Qlx,y) 
E) dy YrQ(r,Yy) bh) Vy IrQ{tr, vy) 


i) Yr Yry QUT,Y) 
21. 假定 所 有 变量 的 论 域 都 是 整数 集合 ， 确 定 于 列 语句 的 真 值 。 


a} Yn(n’ 守 0) b) dn (n=2) 

c) Yn(n >n) d) Yn dm(n’*<n) 

e)》 Jn Ym{tn< m’) f) Yn dm(n+m=0) 
g) dn Ymt{inm= im) h) In Jm(n*+ m= 5) 
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i) Jn dm(ln :+ m=6) i dn dm(tnt+m=4An-m=1) 


长 dn dmltntm=4An- m=2) 上 Ya Ym dptp={tmt nj 2) 
22. 假定 每 个 变量 的 论 域 都 是 实数 集合 ,确定 目 剂 语句 的 捧 值 。 
a) dr(tx*=2) b) 3r(xr*= -1) 
eo) Yr dy(x*= y) d) Yr dy(x = y’) 
e) IJr VYy{xy=0) 1} Jr y(tx + yyv+.r) 
g} Yr ytry=1) h) dr VYyA0(.xry= 1) 
i) Yr dytlx+ y=1) ji Jr dy(xz t+2y=2A27 + dy= 5) 
k) Yr y(tr+ y=2A27r—- y=1) 1) Yrx VYy drtz= (r+ y)/2) 


23. 假定 命题 函数 PCzr ,7 的 论 域 由 上 和 > 的 序 偶 组 成 ， 其 中 了 是 1、2 或 3，y 是 1、2 或 
3。 用 析 取 各 侣 取 生 出 下 列 命 题 。 


a) IxP(z,3) b) Yy Pll,y) 
c) Yr vy P(r,Yy) dj jx dy P(r,y) 
e) dr Yy Plr,y) {) Yy drP(lr,y) 
24. 重 写 下 列 语句， 使 否定 只 出 现在 谓词 中 〔 即 否定 符 不 在 量词 外 边 ， 也 不 在 售 逻 辑 联结 符 
的 表达 式 外 边 )。 


a) 7 dy drP(z,Yy) 
bp) a Yr dy Plr,y) 
cc} dy (QC A Yr Rr, y)) 
dj -3 dy( drxR(r, vy) VY Yrotr,y)) 
ej dy( Yr dzT(x, ye) dr YeU(xr, yz)) 
25, 重 写 下 烈 语句， 售 否 定 只 出 现在 谓词 中 ( 即 否 定 符 不 在 量词 外 边 ， 也 不 在 会 沁 辑 联结 符 
的 表达 式 外 边 )。 
a) "Yr Vy P(x, Yy) 
by -Yrx dy Pix,y) 
ca Vy Yr tPlr yy QT, Yy)) 
d} At dr dyH Pir, yA YI YNy QUr,Y)) 
ej} aAYr( dy Yrz Plrsy,z)h de VYy Plr,y, 2)) 
26. 用 量词 表达 下 询 语 各， 然后 取 该 语句 的 否定 并 使 否定 符 不 在 量词 的 左边 。 再 用 简单 语句 
表达 这 否定 (本 要 简单 地 表达 为 “ 沾 是 '…”)。 
a) 有 所 有 狗 邦 长 跳 重 。 
b) 设 有 人 因 玩 彩票 损失 超过 $1 000。 
c) 班 上 有 个 学 生 只 与 另外 一 个 学 生 在 网 上 交谈 过 。 
d) 姬 上 证 人 怡 给 另外 两 个 同 竹 同学 此 过 电子 邮件 。 
e) 某 个 学 生 已 完成 本 书 每 道 练习 。 
f) 设 有 学 生 敌 过 本 书 每 节 至 少 一 道 练 习 。 
27, 用 量词 表达 下 列 语句 ， 然 后 取 该 语句 的 否定 并 使 否定 符 不 在 量词 左边 。 再 用 简单 语句 表 
达 否 定语 名 【不 要 简单 地 表达 为 “不 是 … ”yn 
a) 没有 会 说 倩 的 狗 。 
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b) 班 上 没 估 既 能 说 法 语 又 能 说 俄语 。 
c) 班 土 每 个 学 生 者 怡 好 选修 过 本 校 两 门 数学 课 。 
d》 有 人 去 过 世界 上 除 利比亚 以 奸 的 每 个 国家 ， 
e) 没有 人 交合 过 襄 马 拉 雅 山 的 每 座 山 峰 。 
区 f) 每 位 电影 演员 都 或 与 Kevin Bacon 同 折 过 电影 ， 或 跟 与 Kevin Bacon 同 拍 过 电影 的 
”27 大 同 拍 过 电影 。 
28. 用 量词 和 语句 表达 下 列 命 题 的 理 定 。 
a) 班 上 每 个 学 生 都 喜欢 数学 。 
b) 班 上 有 个 学 生 没 见 过 计算 机 。 
c) 班 上 有 个 学生 选修 过 本 校 开 设 的 每 门 数 学 课 。 
d) 班 上 有 个 学 生 去 这 校园 每 座 楼 的 至 少 -- 个 房间 ， 
29. 用 量词 表达 实数 乘法 的 结合 律 。 
30. 用 量 订 表达 实数 乘法 和 加 法 的 分 配 律 。 
绑 习 31 一 34 是 根据 Lewis Carroll 的 《Sympolic Logic》 一 书 中 的 问题 编写 的 。 


31. 令 Ptr).Q(z) 和 R(x) 分 别 为 语句 “x 是 教授 ”、“z 无 知 和 “x 爱 虚 荣 ”"。 用 量词 、 
逻辑 联结 符 和 P(xz) ,人 Q(x) .R(z) 表 达 下 列 语句 。 假 定论 域 是 所 有 人 的 集合 ， 
a) 没有 无 知 的 教授 。 

b) 所 有 无 知 者 均 爱 虚荣 。 
c) 没有 爱 进 琳 的 教授 ， 
qd) 能 从 al) 和 b) 推出 c) 吗 ?” 若 不 能 ， 有 没有 一 个 正确 的 结论 ? 

32. 信 PIzl aftr) 和 民 (z) 分 别 表 未 语 可 “>z 是 个 请 楚 的 解释 ”、 “7 全 人 满意 ”和 “> 是 
首 口 " 。 人 假定 x 的 论 域 是 所 有 身 语 文章 。 用 量 科 、 还 辑 联 纺 符 和 忆 (z) ,Q(zxz)、RLz) 表 
达 下 列 语 名。 

a) 所 有 清楚 的 解释 旱 令 人 满意 。 

b) 有 些 借 只 令 人 不 满意 。 

c) 有 些 借 口 不 是 清楚 的 解释 ， 

“d) 能 从 a) 和 Pb) 推出 c) 吗 ” 霹 不 能 ，。 有 没有 一 个 正确 的 结论 ? 

33. 令 P(r) Q(zr)、.R(r) 和 S(x) 分 别 为 语句 “x 是 机 儿 ”、*xw 的 行为 符合 逻辑 、*“x 能 
管理 鳄鱼 ”和 “x 被 人 轻视 ”。 假 定 x 的 论 域 是 所 有 人 的 集合 。 用 量 记 、 运 辑 联 缚 符 和 
P(r) Q(z) ,R(x 和 Stx) 表 达 下 列 语 句 。 

a) 届 几 行 为 不 合 远 辑 。 

b) 能 管理 包 鱼 的 人 不 被 人 轻视 。 

ce) 行为 不 合 外 辑 的 人 被 人 轻视 。 

dj 册 儿 不 能 管理 鲜 鱼 。 

“el 能 从 a)、b) 和 el) 推出 d) 吗 ? 若 不 能 ， 有 没有 一 个 正确 的 结论 ? 

34. 令 Piz).Q({r).R{z) 和 Stz) 分 别 为 语句 “x 是 只 鸭子 "、“>* 是 我 的 一 只 家 谷 "、“ 工 
是 一 名 军官 ”和 “> 愿意 跳 华 尔 兹 "”。 用 量词 、 退 辑 联 结 符 和 P(x)、Q(x)、RIX) 和 
S(tz) 表 达 下 列 墙 铅 。 


一 一 一 


dH -1 -一 
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a) 没有 有 晃 子 愿 意 跳 华 外 兹 。 

b) 没有 军官 不 会 跳 华尔兹 。 

cj 我 所 有 的 家 禽 部 是 鸭子 。 

d) 我 的 家 禽 部 不 是 军官 。 

“e)】 能 从 a)、b) 和 和 ec) 推出 d) 吗 ? 考 不 能 ， 有 没有 一 个 正确 的 结论 ? 
35. 证 明博 名 jx Yy Ptrsy) 和 YzrdynPtzyyi 有 同样 的 真 值 。 
36. 证 明 语 馈 YrtPtznAatr)y 和 YzPfxynyzratzr) 有 同 术 的 真 值 。 
37, 证 明 3zrUPzvafril 和 JJzPfzyv dzgetfz) 有 间 样 的 真 值 。 
38, 证 明 下 烈 逻 辑 等 价 关 系 ， 其 中 A 是 不 会 量词 的 命题 。 

a 时 下 

b) 【3zP 人 rw AG dr(P(r)Y A) 
39, 证 明 下 列 逻 辑 等 价 关 系 ， 其 中 A 是 不 含量 词 的 合 题 。 

a (CYPIrTIIA AOYr(P( (rjhA) 

b) (dP AASGIT( P(r)IAA) 
40. 证 明 YzrPfz)JvYwzaefr) 和 YYzftPzyvRatz) 不 是 逻辑 等 价 的 。 
41, 证 明 3zPfzlIA 3 了 zefzr) 和 3 了 JrlPtz)A 和 zi) 不 是 逻辑 等 价 的 。 
42. 证 明 WzPtr)vy Yzatr) 和 YzryvwyPtrvagaty)) 表 辑 等 价 。 (新 变量 y 用 来 正确 地 把 

重 词 组 合 在 一 起 。) 
43. a) 证 明 YxP{rzyA rzQ(r}y 和 YWzx Ijy(Plx)AQ(ly)) 逻 辑 等 价 。 

b) 证 明 YxP(r)V rTQ(T) 和 Yr jy(P(rX)Y Qly)) 逻 辑 等 价 。 
44. 符号 jlrP{x) 表 示 命 题 

“有 唯一 的 xz 使 P(xz) 成 真 。” 

论 域 是 整数 集合 ， 下 列 各 项 的 真 值 是 件 么 ? 

a) 二 和 (5( 字 并 by 3 人 (rz =1) 

ce) 了 习 信 《人 十 3 三 22 d} drtx= x+1) 
45. 下 列 语 名 的 真 值 是 什么 ? 

a} ditrPlixry— drPtr) 

b) YrzP{r)— dirP( zx) 

c} JrjIPlr)— -YrP(z) 
46. 假定 论 域 是 1、2 和 3， 用 否定 、 食 取 和 析 取 写 出 量化 语 铝 3zP 《zh 
“47, 用 全 称 量词 、 存 在 量词 和 逻辑 联结 符 表达 量化 表达 式 jirP (zy)。 


一 个 语句 称 为 前 束 范 式 《PNF) 的 充分 必要 条 件 是 其 表达 形式 为 


QT R22 QT TT ,Tp) 
其 中 每 个 人 ， i 二 1， 2 | 此 ， 或 是 全 称 量 车 ， 或 是 椰 在 量词 ; 而 P(x ,xz2 "Xi 是 不 合 
量词 的 谓词 。 例 如 jr Yy(P(x,y)AQ(y)) 是 前 束 范式 , 而 3xP(x)VY YxQ(x) 不 是 (因为 


并 不 是 所 有 量词 都 先 出 现 )。 
将 命题 变量 、 谓 词 、T 和 下 用 滁 辑 联结 符 和 量词 组 合 在 一 起 形成 的 每 一 个 语句 都 等 价 十 


一 个 前 束 范式 。 练 习 49 要 求 的 就 是 对 这 一 事实 的 证 明 。 
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“48. 把 下 列 语句 改 为 前 东 范 式 。( 提 示 : 利用 1.2 节 表 1-12 和 表 1-13 的 等 价 关 系 ， 本 节 表 
1-15 以 及 本 节 的 练习 36 一 39 和 42 一 43。) 
al) 37rPCA)Y 37xQ(Cr)yY ,其 中 A 是 不 会 量词 的 信 题 。 
b) a (VrP{lr)y YrQ (rr)) 
c) JrxrPir)— Jr rr) 
“49, 给 出 并 证 明 把 任意 语句 变换 为 等 价 的 前 东 范式 的 方法 。 


如 果 z 大 于 或 等 于 S 中 的 每 个 数 ， 实数 z 称 为 实数 集合 5S 的 上 上 过。 如 盯 zx 是 S 的 上 
界 ， 而 且 小 于 或 等 于 S 的 所 有 上 和 界 ， 实数 z 称 为 实数 集合 S 的 最 小 上 界 。 如 果 集 合 S 有 最 
小 上 界 ， 这 最 小 上 界 一 定 是 唯一 的 。 


50. a) 用 量词 表达 是 3 的 上 界 这 一 事实 。 

b) 用 量词 表达 x 是 S 的 最 小 上 界 这 一 事实 。 

51, {需要 微 积分 知识 ) 用 量词 表达 lim,.。f (x) 不 存在 这 一 事实 。 
语句 lim .wa, = 上 表示 对 每 个 正 实数 <:， 有 个 正 整数 N， 使 得 只 要 n>N， 兢 有 | a 一 
L|<e, 

52， 《需要 徽 积 分 知识 ) 用 量词 表示 倍 句 Lim, -wan 二 上。 

53. (需要 微 积 分 知识 ) 用 量词 表示 语句 lim, .wa 不 存在 。 

54. (需要 微 积分 知识 ) 用 量词 表达 下 面 的 定义 : 如 抹 对 每 个 实数 s>0， 存 在 正 整数 N， 使 
得 每 一 对 正 整 数 pm 和 nn， 只 要 ww>N 和 nN， 就 有 1a, 一 a, 1 之 &， 则 序列 1a,1 称 为 
哥 西 序列 ， 

55, (需要 微 积 分 知识 ) 用 量词 和 催 辑 联结 符 表 达 下 面 的 定义 : 如 果 对 每 个 实数 >>0， 有 无 
寄 多 个 nn 使 a, 记 工 一 e 成 立 ， 而 具有 有 限 针 个 nn 使 4, 之 Lt+e 成 证 ， 则 实数 工 称 为 序列 
je, 上 的 最 大 限 。 


1.4 集合 


1.4.1 引 识 


我 们 将 在 本 书 中 学 习 各 种 各 样 的 离散 结构 ， 其 中 包括 由 元 素 的 有 订 人 眉 组 成 的 关系 ， 称 
为 组 合 的 无 序 元 素 组 ， 以 及 由 顶点 集合 和 连接 顶点 的 边 集 合 构成 的 图 。 不 仅 如 此 ， 我 们 还 
将 说 明 这 些 离 散 结 构 以 及 其 他 离散 结构 怎样 用 于 模拟 和 解 题 。 特 别 要 讨论 离散 结构 用 于 数 
据 存 侍 、 通 信和 数据 处 理 的 许多 例子 。 本 节 将 学 习 的 集合 是 构造 所 有 其 他 离 向 绪 构 的 基 
础 。 

集合 用 于 把 对 象 组 织 在 一 起 。 通 常 一 个 集合 中 的 对 象 都 有 相似 的 性 质 。 你 们 学 校 目 前 在 
册 的 所 有 学 生 组 成 一 个 集合 。 同 样 ， 所 有 学 校正 选修 一 门 商 散 数 学 课 的 学 生 组 成 一 个 集合 。 
此 外 ， 你 们 党校 在 册 学 生 中 正 选 修一 门 离散 数学 课 的 所 有 学 生 组 成 一 个 集合 。 这 个 集合 可 以 
从 上 述 商 个 集合 中 取 共 有 的 元 素 得 到 。 集 合 语言 是 以 构造 的 方式 研究 这 种 集合 的 工 上 其 。 


wv 注意， 我们 并 没有 说 明 对 象 是 什么 就 已 经 使 用 这 个 术语 了 。 以 对 莹 的 直观 概念 为 基础 


bbs.theithome.com 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com! UUUA^A 


40 蘑 座 放学 受 十 刁 用 


把 集合 描述 为 一 组 对 象 ， 这 是 德国 数学 家 康 托 >1895 年 首先 给 出 的 。 从 集合 的 这 一 直观 定义 
得 到 的 理论 导 至 出 悖 论 ， 即 退 辑 上 的 不 一 致 性 。 这 是 英国 哲学 家 罗 率 S1902 年 证 明 的 (参见 
练习 26， 其 中 描述 了 一 个 悖 论 )。 以 称 为 公理 的 基本 假设 为 起 点 建立 集合 理论 可 以 避免 还 辑 
上 的 不 一 致 。 我 们 将 不 展开 集合 理论 的 公理 描述 ， 而 是 使 用 康 托 的 称 为 朴素 集合 理论 的 原始 
描述 ， 这 是 因为 本 书 中 考虑 的 所 有 集合 均 可 用 康 托 的 原始 理论 处 理 而 无 不 一 致 。 
现在 开始 讨论 集合 。 
定义 1 集合 中 的 对 象 也 称 为 该 集合 的 元 素 ， 或 成 员 。 也 说 集合 包含 它 的 元 素 。 


有 几 种 方式 描述 集合 ,一 种 方式 是 在 可 能 的 情况 下 一 一 列 出 集合 中 的 元 素 。 我 们 采用 在 
化 括号 之 间 列 出 所 有 元 素 的 上 方法。 例如，!a，5，c， di 表示 含 4 个 元 素 a、5、c 和 过 的 
集合 。 

例 1 更 请 字母 中 所 有 元 背 字 母 的 集合 Y 可 以 表示 为 V= 4，e，1，0，2|s 睛 

例 2 小 于 10 的 正 奇 数 集 台 口 可 以 表示 为 O= 11, 3, 5, 7,91。 三 


例 3 尽管 集合 和 用 来 表示 一 组 具有 共同 性 质 的 元 素 ， 但 有 的 集合 中 的 抑 素 表面 上 看 起 
来 墅 不 相干 。 人 例如， 集合 1 a,2,Fred,New Jerseg | 包含 了 4 个 元 素 : a、2、Fred 和 New 
Jerscgo 国 


通常 用 太 写 字母 表示 集合。 黑体 字母 N,Z 和 R 分 别 专 用 于 表示 自然 数 集 合 i 小，1，2， 
3，-…} ,整数 集 合 上 1…，-2，-1， 0, 1,， 2,，-…| 和 实数 集合 。 有 了 时 贝 用 符号 Z' 表示 正 
整数 集合 (有 人 不 认为 0 是 自然数 ， 所 以 在 你 阅读 其 他 书籍 时 要 细心 检查 术语 自然 数 的 用 


法 )。 
有 时 用 花 括号 表示 集合 但 并 不 列 出 它 的 所 有 元 素 。 先 列 出 集合 中 的 某 些 元 素 ， 然 后 当 元 


素 的 一 般 形 式 很 明显 时 就 用 省 骆 号 (…) 表示 。 


久 局 康 托 (Georg Cantor,1845 一 1918) 出 生 于 俄罗斯 的 圣 披 德 堡 ， 他 父亲 是 那里 - 旬 成功 的 南大 。 康 托 十 第 内 时 对 
”数学 产生 了 浓厚 的 兴趣 。1862 年 他 在 苏黎世 开始 了 他 的 大 学 学 习 ， 不 过 在 他 父亲 去 此 时 就 离开 了 那里 。1863 年 他 
在 析 林 天 学 继续 学 习 ， 并 得 到 车 省 数学 家 砍 eierstrass 、Kummer 和 开 ronecker 的 指导 ，1863 年 证 完 成 了 :和 莘 数 论 方 面 的 博 
士 论 文 后 他 获得 博士 学 位 。1869 年 杰 托 得 到 险 雷 大 学 的 - -个 职 伺 ， 开 在 那里 - 直 工 作 刘 去 此 ， 

康 托 是 公 试 的 梨 台 论 莫 基 人 。 他 在 这 一 领域 的 南 献 包括 实 整 集合 不 可 数 性 的 上 发现. 他 在 数学 分 析 方 面 的 贡献 世 引 作 
注 日 。 康 托 对 哲学 也 有 兴趣 ， 并 写 了 若干 论文 ， 和 将 他 在 集 台 理论 上 的 工作 与 形而上学 联系 在 一 起 。 

康 托 1874 年 结婚 ， 有 5 个 子女 。 他 忧 重 的 亏 砷 与 妻子 的 东 观 性 情 四 竹 平 衡 。 尽 管 他 从 父亲 于 坐 得 到 太 笔 过 产 ， 但 必 
为 教授 的 收入 却 祝 少 。 为 此 他 曾 试 图 得 到 柏林 大 学 一 个 待 届 更 和食 的 位 转 。 对 他 的 这 一 任命 被 Kronecker 阻止 了 ， 因 为 Kre- 
necker 不 同意 康 托 集合 论 的 观点 。 康 村 晚年 受到 精神 疾病 的 折 有 庄 ，1918 年 许 于 精神 病 座 所 
i 站 ”罗素 {Bertrand Russell,1872 一 1970) 军 迪生 于 -个 以 积极 做 与 进步 和 运动， 热烈 惠 引 生日 由 事业 而 著者 的 奖 格 兰 
“ 汪 ” 家 庭 。 年 幼 时 就 成 为 扳 几 的 册 素 由 祖父 母 扶养 ， 并 在 家 里 接受 教育 。1890 年 他 进 人 剑桥 的 Tinity 学 院 学 习 数 学 和 伦 
埋 学 。 他 在 几何 学 基础 方面 的 工作 为 他 记得 了 一 个 研究 员 职 位 - 1910 年 Tnmty 掌 院 任 闪 他 元 授 迎 辑 和 数学 原理 的 课 径 。 

罗 案 毕生 为 进步 事业 而 战斗 。 他 有 强烈 的 和 平 主 义 观 点 ， 他 对 第 - -次 世界 大 战 的 抗 说 健 他 拓 去 了 Tramuty 学 院 的 位 
省.。 直 于 -篇 被 认为 具有 妨 动 性 的 文章 使 低 在 1918 年 被 内 得 二 个 月 - 罗素 还 沪 美 国 让 1[ 女 的 选举 权 和 而 斗 重 。1961 年 在 他 
89 岁 高 苓 时 第 二 次 人 人 和 狱 ， 原 内 是 加 入 了 呼 吁 核 裁军 的 抗议 活动 。 

罗 训 最 仁太 的 工作 是 他 提出 的 串 以 必 为 折 有 数学 学 科 基 础 的 原理 ,他 电 著 名 有 的 交 章 持 下 村 特 交 窒 {Altred Narth 
Whitehead) 癌 写 的 Princtpin Methematica}。 这 稍 交 章 试图 几 一 组 基本 公理 推导 出 所 有 数学 地 还 据 写 了 许 名 书 着， 内 


容 包 括 哲 学 、 物 理 和 他 的 政治 观点 。1950 年 罗 卉 赢得 请 贝尔 文字 区 。 


sd re 
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例 4 小 于 100 的 正 整数 集合 可 以 表示 为 |1，2，3，…，991。 二 

由 于 许多 数学 语句 断定 两 组 以 不 同方 式 拱 述 的 对 象 实际 上 是 同一 个 集合 ， 我 们 需要 理解 
两 个 集合 相等 的 信义 。 

定 光 2 ”两 个 集合 相等 当 且 仅 当 它们 有 同样 的 元 率 。 

例 s5 集合 11，3, 5} 和 13,5,，1| 相等 ， 因 为 它们 有 网 样 的 元 束 。 注 意 列 出 元 素 的 


顺序 不 起 作用 ， 还 要 注意 同一 个 元 素 被 列 出 来 不 止 一 次 也 屋 关 系 。 所 以 11，3，3，3，5， 
5, 5,，5| 和 flL，3。 5 是 同一 个 集合 ， 因 为 它们 有 同样 的 元 率 。 | 


描述 集合 的 另 一 方式 是 使 用 集合 构造 符号 。 我 们 给 出 作为 集合 的 成 员 必 须 具 有 的 性 质 ， 
以 此 来 刻画 集合 的 所 有 元 素 。 例 如 ， 小 于 10 的 所 有 奇数 的 集合 口 可 以 写成 


口 = } zz 是 小 于 10 的 奇数 | 
在 无 法 给 出 集合 所 有 元 素 时 常用 这 一 类 方法 描述 集合 。 例 如 ， 所 有 实数 的 集合 可 以 写成 
R 一 |x|zx 为 实数 | 


还 可 以 用 文 氏 图 形象 地 表示 集合 。 文 氏 图 大 以 英国 数学 家 John Venn 的 名 字 命 名 的 ， 
他 在 1881 年 介绍 了 这 种 图 的 使 用 。 我 们 所 考虑 的 所 有 对 象 的 集合 已 ， 称 为 全 业 。 在 文 氏 图 
中 全 集 用 长 方形 表示 。 在 长 方形 内 部 ， 圆 或 其 他 几何 图 形 用 于 表示 集合 ， 有 时 用 点 来 表示 集 
全 中 特定 的 元 素 。 文 氏 图 常用 于 表示 集合 之 间 的 关系 。 我 们 用 下 面 的 例子 解释 怎样 使 用 文 
氏 图 。 


全 6 画 一 个 表示 英语 字母 中 元 音字 母 集 合 Y 的 文 氏 图 


解 ” 画 一 个 长 方形 表示 全 集 吕 ， 也 就 是 26 个 英文 字母 的 集合 。 在 长 方形 中 荐 一 个 圆 表 
未 集合 WW， 在 圆 中 用 点 表示 集合 V 的 元 素 (部 图 1-1)。 闻 


我 们 现在 介绍 描述 集合 成 员 关系 的 记 叶 。 我 们 用 a € A 表示 a 是 集合 4 的 一 个 元 率 。 
记号 a 所 A 表示 a 不 是 集合 A 的 成 员 。 注 意 小 写字 母 通常 用 于 表示 和 集合 元 素 。 

有 一 个 不 含 任何 元 素 的 特殊 集合 ， 称 为 空 集 ， 用 表示。 空 集 也 可 以 用 1| 表示 这 
是 用 花 括 号 内 列 出 所 有 元 素 的 方式 表示 集合 )。 经 常 具有 一 定性 质 的 元 素 组 成 的 集合 其 实 就 
是 空 集 。 例 如 ， 大 于 自身 的 平方 的 所 有 正 整 数 的 集合 是 空 集 。 


定 炙 3 和 集合 A 是 集合 B 的 子 集 当 且 仅 当 A 的 每 个 元 素 也 是 B 的 元 素 。 我 们 用 记号 及 
壮 昌 表示 有 A 是 日 的 子 集 。 


外 文 氏 (John Venn,1834 一 1923) 出 生 于 伦 就 郊区 的 一 个 莫 善 家 庭 。 地 在 伦 部 上 学 ， 并 于 1857 年 获得 便桥 Caius 
“学 院 的 数学 学 位 。 他 被 选 为 这 -学院 的 研究 员 并 任 此 职 直 至 去 世 ，1859 年 他 接受 牧师 的 对 职 ， 但 在 短 短 的 宗教 工 
作 以 后 回 到 了 剑桥 ， 并 在 那里 创 革 了 伦理 学 教育 。 除 数学 方面 的 工作 之 外 ， 文 氏 还 对 历史 有 兴趣 ， 他 写 了 大 量 关 于 他 的 
学 院 和 家 庭 的 作品 。 

文 氏 所 鞭 区 Symbolic Logic》 一 书 浴 清 了 最 初 由 布尔 引 人 的 若干 轧 杷 。 在 这 本 书 中 文 民 提 出 了 一 种 系统 的 研究 方 
法 ， 其 中 使 用 了 后 大 称 为 文 压 图 的 几何 图 形 。 今 天 这 些 图 形 主要 用 于 分 析 肥 辑 论证 及 说 明 集 合 之 间 的 关系 。 文 氏 的 
成 织 不 仅 是 符 续 逐 辑 方面 的 工作 ,还 包括 他 对 要 率 论 的 贡献 ， 这 些 贡 献 在 他 编写 的 广 为 采用 的 办 率 论 教科 书 中 都 能 
找到 。 
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我 们 看 到 ，A 刁 B 当 且 仅 当 量化 语句 
Yr(reArtB) 
为 真 ， 例 如， 小 于 10 的 所 有 奇数 的 集合 是 小 于 10 的 所 有 正 整数 的 集合 的 子 集 。 你 们 学 校 主 
怪 计 算 机 科学 的 学 生 的 集合 是 你 们 学 校 全 体 学 生 集 合 的 子 集 。 
空 集 是 每 个 集合 的 子 集 ， 也 就 是 说 ， 
0 
其 中 S$ 是 个 集合。 要 证 明 空 集 是 S$S 的 子 集 ， 必 须 证 明 空 集 的 每 个 元 素 也 在 S$S 中。 换言之 ， 
必须 证 明 草 依 关 系 “ 如 果 z+ 全 多 ,那么 +E S” 水 记 成 立 。 只 需 注 意 到 此 列 合 关系 的 前 所 
( 即 r 扩 加 ) 永 不 成 立 ， 就 知道 这 功 含 关系 总 是 为 真 。 于 是 空 集 是 每 个 集合 的 子 集 。 此 外 ， 
每 个 集合 都 是 它 自己 的 子 集 {读者 应 证 明 这 一 关系 }。 所 以 如 果 P 是 个 集合 ， 则 有 WSGP 及 
PEP., 
如 果 我 们 要 强调 集合 A 是 集合 日 的 子 集 ， 但 AB， 就 写成 ACCB， 并 说 及 是 B 的 真 
子 集 。 交 氏 图 可 以 用 来 表示 集合 A 是 集合 B 的 子 集 。 我 们 把 全 集 U 画 成 长 方形 。 在 这 长 方 
形 中 胃 一 表示 8B 的 贺 。 由 于 A 是 B 的 于 集 ， 我 们 在 代表 B 的 圆 内 莲 表 示 A 的 圆 。 图 1-2 所 
未 就 是 这 一 关系 。 


图 1.1 元 音字 母 集合 的 文 氏 图 图 1-2 表示 A 是 B 的 子 集 的 交 反 图 
证 明 两 个 集合 具有 相同 元 素 的 一 个 方法 是 证 明 它 们 互 为 舅 一 个 的 子 集 。 换 言 之 ， 可 以 证 
明 ， 如 果 A 和 B 均 为 集合 ， 且 4 志 有 和 BSA, 则 上 = 日 。 实 践 表 明 ， 这 是 证 明 集 合 相 等 


的 一 种 有 用 的 方式 。 
集合 可 以 以 其 他 集合 作为 它 的 成 员 。 例 如 ， 下 面 列 出 的 就 是 这 样 的 集合 : 


I Jal,15i,la,51!1 和 :zixz 是 集合 Ca ,5) 的 子 集 | 


注意 ， 这 两 个 集合 相等 。 

集合 广泛 用 于 计数 间 题 。 这 类 问题 需要 讨论 集合 的 大 小 。 

定 尽 4 令 S 为 集 台 。 若 S 中 恰 有 个 不 同 的 元 素 ，nn 是 非 负 整数 ， 就 说 S 是 有 限 集 
， 而 nn 是 S 的 基数 。S 的 基数 用 |S| 表 示 。 

例 7 了 7 令 A 为 小 于 10 的 正 奇数 集合 ， 则 |A|=5。 是 


例 8 令 5 为 秽语 字母 集 ， 那么 | 51= 26。 于 


中 
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例 9 由 于 空 集 没 有 元 误 ， 所 以 | 人 | =0。 图 
我 们 对 不 是 有 限 的 集合 也 有 兴趣 。 

定义 5 如 果 一 个 集合 不 是 有 限 的 ， 就 说 它 是 无 限 的 。 

例 10 正 整 数 集合 是 无 限 的 。 各 


无 限 集合 的 基数 将 在 1.7 节 讨论 。 在 那 一 节 将 讨论 可 数 集 合 的 合 闵 ,并 证 明 有 些 集 全 是 
可 数 的 ， 有 些 不 是 可 数 的 。 


1.4.2 豁 集合 


许多 问题 都 要 检查 一 个 集合 的 元 素 所 有 可 能 的 组 合 ， 看 它们 是 否 具 有 菜 种 性 质 。 为 
了 考虑 集合 元 素 所 有 可 能 的 组 合 ， 我 们 构造 一 个 新 集合 ， 它 以 S 的 所 有 子 集 作为 它 的 
元 素 。 

定 兴 在 已 若 集 合 S，S 的 舌 集 合 是 集合 S$S 所 有 子 集 的 集合 。S 的 幕 集合 用 P(S) 表 示 。 
例 11 集 台 10,1,21 的 等 集合 是 什么 ? 
解 ” 军 集合 P(t10,1,2|) 是 10,1,2} 所 有 于 集 的 集合 。 因 此 
P{l0,1,21)=1@,10}1, 11), 12},10,1},10,2i,11,2) ,10,1,21| 
注意 ， 空 集 和 10,1,2 | 自 刁 都 是 这 个 子 集 集合 的 成 员 ， 加 
例 12 空 集 的 寿 集 合 是 什么 ?集合 {从 | 的 杖 集合 是 什么 ? 
解 ” 空 集 只 有 一 个 子 集 ， 这 就 是 它 自 己 。 因 此 


P(@D) = 10! 
集合 | 名 有 两 个 手 集 ， 基 中 和 集合 | 加 自身 。 于 是 


P(1@)= 10.,.10}! 

如 果 一 个 集合 有 个 元 案 ， 那么 它 的 医 集 合 有 2” 个 元 素 。 我 们 将 在 本 书 以 后 的 几 节 中 
以 不 同 的 方式 证 明 这 一 事实 。 
1.4.3 笠 卡 儿 积 

一 组 元 素 中 元 豪 的 次 序 往 往 是 重要 的 。 由 于 集 台 是 无 序 的 ， 必 须 用 不 同 的 结构 来 表示 有 
序 的 一 组 元 素 ， 这 个 结 梅 由 有 序 n 元 组 来 提供 。 

定 必 了 有 序 了 元 组 【ai，as，…，a) 是 以 aj 为 第 1 个 元 素 ，a， 为 第 2 个 元 素 ， 
…，ea 为 第 x 个 元 素 的 有 序 组 。 


只 有 在 两 个 有 序 * 元 组 每 一 对 对 应 的 元 京都 相等 时 ， 它 们 才 相 和 等。 换言之 ，《al，az， 
6 当 且 仅 当 对 于 ;1 =1，2，…， 五 ，2i 三 下。2 元 组 特 称 为 有 序 
惕 。， 有 序 偶 (ta, 5) 各 (c,d) 相等 当 且 仪 当 a =c 和 5=d。 注意， 除非 a= 了 ， 否 则 
(a， 上 4) 和 (5，w) 不 相等 。 
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了 4 胖 玫 六 学 妥 共 习 矶 


在 随后 几 章 中 将 要 学 习 的 许多 离散 结构 均 以 Rene Descartes2 命名 的 集合 的 笛 卡 儿 积 的 
概念 为 基础 。 我 们 先 定 义 两 个 集合 的 笛 卡 儿 积 。 


定义 8 令 有 A 和 B 为 集合 。 A 和 8B 的 箔 卡 儿 积 用 A x B 表示 ,是 所 有 有 序 偶 {a，5) 
的 集合 ， 其 中 aEA 调 5EB。 于 是 
AXB=|I(a,b)laEAADEBI| 
例 13 邻 为 某 大 学 所 有 学 生 的 集合 ，B 表示 该 大 学 开设 的 所 有 课程 的 集 含 。 有 A 各 
的 向 卡 儿 积 有 A xB 是 什么 ? 


解 ” 簿 卡 儿 积 A x B 由 形 为 (a ,5) 的 所 有 有 序 偶 组 成 ， 其 中 4 是 个 学 生 ， 而 上 5 是 该 校 
开 的 一 门 译 。 集 合 A xB 可 以 用 来 表示 该 校 学 生 选 课 的 所 有 可 能 情况 。 加 


例 14 什么 是 4=11,21 和 日 =fc;,5,cji 的 笛 卡 儿 积 ? 


解 ”第 卡 儿 积 碎 xB 是 
AXB=1(1l,a?), (1, B,C,e), ta) ,2,6),(2,c)| 


际 非 A= 人 或 瑟 = 从 (这 样 4x< 有 = 对 ) 或 除非 A=B, 否则 AxB 和 BxA 不 相等 
{参看 本 节 末 尾 练 习 24)}。 这 在 下 例 中 说 明 。 


例 15 证 明 笛 卡 儿 积 BxA 和 向 卡 儿 积 A x B 不 相等 ， 其 中 A 和 B 为 例 14 中 的 集合 。 


解 ” 笛 卡 儿 积 Bx 及 是 
BXA=Ita,l),(a,2) ,6 ,1,5,2),(c,1), Ce,2)| 
这 不 等 于 例 14 中 得 到 的 AxB。 加 


对 于 两 个 以 上 的 集合 也 可 以 定义 簿 卡 儿 积 。 
定义 9 集合 Al1，A 太 2，…， 及 , 的 笛 卡 儿 集 用 AA1 Xx A XxX… Xx 及 A, 表示， 这 是 有 序 ”元 
组 《al，az，…，an) 的 集合 ,其 中 对 于 i=1，2，…，n，&, 马 A,。 换言之 ， 
A XX ArX -XA = i(arrada an) a A,,i=1,2,,n| 
例 16 什么 是 省 卡 儿 积 AxBxC, 其 中 A=10,1} ,B= 141,2i ,C= 10,1,21? 


富 第 卡 儿 (René Descartes,1596 一 1650) 出生 于 法 国 Tours 的 一 个 贵族 家 庭 ，Tours 位 于 巴 歼 西南 约 200 美里 处 ， 
“了 他 是 他 父亲 第 -位 妻子 的 第 一 个 孩 上， 在 他 出 和 之 后 引 亲 就 去 世 了 。 由 于 笛 卡 儿 健 康 欠 佳 ， 他 父亲 ， 一 位 省 里 的 
法 宵 ， 没 有 让 他 接受 正规 教育 ， 直 到 8 岁 他 才 进 人 La Flarhe 的 Jesuit 学院 。 这 所 学 校 的 校长 喜欢 他 ， 并 办 他 上 体 典 弱 而 
多 许 他 晚 起 床 。 欠 那 时 起 笛 卡 儿 即 把 早 遇 时 间 矶 在 床上 ， 籽 肯 已 认为 这 是 他 轧 考 最 窗 成 果 的 时 间 。 

1612 年 第 卡 儿 离开 学 校 去 了 巴 蒙 。 并 在 那里 学 了 两 年 数学 。1616 年 他 获得 Paitiers 大 学 的 法 入 学 位 。18 内 时 币 卡 儿 厌 任 
了 学 习 ， 帷 定 看 看 外 部 世界 。 他 回 到 巴黎 并 成 为 一 名 成 功 的 财 徒 。 不 过 他 亚 关 讨厌 这 种 不 滞 的 生活 ， 搬 到 了 Saint - German 
城 的 郊区， 一 心 专 注 于 数学 学 习 。 妆 他 的 赎 逢 朋友 找到 他 以 后 . 他 凌 心 离开 法 国 并 参 了 军 。 布 过 他 从 未 奢 加 过 战斗 。 一 天 ， 
当 他 为 县 避 赛 往 而 果 在 年 营 一 间 过 热 的 房间 里 时 ， 他 做 了 由 个 热 查 了 的 末 ， 可 中 显示 他 将 以 做 数 学 家 和 哲学 家 为 皮 业 。 

结束 军旅 生 赂 以后， 他 游 几 欧洲 。 然 后 在 巴黎 过 了 几 年 ， 学 习 数 党 和 哲学 ， 并 制造 了 上 册 个 光学 仪器 。 管 卡 儿 闷 定 去 
荷兰 ， 并 在 那里 轨 处 视 游 20 年 , 完成 了 他 最 重 于 的 工作 。 这 期 间 他 写 了 几 本 书 ， 世 括 《Drscoarsy， 该 书 中 有 他 对 解析 几 
何 的 贡献 ， 这 是 籽 最 出 名 的 工作 。 笛 卡 儿 对 哲学 也 有 基础 性 的 页 献 。 

1649 年 第 卡 儿 受 克 里 斯 带 钟 玄 王 道 请 访 问 瑞 典 育 府 ， 并 届 好 的 藻 学 老 帅 。 尽 管 他 趟 情 息 生活 在 他 所 说 的 “ 岩 召 和 洒 
粤 之 间 的 狗 角 的 乐土 ", 世 最 笋 还 是 接受 邀请 迁 到 了 瑞典 。 不 幸 的 是 ，1649 一 1650 年 的 冬 好 分 外 的 寒 涂 ,第 卡 儿 集 上 
了 肺 迷 ,于 二 月 中 划 去 亿 。 


bbs.theithome.com 


DDDU-DDU-DDODDDUUUUUD--www.shubulo.com! UUU^A 


名 了 芙 类 厦 ; 运 逢 ，、 欠 全 和 和 丘 禾 45 


解 ”这 一 笛 卡 儿 积 由 所 有 有 序 三 元 组 (aa ,58,c) 组 成 ,其 中 aEA, bEB, EC, 
因此 ， 
AxXBXC=100,1,0),(0,1,1),(0,1,2),(0,2,0) ,0,2,1),{(0,2,2), 
(1,1,0) 人 1 1 1) (1.1,2) 12:0) (12 1) 1,2，27)| 图 


练习 


1. 九 出 下 述 集 合 的 成 员 。 
a) ir|z 是 使 得 x*= 1 的 实数 } 
b) 17|z 是 小 于 12 的 止 幕 数 | 
c ix|x 在 某 个 整数 的 平方 HL x <<1001 
d) ir|7 是 整数 且 x*=2| 
2. 用 集合 构造 符号 ， 纵 出 下 列 每 个 集合 的 描述 。 
a) i0, 3, §, 9, 12| 
BY wv 93.2 | 
c) |n, n, 0; pi 
3. 判断 下 面 每 对 集合 是 否 相 等 。 
al |1, 3, 3, 3, 5, $, $5, $5, Sl, 15, 3, 1| 


by tI11| ,11,111| 
c) 区 ，| 人 的 | 

4. 设 和 A=12,4,61,B=|12,6| ,C= 1!14,6}1, 品 = 14,6,8|。 判 断 这 些 集 合 中 哪个 是 男 外 一 个 的 
子 集 。 


5. 对 下面 的 每 个 集 台 ， 判 断 2 是 否 为 它 的 元 素 。 
a) {xzERIiz 是 大 于 1 的 整数 | 
b) i!xERIz 是 某 整 数 的 平方 | 


| 
日 二 2 2 
| 
fy 2 


6. 对 练习 5 中 的 和 撩 个 集合 ， 判 断 12| 是 否 它 的 一 个 元 聚 。 
7. 判断 下 列 语句 是 真 还 是 假 。 

a) TE lzr! 

BY | 

C) jz 人 | 

d) jzxlE1lzrl|i 

cy WC x 

{) DE {xz| 
8. 用 文 氏 图 说 明 集 合 关 系 ASCB 各 BCC。 
9, 假定 及 、B 和 为 集合 ， 且 ACB,， BCC。, 证 明 AECC。 
10. 找 出 两 个 集合 A 和 和 B， 使 得 AEBEHEACB。 


bbs.theithome.com 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com! | UUUA^A 


46 牙 闲 志学 及 着 三 用 


11. 下 列 各 集合 的 基数 是 什么 ? 

a) jal 

bj je 

ey Ia lear 

d) la,lal,ia,!latll 
12. 下 列 各 集合 的 基数 是 什么 ? 

a) 个 

b) 1@| 

c) 10,191| 

dy 10,1@},10,10i|l 
13. 找 出 下 列 各 集合 的 星 集 合 。 

a)y ial 

b) la,b! 

c) 10,10@|} 

14. 如 果 A 和 B 是 两 个 集合 ， 且 有 相同 的 军 集 合 ， 能 否 肯 定 A= B? 
15. 下 列 各 集合 各 有 有 多少 个 元 素 ? 
a} Plia,b,la,p}l!) 

b) PlI@,a,lal,l!lai!tl) 


Ch PIP(IO)) 
16. 判断 下 列 各 集合 是 否 为 其 集合 的 戎 集合 。 
a) 从 
b) 1@, la!l 
c) 10,1al,iO,all 


d) 1@,lal,ip| ,a,b!! 
17. 令 A=fa,b,c,al,B=1y,z1。 求 
a) AXB 
bj BxA 
18. 令 A 为 某 大 学 的 数学 系 开设 课程 的 集合 ，B 为 该 太 学 所 有 数学 教授 的 集合 ， 第 卡 儿 集 
态 xXB 蚌 什么 ? 
19. 什么 是 和 茜 卡 儿 集 4xBxC， 其 中 和 是 所 有 航线 的 集合 ，B 和 都 是 所 有 美国 城市 的 
集合 。 
20. 假定 上 Xx 了 = 细 ， 其 中 4 和 旦 为 集合 ， 由 此 你 得 出 什么 结论 ? 
21. 令 A 为 集合 , 求证 @@xA=AX@D=@。 
22, 令 A=ta,b,c1l,B=1r,yi,C=10,1i。 求 
ah AXBXxC 
b) CxBxXA 
Cj CxAxXB 
di) BXBxB 
23. 如果 有 A 有 a 个 元 素 ，B 有 nn 个 元 素 ，A XB 有 有 多少 个 元 素 ? 


EE OO 
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24. 求证 除非 A = B， 冰 则 A x B 关 BxA， 其 中 A 和 B 均 为 非 空 集合 。 

”25 . 证 明 序 偶 {a ,5) 可 以 用 集合 术 滞 定义 为 |ia},ia,51}。[ 提 示 ;: 首 先 证 明 ija1,1a， 
p11i=}iicl,ije,g|l| 当 且 习 当 a=c HBH$p=d,] 

“26, 本 练习 介绍 罗 业 悖 论 。 令 集合 S 为 包含 所 有 不 以 自身 为 元 素 的 那些 集合 ， 即 S= |z|x 
SS 

请 证 明 从 $ 是 它 自己 的 一 个 元 素 的 假设 能 推出 矛盾 。 

“9 b) 证 明 从 S 不 是 它 自己 的 一 个 元 素 的 假设 能 推出 矛盾 。 
从 a) 和 b) 知 S 不 可 能 是 其 定义 中 给 出 的 那个 集合 。 不 过 这 一 悖 论 是 可 以 避免 的 ， 只 
要 对 可 以 作为 集合 元 素 的 类 型 加 以 限制 即 可 ， 

“27. 给 出 可 以 列 上 出 有 限 集合 所 有 子 集 的 步 又 。 


1.5 集合 运算 


两 个 集合 可 以 以 许多 不 同 的 方式 结合 在 一 起 。 例 如 ， 从 学 校 主 修 数 党课 的 集合 和 主 修 计 
算 机 科学 课 的 集合 人 手 ， 可 以 枸 成 主 修 数学 或 计算 机 科学 的 学 生 集合 ， 既 主 修 数学 又 主 覆 计 
算 机 科学 的 学 生 集 合 ， 不 主 修 数学 的 学 生 集 合 ， 等 等 。 


定义 1 令 及 和 B 为 集合 。A 和 8B 的 并 集 用 AUB 表示 ， 这 是 访 或 BB 中 或 间 时 在 A 和 
B 中 的 元 素 组 成 的 上 集合。 
元 素 x 履 于 A 和 B 的 并 集 当 有 旦 仅 当 xz 属于 和 态 或 x 属于 BB。 这 说 是 
ALJB= jrlxEAYzxrEBI| 


你 -3 中 的 文 氏 图 表示 集合 4A 和 BB 的 并 集 。 民 表 集 全 4 的 圆 导 内 和 代表 号 的 圆 国内 的 
阴影 区 域 表 示 A 和 B 的 并 集 。 


我 们 将 给 出 集合 并 集 的 例子。 
剑 1 集合 11，3，5| 和 集合 {1，2，3| 的 并 集 是 集合 11，2，3，51， 妈 
|1,3,5it {1,2,3| = 11,2,3,5) 国 
例 2 学 校 主 修 计算 机 科学 的 学 生 集合 与 主 修 数 学 的 学 生 集 全 的 并 集 ， 是 或 主 履 数 学 、 
或 主 修 计算 机 科学 或 同时 主 收 这 两 门 课 的 学 生 的 集合 。 国 


定义 2 邻 A 和 上 8B 的 集合 。A 和 日 的 交集 用 4 门卫 表示 ,这 是 上 在 A 中 又 在 B 中 的 那 
些 元 素 的 集合 。 
元 素 + 属于 集合 4 和 B 的 交集 当 且 仅 当 zz 属于 A 而且 xz 属于 B。 这 说 有 明 
ANMNB= 1rlr€EAArEBI 
图 1-4 中 的 文 氏 图 表示 和 集合 A 和 8B 的 交集 。 同 时 在 代表 4 和 B 的 两 个 园 之 内 的 阴影 区 


域 表 示 A 和 B 的 交集 。 
我 们 给 出 交集 的 几 个 例子 。 
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4UB 为 阴影 区 4 号 为 阴影 区 

留 1-3 表示 上 4 和 并 集 的 文 氏 图 图 1-4 表示 A 和 B 交集 的 文 代 图 
例 3 集合 11,3,51 和 11,2,31 的 交集 是 11,31, 即 11,3,51 们 11,2,3| 一 11,3]。 画 
例 4 学 校 所 有 主 修 计算 机 科学 的 学 生 集 人 台 与 所 有 主 修 数学 的 学 生 集合 ， 是 所 有 既 主 修 
计算 机 科学 又 主 收 数学 的 学 生 的 集合 。 图 


定义 3 如 果 两 个 集合 的 交集 为 空 集 ， 就 说 它们 不 由 交 ，。 

例 5 令 A=|1,3,5,7,9| 而 B=12,4,6,8,10|。 由 于 及 门 B=@@,，A 和 B 不 相交 ， 国 

我 们 往往 有 兴趣 求 出 集合 的 并 集 的 基数 。 要 计算 两 个 有 限 集 台 A 和 和 B 的 并 集 的 元 素 个 
数 ， 须 注意 |4|+| 吕 | 把 只 属于 A 或 只 属于 吾 的 元 素数 了 一 次 ， 而 既 属 于 4 又 属于 B 的 元 
素数 了 两 次 。 因 此 ， 如 果 从 141+| 呈 1 中 减 去 既 属 于 4 又 属于 吕 的 元 素 的 个 数 ， 则 A 门 B 
中 的 元 隶 也 就 只 数 一 次 。 于 是 

JIAUBI=|Al+|1BI-|1ANBI 

把 这 一 结果 推广 到 任意 多 个 集合 的 并 集 ， 就 得 到 所 谓 的 包含 排斥 原理 (或 简称 容 斥 原理 )， 
容 床 原理 是 用 于 校 举 的 一 项 重要 技术 。 我 们 将 在 第 4 章 和 第 5 童 详细 讨论 这 一 原理 和 其 他 的 


计数 技术 。 
还 有 其 他 组 合集 合 的 重要 方式 。 


定 六 4 令 有 A 和 B 为 集合 ,。 A 和 B 的 差 集 用 A 一 B 表示 ， 这 是 包 贷 愉 属于 A 而 不 属于 
B 的 所 有 元 素 的 集合 。AA 和 BB 的 差 集 也 称 汶 B 对 于 A 的 补 集 。 


元 素 了 属于 4 和 和 8B 的 差 集 当 且 代 当 x 万 A 日 zx 和 有 ,这 说 遇 
A-B= IxrirEAArtB: 


图 1-5 中 的 文 氏 图 表示 集合 4 和 8B 的 差 集 。 既 在 表示 集合 A 的 贺 轿 内 部 也 在 表示 集合 
8B 的 加 圈 外 部 的 阴影 区 域 表 示 A 一 B。 


让 我 们 举 才 个 差 集 的 例子 。 

例 6 和 集合 11,3, 5| 和 11，2，31 的 差 集 是 15|; 即 和 ,3,5! .11,2,3| = 15|。 这 
不 同 于 11，2，3 和 | 上，3，5} 的 差 集 121， 图 

例 7 学 校 主峰 计算 机 科学 的 学 生 集合 和 主 修 数学 的 学 生 集合 的 差 集 是 学 校 主 修 计算 机 
科学 但 不 主 修 数学 的 学 生 集合 。 时 


一 且 指 定 了 全 集 UU， 就 可 以 定义 集合 的 补 集 。 
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定义 5 令 [为 全 集 。 集合 4 的 补 集 用 A 表示， 这 是 A 对 于 UU 的 补 集 。 集合 A 的 补 
集 是 UU- 4。 
元 率 工 属于 A 当 且 仪 当 x 千 及。 这 说 明 
A= 和 rz 各 有 | 
图 6 中 代表 集合 A 的 园 圈 让 和 面 的 阳 影 区 域 表示 A， 


人 


4 -号 为 队 影 区 4 为 阴影 区 


图 1-5 4 和 品 的 差 集 的 文 氏 图 图 1-6 集合 上 的 朴 保 的 文 氏 图 
我 们 举 几 个 计 集 的 例子 。 
例 $8 令 A=ia,e,i,0,nl1( 全 集 为 英语 字母 集 }。 那么 
A=}|p,ec sd frpgrhojrk ds mn porrsst, vw r,y, | 所 
例 9 令 A 为 太 于 10 的 正 整 数 的 集合 {全集 为 正 整 数 集合 }。 有 那么 
A=}jl,2,3,4,5,6,7,8,9,10| 国 
1.5.2 集合 相等 


表 1-17 列 出 了 最 重要 的 集合 等 式 。 本 节 将 用 三 种 不 同 的 方法 证 明 其 中 的 几 个 。 介绍 这 
些 方法 是 想 说 明 ， 对 一 个 问题 的 解 往 往 有 不 同 的 途径 。 表 中 来 证 明 的 等 式 留 给 读者 必 练 习 。 
读者 应 该 注意 这 些 集合 等 式 和 开 .2 节 讨论 的 逻辑 等 价 的 相似 之 外 。 事 实 上 ， 这 里 给 出 的 集合 
等 式 可 以 直接 由 对 应 的 还 辑 等 价 证 明 。 不 仅 如 此 ， 而 且 这 两 者 者 是 布尔 代数 (在 第 9 章 讨 
论 ) 中 成 立 的 恒等式 的 特殊 情况 。 

证 明和 集合 相等 的 一 种 方法 是 证 明 两 者 中 任何 一 个 都 是 另 一 个 的 子 集 。 我 们 将 以 确立 德 摩 
根 第 二 定律 为 例 说 明 这 一 方法 。 

例 10 用 证 明太 人 疙 和 有 妨 UB 互 为 子 集 的 方法 证 明 A 门 B=AUB。 

解 ” 首 先 假定 xEA 人 8B。 于 是 x 人 告 A 门 B。 这 表示 x 个 和 或 xz 入 BB。 所 以 XEA 或 rE 
8B。 于 是 +E AUB。 这 表明 A 站 BCAUB。 


现在 假定 zEAUB。 那 入 xEA 或 EB。 于 是 Xx 人意 AA 或 7T 告 B， 从 而 x 外 及 门 B。 这 
表明 瑟 UBCA 门 B 由 于 已 经 证 明了 这 两 个 集合 互 为 子 集 ， 它 们 必定 相等 ， 等 式 得 证 。 | 


另 一 个 证 明 集 合 相 等 的 方法 是 使 用 集 和 构造 符 和 多 辑 规 则 。 考 虑 德 摩根 第 二 定律 的 下 述 
证 明 。 
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家 1-17 集合 相等 
等 式 和 名称 
总 二 太太 - 
ANU=AA 己 管 律 
AUU=U 
AN@- 0 人 
AUA-A - 
po 舌 等 入 
(R=A 和 
AUB-BUA 
六 门 B= B 仆 六 交换 律 
AU(BUC=(AUBIUC 
结 台 律 
次 门 { 门 ET= ANBINC 
ANiBUCI=AN BU ANC) Se 
AUIBNCY=CAUBINMNM AU CI 让 
六 UB 一 AA 门 昌 
蕉 摩根 宇 律 


ATTH=AUB | 
例 11 用 集合 构造 符 和 打 辑 等 价 证 明 A 门 B=AUB。 
解 下 列 一 串 等 式 提供 了 这 一 相等 关系 的 证 明 : 


ANMNB= lx|lzr&ANMNBD!} 
= 1!zx|-(zxEANMNB)I 
{x (rEAAzrEB)| 
Ix|zr 人 人 AVYIEBI| 
= {xlxEAVYzEBI 
= {x|zrEAMmB!} 
注意 在 这 一 捉 等 式 中 的 第 四 个 等 号 姓 使 用 了 妇 辑 等 价 的 德 摩根 第 二 定律 ， 图 
还 可 以 用 成 员 表 来 证 明 人 上 集合 相等 。 我 们 考虑 一 个 元 素 可 能 属于 的 集合 的 每 一 种 组 舍 ， 并 
证 明 在 同样 的 集合 组 人 台中 的 元 丸 属 于 等 式 两 边 的 集 台 。 用 1 表示 元 素 属 于 一 个 集合 ， 用 0 表 
示 元 素 不 属于 一 个 集合 {读者 应 注意 成 员 表 和 真 值 表 的 相似 之 处 )。 
例 12 用 成 员 表 证 明 A 门 (BU CY= {ANB}YUCANMNGC)。, 
解 表 1-18 给 出 了 这 些 集 合 组 谷 的 成 员 表 。 这 表格 有 8 行 。 由 于 对 应 于 AMm(BUCO) 和 
(ALOTB)DUCANC} 的 两 列 相 同 ， 等 式 有 效 。 羡 
用 我 们 已 经 证 上 明 的 这 些 集 合 等 式 可 以 证 明 其 他 的 集合 等 式 。 和 考虑 下 面 的 例子 。 
例 13 令 有 六 ，B, CC 为 集合 。 证 明 
AUBNC=CCUBINA 


ie 
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表 1-143 分 配 性 质 的 成 风 表 


A B i BU ANM{BUC) 六 门 五 六 门人 {ANBIUCANC) 
| | 1 1 1 1 1 1 

i 1 0 1 1 ] 必 ] 

| 0 | 1 1 0 1 | 

1 0 0 0 0 全 0 0 

0 1 1 | 0 0 0 0 

0 1 0 i 0 有 0 

0 0 1 ] 0 必 0 

0 日 D 0 0 0 0 0 

解 ” 我 们 有 


AU(BNMNC)= A NBNC) 德 摩根 第 一 律 
=A NC(BUC) 德 摩根 第 二 律 
=(BUONA 交集 的 交换 律 
={CUBINA 并 集 的 交换 律 较 


1.5.3 扩展 的 并 集 和 交集 


由 于 和 集合 的 并 集 和 交集 满足 结合 律 ， 所 蕊 只 要 六 ，B，C 为 集合 ,，A UBUC 和 AN 门 B 
门 C 均 有 定义 。 注 意 AUBUC 包含 那些 至 少 属 于 太 ，B， 作 中 一 个 集合 的 元 案 ， 而 A 门 B 
站 包含 那些 属于 A ，B，C 全 部 三 个 集合 的 元 素 。 三 个 集合 4， 中 ,PC 的 这 两 个 组 合 如 图 
1-7 所 示 。 


aj AUBUC 为 闭 影 区 bj ANBNC 为 阴影 区 
图 1-7 集合 点， 器 , 苹 的 并 此 和 殉 集 


例 14 邻 A=|10,2,4,6,8},B=10,1,2,3,41 ,C=10,3,6,9|。 AUBUC 和 ANMBNMC 
是 什么 集合 ? 
解 4UBUC 包括 那些 至 少 属于 A，B, 人 之 一 的 元 素 。 所 以 
AUBUC=10,1,2,3,4,6,8,9| 
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集合 4 门 BPC 包 括 那 些 属于 全 部 三 个 集合 的 元 素 。 因 此 
ANBNC=1I0} 国 
可 以 考虑 任意 多 个 集合 的 并 集 和 交集 。 我 们 采用 下 面 的 定义 。 
定义 6 一 组 集合 的 并 集 是 包含 那些 至 少 是 这 组 集合 中 一 个 集合 成 员 的 元 素 的 集合 。 
用 记号 
AIUAU UA,=UA, 
表 水 集合 入 |， 总 > ， ss 用， 的 并 集 。 
定义 7 一 组 集合 的 交集 是 包含 那些 属 王 这 组 集合 中 所 有 成 员 集合 的 元 素 的 集合 。 
用 记号 
AiNAsN NA.= NA, 
表示 集合 A,，4:，…，A。 的 交集 。 我 们 用 下 面 的 例子 说 明 扩 展 的 并 集 和 交集 。 


例 15 邻 4=1i7+li+2, 1 那么 
UA=Uliitl,it2,)=11,2,3,.| 
本 
和 人 国 


1.5.4 集合 的 计算 机 表示 


计算 机 表示 集合 的 方式 各 种 各 样 。 一 种 办 法 是 把 集合 的 元 素 无 序 邮 存储 起 来 。 可 是 如 果 
这 样 徐 ， 在 做 集合 的 并 集 、 交 集 或 差 集 等 运算 时 会 浪费 时 间 ， 因 为 这 些 运 算 将 需要 大 量 的 元 
素 检索 。 我 们 将 要 介绍 一 种 利用 全 集 元 素 的 一 个 任意 排序 存放 元 素 以 表示 集合 的 方法 。 集 合 
的 这 种 表示 法 使 我 们 很 容易 计算 集合 的 组 合 。 

假定 全 集 U 是 有 限 和 的 《而且 大 小 合适 ,使 U 的 元 素 个 数 不 超 过 计算 机 能 使 用 的 内 存 
量 )。 首 先 为 UU 的 元 素 任 意 规 定 一 个 顺序 ， 便 如 al1，a;3，-…，a，s。 于 是 可 以 用 长 度 为 有 的 
位 串 表示 U 的 子 集 4: 如 果 a, 属于 4&， 则 位 串 中 第 ;位 是 1; 如 果 e; 不 属于 各 ， 则 位 事 中 
第 i 位 是 0。 下 面 的 例子 阐明 这 一 方法 。 

例 16 令 U=11,2,3,4,5,6,7,8,9,10| ,而且 芯 的 元 素 从 小 到 大 排序 ， 即 e, = i。 表 
示 U 中 所 有 奇数 的 子 集 、 所 有 偶数 的 子 集 和 不 超过 5 的 整数 的 了 集 的 位 串 是 什么 ? 

解 ” 表 示 U 中 所 有 奇数 的 子 集 即 11，3，5，7，9| 的 位 囊 ， 其 第 1!、3、5、7、9 位 为 
1， 其 他 位 为 0， 肥 


10101 01010 
(我 们 已 把 长 度 为 10 的 位 串 分 成 长 度 为 5 的 两 段 以 便 阅 读 ， 因 为 长 位 捉 不 易 伟 )。 类 极地 ， 
U 中 所 有 侦 数 的 子 集 即 12，,，4，5，8，10| ， 由 位 串 
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01010 10101 
表示 。U 中 不 超过 5 的 所 有 整数 的 集合 即 ;1，2，3，4， 5;， 由 位 串 

11111 00000 国 
表示 。 

用 位 串 表 示 集 合 便于 计算 集合 的 补 集 、 并 集 、 交 集 和 差 集 。 要 从 表示 集合 的 位 串 计 算 它 
的 补 集 的 位 串 ， 只 须 简 单 地 把 每 个 1 改 为 0， 每 个 0 改 为 1， 因 为 x A 当 且 仅 当 zr 直 A。 注 
意 ， 妆 把 每 个 字 位 看 成 是 真 值 时 ， 上 述 运算 对 应 于 取 每 个 字 位 的 非 ， 因 为 1 表示 真 ,0 表 
示 假 。 

例 17 我 们 己 经 知道 集合 11，3, 5，7. 9j 的 位 串 (全 集 为 11, 2, 3, 4, 5, 6，7， 
8，9，10i) 是 

10101 01010 


它 的 补 集 的 位 串 是 什么 ? 


解 用 0 取代 1, 用 1 取代 0， 即 可 得 到 此 集合 的 补 集 的 位 串 
O1010 10101 
这 对 应 着 集合 12,4,6,8,10|。 辐 
要 得 到 两 个 集合 的 并 集 和 交集 的 位 捉 ， 我 们 可 以 对 表示 这 两 个 集合 的 位 串 按 位 做 布尔 运 
算 。 只 要 两 个 位 捉 的 第 i 字 位 有 一 个 是 1， 则 并 集 的 位 捉 的 第 i 位 是 1， 当 两 个 字 位 都 是 0 
时 汶 0。 因 此 ， 并 集 的 位 串 是 两 个 集合 位 串 的 按 位 或 【bitwise OR )。 当 两 个 位 串 的 第 i 字 位 
的 为 1 时， 交集 的 位 串 第 i 位 为 1， 否 则 为 0。 因此 交集 的 位 串 是 两 个 集合 位 串 的 按 位 与 
thitwise AND ). 
例 18 集合 11,，2, 3, 4,51 和 11，3，5，7， 9| 的 位 带 分 别 是 11111 00000 和 
10101 01010。 用 位 串 找 出 它们 的 并 集 和 交集 。 
解 ” 这 两 个 集合 的 并 和 集 的 位 申 是 
11111 00000¥ 10101 01010= 11111 01010 
它 表 示 的 集合 是 11，2，3，4， 5，7， 9。 这 两 个 集合 的 交集 的 位 串 是 
11111 00000A10101 01010= 10101 00000 
它 表示 的 集合 是 |1，3，5|。 辆 


练习 


1. 令 A 为 住 在 离 学 校 一 英里 以 内 的 所 有 学 生 的 集合 ，B 蚌 走 路 上 学 的 所 有 学 生 的 集合 。 
述 一 下 下 列 各 集合 中 的 和 学生; 


a) AIIB b) ALUB 
ce) A—B d} BB—A 

2. 假定 A 是 学 校 二 年 级 的 学 生 集 合 ，B 是 学校 上 离散 数学 课 的 学 生 集 合 。 用 A 和 B 来 表示 
下 烈 各 个 集合 。 


a) 学校 二 年 级 上 高 散 数 学 课 的 学 生 集合 。 


bbs.theithome.com 


DODDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUUA^A 


54 苗 改 内 学 受洗 习 岂 


b) 学 校 二 千 级 不 上 离散 数学 课 的 学 生 集 合 。 

c) 学 校 二 年 级 的 或 上 启 散 数学 谍 的 学 生 集 合 。 

d) 学 校 既 不 在 二 年 级 的 也 不 上 离散 数学 译 的 学 生 集 侣 。 
. 令 A=|11,2,3,4,5|,B=10,3,61。 求 


Ly 


a) ALIB b) AT 
cj 六 一 号 d) B—A 
4. 令 A=lab,cd ,el,B- la,b,c,d,e,/f,8,h|l。 求 
a} AUB b) ANMB 
ch 六 一 睫 d} B—A 


5. 令 A 为 集合 。 证 明 示 - 4。 
6, 令 有 A 为 集合 。 泪 明 


a) AUD=A b) AND=0 
ec) AUA=A d) ANA=A 
e) 六 一 六 二 及 fy) ALUU=U 
g)} AfIU=A Ph) HD-—-A=0 
7, 令 A 和 8 为 集合 。 证 明 
a)} AUB=BlLA by ANMNB= BNA 


.车 4- 有 = 11, 5, 7, 8|,，B-A=12,10}, 而 ANMmMB=|13,6,91, 求 集合 A 和 和 B。 
9. 求证 若 A 和 B 为 集合 ， 则 AUB=ANMmB。 
a) 用 证 明 等 式 两 边 互 为 子 集 的 办 法 。 


oe 


by 用 成 员 表 。 
10. 令 A ，B 为 集合 。 求 证 
ay (ANMNB) CA b) AC (AUB) 
c) A— BEA d) ANM (B-A) = 


oo) ALU(B- A}=AUB 
11. 设 A，B，C 为 集合 。 证 明 A 门 B 站 C=AUBUC,。 
12. 令 4， 下 ，cC 为 集合 。 求 证 

a} (AUBIC(AUBU CG) 

b) (ANBNOCOIC(AN BEB) 

Cy A=-B)-COA-C 

dj (A- CONC-B)=0 

ey) (B- AU(C-—-A)=(BUC})-A 
13. 如 果 A 和 B 为 集合 , 求证 A 一 B=ANB。 
14. 如 果 4 和 B 为 集合 ,求证 {AmB)YU(A 站 mB)=A， 
15. 邻 4， 已 为 集合 。 求 证 

a) AU(BUC}=(AUB)UC 

hb ANCBNMNC)= (ANBINC 

cy AUCBNMN C= (AUBINGAUC) 
16. 令 4 也 CC 为 集 台 。 求 证 (4-B)-C=(A-C)-(B-C)。 


i 人 "Er— rr 
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17. 令 A=10,2,4,6,8,10| ,B=10,1,.2,3,4,5,6| ,C=14,5,6,7,8,9,10!。 求 


a) ANMNBNMC hb ALUBUC 

cy (AUB)NGC dy CAfIB)UC 
18. 画 出 集合 A，B，C 的 下 列 组 合 的 文 氏 图 。 

a) AN(BUC) bj ANMNBNMCT 


cy (A—- BU(A- CU(B-C) 
19. 如 果 有 关 集 合 4 与 B 的 下 列 性 质 为 真 ， 你 能 就 A 和 B 说 些 什 么 ? 
a) AUB=A b) ANB=A 
cj A-B=A d} ANMNB= BNA 
e) A—-B=B8B-A 
20. 如 果 集 合 A，B，C 满足 下 述 笨 件 ， 能 断定 A= B 吗 ? 
a} ALJC=BUC 
b) AfiC=BNC 
21. 令 A 和 B 为 全 集 U 的 子 集 。 求 证 A 三 B 当 且 仅 当 BEA。 


集合 A 和 B 的 对 称 差 ， 用 4 四 日 表示 ， 是 属于 4 或 局 于 B 但 不 同时 属于 A 与 B 的 元 
素 组 成 的 集合 。 


22. 求 11,3,5| 和 11,2,3| 的 对 称 差 。 

23. 求 某 校 主 修 计算 机 科学 的 学 生 集 合 与 主 修 数 学 的 学 生 集 合 的 对 称 差 。 
24. 画 出 集合 4 与 B 的 对 称 差 的 文 氏 图 。 

25. 证 明 ADB =(tAUB)- AfiB)., 

26. 证 明 ADBB =(A 一 B)U(B-A)。 

27, 求证 车 A 是 全 集 U 的 子 集 ， 则 


a) APA=D b} APDH=A 
cj ADU=A d) ADA=U 
28. 如 果 A 和 B 为 集合 ,求证 
ay ABB = BPA by {APBB}BB=A 


29, 如 果 4 四 B=A， 你 能 就 集 台 4 和 B 说 些 什 么 ? 
30. 判断 对 称 差 是 否 满足 结合 律 ; 即 车 A ，B，C 为 集合 ， 

4 四 (8B 电 CC)=(04 直 日) 中 CC 

是 否 成 了 并? 

“31. 假定 A ，B ，C 为 集合 ， 使 得 4 四 C= B 儿 C。 是 否 必 定 有 有 A=B? 
32,. 关 及，B，C，D 为 集合 ，(ADB) 叶 (CDD)= (4 由 CC 中 (出 吕 ) 是 否 成 下 ? 
33. 若 4， 了 CC， 站 为 集 舍 ，(4 四 B) 四 (0C 红 D) = (4 由 局 ) 直 (了 出 C) 是 否 成 立 ? 
“34 ”求证 ; 车 4,， 吾 ，C 为 集合 ， 则 


[AUBUCI=|AI+|IBI+|ICl-1ANMBI-|1ANc|l -IBNcI+|ANBNCI 


(这 是 第 5 章 将 要 学 避 的 包含 排斥 原理 的 一 个 特例 。) 
35. 全 4,=11,2,3p =1.2,3,…。 求 
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a) UA b) fa, 

36 Fe a 求 
a) UA b) NA 

37, 令 A, 为 所 有 长 度 不 超过 i 的 非 空 位 串 ( 即 长 度 至 少 为 1) 的 集合 。: 
a) UA, b) Na 


38. 假定 全 集 U= 11,2,3,4,5,6,7,8,9,10}。 用 位 串 表 示 下 列 各 集合 ,假定 若 i 属于 该 集合 
则 其 位 囊 第 i 位 为 1， 理 则 第 i 位 为 0。 
a) 13,4,5| by 11,3,6,10} 


cj) 12,3,4,7,8,9| 
39. 使 用 上 题 中 的 同一 个 全 集 ,， 求 下 列 位 囊 各 目 代 表 的 集合 。 

a) 11 1100 1111 by O01 0111 1000 

cj 10 0000 0001 
40. 下 列 位 串 各 代表 有 限 全 集 的 什么 子 集 ” 

&) 所 有 字 位 全 为 0 的 捉 。 

b) 所 有 字 位 全 为 1 的 串 。 

41, 对 应 于 两 个 集合 之 差 的 位 串 是 什么 ? 
42. 对 应 于 两 个 集合 的 对 称 差 的 位 串 是 什么 ? 
43. 仿 A=iab,c del,B=ib,cd,g ptyvu)l ,C=icye,i ou, cy rl,D= id,e,h, 

i Rort usrTs Yie 说 明 乍 样 用 位 串 的 按 位 运算 求 下 列 集 合 ， 

a) AUB b)》 ANMB 

c {AUBIN(BUC) d) ALBUCUD 
44. 怎样 用 位 串 求 出 同一 全 集 上 的 x 个子 集 的 并 集 和 交集 ? 

45, 集合 4 的 后 继 是 A U1A|。 求 下 列 集合 的 后 继 。 

ay 11,2,31 b) @ 

c) i@| d) {1@,1@1 
46. 舍 2 个 元 素 的 集合 的 后 继 有 几 个 元 素 ? 

有 时 一 个 元 素 在 一 个 无 序 集 中 出 更 的 次 数 也 有 意义 。 当 同一 个 元 娟 作为 成 员 可 以 出 现 不 
止 一 次 时 ， 这 个 无 序 元 素 集 就 是 多 重 集 。 符 号 |ml'alymaz"az ,MM, ar 表示 的 是 al 出 现 
mil 钦 ， ti 出 现 mn 次 等 的 狼 重 集 。 整 数 jz， 称 海 a, 的 重 数 ， = 

令 PP 和 避 为 多重 集 ， 多 重 集 P 和 所 的 并 集 是 个 多 重 集 ， 其 中 每 个 元 素 的 重 数 是 该 元 紊 
在 PP 和 人 @ 中 的 重 数 的 最 大 什 。P 和 Q 的 交集 是 个 多 重 集 ， 其 中 每 个 元 素 的 重 数 是 该 元 京 在 
P 和 QQ 中 重 数 的 最 小 值 。P 和 Q 的 差 集 是 个 多 重 集 ， 其 中 每 个 元 率 的 重 数 是 该 元 率 在 PP 中 
的 重 数 减 去 它 在 名 中 的 重 数 ， 当 然 这 不 能 是 个 负数 ， 否 是 负数 就 以 0 作 重 数 。 已 和 名 的 和 
集 是 个 多 重 集 ， 其 中 每 个 元 素 的 重 数 是 该 元 素 在 P 和 QQ 中 的 重 数 的 和 ，P 入 的 并 集 ， 交 
集 和 差 集 分 别 用 PUQ，P 站 RQ 和 中 -外 表示 (不 要 混 消 这 些 运 算 和 集合 上 的 类 似 运 算 )。 
P 和 外 的 和 集 用 P+ 名表 示 。 


47. 令 丰 和 BB 分 别 为 多 重 集 13:a, 2.5, 1:c| 和 i2'4,，3"5, 4"d|. 求 


bbs.theithome.com 


DDDU-DDU-DDDDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUU^A 


守 7 性 于 而 :到 少 、 业 从 而 甫 盘 57 


a) AUB by A(IB cy 册 一 吾 

d) BA e) 点 + 也 
48. 假定 和 是 个 多 车 集 ， 其 元 素 是 某 大 学 一 个 系 需 要 的 设备 的 类 型 ， 而 元 素 的 重 数 刚 是 该 类 

设备 的 件数 ; B 是 同一 所 大 学 另 一 个 系 类 似 的 多 重 集 。 例 如 A 入 可 以 是 多 重 集 ;1107.PC， 

44 "routers，6'setrvers| ， 抽 了 可 以 是 114*:PC，6:routers，2'mainframes|， 其 中 routers 

为 路 由 器 ，servers 为 服务 器 ， 而 mainframes 为 大型 计算 机 。 

a) 恨 定 两 个 系 使 用 同一 个 设备 ， 和 和 瑟 的 什 么 组 合 代表 该 大 学 应 该 买 的 设备 ? 

b) 假 让 两 个 系 使 用 同一 个 设备 ， 和 和 也 的 什么 组 会 代表 两 个 系 都 使 用 的 设备 ? 

c) 假定 两 个 系 使 用 同一 个 设备 ，A 和 下 的 什么 组 合 代表 第 二 个 系 使 用 ， 但 第 一 个 系 不 使 

用 的 设备 ? 

d) 假定 两 个 系 不 共 盏 设备 ， 站 和 了 的 什么 组 台 代 表 该 大学 应 该 购买 的 设备 ? 
人 工 智能 中 使 用 宰 克 集合。 全集 U 中 每 个 元 素 在 模糊 集合 S 中 都 有 个 成 员 度 ， 妈 0 
“和 1 之 间 (包括 0 和 1) 的 实数 。 模 糊 集 合 5 的 表示 法 是 列 出 其 元 素 及 成 员 度 (成 员 
度 为 0 的 元 素 不 列 }。 例 如 ,用 10.6 Alice，0.9 Brian, 0.4 Fred, 0D.1 Oscar, 0.5 Rital 表 
不 名 人 人 集 从 下， 说 明 下 中 AAlice 的 成 员 度 为 0.6，Brian 为 0.9，Fred 沟 们 .4，Oscar 为 0.1， 
而 Rira 为 0.3 (因此 这 些 人 里 而 Brian 最 出 名 而 Oscar 最 不 出 名 )。 再 假定 R 是 宣 人 集合 ， 
R= 10.4 Alice, 0.8 Brian, 0.2 Fred, 0.9 Oscar, 0.7 Rital。 


49. 模糊 集合 5 的 补 是 集合 S， 元 素 存 5S 中 的 成 员 度 等 于 1 减 去 该 元 素 在 S 中 的 成 员 度 。 
求 下 (不 出 名 者 的 模糊 集合 } 和 S {不 富裕 者 的 模糊 集合 )。 

50. 模糊 集合 5S 和 T 的 并 集 是 模糊 集合 SUT， 其 中 每 个 元 素 的 成 员 度 是 该 元 素 在 S 和 
中 成 员 度 的 最 太 值 。 求 名 人 或 宣 人 的 模糊 集合 FUR。 

51. 模糊 集合 S 和 了 的 交集 是 模糊 集合 5S 门下， 其 中 每 个 元 素 的 成 员 上 度 是 该 元 素 在 S 和 TT 
中 的 成 员 度 的 最 小 值 。 求 既 出 名 久富 裕 者 的 模糊 集合 上门 只 。 


1.6 郴 数 


1.6.1 引言 


在 许 允 情况 下 我 们 都 会 为 一 个 集合 的 每 个 元 素 指 派 另 一 个 集合 〈 可 以 就 是 第 一 个 集合 ) 
的 一 个 特定 元 素 。 例 如 ， 假 定 对 离散 数学 课 的 每 个 学 生 从 1A，B，C, 吕 ,，F| 中 选 一 个 
字母 作为 他 的 得 分 。 册 假定 Adams 的 得 分 是 六 ，Chou 的 得 分 是 CC，Goodfriend 的 得 分 是 B， 
Rodriguez 的 得 分 是 站 ， 册 Stevens 的 得 分 是 让。 这 一 打分 如 图 1-8 所 未 。 

这 种 打分 就 是 一 个 函数 。 离 散 数 学 中 函数 的 概念 分 外 重要 。 在 定义 像 序列 种 字符 串 这 样 
的 离散 结构 时 ， 用 到 明 数 。 明 数 还 用 于 表示 解 沁 一 定 规模 的 问题 需要 的 计算 机 机 村。 借助 自 
身 定义 的 鲍 数 称 为 递归 并 数 。 计 算 机 科学 处 处 使 用 的 这 种 明 数 将 在 第 3 章 再 讨论 。 这 一 节 只 
回顾 与 高 散 数 学 需要 有 关 的 冰 数 的 基本 概念 。 


定义 1 令 AA 和 B 为 集合 。 从 六 到 B 的 函数 fF 是 对 元 率 的 一 种 指派 ， 对 A 的 每 个 元 素 
怡 好 指派 的 B 的 一 个 元 素 。 如 果 Ff 指派 给 A 中 元 素 a 的 唯一 的 BB 元 素 是 bp， 就 写成 f{a)= 
b。 如 果 了 是 从 A 到 B 的 轴 数 ， 就 写成 f:A 一 B。 
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有 许多 描述 函数 的 方式 。 有 了 时 明确 说 明 指 派 关 系 , 但 常用 的 方式 是 给 出 指派 公式 来 定义 
阔 数 ， 如 x)= x +1。 有 时 也 用 计算 机 程 抒 来 描述 消 数 。 


定 兴 2 如 果 了 是 从 态 到 B 的 函数 ， 就 说 态 是 fF 的 定义 域 ， 而 BB 是 ff 的 伴 域 。 如 果 
Fla)=b， 就 说 5 是 a 的 你 而 a 是 到 的 原 像 。A 中 元 素 的 所 有 像 元 素 的 集合 称 为 了 的 值 域 。 
车 了 是 从 下 到 B 的 函数 ， 有 时 也 诺 成 了 把 A 了 映射 到 BB。 

图 1-9 表示 一 个 从 A 到 B 的 晒 数 ， 


Adams 委 委 : 
Chon 和 8 8 
Goodfriend 自 站 
Rodriguez ® aD 
Stevens 。 浊 名 到 
图 1-8 离散 数学 课 成 绩 图 1-9 隔 数 把 A 映射 到 8 


考虑 本 节 开 头 的 例子 。 令 上 为 给 离散 数学 课 每 个 学 生 打 分 的 沙 数 。 例 如 ，G(Adams) = 
六 。 的 定 尽 域 是 集合 tAdams，Chou，Goodfriend，Rodriguez，Stevens| ， 而 伴 域 出 是 集合 
i 有 A，B，C，D， fi。G 的 值 域 是 集合 i 有 A，B，C，F|， 因 为 水 DD 以 外 的 分 值 都 有 学 生 
获得 。 再 考虑 下 而 几 个 例子 。 

例 1 念 了 为 这 样 的 国 数 ， 它 把 长 度 为 2 或 大 于 2 的 位 串 的 最 后 两 个 字 位 指派 给 该 位 


串 。 于 是 了 的 定义 域 是 长 度 不 小 于 2 的 所 有 位 串 ， 而 伴 域 和 人 慎 域 均 为 集合 100，0] ，10， 
111|。 国 


例 2 令 了 为 从 工 到 工 的 效 数 ， 它 指派 给 每 个 整数 的 是 该 整数 的 平方 。 于 是 上 (rzr) = 
zx:， 而 了 的 定义 域 是 所 有 整数 的 集合 ，f 的 伴 域 可 以 从 所 有 整数 的 集合 中 选择 ，f 的 值 域 是 


所 有 和 非 负 整数 中 那些 完全 平方 的 集合 ， 即 10,1,4,9,…|。 | 
例 3 {对 全 于 熟 炙 Pascal 的 学 生 ) 丽 数 的 定义 域 和 们 域 往往 以 程序 语音 描述。 例如 
Pascal 语 司 


fonction floor{ zx :real) :integer 
说 的 是 ，floor 函数 的 定义 域 是 实数 集合 ， 而 它 的 伴 域 是 整数 集合 ，。 图 
具有 相同 定 忱 域 的 两 个 实数 值 函 数 可 以 相 加 和 相 乘 。 
定 尺 3 令 让 和 态 是 从 A 到 RR 的 防 数 ,那么 f+ 和 广 f; 也 是 从 A 到 RR 的 销 数 ， 
其 定义 为 
CA++ fr)= (rt flr) 
CF fr)= Fr f(r) 
注意 廊 + 万 和 方 访 的 定义 是 利用 方 和 户 在 工 的 值 计 算 它 们 在 z 的 值 。 
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例 4 令 疡 和 户 是 从 好 到 RR 的 函数 , 目 大 (x)=z 而 f(x)==x- x。 函数 + 
和 六 所 是 什么 ? 
解 ” 从 函数 的 和 与 积 的 定义 知 
CF Flr = (r+ f(r) + {rx- zx}=x 


(Ffo)(x)= rr r= x+ 加 
若是 从 集合 及 到 集合 B 的 函数 ， 则 可 以 定义 A 的 子 集 的 像 。 


定 久 4 今 了 为 从 集合 4 到 集合 B 的 函数 ，S 为 有 A 的 一 个 子 集 。5 的 像 是 由 5 中 元 素 
的 像 组 成 的 的 子 集 。 我 们 用 fiS) 表 示 S$ 的 像 ， 于 是 


f(s)= | f(s)|sE Si 


例 5 令 肪 =a,b,c,d ,el 而 B = 11,2,3,41, 且 fa})=2,7(6)=1, F(tc)=4,7tad)=1 
及 fl(e)=1。 于 集 S=15,c ,dil 的 像 是 集合 f(S)= 11,41。 图 


1.6.2 一 对 一 函数 和 上映 上 晒 数 


有 些 晴 数 在 它们 的 定义 域 的 不 同 成 员 上 有 不 同 的 像 。 这 种 销 数 称 为 一 对 一 的 。 


省 灸 5 前 数 称 为 一 对 一 的 或 单 射 的 ， 当 且 仪 当 对 于 了 的 定义 域 中 的 所 有 xz 和 >， 
F(x) 二 f(y) 维 合 着 x 一 y。 一 对 一 的 汞 数 称 为 单 话 。 


注意 函数 f 是 一 对 一 的 ， 当 且 仅 当 只 要 xr 关 yy 就 有 f(z) 隆 f(y)。 这 种 表达 了 为 
一 对 一 通 数 的 方式 是 对 趾 头 中 的 想念 倒置 而 来 。 


例 6 判断 从 la,esc,zi 到 11,2,3.4, 5 的 画 数 f 是 否 为 一 对 一 的 ，F 的 定义 是 f(a) = 
4,f(b)=5,f(c)=1 而 f(d)=3.。 


和 解 了 f 是 一 对 一 的 ， 因 为 f 在 它 定 义 域 的 四 个 元 素 上 取 不 同 的 值 ， 图 1-10 说 明了 这 
EL 图 


例 7 判断 从 整数 集合 到 整数 集合 的 函数 六 x)= xz? 是否 为 一 对 一 的 。 
解 ” 函 数 放 lx) 二 x' 不 是 一 对 一 的 ， 因 为， 例如 (1)= -1)=1, 但 1 了 -1。 | 
例 8 判断 阔 数 f(x)= xz+1 是 否 为 一 对 一 的 。 


和 解 消 数 f(x} 二 w+1 是 一 对 一 的 。 要 证 明 这 一 点 ， 只 须 注 意 福 x Ey 时 +1 关 y+1。 
本 


现在 我 们 第 出 保证 函数 为 一 对 一 的 某 些 条 件 。 

定 光 6 定义 域 和 伴 域 都 是 实数 集合 子 集 的 函数 f 称 为 严格 着 增 的 ， 如 果 对 了 的 定义 域 
中 的 > 和 wy， 只 要 工 之 yy 就 有 f(z) 过 fy}。 类 似 地 ，f 称 为 严格 递减 的 ， 如 果 对 了 定 尖 域 中 
的 x 和 %， 只 要 x 达 y 谨 有 f(x) 之 (vy) 

从 上 述 定 尽 可 知 ， 只 要 王 数 是 严格 交 增 的 或 严 桂 递减 的 ， 它 些 定 是 一 对 一 有 的。 


人 
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有 些 函 数 的 值 城 和 伴 城 相 等 ， 也 说 是 说 伴 域 中 的 每 个 成 员 都 是 定义 域 中 某 个 元 素 的 像 。 
具有 这 一 性 质 的 函数 称 为 映 上 果 数 。 


定 光 sg 了 7 从 上 到 召 的 郴 数 三 称 为 瞻 上 的 或 满 射 的 ， 当 且 仅 当 对 每 个 eE 日 ， 有 元 素 ec 扣 
A 使 得 f(a) = 6 。 如 果 函 数 了 是 映 上 的 ， 就 说 它 是 满 射 函 数 。 


我 们 现在 举 儿 个 了 驳 上 靖 数 和 非 映 上 上 画 数 的 例子 。 


例 9 令 了 为 从 ja pc dd! 到 11,2,31 的 耳 数 ,其 定 疼 为 [f(a)=3, f(b)=2，, 
ftc)=1 及 fl(q)=3。f 了 是 股 上 卫 数 蚂 ? 


解 ” 由 于 伴 域 中 所 有 3 个 元 素 均 为 定义 域 中 元 索 的 像 ， 了 是 瞻 上 的 。 图 1-11 说 明了 这 


一 成 。 图 
2 » ] 
» 妆 昌 2 Ss 
六 3 | 站 ] 
ee 虽 4 .2 
和 5 Ge Sp 
图 1-10 一 个 一 对 一 随 数 图 1-t] 一 个 映 上 耳 数 


例 10 俯 整 数 集 到 整数 集 的 耳 数 f(r) = x: 是 上 映 上 的 吗 ? 
解 ”fF 不 是 映 上 和 的 ， 因 此， 比如 说 没有 xz 使 f(x )= 一 1。 本 
例 11 从 整数 集 到 整数 集 的 孙 数 f(xr)= x +1 是 昕 上 的 吗 ? 


解 ” 这 个 隔 数 是 映 上 的 ， 因 为 对 每 个 整数 vy， 都 有 一 个 整数 .x 使 f(x ) = 为 看 出 这 
一 点 ， 只 上 昌 注 意 恋 rz) = 的 充分 必要 条 人 忻 是 z+t=y， 而 这 只 要 他 I 一 y 一 1 就 成 立 。 国 

定 久 8 若 函 数 既是 一 对 一 的 ， 叉 是 映 上 的 ， 就 说 它 是 一 一 对 应 或 双 射 的 。 

下 面 才 个 例子 阐述 双 射 的 概念 ， 

例 12 令 f 为 从 a, 5，c di 到 11,2,3,41| 的 旺 数 ， 其 定义 为 f(a)=4, 了 (bp)= 
2, ftc)=1 及 f(tad)=3。 了 是 双 射 叶 ? 

解 ” 函 数 f 是 一 对 一 的 和 上 映 上 的 。 它 是 一 对 一 的 ， 是 因为 妇 数 信和 都 相同 ; 它 是 上 映 上 的 ， 
是 因为 伴 域 中 的 所 有 4 个 元 素 ， 均 为 定义 域 的 元 素 的 像 。 于 是 了 是 双 映 。 国 

图 1-12 给 出 了 4 个 画 数 : 其 中 第 1 个 是 一 对 一 的 ， 和 查 不 是 映 上 的 ; 第 2 个 是 瞻 上 的， 
但 不 是 一 对 一 的 ; 第 3 水 ， 姓 是 一 对 一 的 ， 交 是 映 上 的 ; 第 4 个 既 不 是 一 对 一 的 ， 也 不 是 映 
上 的 。 图 1-12 中 的 第 5 个 对 应 关系 不 是 耳 数 ， 因 为 它 把 一 个 元 率 传 递 给 两 个 不 同 的 元 妹 。 

假定 f 是 从 集合 A 到 它 自己 的 阔 数 。 如 果 A 是 有 限 的 ， 那么 fF 是 一 对 一 的 当 且 仅 当 它 
是 映 上 的 。( 上 从 本 节 末 练 对 58 的 结果 即 可 得 出 这 一 结论 ,) 当 4 为 无 限 集 时 ， 这 一 结论 不 一 
定 成 立 【参看 1.7 节 )。 

例 13 令 A 为 集合 。 有 AA 王 的 恒 等 函 数 是 范 数 c 品 :4 一 各， 其 中 
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守 1 症 起 到 还 泛 ， 灶 和 佑 矶 通 豆 6 


cA(A)=x 


对 所 有 zEA。 换 言 之 ,和 恒 等 国 数 ,as 是 这 样 的 函数 ， 它 赋 纷 每 个 元 紊 的 是 这 个 元 紊 自 映 。 
函数 6 是 一 对 一 的 和 和 上映 上 的 ， 所 以 是 双 射 。 


日 | 立秋 立 事 | 站 事 
他 志 生 | < 

看 荆门 可 be 喜人 五 志 
五 志 间 2 Eee ph 

兴亡 忆 蝇 各 3 心 居 | 器 了 
己 音 | | Wi a 


吉首 可 量 | 重 党 吕 间 ,| 大 小 
a b) ¢) a] €) 


图 1-12 不 同类 型 的 对 应 关系 的 例子 
a) 一 对 一 ， 非 映 上 ; b) 晓 上 ， 非 一 对 一 ; 0c) 一 对 一 ， 上 晓 上 : d) 既 非 一 对 一 ， 也 非 映 上 c) 不 是 函数 


| 烛 | 


| 串 2 


1.6.3 反 函 数 和 函数 组 合 

现在 考虑 从 集合 A 到 集合 8B 的 一 一 对 应 f。 由 于 了 是 映 上 的 晒 数 ，B 的 每 个 元 京都 是 A 
中 某 元 素 的 像 。 又 由 于 了 还 是 一 对 一 的 函数 ， 吾 的 每 个 元 素 都 是 4 中 唯一 的 一 个 死 束 的 像 。 
于 是 我 们 可 以 定义 一 个 从 B 到 A 的 新 曙 数 ， 把 了 给 出 的 对 应 关系 颐 倒 过 来 。 

定义 9 令 了 为 从 集合 A 到 集合 B 的 一 一 对 应 ，f 了 的 反 唤 数 是 这 样 的 锁 数 ， 它 指派 给 B 
中 元 素 5 的 是 六 中 使 得 Fa = 5 叭 一 元 素 a。f 的 反胃 数 用 了 '! 寄 示 ， 于 是 在 f(a)=5 时 


f(b)=a 0 
图 1-13 给 出 了 反 阅 数 概念 的 说 明 。 
如 果 函 数 了 不 是 一 一 对 应 ， 就 元 法 定义 有 反 Li 


函数 。 若 f 不 是 一 一 对 应 ， 那 么 它 或 者 不 是 ~ ,7 
-- 对 一 的 ， 或 者 不 是 映 上 的 ， 如 果 了 不 是 一 


对 一 的 ， 则 伴 域 中 的 某 元 素 5 是 定义 域 中 多 


个 元 素 的 像 。 如 果 f 不 是 映 上 的 ,那么 伴 域 

中 某 个 元 素 6 不 是 定义 域 中 任何 元 素 的 像 ， < 人 > 

即 定义 域 中 不 存在 元 素 a 使 (a) = 56。 总 之 7 

如 果 不 是 一 一 对 应 ， 吏 不 能 为 伴 晤 中 每 修 元 图 1-13 函数 /是 函数 上 的 反 晒 歼 

素 sb。 都 指派 定义 域 中 唯一 的 元 素 a, 使 F(a) =5 (因为 对 某 个 6 或 者 有 多 个 这 样 的 4， 或 
者 没有 这 样 的 a)。 


一 一 对 应 关系 称 为 可 类 的 ， 因 为 作为 函数 可 以 定义 它 的 反 函 数 。 如 果 函 数 不 是 一 一 对 应 
关系 ， 就 说 它 是 不 可 着 的 ， 因 为 这 样 的 图 数 没 有 反 果 数 。 

例 14 令 了 为 从 [asp,e | 到 11,2,3 的 图 煞 ， 使 六 =2,r6)=3 了 3 及 Fe)=1。 
了 可 道 吗 ? 如 果 可 道 ， 其 反 函 数 是 什么 ? 

解 了 是 可 道 的 ， 因 为 它 是 一 个 一 对 一 的 对 应 关系 。 其 芭 函 数 了 ' 苏 倒 了 给 出 的 对 应 关 
系 ， 所 以 1(1)=ec,f '(2)=4a 而 ff (3)=5。 是 

例 15 令 了 为 从 加 数 集 到 穆 数 集 的 函数 ， 使 得 f(x)= x +1。 下 可 道 蚂 ? 如 果 可 逆 ， 其 
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反 沿 数 是 什么 ? 

解 了 可 谤 ， 国 为 前 面 已 证 明 它 是 一 一 对 应 关系 。 权 题 倒 对 应 关系 ， 设 y 是 工 的 俺 ， 忆 
y=Tz+l。 从 而 z=y?y-1l。 即 y-1 是 7 的 唯一 元 察 ， 在 上 之 下 与 y 对 应 ,于 是 fi(y)= yy 
= 图 

例 16 令 了 是 从 ZZ 到 Zz 的 函数 ,使 F(x)=x* 。 了 可 道 吗 ? 

解 ” 由 于 (一 1)= f/f(1)=1 ，f 不 是 一 对 一 的 ， 要 想 定 义 反 晴 数 ， 就 得 为 1 指派 两 个 元 
紊 。 因 此 六 是 不 可 道 的 。 国 

定 光 10 令 g 为 从 集合 A 到 集合 B 的 函数 ，f 是 从 集合 B 到 集合 CC 的 薄 数 ， 隆 数 了 和 
8 的 组 合用 f*g 表示 ,定义 为 

(fog)la})= f(g(a)) 


摸 句 话说， 函数 f°g 指派 给 上 的 元 素 a 的 就 是 六 指派 给 g (a) 的 。 注 意 ， 如 果 g 的 值 域 不 是 
了 的 定义 域 的 于 集 ， 误 无 法 定义 f*g， 图 1-14 解释 了 函数 组 合 的 概念 。 


og 


图 1-14 基数 了 和 gr 的 组 合 

例 17 令 g 为 从 ia,B,c | 到 它 自己 的 也 数 ， 使 g(a)=5,g(t58)=c, 而 gl(c)=w。o 令 
了 为 从 la,B,c1 到 11,2,3| 的 图 数 ,， 使 f(a)=3,f(5) 一 2, 而 f(tc)-1。 了 和 g 的 组 合 
是 什么 ? g 和 了 的 组 合 是 什么 ? 

解 ”f。g 的 定义 是 (Fngitey= fgla))= 了 f(b)=2,(f:g)(B)= (g(tB))= ff(e)=1, 
而 (feg)(tc = f(gle))= fla)=3.6 呈 

注意 g°* 站 是 没有 定义 的 ， 因 为 站 的 值 域 不 古 g 的 定 涉 起 的 一 部 分 ， 

例 18 令 了 和 8g 为 从 整数 集 到 整数 集 的 画 数 ， 其 定义 为 FIz)=2z+3 和 gzr)=3zr+2。 
和 g 的 组 合 是 什么 ? 中 和 和 的 组 台 是 什么 ? 

解 fg 和 go°Ff 均 有 定义 ， 即 

(feagj(r)= ftaltx))= F(A3xr+2)=2(3r+2)+3=6r+7 


《让 FT)= pt Fr) = p27T+3)=3(27T+3)+2=67xr+11 二 
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副 了 业 举 厦 :二 大、 淮 作 阁 后 术 53 
注意 尽管 例 18 中 对 函数 /和 Eg 而 言 f*g 和 g。f 均 有 定义 ，f*g 和 gg。 了 并 不 相 
等 。 接 言 之 ， 对 函数 组 会 而 言 交 摘 律 不 成 立 。 
和 在 梅 知 亏 数 和 它 的 反 图 数 的 组 合 时 ， 不论 以 什么 演 序 组 侣 ， 得 到 的 都 是 恒 等 师 数 。 要 看 
清 这 一 点 ， 假 定 f 是 从 集合 A 到 集合 B 的 一 一 对 应 关系 ， 那 么 存在 反 画 数 f ， 而 且 广 是 
从 B 到 A 的 一 一 对 应 关系 。 反 国 数 把 原 函 数 的 对 应 关系 颠倒 过 来 ， 所 以 当 F 六 ec)= 志 时 广 - 
(5p) 二 a, 当 Fi(b)=a 时 , F(a)=65 0 因此 ， 
(Ff ef}(a)=F (fla))= fF (8)=a 
及 
(feof Nb)= FOF (6))= f(a)=8 
从 而 ff 而 f°! = 418， 其 中 ta 和 和 15 他 别 是 集合 六 相 B 上 的 恒 等 画 数 。 这 就 是 说 
CF! gs 
1.6.4 函数 的 图 禾 
从 和 到 召 的 每 个 函数 都 对 应 着 4 x B 中 的 一 个 有 序 侦 集合 。 这 个 序 偶 集合 称 为 该 了 消 数 
的 图 停 ， 并 且 往 往 用 图 表示 以 帮助 理解 函数 的 行为 。 
定 光 11 邻 了 为 从 集合 点 到 集合 号 的 图 数 ， 图 数 了 的 图 称 是 序 避 集 合 ia 5)|aE NA 
和 FAAa)=2 人 
根据 定 久 ， 从 A 到 B 的 函数 的 图 橡 是 A xB 的 子 代 ， 这 个 子 集 世 会 的 序 帆 中 第 二 项 等 于 BB 
中 由 上 指派 给 第 一 项 的 那个 元 束 。 


例 19 图 示 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 An)=2n +1 的 图 像 。 


解 /的 图 像 是 形 为 (x ,2n + 1》 的 序 侦 的 集合 ， 其 中 有 为 整数 ,图 1-15 是 其 图 像 
显示 。 


例 20 狠 示 整数 集 到 整数 集 的 函数 Flz)=xz 。 


解 /的 图 你 是 形 为 (xz, F(x)) 一 (x ,x ) 的 序 偶 的 集合 ， 其 中 了 为 整数 。 图 1-16 是 其 
图 像 显 示 。 副 


图 i-15 从 Z 到 荆 的 画 数 站 mr)=24+1l 的 图 像 图 1-16 从 ZZ 到 疡 的 Fx)= zx* 的 图 霸 
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04 项 旋 坟 学 及 超 习 用 


1.6.5 几 个 重要 的 函数 


下 夯 介 绍 离散 数学 中 两 个 重要 的 画 数 ， 即 底 范 数 和 项 图 数 。 令 z 为 实数 。 底 力 数 把 x 
下 伟人 到 小 于 或 等 于 x 又 最 接近 x 的 整数 ， 而 顶 函 数 则 把 zx 上 会 人 到 大 于 或 等 于 x 又 最 接 
近 xz 的 整数 。 在 统计 对 象 个 数 时 常 使 用 这 两 个 函数 。 在 分 析 解 一 定 规模 的 问题 的 计算 机 过 程 
使 用 的 步 数 时 ， 这 两 个 函数 起 着 重要 的 作用 。 


定义 12 底 函 数 指派 给 实数 z 的 是 小 于 或 等 于 x 的 最 大 整数 。 底 函数 在 x 的 值 用 [zj 
表示 。 顶 隙 数 指派 给 实数 x 的 是 大 于 或 等 于 x 的 最 小 整数 。 顶 函数 在 x 的 值 用 | x | 表示 。 


注意 底 了 台数 也 党 称 为 最 大 整数 轴 数 ,这 时 往往 用 [ 工 ] 表 示 .， 
例 21 下 面 是 底 画 数 和 项 函数 的 若干 值 : 


11 =0， | 1x2 1= 1， =172| = 1， | 12 1=0, 
L910, [3.1|=4, Ld [31=7 国 


图 1-17 显示 的 是 底 函 数 和 和 顶 函数 的 图 像 。 


8] y=|z]| b) y=[x| 


图 1-17 a) 钦 函数 图 像 b) 巴 孙 数 图 像 


底 函 数 和 顶 函 数 有 广 证 的 应 用 ， 包 括 用 于 数据 存储 和 数据 传输 。 考 虑 了 面 的 例子 ， 这 是 
研究 数据 库 和 数据 通信 问题 时 要 完成 的 典型 的 基本 计算 。 

例 22 存在 计算 机 磁盘 上 的 数据 或 数据 网 络 上 传输 的 数据 通常 表示 为 字 节 串 。 每 个 字 
革 由 8 个 字 位 组 成 ， 要 表示 100 字 位 的 数据 需要 多 少 字 节 ? 

解 ” 要 决定 需要 的 字 节 数 ， 就 要 找 出 最 小 的 整数 ， 它 至 少 要 与 100 除 以 8 的 商 一 样 大 ， 
8 是 每 个 字 节 的 字 位 数 。 于 是 ,上 需要 的 字 节 数 是 | 100/81=[|12.81= 13。 加 

例 23 异步 传输 模式 (ATM) {用 于 骨干 网 络 上 的 通信 协议 ) 下 ， 数 据 按 53 个 字 节 分 
组 ， 每 组 称 为 一 个 信 元 。 以 速率 每 秒 500 千 字 位 传输 数据 的 连接 上 -分钟 能 传输 多 少 个 
ATM 信和 元 ? 

解 一 分 钟 内 这 一 连接 能 传输 500 000 x 60= 30 000 000 字 位 。 每 个 ATM 信和 元 长 度 是 
53 字 节 ， 也 就 是 53 x 8 = 424 字 位 。 要 计算 一 分 钟 能 传输 多 少 信 元 ， 需 计 算 不 超过 
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30 000 000 除 以 424 的 最 大 整数 。 于 是 在 每 秒 500 千 字 位 的 连接 上 一 分 钟 能 传输 的 ATM 信 
元 数 是 | 30 000 000/424 |=70 754。 .， | 


以 工人 代表 实数 的 表 1-19 给 出 了 座 函 数 和 项 函数 的 硅 干 简单 但 重要 的 性 夺 。 由 于 这 两 个 
函数 在 离散 数学 中 出 更 得 十 分 频繁 ， 看 一 看 表 中 的 恒等式 是 有 痰 的 。 表 中 的 每 条 性 质 都 可 以 
用 底 函 数 和 项 辫 数 的 定义 来 建立 。 性质 (1a)，(1b}，(1lc》 和 各 (1d) 可 以 直接 由 定义 得 出 。 
例如 ， {1a) 说 的 是 Lx 1]= n 当 且 仅 当 二 小 于 或 等 于 了 而 n+1 大 于 xx。 这 以 恰 就 是 nn 为 不 超 
过 z 的 最 太 整 数 的 含 闵 ， 也 就 是 | x |= nn 的 定义 。 福 质 (1b)，(1c) 和 (1d) 可 以 类 似 地 建 
这 起 来 。 

我 们 来 证 明 (4a) 是 成 立 的 。 为 此 ,很 定 |x j= n ,其 中 为 整数 ,由 {1a) 崎 nn 安 工 
所 六 十 1。 在 这 一 不 等 式 中 加 上 吉 r 得 n+ 区 人 守 XxX+m 达 n+ m 十 1。 再 次 利用 (1a)， 可 知 | 工 
tmj =n+ mm 二 Lr」 +m， 这 正 是 我 们 要 证 明 的 。 其 他 性 质 的 证 明 推 运 到 练习 中 去 做 。 

有 几 类 晃 数 是 本 课本 一 直 村 用 到 的 ,其 中 包括 多 项 式 ， 对 数 和 指数 明 数 。 闪 录 1 给 出 了 
课本 中 沉 要 的 这 些 函 数 之 性 夺 的 简 刘 回顾 。 李 书 中 用 记号 logx 表示 以 2 为 基 的 对 数 ， 因 
为 2 蚌 我 们 将 经 常 使 用 的 对 数 基数 。 我 们 用 logs x 表示 以 6 为 基 的 对 数 ， 其 中 5 是 大 于 1 的 
任意 实数 。 

表 1.19 项 画 数 和 底 函 数 的 有 用 性 质 


{lal 1 工 ]= 六 当量 羽 当 ”过 = 过 n+l 其中， 为 整数 
(1b) [zl=a 雪 昌 仅 当 m-1< 近 ,其 中 二 为 整数 
Clr}y [rj|= nn 当量 可 当 r .1<n 芝 rr 其 中 中 为 尾数 
tld} ri= 当 且 仅 当 -c 过 <z+1l, 其 中 站 为 整数 


ll 


| 


(3a) [一 = 一] 
tc3b} 了 一 了 1= -zj 


tida} | 十 本 = + 训 , 志 为 整数 
(4b7 Tri1=Tz dmyn 为 整数 


练习 
1. 为 秆 么 下 列 几 问 中 的 fF 不 是 从 RR 到 RR 的 孙 数 ? 
a) Fir)=1/x b? flzx)= x 


ec) Fx)= tv (x +1) 
2, 判断 下 面 定 义 的 几 个 了 是 不 是 从 ZZ 到 RR 的 隔 数 。 
ah fln)= tn b) f(n)= (n211) 
ce} fl(n)=1/A(n*:—4) 
3. 判断 了 是 各 为 从 所 有 位 串 的 集合 到 整 赦 集 合 的 图 数 : 
a) fF(S) 是 S 中 某 个 0 字 位 的 位 置 。 
b) AS) 是 3 中 1 字 位 的 个 数 . 
c) f(S) 是 最 小 整数 i 使 $ 中 的 第 i 字 位 为 1， 当 S 是 不 含 字 位 的 空 串 时 FSy=0。 


J 一 
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66 着 慢 沟 学 腕 状态 局 


. 求 王 列 函 数 的 定义 域 和 值 域 。 
a) 函数 在 每 个 非 负 整数 的 值 为 该 整数 的 最 后 一 个 数字 。 
b) 函数 在 每 个 正 整 数 的 值 是 比 它 小 的 最 大 整数 。 
c) 熙 数 在 每 个 位 串 的 值 是 串 中 1 字 位 的 个 数 。 
d) 国 数 在 每 个 位 串 的 值 是 串 的 字 位 数 。 
, 求 下 列 郴 数 的 定义 域 和 值 域 。 
a) 函数 在 每 个 位 串 的 值 是 串 中 1 字 位 个 数 与 0 字 位 个 数 之 差 。 
b) 函数 在 每 个 位 串 的 值 是 串 中 心 字 位 个 煞 的 两 倍 。 
c) 函数 在 每 个 位 串 的 值 是 把 串 分 成 字 节 (8 个 字 位 为 一 字 节 ) 时 不 够 一 个 字 节 的 学 位 数 。 
d) 函数 在 每 个 正 整 数 的 值 是 不 超过 此 整数 的 最 大 完全 平方 。 


中 


nn 


6. 求 下 列 各 值 : 

ayl 1.1| byf 1.11 

cL —0.1] d)[ —0.1| 

e)| 2.991] ff 三 一 2.99 

g)L12+E1Z2T hi[Ll12+t2il+l2 
7. 求 下 列 各 值 : 

al[3x4] b)| 7.8] 

c)| — 344| d)| 一 7 各 

e)[l3| f)| -1| 


g)L172 + T3721 hl 122:|572]] 
,判断 下 列 从 ja ,pc 人 到 它 自 身 的 国 数 是 否 一 对 一 。 
a) fta)}=b,f(b)=a,f(c)=e, fl(d)=d 
by fla)=6b, F606)=6, F(tc)=d, Fld}=e 
c) Fta)=a,f(b)})=6,f(c)=e, fl(d)= 4 
9. 练习 8 中 哪些 郴 数 是 映 上 的 ? 
10. 判断 下 列 艺 到 艺 的 函数 是 否 一 对 一 。 
a) f(tn)=n-—1 b)f(n}=n*+]l 
ce) Fln}=n’ 日 所 = 
11. 上 一 题 中 那些 困 数 是 映 上 的 ? 
12. 给 出 从 N 到 NN 的 旺 数 的 例子 ， 使 得 : 
a) 一 对 一 但 非 映 上 。 
b) 映 上 但 不 一 对 一 。 
c) 既 映 上 又 一 对 一 (但 不 同 于 异 等 明 数 )。 
d) 既 非 颈 上 叉 非 一 对 一 。 
13. 给 出 从 整数 集合 到 正 整数 集合 的 函数 的 明确 公式 ， 使 得 ， 
a) 一 对 一 但 非 申 上 。 
b) 映 上 和 但 非 一 对 一 。 
c)】 既 身上 又 一 对 一 。 
d) 婚 不 映 上 义 不 一 对 一 。 


De 


| 中 Cb bei | 
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14. 判断 下 列 各 消 数 是 否 从 RR 到 RR 的 双 射 。 
a) f(x)=—3r+4 by f(z)= -3r*+7 
ec) F(xr)= (r+1l}A(r +2) d) ft.r)=x*+1 
15. 淹 断 下 列 各 隔 数 是 否 从 RR 到 R 的 双 射 。 


a) f{x)}=27x+1 by ftz}=x*+1 

ce) f(zr)= x d) f(r}=(r +1)/(r*+2) 
16. 令 S=| 一 1,0,2,4,7|。 求 f(S)， 如果 

a} F(x)=!] by f(x)}=2x+1 


ec) Flx)=| x | d) f(x)=|L(xr*+1)/3)| 
17. 令 f(r)=|z*/31。 求 fA(S}， 如 果 

a) S=|—2,—1,0,1,2,3| b) S$=10,1,2,3,4,5| 

c) S=11,5,7,11| d) S=12,6,10,14| 
]8. 令 f(z)=2x 。 什 么 是 

a) FD)? by FCN)? c) F(R)? 

19. 假定 g 是 从 A 到 B 的 函数 ，f 是 从 B 到 C 的 隙 数 ， 
a) 证 明 如 果 了 和 Fe 均 为 一 对 一 函数 ,那么 frg 也 是 。 
b) 证 明 如 果 ff 和 gg 均 为 到 上 映 上 了 蜂 数 ， 那么 f*g 也 是 。 

20. 如 果 了 和 fg 都 是 一 对 一 的 ,能 否 得 出 结论 g 也 是 一 对 一 的 ? 说 明理 由 。 

"21. 如 果 了 和 f°g 都 是 映 上 的 ， 能 否 得 出 结论 g ,也 是 映 土 的 ? 说 明理 由 。 

22. 已 知 fz)=-<c+l 和 gz)=z+2 都 是 从 R 到 玉 的 函数,， 求 f*g 和 g*ff。 

23. 对 上 题 中 的 函数 上 和 8 求 F+g 和 和 fg。 

4. 令 Ff(r)=ar+b,g(r)= cr+d ,其 中 a,b ,C9 为 带 数 。 哪 些 第 数 a,58,c ,a 能 使 f*g = 
| 

25, 求证 从 良 到 RR 的 函数 f(x)=azr+&b 是 可 道 的 ， 其 中 和 5 为 常数 且 a 关 0。 找 出 了 的 到 
卫 数 。 

26. 令 了 为 从 集合 A 到 集合 B 的 函数 , 令 S 和 代为 A 的 子 集 , 求证 
a) fF(SUT)= fF(SIU AI) 
b) FCSNMN TYE FCSIMN F(T) 

27, 给 出 一 个 例子 说 明 上 题 b) 中 可 能 是 真子 集 。 

令 了 为 从 集合 4 到 集合 B 的 函数 ，S 为 B 的 子 集 。S 的 逆 像 定义 为 A 的 子 集 ， 该 子 集 
包含 S 的 所 有 元 素 的 原 像 。 我 们 用 f-'(S) 表 示 S 的 逆 像 ， 于 是 1 '(S}=la€EAlf(a)€ 
S|。 

28. 令 为 从 R 到 R 的 函数 (x)=x*。 求 

a) £7-1(111) b) Fitzl0<x<1ih) 

cy f {trlzr>41) 

29. 令 g(x) 二 |xj。 求 
a) g {10}) bjg (| -1,0,1|) 
cy g (lzrl0< ri) 
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30. 令 了 为 从 和 到 五 的 函数 , 令 S 和 了 为 召 的 子 集 ， 求 证 
al) fF (SUT)Y=F (UF 了) 
Pb fF SN TY)=F (SNF (7T) 

31. 令 子 为 从 4 到 B 的 函数 ，S 为 B 的 子 集 。 求 证 1-!(S)= 了 -1(S)。 

32. 证 明 | x +1Z2」 是 最 接近 x 的 整数 ,除非 x 怡 为 两 个 ( 相 邹 ) 整数 的 中 间 数 ， 此 时 它 为 
这 两 个 整数 中 较 大 的 一 个 。 

33 . 证 明 | x - 1 有 2 | 是 最 接近 x 的 整数 ， 除 非 x 局 为 两 个 【 相 郭 ) 整数 的 中 间 数 ， 此 时 ， 它 
为 这 两 个 整数 中 较 大 的 一 个 。 

34. 证 明 对 实数 上， 当 = 不 是 整数 时 [x 1 一 | x]=1 ， 而 在 x 为 整数 时 | 1 一 [x]=0。 

35. 证 明 对 实数 x，x -1<Lz| 夺 z 和 XY 和 [|x|<r+1。 

36. 各 yz 为 实数 ，zm 为 整数 ， 求 证 | z+ | |x|+ zm。 

37. 阁 工 为 实数 ，z 为 整数 ， 求 证 

| a) nn 当 且 公 当 [x < 之。 

by nr<zr 当 且 仅 妆 m 过 | zr 1。 

38. 音 XY 为 实数 ，xz 为 整数 ， 求 证 
a) 7 和 吕 当 上 且 忆 妆 | | 过 m 
b) zs 当 且 公 当 nn 筷 L .rj]。 

39, 大 为 实数 ， 求证 [2x | =Lzj +Lrz+l2ljs 

40. 证 明 若 z 为 实数 ， 则 [| 一 +]= -Tx1,[ 一 x1= 一 | xj。 

41. 有 些 计算 髓 上 有 个 INT 函数 ， 当 x 为 非 贷 实数 时 INT(x)=[Lzj」]， 当 x 为 人 负 实 数 时 INT(x》 
=[ x 1。 求证 这 一 泵 数 INT 满足 等 式 INT( 一 +)= 一 INT(xz)。 

42. 令 a 和 5 为 实数 ， 且 a <5。 用 底 国 数 及 /或 硕 畏 数 表示 使 a 志 n 志 5 的 整数 5 的 数目 。 

43. 令 a 和 5 的 实数 ， 且 a <5， 用 底 孙 数 及 /或 硕 函 数 表示 使 4 < 之 n < 的 整数 的 数目 。 

44. 含 # 个 字 位 的 数据 需要 用 几 个 宇 节 来 编码 ”其 中 是 


a) 4 b) 10 cj 500 qd) 3000 
45. 会 n 个 字 位 的 数据 需要 用 几 个 字 节 编码 ? 其 中 了 甘 为 
a) 7 b) 17 c) 1001 d 28800 


46. 用 下 面 给 出 的 传输 率 的 连接 在 10 种 钟 内 能 传输 多少 ATM 信 元 (参看 例 23)? 
a) 每 秒 128 于 字 位 。 
b) 每 秒 300 千 字 位。 
c) 每 秘 兆 字 位 ，。 
47. 数据 在 革 以 赤 网 上 以 1500 个 入 位 宇 节 为 信息 块 传输 。 下 面 的 数据 量 在 这 个 以 太 网 上 各 
需要 多 少 个 信息 块 传 输 (注意 字 节 就 是 8 位 宇 节 )? 
a) 150 千 字 节 的 数据 。 
b) 384 千 字 节 的 数据 。 
cj 1.544 兆 宇 广 的 数据 。 
d) 45.3 兆 字 市 的 数据 。 
48, 画 出 从 工 到 工 的 函数 Faz)=1-n 的 图 像 。 
49. 画 出 从 R 到 R 的 函数 F(z)=|2xz 的 图 像 。 


| 
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50. 莲 出 从 R 到 RR 的 邱 数 六 x)=Lz 避 2 的 图 像 。 

51. 画 出 从 及 到 及 的 画 数 Az)=Lzrj+Lzij 的 图 德 。 
52. 西 出 从 及 到 民 的 画 数 Fzy=Tzl+Lzxzj 的 图 像 。 
53. 画 出 下 列 各 丽 数 的 图 像 : 


al rz 一 [Lzr+172 byf(x)=[2x+1] 
c}f(tx)=[ zr 3| d) F(x)=|1/x | 
ee 和 六 =L2zzr72 


gj FFz)=L zz 一 12i+1lx2j 
s4. 画 出 王 列 各 函数 的 图 像 : 


alrfzr) 一 |37z 一 2| b Frz)7=T0.2z | 
c)f(tx)=E -1/ zj d) ftr)= Lx’] 
ej f(r}=|x/21| xr/2| f(r)=| zr 21+|z/2| 


g)f(trx)=[2Tx/21+172| 

55, 求 f(z)= 二 x +li 的 反 国 数 。 

56. 假定 f 是 从 YY 到 2Z 的 可 道 鸭 数 ，g 是 从 买 到 Y 的 可 道上 耶 数 。 证 明 函 数组 全 f*g 的 反 轨 
数 {frg) '=g iof 

57. 令 S 为 全 集 U 的 子 集 。S 的 特征 台数 fs 是 从 U 到 集合 10, 11 的 冰 数 ， 使 得 大 z 属于 
S 则 ftx)=1,， 车 二 不 属于 S， 则 fotx)=0。 令 六 ，B 为 集合 。 求 证 
a) fanB(x)= falx)" falx) 
b) faynt(i)}= Fantr)+ ftr)— falrx)* fa(x) 
c) Fax(xr)=1- ftr) 
d) Fama xi alr)+ fa(r) ~ 2Fa (zr) fulz) 

58. 假定 了 是 从 4 到 B 的 函数 ，A 和 8B 为 有 限 集 ， 和 且 |A1= 1B81。 证 明了 是 一 对 一 的 当 和 且 仅 
当 它 是 瞎 上 的 。 


用 来 计算 函数 值 的 程序 也 许 不 能 给 出 该 函数 在 其 所 有 元 素 上 的 正确 什 。 例 如 程 厅 证 能 因 
无 限 循环 或 内 存 溢 出 而 不 能 给 出 某 个 正确 值 。 为 研究 这 种 情况 ,我 们 用 到 部 分 函数 的 概念 。 
从 集合 A 到 集合 B 的 部 分 函数 了 是 为 A 的 一 个 子 集 的 每 个 元 素 指定 互 中 唯一 值 的 指派 。44 
的 这 个 子 集 称 为 了 的 定义 区 域 。 集 合 A 和 B 分 别称 为 了 的 定义 域 和 伴 域 。 我 们 说 在 A 中 
不 属于 定义 区 域 的 元 素 上 末 定 义 。 我 们 用 f: A 一 B8 表示 是 从 A 到 B 的 部 分 函数 (这 个 符 
导 与 表示 函数 的 符号 一 样 。 符 号 的 上 下 文 将 决定 究竟 是 部 分 函数 还 是 全 旺 数 )。 当 f 的 定 
义 区 域 等 于 A 时 ， 就 说 了 是 全 函数 。 
59. 对 下 列 各 个 部 分 函数 求 它 的 定义 域 、 伴 域 、 定 义 区 域 及 其 未 定义 的 值 的 集合 。 男 外 判断 

它 是 否 为 全 畏 数 。 

a) FER, fF(n)=1n 

b) 了 :7 > 了 Fn 一 | 

oo) FZXI>O, fT m,n) = mn 

d) F:ZX FT, mn) = mn 

e) FZ ITT, fm,n)=m-n, 如 果 m>n 
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60. a) 证 明 从 A 到 B 的 部 分 酒 数 请 可 以 看 成 从 A 到 B U1ul 的 孙 数 f” ， 其 距 不 是 8 的 
元 素 ， 且 
Fe (ay 二 fta), 否 4 属于 Ff 的 定义 区 域 
| 8 ， 若 三 王 4a 未 定义 
b) 使 用 a) 中 的 构造 法 ， 找 出 练习 4 中 各 部 分 困 数 对 应 的 广 。 


1.7 序列 与 求 和 


1.7.1 引 育 


序列 用 于 表示 元 素 的 有 序 表 。 离 散 数 学 中 以 许多 方式 使 用 序列 。 我 们 在 第 5 章 将 会 看 到 
序列 用 于 表示 某 些 计数 问题 的 解 。 在 计算 机 科学 中 序列 也 蚌 一 种 重要 的 数据 结构 。 本 节 回 顾 
-一 下 晓 数 的 概念 ， 并 介绍 用 于 表示 序列 和 序列 各 项 之 和 的 符号 。 

若 无 限 集 人 台中 的 元 素 可 以 列 成 表 ， 就 说 该 集合 是 可 数 的 。 我 们 将 以 对 可 数 和 不 可 数 集合 
的 讨论 结束 本 节 。 


1.7.2 序列 


序列 是 用 于 表示 有 序 表 的 离散 结构 。 


定义 1 序列 是 从 整数 集合 的 一 个 子 集 (通常 是 10,1,2,…| 或 11,2,3,…1 到 某 个 集 
合 S 的 函数 。 我 们 用 a, 表示 整数 的 像 ， 并 称 a, 为 该 序列 的 一 个 项 。 

我 们 用 符号 ia,| 表示 序列 。( 注 意 ，a， 表示 序列 1a, | 的 一 个 单项 。 还 要 注意 ， 序 列 
符号 ta,| 与 集合 符号 是 一 样 的 。 不 过 在 使 用 这 同一 符号 时 ， 上 下 文 会 使 它 表示 序列 还 是 
表示 集合 一 目 了 然 。) 

我 们 按 下 标 增加 的 次 序列 出 序列 中 各 项 ,以 此 来 描述 序列 。 


例 1 考虑 序列 |a,|， 其 中 
a Ln 
从 ai 开始 ， 这 一 序列 各 项 所 成 的 表 ， 即 


这 Ts HT Hs Hd + 


开头 几 项 是 
1 上 1 
] ， 2 3? di 机 图 
例 2 考虑 序 别 | 其 中 5 二 (一 1)"。 这 一 序列 的 各 项 的 表 po, Ol, ha, Di, 的 
开水 几 项 是 
| Ne a I 国 
例 3 考虑 序列 c ==5*。 此 序列 各 项 的 表 co，ciy，c2，c3，54，Cs， "的 开头 几 项 是 
1,5,25,125,025,3]25,-.: 加 
计算 机 科学 中 常用 的 序列 形式 是 
Hl 他 23 sy dn 


pi my fr 一 中 天 
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这 种 有 限 的 序列 也 称 为 串 。 这 个 串 也 写成 ala2… a (回忆 位 串 ， 是 字 位 的 有 限 序 列 ， 在 
1.1 市 引入。 四 5 的 长 度 是 串 中 项 的 个 数 。 空 串 是 不 合 任 何 项 的 囊 ， 空 囊 长 度 为 0。 


例 4 abcd 是 长 度 为 4 的 一 个 溃 。 区 


1.7.3 特殊 的 整数 序列 


离散 数学 中 一 个 共同 的 间 题 是 找 出 构造 序列 项 的 公式 成 通用 规则 。 有 时 已 知 解 题 序 列 的 
几 个 项 ， 目 标 是 找 出 整个 序列 。 尽 管 序列 的 开头 几 项 并 不 能 决定 整个 序列 【其实 初 始 几 项 相 
同 的 丰 同 序列 有 无 穷 案 个 ) ， 枉 知道 头 几 项 可 以 帮助 你 做 出 对 整个 序列 的 合理 猜测 。 一 旦 有 
了 猜测 ， 即 可 尝试 证 明 你 找 出 了 正确 的 序列 。 

在 党 坏 从 几 个 初始 项 推导 项 的 可 能 公式 或 规则 时 ， 试 试 提出 这 几 个 项 的 模式 。 也 许可 以 
看 出 能 香 乒 到 从 前 面 的 那些 项 产生 紧 贿 其 后 的 项 的 办 法 。 可 以 间 许 多 问题 ， 其 中 较 有 用 的 一 
些 是 : 
是 否 有 同一 个 值 的 反复 出 现 ? 
* 能 香 在 前 项 上 可 一 常量 ,或 加 一 与 项 在 序列 中 在 置 有 关 的 量 ， 就 得 到 后 项 ? 
”能 否 将 月 项 乘 以 某 个 特定 的 最 得 出 后 项 ? 
“能 查 以 某 种 方式 组 合 前 面 的 项 以 得 到 新 项 ? 

下 面 的 见 个 例子 解释 了 和 旦 样 解决 这 一 类 问题 。 

例 5 如 果 序 列 的 头 10 个 项 是 1，2，2，3， 3，3,， 4，4， 4，4， 求 产生 序列 项 的 规则 。 

解 注意 ,整数 1 出 现 1 次 ,整数 ?2 出现 2 次 ,整数 3 出 现 3 次 ， 而 整数 4 出 现 4 次 。 
产生 这 一 序列 的 一 条 合理 规则 是 整数 x 人 怡 出 现 n 次 。 子 是 序列 下 面 5 项 会 全 是 5， 再 后 面 的 
6 项 全 是 6， 等 等 。 以 这 种 方式 产生 的 序列 是 一 个 可 能 的 解 序列 。 画 

例 & 如 果 序 列 的 头 10 项 是 5,11,17,23,29,35,41,47,53,59, 产 竺 序列 项 的 规则 是 村 
么 ” 

解 ” 注 意 这 头 10 项 的 每 一 项 ， 降 第 一 项 外 都 是 在 第 一 项 上 可 6 得 到 的 (注意 到 相 邻 两 
项 的 差 是 6 即 可 看 出 这 一 点 )。 于 是 第 4 项 可 以 5 开始 ， 再 加 上 42a -1) 次 6 得 到 ， 也 就 是 
说 ， 第 nn 项 是 5+6(n 一 1)=6n 一 1 。 国 

例 和 6 的 解 序列 是 算术 序列 ， 即 形 为 aa+z .ar+28，a+3 at 过 ，… 的 序 
列 。 解 序列 中 a=5, a =6。 

求解 产生 序列 项 的 规则 的 男 一 有 用 技术 是 将 问题 中 的 序列 项 与 熟 秃 的 茶 个 整数 序列 的 项 
比较 ， 例 如 算术 序列 的 项 ， 几 何 序 询 { 见 例 12) 的 项 ， 完 全 平方 ， 完 全 立方 ， 等 等 。 表 1-20 
列 出 了 也 许 是 你 希望 记 住 的 某 些 序列 的 头 10 项 。 

例 7 如果 序 列 |a, | 的 前 10 项 为 1,7,25,79,241,727,2185,6559,19581 ,59047 。 猜 一 猪 
HE 的 一 个 简单 公式 。 

解 ” 要 解决 这 一 问题 ， 先 看 看 相 分 项 的 差 ， 但 找 不 出 模式 。 在 计算 相 邻 项 的 比 ， 看 看 每 
个 项 是 否 为 前 项 的 和合 数 时 ,发现 这 个 出 尽管 不 是 常数 ， 却 接近 3。 了 于 是 有 理由 怀疑 这 一 序列 
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表 1-20 若干 有 用 的 序列 


nr [, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, I00, 
4 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, $512, 729, 1000, …: 


nn 1l, lS, S881], 23535, 25,. 12905, 2401,， 4095 .8551 ， 10008,， 
了 3, 4d, SB, 16,. 32, 64, 128, 25656, $512, 1024, … 
本 3 0, 27,. Bl, 243. T2909, 2Z187. S356, 19683 ,590049 ， 


n! l, 2, 6 24, 120, 720, S040, #0320, 362880) 30628B00, 和 …" 


的 项 由 含 3 的 公式 产生 。 将 这 一 序列 的 项 与 序列 13"i 的 对 应 项 比较 ,注意 到 第 ”项 与 3 
的 寡 的 对 应 项 少 2。 由 于 对 1 入 nn 之 10，a, =32:-2， 我 们 猜 这 一 公式 对 所 有 + 成 立 。 加 


本 书 太 量 离散 数学 内 容 中 都 出 现 整 数 序 列 。 我 们 将 会 见 到 的 序列 包 括 素 数 序列 (第 2 
章 )， 为 = 个 离散 对 象 排序 的 不 同 排序 数 〈 第 4 章 )， 有 名 的 ?个 玲子 的 汉 诺 塔 难题 求解 需 
和 要 的 移动 步 数 (第 5 人 章 )，n 个 月 之 后 岛 上 兔子 的 内 数 (第 5 章 )， 以 及 为 n 个 数 排序 需要 
进行 的 比较 大 小 次 数 {第 8 章 )。 

种 除 离散 数学 外 ， 整数 序列 还 惊人 的 出 现在 大 量 学 科 中 ， 包括 生 物 ， 物理 ， 工程， 化 学 

和 智力 游戏 。 在 过 去 20 年 中 数学 家 Neil Sloanes 已 经 构造 了 8000 多 种 不 同 的 二 化 八 
门 的 整数 序列 ， 他 还 与 Simon Plouffe 合作 出 版 了 《整数 序列 百科 全 书 } 《 [SIP195])。 网 站 
上 有 个 这 种 序列 的 扩展 表 供 查阅 ， 新 的 序 刻 还 会 定期 添加 进去 。 网 上 还 有 一 个 程序 供 你 从 你 
提供 的 初始 项 从 该 百科 全 书 中 查找 与 之 匹配 的 序列 。 


1.7.4 求 和 
下面 引信 求 和 符号。 从 用 于 表达 求 序列 ie 的 项 


dps Hmtir 7 fn 


之 和 的 符号 开始 。 我 们 用 符号 


> a 

1—an 
本 斯 并 (Nel Sloane, 生 于 1939 年 ) 斯 关 依 昔 洁 大利 亚 国家 电话 公司 的 助学金 在 加 尔 本 大 学 学 习 数 学 和 电气 工 

”和 程 。 他 掌握 了 与 电话 有 关 的 许多 工作 技能 ， 如 在 夏天 打工 时 树 电话 杆 。 毕 业 后 他 设计 了 证 大 利 亚 成 本 最 低 的 电话 

了 网。1362 年 他 来 到 美国 ， 在 康 奈 尔 天 学 学 妆 电 气 工 程 。 他 的 博士 论文 内 容 就 是 现存 上 所 说 的 圳 经 网 络 。19692 年 他 接受 了 了 
Bell 实验 室 的 工作 ,在 许多 后 域 干 过 ， 包 括 网 络 设计 ， 编 码 理 论 ， 以 及 球体 打包 。 节 现在 在 AT 长 工 实验 宁 工 作 ， 是 1996 
年 AT 吕 了 从 Baell 实验 室 分 型 出 来 时 转 到 嘟 里 的 。 他 最 襄 欢 的 问题 之 一 是 禄 啤 问 题 (他 创造 的 名 字 )， 该 问题 问 的 是 在 x 
维 空 间 包 少 个 经 球体 可 以 组 织 在 - -起 使 它们 全 能 与 中 央 同 样 夫 小 的 一 个 维 球 体 接 机? 【2 维 空 间 答 案 是 6， 因为 个 
一 分 硬币 可 以 摆 成 -.' 圈 旦 全 都 厂 到 中 央 的 一 分 硬币 。 在 3 维 宝 问答 案 是 2，12 个 台球 可 以 前 在 一 蝇 并 避 全 帮 接 般 中 央 的 
- -个 台球 。 下 个 互相 接 般 的 台球 称 为 “接吻 "， 于 基 就 有 了 接吻 问题 和 接 咯 次 数 等 术语- 斯 妆 与 Andrew 0dlyzko 证 明了 
对 8 维和 种 24 维 而 言 ， 最 优 的 接 哆 次数 分 别 是 240 和 196560。1，2，3. 8 和 24 维 的 接吻 次 数 是 已 扼 的 ， 伯 其 他 维 述 是 林 
算数 。 斯 项 的 著作 中 包括 与 John Conway 痛 写 的 Sphere Packing ， Lattices ana Gronps# (球体 打包 . 梧 和 群 ) 第 34 版 ; 
Tessie Nac Williams 舍 写 的 The Theogry of 上 Fror 一 Dorrecting Cogesy【 记 错 码 理论 1 本 Sunon Plouife 合 二 的 Thr En- 
copedian of fnreger Sequences? {再 数 序列 百科 全 书 )， 以 及 与 Paul Nick 合 写 的 《The Rock Climbing Cuide to Nerw Jersry 
Crags》 {新 泽 西 州 矿 质 泥 上 厌 岩 人 区 内 指 南 }。 最 后 一 本 书 表现 了 他 对 列 岩 的 兴趣 : 在 新 泽 西 州 有 50 才 个 列 宕 场地 。 


-- "pg i 
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表示 an + am+1t+ "+a,， 其 中 变量 j 称 为 求 和 下 标 ， 而 选用 字母 ; 作为 变量 名 是 随意 的 ; 
换言之 ， 我 们 可 以 用 任何 其 他 人 字母， 如 i 或 &。 或 用 符号 表示 : 


>»a, = Ya,= Ya 
这 里 ， 求 和 和 下 标 从 它 的 下 界 开始 到 上 界 半 终止 ， 取 遍 其 间 所 有 整数 值 。 大 写 的 希腊 字母 
怀表 示 求 和 。 我 们 举 几 个 求 和 符号 的 例子 。 
例 8 表示 序列 1a,| 前 100 项 的 和 ,其 中 a ,=1/x, n=1, 2, 3, 
解 ” 求 和 的 下 界 是 1， 上 界 是 100。 于 是 这 一 各 可 写 为 


2 加 


1=1 


例 9 pa 的 人 得 是 杆 么 ? 

解 j= tat3 + +1t4190+16+25=55 图 

例 10 2?_,( - 1)* 的 值 是 什么 ? 

解 (D:D tt) + 1) 

=1+(t—-1)+1+(t-1;+1=1 图 

有 时 需要 对 求 和 符号 中 的 下 标 作 移 位 。 把 两 个 求 和 符号 相 加 而 下 标 又 不 匹配 时 往往 这 样 
做 。 对 下 标 移 位 时 ， 必 须 对 相应 的 加 数 做 适当 的 变动 。 下 面 的 例子 解释 了 这 一 所。 

例 11 假定 已 有 用 求 和 符号 写 的 和 
但 想 要 让 下 标 从 0 到 4， 而 不 是 从 1 到 5。 为 此 令 &=j- 1。 这 个 新 的 求 和 下 标 是 从 0 到 14 
的 ， 而 项 产 变 成 了 { 足 +1)*。 因 此 

> Sa - 1) 


很 容易 核实 两 者 都 是 1+4+98+16+25 一 55。 加 
例 12 几何 序列 是 形 如 


了 
焊 ， 巡 站 > QQ ， 这 六 “art 


的 序列 ， 其 中 初始 项 a 和 公 比 + 均 为 实数 。 对 几何 序列 项 求 和 是 常见 的 ， 这 种 求 和 称 为 几何 
级 数 。 我 们 将 求 出 几何 序列 前 4 +1 项 的 和 S 的 公式 ， 其 中 初 项 为 a。， 非 零 公 比 为 +， 即 求 


$= Yar 


上 二 由 


要 计算 S， 首 先 在 等 式 两 边 靳 以 >， 然后 把 得 到 的 纺 果 做 如 下 处 理 ， 
rs 二 rar 


3 
J 三 以 


ri eR 
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= Sant Cr!'1 -a)( 此 等 式 由 求 和 下 标 移 位 =j +1 得 到 ) 
=S+(ar -a) 
从 这 些 等 式 知 
rS=S+(ar!!— a) 
求 S 可 得 : 部 r 关 1 


了 | 


,er” -a 
r~ 一 
若 *=1， 显然 5S 等 于 (n+ ljao 国 
例 13 在 许多 情况 下 都 要 双重 求 和 【例如 分 析 计 算 机 程序 中 的 艇 依循 环 )。 双 重 求 和 的 
例 - 了 是 
> 


= 六 6 
_6+ 12+ 18+24—60 
可 以 用 求 和 符 导 把 函数 的 所 有 值 加 起 来 ， 也 就 是 对 下 标 集 全 的 项 求 和 ， 其 中 求 和 了 标 取 
集合 的 所 有 值 。 我 们 可 以 三 下 
EF) 
以 表示 函数 什 1(s) 对 S 中 所 有 元 素 ; 求 和 。 国 
例 14 ,ec :0.3.413 的 值 基 什么 ? 
解 ”因为 ,cy4s 表示 对 集合 10,2,4 | 中 所 有 元 寻求 s 的 值 的 和 ， 所 以 得 到 


,0+2+4=6 轩 
其 些 和 在 离散 数学 中 反复 出 现 。 掌 握 这 些 和 的 求 和 公式 是 有 用 的 。 表 1-21 提供 了 几 个 
常 出 现 的 求 和 公式 。 


在 例 12 中 已 经 推导 了 该 表 中 的 第 一 个 公式 。 其 余 的 三 个 公式 给 出 的 是 前 n 个 正 整 数 的 
和 ， 它 们 的 平方 的 和 以 及 它们 的 立方 的 和 。 这 三 个 公式 可 以 用 许多 方式 推导 出 来 《例如 参见 
本 匠 未 的 练习 21 和 22)。 还 要 注意 ,一 旦 知道 了 公式 ， 就 可 以 用 数学 归纳 法 很 容易 地 证 明 
它 。 数 学 归纳 法 是 3.2 市 的 内 容 。 

例 15 说 明了 表 1-21 中 的 公式 是 很 有 用 的 。 


例 15 求 光 ik*。 
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表 1-31 几 个 有 用 的 求 和 公式 


求 和 公 成 { 闭 卢 式 ) 
pt 开关 ee | 
二 由 六 1 

Sm mint1) 

-1 

这 {n+ lt2n+t+1) 
a ] 二 2 0 
= 了 +] 和 2 
yr Ei a ) 


解 首先 注意 半 避 | 上 一 全) 于 是 


ey A 
不 一] 


= Sf) 


使 用 表 1-21 中 的 公式 P18 = 二 n(n+1)(t2n 二 1)A6 ， 得 


2 上 


I 2 = 100°101°201 - - 人 2 = 338350 - 40425 = 297925 
岂 一 与 由 


1.7,5 基数 【选读 ) 

在 1.4 节 已 经 定义 了 有 限 集合 的 基数 ， 这 就 是 该 集合 中 元 率 的 个 数 。 用 下 面 移 定义 可 以 
把 基数 的 概念 扩展 到 所 有 人 集合， 无论 是 有 限 还 是 无 限 集合 。 

定 光 2 集合 A 和 集 已 有 同样 的 基 载 当 上 且 仅 当 存 在 从 和 至 的 一 一 对 应 关系 。 


要 着 清 这 一 -定义 与 前 面 将 有 限 集合 的 基数 定义 为 该 集合 所 含 元 率 个 数 是 一 致 的 ， 请 注意 
在 两 个 会 n 个 元 素 的 有 限 集 合 中 存在 一 一 对 应 关系 ,这 里 n 是 非 贷 整数 ， 
现在 我 们 把 无 限 集合 分 成 两 组 ,一 组 是 与 自然 数 集 侣 有 相 问 基数 的 ， 为-- 组 基数 不 回 。 


定义 3 有 限 集合 或 与 自然 数 集合 基数 相同 的 集合 都 称 为 可 数 的 。 不 是 可 数 的 集合 称 为 
不 可 数 的 。 


我 们 举 几 个 可 数 与 不 可 数 集合 的 例子 。 
例 16 求证 奇 正 整数 集合 是 可 数 集合 。 
解 ” 为 证 明 奇 正 整数 集合 是 可 数 的 ,我 们 来 建立 这 一 集合 本 自然 数 集合 之 间 的 - -对 -对 
应 关系 。 考 虑 从 自然 数 集合 N 到 奇 正 整数 集合 的 函数 
flin)=2n—1 


我 们 证 明 这 是 个 双向 一 对 一 的 歧 上 晴 数 ， | 2 3 4 $6 7 8 9 
从 而 f 是 一 一 对 应 关系 。 要 证 明 上 是 一 对 一 | 
的 ， 护 定 Ff(n)= (mj) 于 是 2n 一 1 =2?x 一 J 


]， 所 以 w= mr; 要 证 明 f 是 映 上 的 , 侦 定 : 
旦 个 奇 正 整 数 。 于 是 * 比 某 个 偶数 2k 少 1， 其 图 1-18 在 六 和 奇 正 和 尾数 介 台 之 同 的 一 一 对 应 


中 到 是 个 自然 数 。 从 而 :=2k 一 1= A)。 图 1-18 中 面 员 了 这 个 -- 一 对 应 关系 。 国 
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下 Er 


无 限 集 人 台 是 可 数 的 当 且 仅 当 可 以 把 集合 中 的 元 素 列 成 序列 《以 自然数 为 下 标 }。 原因 十 
从 自然 数 集 合 到 集合 5 的 一 一 对 应 了 可 以 用 序列 sl ，az，…，ud，… 家 未 ， 其 中 oil= 乒 1 
am Ff2 ,a 二 了 (nn),…。 例如 ， 奇 整数 集合 可 以 列 成 aj，a2，…，aa，"…， 其 中 4, = 
2n—1, 
现在 看 一 个 不 可 数 集合 的 例子 . 
例 17 让 明 实 数 集合 是 不 可 数 集合 。 
解 ” 要 证 明 实 数 集合 是 不 可 数 的 ， 我们 假定 实数 集合 可 数 ， 并 由 此 推出 矛盾 。 厂 实数 集 
合 可 数 ， 那么 在 0 与 1 之 闻 的 所 有 实数 的 子 集 也 是 可 数 的 【因为 可 数 集 全 的 所 有 子 集 都 是 可 
数 的 ; 参看 本 节 林 练习 32}。 在 这 一 假设 之 下 , 0 和 1 工 之 间 的 实效 可 以 以 某 种 顺序 列 出 来 ， 
比如 说 ri ，rz，rs，…。 邻 这 些 实 数 的 十 进位 表示 为 
ri1=0.diudiadiad." 
r2=—0. dad22 dd 24 
ra=D.dadadiad3'” 
ra = dadadad a 


其 中 dj 二 10 1，2，3, 4，5，6，7，8，9|。({ 例 刘 ， 若 r1=0.23794102...， 就 有 di = 
2 ,dz 二 3，d13 二 7， 等 等 ,) 于 是 可 以 产生 一 个 新 的 实数 ， 其 十 进位 展开 是 + 一 
0.did2zda3d4... 其 中 十 进 数字 由 公式 


4， 大 9;, 基 4 
| 3 大 di 一 4 
决定 。 籁 为 一 个 例子 ,和 假定 r| =0.23794102… ，r; = 人 .44590138 … ，ry 三 人 .09118764… ， 
r,=0.8055$3900… ， 等 等 。 那么 7 =0.didzdads… =0.4544...， 其 中 中 =4 (因为 di 天 
4)，d2=5 (因为 dy=4)}，d3=4 (因为 d33 隆 4)}， ds=4 《因为 dy4 隆 4)， 等 等 。 

每 个 实数 都 有 了 唯一 的 十 进位 展开 {十 进位 展开 中 可 能 会 出 现 从 某 一 位 起 尾部 全 为 9， 我 
们 不 算 这 种 表示 )。 于 是 7 不 等 于 xr1，r3，-… 中 的 任何 一 个 ， 因 为 ， 对 每 个 i,，r 的 二 进展 
开 与 > 的 十 进展 开 在 小 数 点 后 的 第 i 位 不 同 。 

由 于 在 0 和 1 之 间 有 一 个 实数 不 在 列 出 的 序列 中 , 0 和 1 之 辣 所 有 实数 可 以 列 成 序列 的 
假定 必定 不 成 立 。 因 此 , 4 和 1 之 间 所 有 实数 不 能 列 成 序列 ，0 和 1 之 间 的 实数 集合 不 可 数 。 
任何 会 不 可 数 子 集 的 集合 都 是 不 可 数 的 (和 参 丰 本 节 末 的 练习 35$)。 所 以 实数 集合 是 不 可 
数 的 。 加 


练习 
1. 求 序列 |a,} 的 下 列 各 项 ， 其 中 a,=2-( 一 3)" +5"。 
Aa) a0 bei C) a d) as 
2. 序列 |a, 上 的 项 es 是 什么 ? 如 果 a, 为 
a) 2 1 by7 eol+( 人 -li dd)- (-2)" 
3, 什么 是 序列 la 上 的 项 eco,alyaz 和 aa? 其 中 a, 为 
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a) 2 十 ] b) (n+1)"*! cl n2] d}L nx/2 a2| 
4. 什么 是 序列 fa,i 的 项 ap ,ayas 和 a3? 其 中 性, 为 
a) {2)” bi3 ec7+47 和 2”+(-2)” 
5. 到 出 下 列 各 序 烈 的 前 10 项。 
a) 从 2 开始 的 序列 , 它 的 后 继 项 都 比 其 角 项 多 3。 
b) 序列 中 按 增 序列 出 各 个 正 整 数 ， 每 个 数 出 现 三 次 。 
c) 序列 中 按 增 序列 出 各 奇 正 整数 ， 每 个 数 出 现 两 次 。 
d) 第 x 项 为 xn! 一 2" 的 序列 。 
e) 从 3 开始 的 序列 ， 它 的 后 继 项 都 是 前 项 的 两 信 。 
{) 头 两 项 都 是 | 的 序列 ， 它 的 后 继 项 都 是 前 面 两 项 之 和 。 (这 是 著名 的 右 波 那 身 序列 ， 
我 们 将 在 后 文中 学 习 。) 
g)》 序列 的 第 n 项 是 数 的 二 进 制 位 展开 《在 2.3 节 中 定义 ) 的 字 位 数 。 
h) 序列 的 第 2 项 是 表示 下 标 xn 的 英文 字 中 包含 的 字母 个 数 。 
6, 列 出 下 列 各 序列 的 前 10 项 : 
a) 从 10 开 始 ， 以 后 各 项 都 是 从 前 一 项 减 去 3 所 得 的 序列 。 
b) 和 第， 项 为 其 基 个 正 整 数 之 和 的 序列 。 
c) 第 # 项 为 3" -27 的 序列 。 
d) 第 ”项 为 Lv zj 的 序列 。 
e) 头 两 项 为 1 和 2， 每 个 后 继 项 均 为 其 前 两 项 之 和 和 。 
1) 序列 的 第 ”项 为 二 进 制 展开 {在 2.3 节 定 尺 ) 中 有 个 宇 位 的 最 大 整数。 用 十 进 数 


写 管 案 。) 
g) 依 下 法 顺序 构造 各 项 得 的 序列 : 从 1 开始 ， 然 后 加 上 1， 然后 匀 以 1， 再 加 上 2， 再 乘 
以 2， 等 等 。 


h) 序列 的 第 n 项 是 最 大 整数 k， 使 kl 。 
7. 以 1,2,4 为 起 始 项 ， 找 出 至 少 三 个 不 同 的 序列 ， 它 们 的 项 均 可 用 简单 的 公式 或 规则 产生 。 
8. 以 3 .5,7 为 起 始 项 ， 找 出 至 少 二 个 不 同 的 序列 ， 它 们 的 项 均 可 用 简单 的 公式 或 规则 产生 。 
9. 对 下 面 的 每 烈 整 数 ， 纵 出 一 个 简单 的 公式 或 规则 ， 使 它 产生 的 整数 序列 的 再 就 从 纵 出 的 

这 列 整数 开始 。 

a) 1 0 1, 1 0; 0 ls Es 1 0, 和 

b) 1, 2, 2, 3, 4, 4, 5, 6, 6, 7, 8, 8,... 

cc) 1, 0, 2,0, 4, 0, 8, OO, 16, 0,... 

d) 3, 6, 12, 24, 48, S96, 192,... 

e) 15, 8, 1, “6, —13, -20, —27,... 

fy 3, 5, 8, 1l2, 17, 23, 30, 38, 47,... 

gg) 2, 16, 54, 128, 250, 432, 686,..,, 

hi 2, 3, 7, 25, 121, 121, S041, 40321,... 
10, 对 下 面 的 每 列 整数 ， 给 出 一 个 简单 的 公式 或 规则 ,使 它 产生 的 整数 序列 的 项 就 从 给 出 的 

这 列 整 数 开 始 。 

al 3, 6, 11, 18, 27, 38, S51, 66, 83, 102,.. 


和 
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b) 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, 35, 39, 43,..,. 
ec) I, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001, 1010, 1011,.. 
d) 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 5, 5, 5, 5, 5, 5, §,.,. 
e) 0, 2, 8, 26, 80, 242, 728, 2186, 6560, 19682,... 
f) 1, 3, 15, 105, 945, 10395, 135135, 2027025, 34459425,... 
g) 1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1,... 
h) 2, 4, 16, 256, 65536, 4294967296,... 
“11. 求证 ， 车 以 a, 表示 不 是 完全 平方 的 第 个 下 整数 ,那么 a,=n+'yn|1， 其 中 1x} 表 
示 最 接近 xz 的 整数 ， 
“42. 令 4, 表示 序列 1 ,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,6,6,6,6,6,6,.. .的 第 项， 这 一 序 
列 是 让 整数 羡 恰 出 现下 次 得 到 的 。 求 证 a =Lv2n +1/21。 
13. 求 下 列 各 和 的 值 。 


a) SE+1) bb) DS(-2) 


co) 33 d) D2 2) 
14. 令 S$S= 11,， 3, 5, 7;, 求 下 列 各 和 的 什 。 
a De 


cy lg) d) 2 1 
15. 求 下 列 各 几何 级 数 项 的 和 之 值 。 


| 8 
a) 2 3°2 b) >.2 

8 8 
SE py 


16. 求 下 列 各 和 之 值 。 
a) SAU+(-1Y) bb) SY-2) 
G0 
17. 计算 下 列 各 双重 和 。 
2) BIE) b) DY(2i+37) 


和 d) 六 六 本 
18. 计算 下 列 各 双重 和 。 
a) SH) 国电 六 (96+27) 
c) > > d) > 
19 求证 Sa (ae -aa ap， 其 中 ao，a1,...，a, 是 个 实数 序列 。 这 一 类 求 和 称 为 


先进 ， 
20, 利用 等 式 1ACkCE+1))==1/ 一 1A(kR+1) 太 练习 19 中 的 公式 计算 21A(k(h Ply 


ls 上 
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21. 从 &=1 到 有 = 呈 在 等 式 - (kk-1) =2k 一 1 两 边 求 和 和 ， 利 用 练习 19 的 公式 找 出 
a) 计算 21(2k 一 1) 的 公式 ( 头 = 个 奇 自然 数 之 和 )。 
b) 计算 之 FE 的 公式 。 

“22, 用 练习 19 给 出 的 技术 ， 及 练习 13 b) 的 结果 ， 找 出 计算 8? 的 公式 。 


23 . 求 21 了 00k (使 用 表 1-21)。 

24. 求 盖 29&- 《使 用 表 1-21)。 

25, 当 m 为 正 整 数 时 求 计 算 之 关 oLv 下 的 公式 。[ 提 示 : 利用 计算 > 号 的 公式 。] 
“26. 当 mm 为 正 整数 时 求 计算 避 PoLY3j 的 公式 。[ 提 示 ; 利用 计算 27-18? 的 公式 。] 


还 有 一 个 用 于 乘积 的 符号 。amw ，awm+l,…..，an 的 来 积 表示 为 


rH 
和 过 


了 二 mm 


27. 求 下 列 乘积 的 值 。 
a) 中; b) 1 : 
下 (-D 12 
阶 来 函数 在 正 整 数 n 的 值 ， 用 n1 表示 ， 是 从 1 到 ”的 所 有 正 整数 的 乘积 。 芝 外 规定 
01 三 1。 


28. 用 乘积 符号 表示 nn!，。 
29. 求 2 -o71。 
30. 求 II?_vj!1。 
31. 判断 下 列 各 集合 是 可 数 的 还 是 不 可 数 的 。 对 可 数 的 集合 ， 给 出 自然 数 集合 和 该 集合 之 间 
的 一 个 一 对 一 对 应 关系 。 
a) 负 整 数 。 
b) 偶 整 数 ， 
c 0 和 1 之 间 的 实数 。 
d) 是 7 了 的 倍数 的 整数 。 
"32. 判断 下 列 各 集合 是 否 可 数 ， 对 可 数 的 集合 ， 给 出 自然 数 集 合 和 该 集合 之 间 的 一 个 一 对 
一 对 应 。 
a) 不 能 被 3 整除 的 整数 。 
b) 能 被 5 整除 但 不 能 被 7 整除 的 整数 。 
c) 十 进 制 表示 中 只 含 数字 1 的 实数 。 
d) 十 进 制 表示 中 只 含 数字 1 或 9 的 实数 。 
33, 若 及 为 不 可 数 集合 而 B 是 可 数 的 ，A ~ B 必定 不 可 数 吗 ? 
34. 证 明 可 数 集合 的 子 集 也 是 可 数 的 。 
35. 证 明 若 点 是 不 可 数 的 集合 ,， 且 ACB,， 则 B 也 是 不 可 数 的 。 
36, 证 明 两 个 可 数 集 合 的 并 集 也 是 可 数 的 。 


Oo sea ma - 一 本 
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“37. 证 有 明 可 数 包 个 可 数 集合 的 并 集 也 是 可 数 的 。 

38. 能 写成 两 个 整数 之 商 的 实数 称 为 有 理 数 。 证明 0 和 【之 问 的 有 理 数 是 可 数 的 。 [提示 : 
按 p+ g 增加 的 顺序 州 出 这 一 集合 中 的 元 素 ， 其 中 p 和 #9 分 别 是 分 数 pAag 的 分 于 和 分 
母 ，pAg 不 可 约 办 。| 

"39. 正明 所 存 位 串 的 集合 是 可 数 的 。 

40. 证 明 一 次 方程 ax 二 br+c=0 的 解 组 成 的 实数 集合 是 可 数 的 ， 其 中 怪 sf 为 整数 。 

41. 证 明 用 特定 的 一 种 程序 语言 写 的 计算 机 程序 组 成 的 集合 是 可 数 的 。[ 提 示 ; 以 革 种 程序 
硬 主 写 的 计算 机 程 友 可 以 想像 成 由 有 限 字 母 集中 字母 组 成 的 符号 串 ,] 

42. 证 明 从 正 整数 集合 到 集合 10，1，2,， 3，4， 5, 6,，7，8, 9! 的 消 数 集合 是 不 可 数 的 。 
[提示 : 首先 找 一 个 0 到 1 之 间 的 实数 集合 到 这 些 函 数 的 一 个 于 集 的 一 对 一 -对 应 关系 。 
为 此 可 以 让 实数 0.de..，d,..， 对 应 函数 ff 使 f(x) = dn。j 

43, 如果 有 有 计算 机 程序 能 计算 函数 的 值 ， 就 说 这 一 函数 是 可 计算 的 。 利 用 练习 41 和 42 注 
明 存 在 不 可 计算 的 函数 ， 


1.8 郴 数 增长 


假定 一 个 计算 机 程序 重新 为 n 个 整数 的 列表 排序 ,使 之 依 增 序 排列 。 此 程序 实用 性 的 
“个 重要 因素 是 计算 机 要 化 多 长 时 间 才 能 完成 排序 。 分 析 的 结果 可 能 是 ， 为 n 个 整数 { 它 
们 都 小 于 某 个 指定 的 数 ) 的 列表 重新 排序 需要 的 时 间 小 于 (nn) 微 秘 ， 其 中 (#2) = 100nlogn 
+25x +9。 概 分析 此 程序 的 实用 性 ， 我 们 需 了解 当 n 增长 时 ， 这 一 函数 增长 得 儿 快 。 本 节 
回顾 茶 些 用 于 估计 函数 增长 的 重要 方法 。 我 们 将 介绍 最 通用 的 分 析 汉 数 增长 的 符号 ， 即 大 
0 符号， 我 们 将 用 这 一 符号 引出 震 干 关于 基数 增长 的 有 用 结论 。 


1 .8.2 大 符号 
常用 一 个 专门 的 符号 扒 述 函数 的 增长 。 下 面 的 定 交 给 出 这 一 符号 . 

定义 1 令 了 和 s&s 为 从 整数 集合 或 实数 集合 到 实数 集合 的 葬 数 ,我 们 说 FfCzr) 是 G0g 
(xr))， 如果 有 常数 忆 和 大， 使 得 只 要 x 六 上 ， 了 叉 有 


F(x) EClg(tr)| 
(Otg(z)) 读 作 zx) 是 大 Og (x)。) 

注意 ” 归 证 明 F(x) 是 O(g(x)), 我 们 只 需要 找 出 一 对 常数 已 和 上 襄 ， 使 得 只 要 工 >> 
上 就 有 | f(z)| 握 Clg(z)|。 不 过 ， 特 号 定义 雪 求 的 一 对 CC 和 上 不 会 是 唯一 和 的， 而 
且 有 只 要 有 一 对 这 样 的 数 存 在 ， 就 有 无 穷 乾 个 这 样 的 数 对 .要 在 则 这 一 点 ， 只 要 注意 
车 忆 ,此 是 这 样 的 一 对 ， 那 么 只 要 己 ， 上 率 满足 已 达 忆 ,直达 上 ,它们 就 也 是 一 对 ， 
因为 | 六 了 | sgtzrilsC gtz)| 对 所 有 满足 工 六 玉 > 下 的 了 成 立 。 

例 1 证 明 f{r)=x*+2x+1 是 O(x*)。 


解 因为 只 要 工 >1， 怠 有 
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QRx +2x+l 和 x +27x + x =x 
所 以 F(x) 是 O(x*)}。( 要 用 大 0 的 定义 ， 取 C=4, 中 =1。 这 里 不 必用 绝对 值 符号 ， 因 为 当 


z 为 正 数 时 ， 等 式 中 所 有 郴 数 都 是 正 的 。) 

男 一 办 法 是 注意 到 在 了 >2 时 ，27z 委 rz ， 于 是 如 果 了 >2， 我 们 有 

和 < 十 2 十 1 十 区 填补 一 3 Axi 1TzT2Y11 

( 令 C=3 太 有 =2， 肯 使 用 定义。) x 

请 注意 在 F(x) 是 O{x ) 这 一 关系 中 ，xz* 可 
以 被 函数 值 大 于 x* 的 任何 函数 取代 ， 例 如 上 
(z) 是 OUz Frz) 是 Dr +2r+7)， 等 等 。 
x* 是 Ofx* +2r+1) 也 成 立 。 因 为 具 要 站， 
TT 之 十 2x 十 1 就 成 立 。 

图 1-19 为 z+2z+1 是 中 (rr) 的 图 未。 国 


注意 在 例 | 中 有 两 个 蚂 数 ，f(x)}= x 十 24 


+1 种 g(x)=. ,使 得 f(z) 是 Ol(g(x)) 而 且 gg x +AXH1S ,A >] 
(xz) 是 O(fF(xz))。 后 一 事实 可 以 从 不 等 式 六 
xz*++2x+| 得 到 ， 其 中 xz 为 任何 非 负 实数 。 我 | 2 


们 把 满 趾 上 述 两 个 大 0 关系 的 歇 数 f(z) 和 gg 
( 工 ) 称 为 同 阶 的 。 (参看 ] .8.4 节 。) 


1-19 函数 +2r+l 是 口 (r2) 


注意 Fr) 是 O(g(x)) 的 事实 有 时 写作 f(x)= Ofg(xz)),。 不 过 这 一 写法 中 的 等 
号 并 不 代表 真正 的 相等 。 其 实 这 一 记号 说 的 是 ， 对 于 这 些 通 数 定 义 域 中 足够 大 的 数 
而 言 ， 坊 数 了 和 gg 的 值 之 疗 有 个 不 等 式 成 立 。 


太 口 符号 已 经 在 数学 中 使 用 了 差不多 一 个 世纪 。 在 第 2 章 我 们 会 看 到 ， 这 一 记号 也 广 
泛 应 用 于 计算 机 科学 的 算法 分 析 。 德 国 数学 家 Paul Bachmann“1892 年 在 他 的 一 本 重要 的 数 
论 书 中 首先 引入 了 大 0 符号。 大 0 符号 有 时 又 以 德国 数学 家 Edmudn Landau ( 兰 多 }) 呈 的 名 
学 称 为 兰 多 符号 。 兰 争 在 他 的 工作 中 如 经 使 用 这 一 符号 。 太 口 符 号 在 计算 机 科学 中 的 普 滔 
使 用 归功 于 Donald Knuth ( 克 努 思 ) 吕 ,他 还 引 人 了 将 在 本 节 随 后 介绍 的 大 nN 和 大 日 符号 。 
ce 巴赫 最 (Paul Gustav Heinrich Bachmann,1337 一 1920) 巴赫 怠 是 路 德 教 牧师 的 儿子 ， 翅 间 了 他 货 亲 庶 诚 的 生活 
”方式 和 对 音乐 的 热爱 。 尽 管 巴赫 星 早 期 的 数 举 学 习 并 不 完全 大 利 ， 他 的 一 位 老师 还 是 发 现 了 他 的 数学 才能 。 在 瑞 
士 从 肺结核 的 辣 痛 中 复原 以 后 , 巴赫 曲 学 习 了 数学 ， 首 先 在 柏林 大 掌 ， 随 后 在 太 庭 根 太 学 .在 哥 太 他 了 听 了 闭 省 数论 家 多 
利克 雷 【Dinchtet) 的 课 ，1862 年 在 德国 数论 家 库 默 《Kummer) 指导 下 获 博 士 党 位 ; 他 的 论 立 因 容 是 拜 论 。 玛 赫 巡 曾 先 
后 担任 布 来 斯 劳 【Bresiaul 大 学 和 阴 斯 特 {MUnster) 友 学 教授 ， 从 教授 位 置 上 退休 后 ， 他 急 续 数学 写作 ， 弹 和 钢 夫 并且 在 
撕 炙 上 作 音 乐 评论 , 巴林 到 的 数学 论著 包括 5 着 本 对 数论 结果 与 方法 的 评述 ，2 着 本 的 初 掌 数论 ,一 本 基 二 无理 数 
的 书 和 一 相称 为 骨 马 最 后 定理 锡 蔷 和 名 竹 油 的 书 。 在 他 1892 年 的 书 关 六 natytisehe Zahientheorie》 解析 数 沦 ) 中 引信 
了 大 口 符号， 
区 已 兰 密 (Edmund Landau,1877 - 1938) 一 位 柏林 妇 料 医生 的 此 子 ,在 柏林 完成 高 中 和 大 学 教育 。1899 年 在 佛 允 本 
已 ” 尼 上 乌 斯 (Frobenius) 的 指导 下 获得 博 上 学 位 。 兰 条 首先 在 柏林 大 学 任教 ,后 到 可 庭 根 大 学 .他 存 那 里 任教 授 直到 
纳粹 迫使 他 离开 。 兰 韦 对 数学 的 贡献 主要 在 解析 数论 额 域 ,特别 是 他 对 素数 分 布 得 到 背 干 重要 的 结果 。 他 完 威 了 三 卷 床 
的 数论 评注 及 关 十 数论 和 数学 分 析 的 其 他 书 羊 。 
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右 jz 是 Otg(z)) ,而 对 足够 大 的 x ,h(xz) 是 一 个 函数 值 的 绝对 值 大 了 填 gf(z) 的 函数 , 则 有 
fr 是 O(h(r))。 换 言 之 ,在 f(z) 是 O(g(xz)) 这 一 关系 中 ,函数 gtx) 可 以 用 共有 更 大 绝 
对 值 的 隔 数 督 挽 。 要 看 清 这 一 点 ,注意 如 果 
if (tr) | 寺 Clg (zz) |， 只 要 工交 上 
上 | 二 《zz | 之 |g(z)| 尘 所 有 > 成立， 那么 
Ar 和 Ck(xz)|， 只 要 工 关 于 
于 是 (x) 是 O(h(r))o 


在 使 用 大 0 符号 时 ,在 rz) 是 OUg(zr)) 这 一 关系 中 
函数 g 总 是 选 得 尽 可 能 小 。( 有 时 选 自 某 个 参考 函数 集合 ， 
例如 形 为 x* 的 函数 ， 其 中 ”为 正 整 数 。) 

在 随后 的 讨论 中 ， 我 们 差不多 总 是 处 理 只 有 正 值 的 函 
数 。 对 这 样 的 函数 来 说 ， 在 用 大 0O 对 它 作 估 计时 可 以 不 
必 涉 及 绝对 值 。 图 1-20 是 f(x) 是 0(g(x)) 的 一 个 图 图 上 3 网 数 信 中居 Otgtx)) 
解 。 

下 面 这 个 例子 说 明了 怎样 用 大 0O 符号 来 估计 函数 的 增长 。 


例 2 证 明 77x* 是 D(z”)。 


x) 


Stx) 


xy gls), x 


下 


局” 殉 努 辕 (Deonald E, Knuth.1938 年 生 ) 克 努 和 恩 在 Milwaukee 长 太 ， 地 这 亲 在 时 里 的 路 德 教会 高 中 划 授 狂 沁 ， 并 

拥有 一 家 小 型 的 印刷 I“。 克 锅 思 是 个 惰 硅 的 学 生 ， 守 次 获得 学 亚 成 就 奖 。 他 以 反 传 统 的 方式 运用 才能 ， 在 八 年 级 
时 原 了 一 次 找 字 比赛 ， 成 顷 是 用 “Ziegler s Giant Bar” 中 的 字母 组 成 了 4500 个 单词 。 这 风 性 利 为 他 的 址 校 户 得 一 台电 视 
机 ， 为 他 班 上 的 同学 每 人 本 了 一 根 粮 棒 。 

克 努 到 和 芷 Case Institute of Technology ( 开 思 拷 术 学 院 ) 就 学 时 就 放弃 音乐 而 主 舱 物理 做 上 章 难 的 决策 ,然后 届 却 及 只 
物理 转 为 数 掌 ， 半 于 1960 年 获 学 士 学 位 .由 于 教师 休 认 汉人 他 的 工作 杰出 ， 同 时 以 特别 奖 的 形式 授予 他 硕士 人 学位， 在 下 
轩 ， 他 管理 篮球 附 ， 并 用 他 的 才能 发 明了 一 个 情 价 每 位 球员 情人 的 公式， 这 一 新 奇 的 方法 被 Naresrwweek》 和 CRBS 电视 山 
上 的 到 alter Cronkite 报导 。1960 年 克 努 思 开 始 在 吉利 福 尼 严 理工 学 院 稻 和 研究生， 并 于 1963 年 获 博 七 学 位 、 在 这 ”时间 他 
还 当 顾 问 ， 为 不 同 的 计算 机 写 编译 程序 ， 

克 回 思 1963 行 加 人 了 了 加利福尼亚 弄 工 学 院 的 教师 具 伍 ， 一 直 果 到 1968 年 拱 任 斯 世 福 去 学 教授 ，1932 年 为 华中 精 为 
号 作 他 荣誉 妃 体 ， 人 保留 教授 头衔 。 他 特别 感 兴趣 的 是 为 他 的 《计算 机 程序 设计 艺术 》 欠 书 完成 新 卷 导 作 并 更 新 抽 卷 。 这 
套 从 书 是 1962 年 他 还 是 研究 生 时 以 编译 竹 序 为 中 心 开 始 写 作 的 .对 计算 机 科学 的 如 展 产 生 了 意义 谨 远 的 影响 。 在 常用 的 
行 话 中 ,“ 史 努 思 【Konuth)” 就 意 谓 着 “计算 机 竹 序 设计 艺术 "， 也 就 意 谓 着 数据 丫 构 和 算法 这 一 类 问题 的 答案 . 

克 努 思 是 现代 计算 复杂 人 性 研究 的 间 基 人 人。 人生 对 编译 程序 作出 了 基础 性 的 贡献 。 对 数学 印刷 的 栗 满 激发 他 发 明了 现在 
广泛 使 用 的 TeX 和 Metafont 系统 。TeX 已 经 成 为 计算 机 排 印 的 一 个 标准 语言 。 他 获得 众 包 效 项 中 的 了 大 是 1974 千 的 图 吉 
蜂 各 卡特 总 统 授 给 他 的 国家 技术 奖 。 

点 芭 思 为 计算 机 科学 和 数学 方面 卜 容 广泛 的 专业 期 刊 写 了 许 杀 文章。 不 过 他 的 头 一 -篇 作品 ，1557 年 还 是 一 年 颖 新 年 
时 写 的 ， 昆 对 称 泡 “The Potrzebic Systcms of Weights and Mieasures" 【 重 基 和 长 度 的 Petrzebie 系统 】 的 计量 系统 的 模仿 小 
品 。 该 文 首 先 夺 在 《MAD 荡 志 让 已 经 密 次 重印 。 他 与 他 多 亲 -一 样 旺 一 位 教堂 风琴 手 。 他 还 妆 件 民雄 乐曲 ， 克 努 思 枚 优 ， 
9 以 避 至 诗 或 作 有 曲 . 样 编 写 计 算 朱 程序， 

对 他 书 中 的 每 个 异 谋 ， 克 努 思 村 2.56 姜 元 绍 第 一 个 发 现 的 人 人， 对 每 个 有 意义 的 建议 ， 付 0.32 美元 ,如 果 你 寄 绽 他 
一 封 信 指 出 一 个 错误 【你 共 能 寡 普 通 管 件 ， 因 为 他 已 放弃 阅读 电子 邮件 )， 他 最 绕 会 通知 你 ， 你 是 否 是 第 -- 个 征讨 他 这 - 
错误 的 上 大。 村 耐 心 等 待 ， 因 为 他 收 到 的 邮件 杰 志 。(! 作 者 寄 给 克 努 思 一 封 报告 错误 的 信 ， 儿 年 以 后 才 收 到 回信 ， 告 诉 我 ， 
我 的 报 皆 纪 首 先 报告 这 一 错误 的 傅 蜡 到 了 好 几 个 月 。) 


ee i 
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解 只 要 r>7，7zcxzr 就 成 立 。 {只 要 在 等 式 两 边 除 以 rz“ 就 明白 ,6) 因此 ,在 大 口 
的 定义 中 取 C=1 而 有 =7， 得 7z: 是 O(zx’)， 国 

例 3 例 2 汪 明了 7x: 是 Otr*)。x 也 是 07x ) 吗 ? 

解 ” 要 判定 r3 是 否 O(7z*)， 必 须 判 断 是 否 存 在 常数 CC 和 上 上， 使 得 只 要 x 上 ， 就 有 


之 C(I772}。 这 一 不 等 式 等 价 于 不 等 式 + 这 7C， 这 是 在 上 一 不 等 式 两 边 除 以 x* 得 到 的 。 由 


多 项 式 营 用 于 导 计 函数 的 增长 ， 与 其 每 当 有 和 多项式 出 现时 都 轴 分 析 务 现 式 增长 ， 不 如 找 
一 个 总 是 可 以 用 来 值 计 铬 项 式 增 长 的 缚 论 。 下面 的 定理 给 出 的 就 是 这 种 结论 。 它 证 明了 多 项 
式 的 首 项 支配 其 增长 ， 断 定 ”了 阶 或 更 低 阶 儿 项 式 是 DCzz)。 
定理 1 念 站 一 昌 十 加 1 Itt+tayxrt+ao， 其 中 必 o， a ，an-]， 4; 为 实 
数 ， 那 么 f(z) 是 O( zx") 
证 用 三 角 不 等 式 ， 如 果 x 之 1， 我 们 有 
[Fir)|= ar ta x t+alrtao|l t+ 
Jalzr +t |as rl + 二 |ailzrt+ian| 
= (a lal l/r” 1+ [an | /xr" ) 
Sr (lal+ laril+ + lal+ {anl) 
这 说 明 ， 只 可 x 交 ]， 就 有 
1 
其 中 ,二 |a, | [| we lall + ee 于 是 F(x) 是 Orfzr")e -| 
现在 举 几 个 与 定 浆 域 为 正 整数 集合 的 六 数 有 关 的 例子 。 
例 4 怎样 用 天 D0 符号 居 计 前 x 个 正 整数 的 和 ? 


艇 ”由 于 前 ”个 正 整数 都 不 超过 闫 ， 所 以 


1 十 2+ 十 于 < 天 十 天 十 十 着 二 审 


由 此 不 等 式 知 1+2+，…+a 是 0427， 因为 在 大 口 定 居中 只 须 取 C=1 和 上 =1 苑 可 。( 本 例 
大昌 关系 中 的 函数 的 定义 域 为 正 整数 集合 。) 国 


下 面 的 便 子 是 用 大 0O 估计 阶乘 画 数 和 它 的 对 数 。 这 些 知 计 对 分 析 排 序 过 程 中 使 用 的 步 
数 有 重要 作用 。 


例 给 出 阶 冬 妙 数 和 阶乘 孙 数 之 对 数 的 太 0 估计， 其 中 阶 飞 蜀 数 x) 王 nl1 的 定妆 
为 ;: 对 下 整数 4， 


a 
而 01 =1。 例如， 
11=1,2!—1:2=2,3!—=1:2:36,41=1.2:3.4—24 
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201=2 432 902 O08 T1768 40 O00 
解 ” 只 要 注意 到 梯 积 中 的 每 一 项 都 不 超过 mn， 就 能 得 到 nt! 的 大 O 估计 ， 即 
n=1:2.3'-*y 
nn nD 
二 一 7 
这 一 不 等 式 说 明 wx! 是 O(n”)}。 对 用 于 估计 n1 的 不 等 式 两 边 同 联 对 数 ， 得 
logn (EE. logn’” = nlogn 
这 表明 logn! 是 O(nlogn)。 图 
例 6 在 3.2 他 将 证 明 圣 正 整 数 =， 


2 
用 这 一 不 等 式 可 以 得 州 x 是 0O(2”)。( 在 大 OO 的 定义 中 取 = C=1。6) 由 于 对 数 图 数 是 增 晓 
数 ， 只 要 在 这 一 不 等 式 两 边 取 对 数 《 以 2 为 底 )， 得 

logn < n 


于 是 logn 是 O(n)。( 仍 取 让 = C=1,) 
如 果 以 5 为 诬 取 对 数 ， 其 中 5 不 等 于 2， 就 有 logsn 是 O(nx)， 轩 为 


logn ~ _# 
logh logb 


其 中 n 是 正 整 数 。( 我 们 使 用 了 附录 1 定理 3 的 公式 logon = je， 


log,n = 


1.8.3 函数 组 全 的 增长 


许多 算法 都 由 两 个 或 更 多 独立 的 子 过 程 组 成 ， 使 用 这 样 的 算法 用 计算 机 求解 之 有 一 定 大 
小 输入 的 问题 所 需要 的 步 数 是 这 些 过 程 使 用 的 步 数 的 和 。 想 用 大 0 估计 需要 的 步 数 ， 必 须 
找 出 对 每 个 子 过 程 所 用 步 数 的 估计 ， 再 把 这 些 估 计 组 合 在 一 起 。 

只 要 能 把 不 同 的 大 上 本 计 组合 在 一 起 ， 就 能 提供 对 函数 组 合 的 六 口 俩 计 。 特 别 是 往往 
要 和 估计 两 个 辣 数 的 和 与 积 的 增长 。 如 果 已 知 两 个 沾 数 各 自 的 大 0 估计， 我 们 能 得 到 什么 结 
论 呢 ? 要 弄 清 两 个 函数 的 各 与 积 有 什么 样 的 入 计 , 假定 (tx) 是 Otg1tx)) ,fo (x) 是 Ot 
(zr))s 

从 大 0 符号 的 定义 ， 有 常数 C1 ，C，，k1，k， 使 得 : 当 x >&) 时 


[AteCle(z) 
当 > 上 时 

[fstxr) lSECi| ga( x)) 
要 估计 间 (x) 和 f(x) 的 和 ， 注 意 


[A Ff a Fr)t+ ptxr)| 
所 | Ptzl+| 产 (zi (用 三 角 林 等 式 |a + | 所 |al + 1&1) 
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| 下 大 于 和 点 了 时 ， 从 | 三 (zj)f 和 | 户 (z) 的 不 等 式 得 : 


[Fry}| 十 | Ft) | 妾 于 |aifz)| 十 Cg) 
Cletrilt+C p(x)| 
=(Cit+ Clgtx)| 
=C|lg(zr)| 
其 中 C= Ci+C;， 而 g(x) 一 maxt|gi(z)| ,| g(x )1)。( 这 里 maxta ,5) 表 示 最 大 值 ， 亦 妈 
a 和 五 中 较 天 的 一 个 。) 
这 一 不 等 式 说 明 | (六 + 疡 )z) 和 C |g(z)| 在 x 上 有 时 成 立 ， 其 中 =max 【天 | ， 珊 
我 们 把 这 一 有 用 的 结果 用 下 面 的 定理 来 描述 。 


定理 2 假定 疡 (x) 是 Ofte(tzc)), (zi) 是 O(ga(tr)) 那么 ( 方 十 六) 是 
Ofmaxf glfr)yegsofz))) 


对 所 和 的 上 大口 信 计 往 往 会 使 用 同样 的 函数 g。 在 此 情况 下 ,由 于 max(gi(xzx),g， 
(I))= 二 gtrx)， 和 定理 2 说 明 ( 记 + ,0)(x) 也 是 OLg(x))。 下面 的 推论 说 的 就 是 这 一 结果 。 


推论 假定 (x) 和 f(r) 部 是 O(g(x)),， 那么 (所 二 所}(x) 也 是 Ol(g(xz))。 


类 位 的 方法 可 以 推导 出 六 和 Ff 的 乘积 的 大 0 村 计 。 当 工大 于 max {ER ， 上 时， 我 
们 有 
{Ff tz) l= Ft) | | flr) 
CC |g(r)| Cg xr) | 
CC | (gg (rr) | 
CC (giga) tr)| 
其 中 C= CCa。 从 这 一 不 等 式 知 方 (z) 疡 (zz) 是 OUgig2)， 因 为 存在 常数 CC 和 二， 即 C = 
CGC, k=max(kl, ks;), 使 得 只 要 工 祈 此 ， | (Ff)tr) Cig(r)pe (rr)|, 下 面 的 定理 说 
的 即 是 这 一 结果 。 
定理 3 假定 站 (xz) 是 O( gi(x})， (是 Ot gst x)), 那么 (fi f(x) 是 O{ g(xr}g, 
aarp 
用 大 O 符号 来 信 计 晴 数 的 目的 ， 昨 选 一 个 相对 增长 较 慢 的 负数 g(x)， 使 得 F(x) 是 Otg 
(x))。 下 面 的 例子 说 明 起 样 利用 年 埋 2 和 定理 3 来 实现 这 一 目标 。 这 些 例子 中 给 出 的 这 一 - 
类 分 析 常 用 于 分 析 用 计算 机 程序 解 题 时 用 的 时 间 。 


例 7 给 出 f(xn)=3nlogtn!1)+ {xn*+3)logn 的 大 口 估计 ， 其 中 ” 昆 一 个 正 整数 。 


解 ” 前 先 估计 率 积 3nlogtn1)。 从 例 5 我 们 知道 log (az1) 是 Otnlogn)}， 由 这 一 估计 上 扩 
3n 是 O(n ) 的 和 事实 ， 定 理 3 给 出 的 入 计 为 3nlog fa) 是 O(n’logn)， 


下 一 步 估 计生 积 (xn*+3)logn 。 由 于 fn2+3)<28 在 n>2 时 成 立 ，n:+3 是 O(n 
因此 由 定理 3 知 (n* 二 3)logn 是 Ot{n togn)}。 用 定理 2 把 两 个 乘积 的 估计 组 人 台 在 一 起 得 ffzr ) 
=3nlog(n1) + {tn +3)logn 是 O(n logn)}。 
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例 8 给 出 f(z)= {z+1)logtx*+1)+3x’ 的 太 口 估计 ， 


解 首先 找 (r +1)log(x +1) 的 太 O 估计 ,注意 (x+1) 是 O(xrz), 再 由 1 时 
+1 <27-， 知 了 >2 时 


logt x + 1) log(27°) = log?2 + logzr* = log? + 2logx 3lorr 
这 说 明 logtx“ + 1) 蚌 O(log )。 
从 定理 3 知 (r+1)log(x*+1) 是 Of.rlogxz)。 由 于 3x* 是 O(x*)， 害 理 2 告诉 我 们 f(x) 


是 所 fmaxfrlogr ,x )}}。 因为 xz>1 时 ，xlogxr 之 x *， 于 是 fr} 是 Of x*)。 加 
前 面 提 过 ， 太 品 符号 常用 于 估计 一 个 特定 的 对 | 
计算 机 过 程 或 算法 和 解 题 时 需要 的 操作 步 数 。 做 这 
些 竺 计 时 浓 用 的 遇 数 包括 : a 
1, logn, nan, nlogn, n’, 2”7, nl! 3[2 本 
用 微 积分 可 以 证 明 ， 上 列 函 数 中 每 个 函数 都 ,> 
小 于 表 中 列 在 它 后 面 的 函数 ， 准 确 地 说 是 每 个 函 。 & 5 


数 与 它 后 面 的 国 数 的 比 在 ”无限 增 长 时 趋向 于 32 
0。 图 1-21 各 出 了 了 这些 函数 的 图 像 ， 图 中 函数 值 4 


的 每 个 刻度 都 是 它 前 面 的 刻度 的 两 倍 。 [万 
4 ” iog nn 
2 
1 


1,8,4 太 负 和 大 仿 符号 


大 0 符号 广泛 用 于 描述 函数 的 增长 ， 但 它 有 ETEEEEEEEEEE 
局 限 性 ,特别 是 当 y (C(x) 是 OC(g(zx)) 时 ,我 们 只 
有 用 g (x) 估计 f(x) 的 大 小 对 大 z 值 的 一 个 上 限 。 图 1-21 太 口 生计 常用 函数 增长 图 
大 0 符号 不 能 提供 对 大 的 zx 值 /(z) 之 大 小 的 下 限 。 为 此 我 们 使 用 大 0 符号 。 当 我 们 希望 给 
出 函数 了 (xz) 的 规模 相对 于 参照 函数 g (x) 的 上 限 和 下 限时 ， 我们 使 用 大 日 符号 。 大 避 和 大 晶 
符号 都 是 克 努 思 在 20 世纪 70 年 代 引 入 的 。 他 引信 这 两 个 符号 的 动机 是 纠正 人 们 需要 函数 的 
上 限 和 下 限时 对 大 O 符号 的 误 用 。 

现在 我 们 定义 大 只 符号 并 解释 怎样 使 用 它 。 然 后 再 定义 大 日 并 解释 其 使 用 。 

在 大 O 和 大 所 符号 之 间 有 很 强 的 联系 。 特 别 是 F(z) 是 Dfgfzr)) 当 且 仅 当 g(zr) 是 O(F 
C(x)}。 我 们 把 这 一 事实 的 证 明 作 为 练习 留 给 读者 。 


定 久 2 邻 了 了 各 gg 为 从 整数 集合 或 实数 集合 到 实数 集合 的 孙 数 ,我们 借 F(x) 是 Cg 
(Cr))， 如 果 存 在 正常 数 局 和 和 上 6， 使 得 在 7+ 半 玉 时 


[f(r)|l 守 Cle(tr)| 
( 访 作 了 tx) 是 大 Dg( 工 ) 0) 


例 9 羡 数 fr)=8zrs+5Sr +7 是 NN(g(x))， 其 中 g(xz)= 7 ”由 于 f(x)=8ri 二 Sr 
+7 实 8z? 对 所 有 正 实数 都 成立 ， 所 以 上 述说 法 成 立 。 它 等 价 于 g(x)}=x 是 口 (8z +TSz + 
7)， 耐 只 须 把 不 等 式 颠 倒 过 来 写 直 接 就 得 到 这 一 结论 。 加 
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通常 重要 的 是 郑 道 相对 于 一 个 简单 参照 果 数 而 言 某 函数 增长 的 阶 。 简 单果 数 指 的 是 如 
zz 【《 其 中 史 是 正 整数 ) 或 所 (其 中 c>1t) 这 样 的 函数 。 要 秽 户 函数 增长 的 阶 ， 就 需要 了 解 
冰 数 太 小 的 上 界 和 下 界 。 也 就 是 说 ， 缘 定 一 个 胃 数 让 xz)， 我 们 想 吉 -- 个 参照 遇 数 g(xz)， 使 
得 F(z) 是 Ofg(7)) 和 fiz) 是 (g(x))。 下 面 定义 的 大 日 符号 表达 这 两 个 关系 ， 即 提供 也 
数 太 小 的 上 界 ， 又 提供 函数 大 小 的 下 界 。 
定 兴 3 令 站 和 g 为 从 整数 集合 或 实数 僻 合 到 实数 集合 的 了 数 。 如 果 f(z) 是 Otg(x)) 
及 f(rI) 是 Q(tg(z)), 就 说 f(x) 是 (tg(tz))。 阁 f(x) 是 tg(xr)),， 就 说 
“f(tr) 是 大 Bg(x)”， 也 说 信 工 ) 是 gt 底 } 阶 的 。 
着 六 7 是 Big(x)) az) 也是 四 (六 ro 在 使 用 六 日 符号 时 ，B(tg(x)) 中 的 g(x ) 通 
常 是 一 个 相对 简单 的 参照 国 数 ， 如 x”"，r 7，logz 等 等 ,而 f(z} 可 能 会 相对 复杂 些 。 
例 10 我 们 已 证 明 ( 例 4) 前 有 个 正 整数 的 和 是 O(n:)。 这 个 和 是 nn* 阶 的 吗 ? 
解 售 ftn)=1+2+3+ 二 由 于 已 知 f(n)= O(n’)， 为 证 明 f(n) 是 nr” 阶 的 ， 只 
需 找 到 正 整 数 C 使 得 对 足够 大 的 n，fF(n)> Cn* 。 为 获得 这 一 和 的 下 和 界 ， 我 们 可 以 丢掉 这 
些 项 里 面 的 前 一 半 。 只 把 太 于 | nx 2 | 的 项 加 起 来 ， 得 
1+2+:…+nxn 写 nA2j+(tinA2|+1}1:.…+n 
之 | nA 21+ nA2|1+…+[nA2| 
={n—[n/21+1) nA/21 
tn 2)(nr 2) 
= nA 4 
这 说 明 tn ) 是 0(n*)。 我 们 得 出 结论 ， ff(n) 是 n* 阶 的 。 用 符号 表示 ，f(n) 是 Bln*)。 国 
可 以 证 明 ， 如 果 能 找到 正 实数 垃 | ，C, 和 正 实数 有， 使 得 对 z+ 宇 上 ， 
Cig(tzr)| Fr) Cig( rx) 
则 了 {xz) 是 Btg(x))， 因 为 上 式 说 明 f(x) 是 O(g(zx)) 及 f(r) 是 D0(g(x))。 
例 11 证 明 3z:*+8zlogr 是 8 (x )。 
解 因为 0 近 8zlogzs8zr<， 所 以 对 x 宇 1， 3 全 +8ziogzrstlr。 从 而 3z2+8rlogr 是 
D(x) 显然 2 是 D3z+R8zrtogzry， 也 就 是 37-+8zrlogzr 是 号 Cr。 国 
一 个 有 用 的 事实 是 ， 多 项 式 的 首 项 决定 它 的 阶 。 例 如 ,车 f(x)==3r3+ x1+17x +2， 
那么 f(z) 是 x* 阶 的 。 下 而 的 定理 给 出 的 就 是 这 一 事实 ， 其 证 明和 留 在 本 节 末 的 练 当中 由 读者 
来 完成 。 
定理 4 他 FFfz)=azr+e xz 二 二 WT+ao 其 中 0，a1，"…， Qa, 为 实数 ,是 
a 了。 则 Fw 是 x* 阶 的 。 
例 12 客 项 式 3r8+10z7+221z32+1444，+z2 一 18zr4- 10112 和 一 二 2 二 40001 晤 十 
1000037 分 别 是 zs，zr2 和 2 阶 的 。 国 
木 幸 的 是 ， 正 如 克 努 思 已 观 罕 到 的 , 大介 符 号 常 宅 粗心 的 作者 和 加 讲 者 误 用 ， 凡 为 其 
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含 与 大 四 相同 。 当 你 见 到 有 人 使 用 大 0 符号 时 ， 别 忘 了 和 它 常 被 误 用 。 近 来 的 倾向 是 ， 如 
条 需 要 材 数 大 小 的 上 界 和 和 下界， 就 使 用 大 昌 。 


练习 
1. 判断 下 列 各 栈 数 是 否 为 DCz)。 
a) f(x)=10 b) Flix)=3r+7 
cj f(r)=zx*+zr+l d) F(x)=5 ]og x 
e) f(x)=|z| f) f(z)=| rx/ 2| 
2. 判断 下 列 各 蝴 数 是 否 为 Or )。 
a) f(z)=17zx+11 b) f(x)= x +1000 
c) Fr}= rlogr d) f(r)= wx /2 
e) f(x)=27 和 Fr 一 上 | 


. 用 f(z) 是 0(g(x)) 这 一 事实 的 定义 证 明 zx1*+9z3+4r+7 是 OQ(x')。 
. 用 F(z) 是 Otg(x)) 这 一 事实 的 定义 证 明 2”+17 是 0O(37)。 
. 求证 (zx*+1)A(x+1) 是 上 (x)。 
. 求证 (x +27)A2x+1) 是 O(x*)。 
. 对 下 列 每 个 图 煞 求 最 小 的 整数 x 使 A(x) 是 O(x")。 
a) f(x)=27 + x logr 
b) f(r}=3xr + (logr)" 
c) f(r}={rtt rt tl /zr +1) 
d) F(x)=(xr +5 logr)/(r*+1) 
8. 对 下 列 每 个 函数 求 最 小 的 整数 = 使 F(x) 是 O(x*)。 
a) Flr)=2r + x logx 
b) F(x)=37r7+ {logr)’ 
ce Flr)=(r + rx +1i)/A(rt+1) 
dy f(x)=(x +5 logr)/(xrt+1) 
9. 求证 z+4xz+17 是 Qtr 3), 但 x 不 是 O{(x*+4zx+17)。 
10. 求证 xz; 是 O(r*), 但 x! 不 是 Ox”)。 
11. 求证 3x*+1 是 O{zr1 人 2)， 而 且 x 这 蚌 0(3x +1)。 
12, 求证 xlogx 是 O(z*) 但 x 不 是 0O(xlogx)。 
13. 求证 2" 是 0(3”) 但 3" 不 是 0(2”)。 
14. 若 g(xz) 是 下 面 给 出 的 东 数 ，zx 是 Otg(z)) 碍 ? [例如 ， 如 果 g(x)}= x +1， 这 一 问题 问 


-】 上 记 1 


的 是 xz” 是 OC(x +1) 吗 ?] 

a) g{x)= 2r” b) g(r)= x 

c) g(r)=r +x d) g(x)=7 + 
e) g(xX)=37 {) g(x)= x /2 


15. 解释 一 个 孙 数 是 D{1) 的 会 多。 
16. 求证 若 f(x) 是 O(x),， 那么 f(z) 是 Ot x*)。 
17 . 慨 定 ftx)，g(xz) 和 上 (zx) 为 薄 数 ,使 f(x) 是 Olg(z)),，g (x) 是 Oth(xz))。 证 且 
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fz) 是 O(h(zr)), 

18. 令 上 为 正 整数 ， 证 明 17+2*+ 司 + 是 O(n )。 

19. 对 下 询 各 冰 数 纵 出 一 个 尽 可 能 好 的 大 口 佑 计 。 
a) (n+B)(n+1) 
b) (nlogn +t n:)(n +2) 
ee) (nl +27) (ni tlog(tn:+1)) 

20, 给 下 列 各 函数 大 口 估计 。 在 估计 f(z) 是 Otg(x)) 中 ， 要 使 用 阶 最 小 的 一 个 简单 函数 g 
(zt )， 
a) (ni + nliogn) (logn + 1)+ (17logn + 19)(n?+2) 
b) {2"+ n°)(n +3") 
c) (n+ n2"+ 5*)(n!+ 5*) 

21. 给 下 列 各 立 数 一 个 大 口 合计 。 在 估计 (x) 是 Ot g(x)) 中 ， 要 使 用 阶 最 小 的 一 个 管 单 晤 
数 g(x)。 
a) nlog(n’ +1)+ n’*logn 
b) (nlognt+1):+ (logn+1)(n*+1) 
c) a 

22. 对 练习 1 中 的 各 函数 ， 判 断 它 是 殖 为 Q(z) 和 B(x)。 

23. 对 练习 2 中 的 各 函数 ， 判断 它 是 否 为 Q(x ) 和 B(x”)。 

24. ay 证 明 3x+7 了 十 (x) 
b) 证 朋 2x*+z 一 了 是 B(x )。 
c) 证 明 | x 二 1/2j] 是 (x )， 
d) 证 朋 iog(x*+1) 是 B(]ogs x )。 
e》 证 明 loglz 是 (logs zz 。 

25. 证 明 F(xz) 是 日 (g(xz)) 当 且 仪 当 f(x) 是 Otg(x)) 且 g(xz) 是 OC F(z))， 

26, 若 f(z) 和 g(x) 是 从 实数 集 到 实数 集 的 函数 ,求证 jz) 是 DO(g(x)) 当 且 仅 当 gtx) 是 员 
(F(x))o 

27. 若 f(7) 和 和 g(x) 为 从 实数 集 到 实数 集 的 疝 数 ,求证 f(x) 是 Btg(x)) 当 且 和 仅 当 存在 正常 
数 上 上，C 和 CC 使 得 。 只 要 x>k, 训 有 Clg(tr)| 夺 [x 和 Co| 区 (cj 

28. a) 找 出 练习 27 中 要 求 的 上 ，C，C:， 由 此 证 明 3x2+ z+1 是 B(3zr2)。 
by》 昨 图 形 表 示 a) 中 的 关系 ， 即 给 册 函 数 3z+ 工 +1,Cl3z 和 Ca 3z 的 图 形 ， 在 工 - 
办 上 标 员 才 ， 其 中 下 ，Ci，Ca 是 a) 中 你 找到 的 证 明 3r +z+1 是 B(3z) 的 常数 。 

29. 用 图 形 寄 示 x) 是 B(g(x)) 这 一 关系 。 男 出 Fz)，Cilgtz)|，Ca| g(xz)| 的 图 形 并 在 
+ 轴 上 标 吊 常数 主 。 

30,. 解释 孙 数 为 0(1) 的 合 义 。 

31. 解释 函数 为 B(1) 的 会 义 。 

32. 给 出 头 2 个 奇 正 整数 的 乘积 的 一 个 大 口 估计 。 

33. 若 f 和 g 为 实数 值 沙 数 ， 司 f(z) 是 O(g(xz)), 求证 F(x) 是 Oltg (x))。 
[注意 产 (z)= f(x)* oj 


i 
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34. 若 f(x) 是 O(logsx)， 其 中 5 之 1, 求证 A(x) 是 DO(logszr)， 其 中 wu>1。 

35. 吝 f(r ) 是 O(g (tx))， 其 中 和 g 是 无 限 增长 的 函数 ， 求 证 logl F(x}| 是 O(log|g(x)|1)。 

36. 假定 f (xz) 是 Otg(x))。 能 奉 推 断 2 六 是 QC2*' 厂 )? 

37. 令 记 (和 所 (x) 为 从 实数 集合 到 正 实数 集合 的 晴 数 。 求 证 : 知 方 (rz) 和 户 (z) 均 为 日 fg 
Cr))， 共 中 gtx) 是 从 实数 集合 到 正 实数 集合 的 一 个 函数 ， 则 fi(x)+ 户 (x) 蚌 8B(g 
(rz))。 如 果 六 (x ) 能 取 仙 值 。 这 一 结论 还 成 立 凤 ? 

38. 假定 F(x),， g(tz) 和 (xz) 尾 函数 ,使 FfFltx) 是 B(g(xz))，g{z) 是 BC(hCz))。 求证 Fix) 
是 日 (h (Cr))e 

39, 存放 (XY) ,让 () 为 上 从 止 整数 集合 到 正 实数 集合 的 申 数 ， 有 是 (x) 和 f(x) 都 是 B( g(x))， 
( 话 一 J)0( 荆 是 否 也 是 全 (gtx))? 证 明和 蕊 成 立 或 给 出 一 个 反例 。 

40 . 大 六 (zl) 和 Ffz) 为 从 正 整 数 集 合 到 实数 集 侣 的 旷 数 ， 且 户 (zy) 古 的 (区 以 二 ))， ft ) 是 
9(g2at2i))。 求证 (让 2){ rT) 是 (gg2(x)) 0 

41. 找 从 正 葵 数 集合 到 实数 集合 的 阔 数 x) 和 g(x) 使 f(x) 不 是 Otg(n))，g(n) 也 不 是 
O(F( nD)), 

42, 用 图 撒 表 示 fx) 是 名 {g(x)) 的 关系 。 画 出 图 数 Fz)y 和 Crftzl)， 同 时 在 x 轴 上 标 出 党 
数 此。 

43. 大 f(x) 是 B(gi(x))， 户 (xz) 是 B(g2(x))， 且 对 所 有 实数 cc>>0， 户 1z) 天 0，gI(yr) 活 
0， 求证 (有 /2)(x) 是 B( (gi1/82)(T))o 

44, 求证 : 着 f(z)=ayr +as-ix” + 十 az+an， 其 中 ao，al，…，an 为 实数 ， 且 a， 
天 0， 则 Fr 是 IOz")o 


厌 口 ,大 卓 和 大 只 等 任 号 可 以 推广 到 老 元 畏 数 。 鲍 如 ， 语 可 六 zy 是 DUOg(zyy)) 的 
语义 是 : 存在 常数 恕 ,有 和 庆 ,，， 使 得 对 x 六 和 y>>R&，| fry)| 夺 Clg(r,y)|。 


45. 定 疼 合 般 f(x ,vy) 十 (g(r,y))。 

46. 定义 命题 f(z,y) 十 (g(x,y))。 

47. 证 明 【z2:+ zy 二 logy) 是 加 (ze ,yi )。 
48. 证 明 .人 十 Y444+T592 是 D(x yi?)。 
49, 证 明 | zy 是 OC ry)。 

50. 证 明 [ xy | 是 人 (xy)。 


以 下 的 问题 涉及 男 一 类 渐 近 符号 ， 称 为 小 o 符号 ， 申 于 小 0 符号 以 极限 概念 为 基础 ， 
对 那些 问题 微 积分 知识 是 必要 的 。 我 们 说 fx ) 是 otg(x))[ 读 作 #(xz) 是 小 o g(x)]， 如 果 


51. (需要 第 积分 ) 求证 
a) x* 是 ol ) by》 xzlogxz 是 o ( x“) 
cj zx” 是 o(2*) d) 区 ?十 之 十 1 不 是 ol 二 *) 
52., {需要 微 积分 ) 
a) 求证 : 戎 昭 数 F(z) 和 gtzx) 使 得 f(r) 是 olg(r)), 为 解数 . 则 (c 有 (xz) 十 olg 
(tz))， 其 中 C(tr)= cf(x)o 
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bj 求证 ; 奉 让 (zj， 放 (XT) 和 g(x} 为 卫 数 ， 使 得 刻 (x) 是 otgtx)))，， 玫 (xX) 是 
oC(g(7z)))， 则 (所 + fa)(z) 是 olg(c)),， 其 中 (f+ 万 并 2 三 万 (zh 万 (zja 
53. (需要 微 积分 ) 画 出 xlogx，x* 及 rlogr er 的 图 形 以 表示 -Flogz 是 o(x*)。 解释 这 一 图 
形 怎样 说 明 xlogx 是 ofz-)。 
54. (需要 微 积分 } 用 图 形 表 示 六 7 是 ofgtzr))。 轩 出 六 rzr)，gftzy 和 六 了 ixgfz) 只 图 形 。 
“55. (需要 微 积 分 ) 假定 Ar) 是 ofg(z))。 能 是 否 由 此 鹤 出 2 站 二 是 of28 7 )9 
“$56. 《需要 微 积分 ) 假定 f(z) 是 otg (x ))。 能 否 由 此 推 乌 log| f(x}| 是 otlogl g(r)|)? 
57.【〔 需 要 徽 积 分 ) 本 练习 中 的 两 部 分 描述 了 小 o 和 大 虽 符号 之 间 的 关系 。 
a) 求证 : 戎 负数 F(z) 和 g(x) 使 Fix) 是 otgtx))， 则 F(x) 是 Ol(g(z)) 
b) 求证 : 车 孙 数 F(z) 和 g(x) 和 使 了 (x) 是 Otg(x))， 那 么 不 一 定 能 推出 f(x) 是 
olglxr))o 
58, (需要 微 积 分 ) :求证 : 大 用 x) 是 nn 阶 多 项 式 ，g (x ) 是 mm 阶 针 项 式 ,， 昌吉 >xn， 则 f(x) 
是 of 区 人) 
59.《〈《 需 要 微 积 分 ) 求证 : 大 i(x) 是 otg(zx))，fotx) 是 ol(g(zx)) ,那么 (x)j+ 六 (rr) 是 
(glx)) 
60. (需要 微 积 分 】 念 岂 , 为 第 x 调和 数 


二 
Hl 


求证 : 日 , 是 O(logn)。[ 提 示 : 建立 不 等 式 


办 法 是 证 明 对 了 =2,，3，…， nn， 以 了 -1 到 j 为 底 ， 二 为 高 的 所 有 长 方形 的 面积 之 和 小 
于 曲线 y= 二 17/zx 下 面 从 2 到 z 的 面积 ,| 
61. 求证 nlogn 是 O(logn 1)。 
62. 判断 logtn1) 是 O(nlogn ) 是 否 成 立 ， 给 出 充分 理由 。 
令 六 天 ) 和 g(x+) 为 从 实数 集合 到 实数 集合 的 函数 。 如 果 lim, -oo Fr /g(r) 一 人， 了 怠 借 
Fr 和 pfz) 渐 近 ， 写 作 六 rr) 一 gr)s 
63. (需要 微 积分 ) 对 下 列 每 对 明 数 ,判断 上 和 g 是 否 浙 近 。 
a) f(r)=r +37r+7,g(T)= x +10 
b) flr)= rilogr se(r)= 7 
ce) flx)= rtlog(37 + 7), g(xr)={r +17r+3) 
d) flr}= (rt rt rt ,g(r)= (r+r +r ti+rt1) 
e) Hx)=log(tr +1), gtx) = logx 
f) fr)=2: ,g(r)=277 
入 ) f(r) =22 ,g(r)=27 


一 
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关键 术语 和 结果 


逻辑 (1.1 一 1,3 节 ) 


术语 
命题 ; 一 个 或 成 真 或 为 假 的 语 名 
真 值 : 真 或 假 


47 户 { 户 的 否定 ): 与 疡 的 真 值 相 反 的 命题 

远 辑 运算 村 用 于 组 合 合 题 的 运算 符 

复合 命题 ， 山 逻 辑 运算 符 组 合 命 荐 构 计 出 的 命题 

真情 表 ; 显示 命题 真 什 的 表 

PY9{tp 和 gq 的 拆 取 ); 除非 户 和 e 均 为 假 ， 次 则 为 真 的 命题 

户 Adf 户 和 的 会 取 ): 只 有 在 户 和 4 均 为 真 时 才 为 真 的 命题 

pg ({ 记 和 2 的 措 或 ): 当 户 和 gg 中 恰 有 一 个 为 真 时 才 为 真 的 命题 

Pg 《pp 冀 含 g): 具有 在 pp 为 真 而 9 为 假 时 才 为 假 的 命题 

疡 -> 虽 的 反 蔓 含 : 蕴含 关系 0 让 

pg 的 倒置 荔 仿 : 草 含 关系 gg 一 门户 

Per (双向 区 含 ): 只 有 户 和 9 真 值 相 后 时 才 为 真 的 命题 

字 位 :0 或 1 

布 录 变 剖 : 以 0 或 1 为 值 的 变量 

宇 位 运 工 : 一 个 或 多 个 宁 位 上 的 运算 

住 事 : 一 串 字 伺 

按 位 运算 : 位 串 上 的 运算 ， 对 一 个 位 串 的 字 位 和 另 一 位 串 的 对 应 字 位 作 运 算 
永 真 式 ;了 永远 为 真 的 复合 命题 

矛盾 : 永远 为 假 的 复合 命题 

可 能 式 : 有 时 或 真有 时 为 候 的 复合 命题 

未 辑 侍 价 : 复合 命题 是 逻辑 等 价 的 ， 如 果 它 们 总 有 同样 的 真 析 

命题 函数 : 谓词 和 变量 的 组 合 

3zpfzifpfz) 的 看 在 量化 ): 当量 仅 当 在 论 域 中 存在 一 个 x 使 p(x ) 为 真 时 才 为 真 的 命题 
Yrpfrifpfz)y 的 全 称 量化 ): 当 且 仅 当 论 域 中 的 所 有 值 p{1z) 均 为 真 时 才 为 真 的 命题 
自由 变量 : 命题 国 数 中 未 绑 定 的 下 量 

结果 1.2 节 表 1-12 和 表 1-13 给 出 还 辑 等 价 关 系 。 


集合 (1.4 一 1.5 节 ) 


术语 

集合 : 一 组 互 不 相同 的 对 滑 
公理 : 理论 的 一 个 基本 假设 
性 论 : 有 逻辑 上 的 不 一 至 性 


Er i 1 -re -小 
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集合 的 元 素 ， 成 员 : 集合 中 的 一 个 对 象 

四 ( 空 集 }: 没有 成 员 的 集合 

全 集 : 和 包 合 考虑 中 的 所 有 对 象 的 集合 

文 氏 图 : 一 个 或 多 个 集合 的 一 种 图 形 表 未 

S 二 了 (集合 相等 ): S 和 了 有 相同 的 元 系 

SCTS 是 工 的 子 全 )，S 的 每 个 元 豪 也 是 工 的 元 束 

SCT (SS 是 了 的 真子 集 ): 5S 是 T 的 子 集 ， 且 S 天 工 

有 限 集 ; 合 n 个 元 素 的 集合 ， 其 中 = 是 非 负 整数 

元 限 集 : 不 是 有 限 集 的 集合 

1S| (5 的 基数 ): 5S 中 元 素 的 个 数 

P(S)(S 的 轿 集 合 ): S 的 所 有 子 集 的 集合 

AUB (A 和 B 的 并 集 ): 和 包 售 那些 至 少 属 子 A 和 B 之 一 的 元 素 的 集合 
ANMB (A 和 日 的 交集 ): 包含 那些 既 属 于 A 又 属于 B 的 元 束 的 集合 
A-B (A 和 B 的 差 集 ): 包含 那些 只 属于 A 而 不 属于 B 的 元 素 的 集合 
及 {A 的 补 集 ); 全 集中 不 属于 A 的 元 素 的 集合 

ABB (A 和 8B 的 对 称 差 ): 包 合 恰 属 于 A 和 B 之 一 的 那些 元 素 的 集合 
成 员 表 : 显示 集合 中 元 素 的 成 员 关 系 的 表格 


圭 果 ”1.5 节 表 1-17 给 出 集 台 恒等式 。 
函数 !1.6- 1 .8 节 》 


术语 

从 六 到 B 的 函数 : 一 种 指派 ， 为 A 中 每 个 元 素 指 派 B 中 恰好 一 个 元 素 
了 的 定义 域 : 指 集合 有 有 A, 若是 从 A 到 B 的 函数 

ff 的 伴 域 ， 指 集合 曙 , 若是 从 A 到 8B 的 胃 数 

是 之 下 a 的 像 : 5 二 f(a) 

a 是 之 下 上 5 的 原 像 ; fla)= 二 刀 

了 的 值 域 : 了 的 像 的 集合 

映 上 函数 , 满 射 : 从 A 到 B 的 函数 ， 使 B 的 每 个 元 素 都 是 A 中 某 元 素 的 像 
一 对 一 另 数 ,内 射 : 定义 域 中 每 个 元 素 的 像 都 不 相同 的 函数 

一 一 对 应 , 双 射 : 既是 一 对 一 又 是 映 上 的 函数 

F 的 北 :《 当 了 是 双 射 时 ) 颠倒 由 给 出 的 对 应 关系 的 活 数 

fog (fF 和 g 的 组 合 ); 为 x 指派 f(g (xz)) 的 阴 数 

[x|( 底 苑 数 ): 不 超过 z 的 最 大 整数 

[x 1( 项 六 数 ); 大 于 或 等 于 工 的 最 小 整数 

上 序列; 定义 域 为 整数 集 的 子 集 的 函数 

事 : 有 限 序列 

So: Martart ta 


[{[® ya,: 乘机 MU Un 
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可 数 全 : 有 限 集合 或 与 正 整 数 集合 有 一 一 对 应 的 集合 

不 可 数 集 ; 不 是 可 数 集 的 集合 

站) 是 DIE 对 某 对 常数 C 和 六 >， 使 得 在 > 时 | Frz)sClgtzr)l 的 事实 
TT) 是 tg(x)):; 对 某 对 带 数 CC 和 二， 使 得 在 > 并 时 | F(x) 宇 Clg(lx}| 的 事实 
fT) 是 gtrj); fx) 是 Otg(tx)) 且 {x ) 是 0(g(xw)) 的 种 实 

结果 

实数 集合 是 不 可 数 的 。 

logn! 是 O(nlogn)。 

熙 f(z) 是 Otgi(r))，fotx) 是 Otg2(z)), 那么 ,， (f+ fo)(zx) 是 OCgi(r),g2(tzr)))， 
(fif2)(tx) 是 Otgitr)g(r))o 

看 do，41，…，&, 是 实数 ， 那么 ara it 十 二 ar+eang 是 Ofrs) 和 日 (r2)。 


复习 题 


1. a) 定义 合 题 的 否定 。 
上 “这 吓 一 门类 人 的 课程 ”的 否定 是 什么 ? 
2. a) {用 真 值 表 ) 定义 命题 p 种 gq 的 析 取 、 合 取 、 异 或 、 莉 会 和 双向 草 含 。 
bj “ 今 晚 我 去 看 电影 ”和 “我 将 完成 离散 数学 作业 ”的 析 取 、 合 取 、 异 或 蕴含 和 双向 
葡 含 是 什么 ? 
3. a) 给 出 至 省 五 种 用 汉语 表达 蕴含 pg 的 方式 。 
by 定义 蕴含 的 反 冀 含 和 倒置 。 
c)“ 如 采 闭 夫 阳 光明 媚 ， 我 将 到 林 中 散步 。” 给 出 此 草 含 语 名 的 反 草 合 和 倒置 。 
4. a) 两 个 命题 逻辑 等 价 的 含义 是 什么 ? 
b) 描述 证 明 两 个 复合 命题 牙 辑 等 价 的 不 同方 法 。 
cj 至 少 用 两 种 方法 证 明 - py Cr 一 J) 和 JpY44Y77 等 价 。 
5. (依赖 于 1.2 节 的 练习 ) 
a) 给 出 一 个 真 值 表 ,解释 怎样 用 析 取 范式 枸 造 一 个 复合 命题 使 其 真 值 表 就 是 你 纵 出 的 真 
值 表 。 
b) 解释 为 什么 ay 说 明 运 算 符 A ，Y 和 是 功能 完全 的 。 
c) 是 否 有 一 个 运算 符 使 得 只 含 这 个 运算 符 的 集合 是 功能 完全 的 ? 
6. 什么 是 谓词 Pt 的 全 称 和 存在 量化 ? 什么 是 它们 的 否定 ? 
7, a) 量化 语句 3x YyP(x,y) 和 Yy 3xrP(z,Yy) 的 区 别 何 在 ?其 中 P(x,y} 为 谓词 。 
bj 纵 出 谓词 P(x,y) 的 一 个 实例 ,使 3r VyP(zx,y) 和 YWy jrP(xz,y) 有 不 同 的 真 值 。 
8. a) 定义 两 个 集合 的 并 集 、 交 集 、 差 集 和 对 称 差 。 
b) 和 开 么 是 正 整数 集合 和 奇 整数 集合 的 并 集 、 交 集 、 差 集 和 对 称 差 ? 
9. a) 定义 两 个 集合 相等 。 
b) 描述 证 明 两 个 集合 相等 的 方法 。 
c》 至 省 给 出 证 明 A 一 (B 门 CC 和 (A 一 B)U (A 一 局 ) 相 等 的 两 种 不 同方 法 。 
10. 解释 逻辑 等 价 和 集合 相等 之 间 的 关系 。 
11. a) 定义 集合 S 的 基数 |S|。 
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b) 给 出 计算 14UBI 的 一 个 公式 ， 其 中 A 和 上 B 为 集合 。 
12. a) 定义 集合 5S 的 蜂 集 合 。 
b) 集合 5 的 寡 集 合 何 时 为 空 集 ? 
c) 舍 呈 个 元 素 的 集合 S 的 适 集 合 有 包 少 个 元 素 ? 
13. a) 定义 范 数 的 定义 域 、 伴 域 和 和 仁 域 。 
b) 令 F(n) 一 n ++1 为 从 整数 集合 到 整数 集合 的 函数 。 它 的 定义 域 、 伴 域 和 值 域 是 什么 ? 
14. a) 给 出 从 正 整数 集合 到 正 整 数 集合 的 函数 为 一 对 一 师 数 的 合 头 。 
b) 给 出 从 正 数 集合 到 正 整 数 集 合 的 畏 数 为 映 上 本 数 的 依 尽 。 
c) 给 出 一 个 从 正 整 数 集 合 到 正 整 数 集合 的 冰 数 的 实例 ， 使 它 饭 是 一 对 一 的 ， 葡 古 驳 
上 的 。 
d) 给 出 一 个 从 正 整 数 集 合 到 正 整数 集合 的 函数 的 实例 ， 使 它 是 一 对 一 的 ， 伺 不 是 映 
上 的 。 
e) 给 出 一 个 从 正 整 数 集合 到 正 整数 集合 的 菠 数 实例 ， 使 它 不 是 一 对 -- 的 ， 但 是 里 上 的 。 
f) 给 出 一 个 从 正 整 数 集合 到 正 整 数 集合 的 函数 实例 ,使 它 茎 不 是 一 对 一 的 ， 也 不 是 上 映 
上 的 。 
I5. a) 定义 函数 的 反 旺 数 。 
by 什么 样 的 较 数 有 上 反 晴 数 ? 
c) 从 整数 集合 到 整数 集合 的 函数 f{n)= 10 一 n 有 上 反 孙 数 吗 ? 如 果 有 ， 其 反光 数 是 什么 ? 
16. a) 定义 从 实数 集合 到 整数 集合 的 底 苯 数 和 和 顶 国 数 。 
b) 对 哪些 实数 有 Lxj]j=[x1? 
17. a) 用 求 和 符号 表示 从 2 的 适 2" 到 2 的 适 2* 的 各。 
b) a) 中 表示 的 和 的 值 是 什么 ? 
18. a) 集合 可 数 的 售 义 是 什么 ”给 出 一 个 淮 确 的 定义 。 
b) 负 整 数 集合 可 数 吗 ? 为 什么 ? 
c) 分 母 大 于 3 的 有 理 数 集合 可 数 吗 ? 为 什么 可 数 或 不 可 数 ? 
d) 2 和 3 之 间 的 实数 集合 可 数 吗 ? 为 什么 ? 
19, a) 给 出 f(n}) 是 O(g(n)) 这 一 事实 的 定义 ， 其 中 fn) 和 g(tn) 是 从 止 整数 集合 到 实数 集 
全 的 函数 。 
b) 用 f/f(n) 是 O(g(n)) 这 一 事实 的 定义 直接 证 明 或 否定 n*+18n +107 是 O(n’)。 
c) 用 Fa) 是 OUg(z)) 这 一 事实 的 定义 ， 直 接 证 明 或 否定 na” 是 O(n +18n +107)。 
20. ay 假定 一 个 函数 是 几 个 下 同 项 的 和 ， 且 每 个 项 都 是 若干 画 数 的 乘积 ， 拭 样 给 这 个 男 数 
作 大 口 估计? 
b) 给 函数 Ffp)= (al +1)(27+1)+(n* +8a (2 +2") 一 个 大 口 佑 计 。 在 估计 地 
{zz) 是 Ol(wtz)) 中 ， 用 阶 尽 可 能 小 的 一 个 简单 是 数 作 tx)。 


补充 练习 


1. 令 pb 为 命题 “我 将 完成 本 书 中 的 每 一 道 练习 ”，g 为 命题 “这 门 课程 我 将 得 4 。 将 下 
列 各 项 表示 为 p 和 a 的 组 合 。 
a) 只 有 完成 本 书 中 的 每 道 练习 ， 这 门 巢 程 我 首 能 得 “A'。 


Te 


mm 
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b) 这 门 课程 我 将 得 “A”， 而 和 且 我 将 完成 本 书 中 每 一 道 练习 ， 
c) 或 者 这 门 课 程 我 将 得 “A' ,或 者 我 不 完成 本 书 中 的 每 一 道 练习 。 
d) 这 门 谍 程 我 得 “A” 的 充分 必要 条 件 是 我 完成 本 书 中 每 一 道 练 习 。 
2. 求 复 合 命题 (py gj 一 (p27) 的 真 值 表 ，。， 
3. 证 明 下 列 昔 题 为 永 真 式 。 
a) 【9 内 (大 一 0) 一 户 
b) (lpY aq)Anp)Yg 
4. 给 出 下 列表 含 关系 的 反 葡 含 和 倒 竹 。 
a) 如 果 今 天 下 了 耳 ， 我 就 开 科 上班。 
b) 如 果 |x|=x， 却 么 二 之 0。 
ec) 若 大 于 3， 屠 和 公 nn* 大 于 9。 
5. 用 命题 变 明 p，g，r 和 : 构造 一 个 复合 命题 ， 使 它 在 这 些 命题 变 昌 中 恰 有 三 个 为 真 时 取 
真人 ， 其 他 情 次 下 为 假 . 
6, 令 Ptr) 为 语句 “学 生 x 会 第 积分 ”"，Qty) 为 “y 担 上 有 个 学 生 会 微 积 分 ”"。 用 Ptx) 利 
Qty) 的 和 量化 表 水 下 出 各 项 。 
a) 某 个 学 生 会 微 积分 ， 
b) 不 是 每 个 学 生 都 会 微 积 分 ， 
c) 每 个 班 上 都 有 一 个 学 生 会 微 积分 。 
d) 每 个 班 上 的 每 个 学 生 都 会 微 积 分 。 
e) 至 少 有 一 个 班 没 有 学 生 会 微 积分 . 
7. 令 P(m ,nn) 为 语句 “mm 除 尽 n”"， 其 中 变量 mw 和 的 论 域 均 为 正 整数 集合 。 给 出 下 列 命 


是 的 真 值 。 

a) Pl4,5) b) Pl2,4) 

Cc) Yo YnP(lm,ny d) jr YnP(lm,n) 
e》 dn YmP(lm,n) f) YanPil,n) 


8, 令 P(x,y) 为 命题 明 数 。 证明 冀 合 关 系 jx Yy P(x,y) 陪 态 j7P(7,y) 为 水 真 式 ， 

9. 令 P{z} 和 QQ@(x) 为 命 上 县 范 数 。 求证 9xztP(z 昌 (zx 和 YrDPtx)* rRQ{x) 有 同样 的 真 
值 。 

10. 如 果 Yy dzPfzry) 为 真 、3zyyPlryy) 是 否 必 定 也 为 真 ? 

11., 如 果 Yzr yPlzr,y) 为 真 ，9xz YyPlx,Y) 是 否 必 定 也 为 真 ? 

12. 找 出 下 列 语 名 的 否定 。 
a) 如 果 今 天 下 雪 ， 那么 我 明天 去 背 轨 。 
b) 班 上 每 个 人 都 慌 数 学 归纳 法 。 
c) 班 上 有 些 学 生 不 至 欢 离 艇 数学 。 
d) 每 堂 数 学 课 部 有 茶 个 学 生 上 着 谍 就 膝 才 了。 

13. 用 量词 表示 “ 班 上 每 个 学 生 剖 选修 过 数学 学 院 每 个 系 的 某 门 课 。 

14. 用 量词 表示 “在 美国 某 学 院 的 校园 里 有 座 楼 的 每 间 屋 子 都 漆 成 了 日 色 。" 

15. 令 A 为 英语 中 会 字母 x 的 所 有 单词 的 集合 ，B 是 英语 中 含 字 和 母 4 的 所 有 单词 的 集合 。 
把 下 列 各 集合 表示 为 A 和 科 B 的 组 合 。 
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a) 英语 中 不 含 字母 x 的 单词 的 集合 。 

b) 英语 中 既 售 字母 x 又 会 字母 9 的 单词 的 集合 。 

c) 英语 中 含 字母 x 但 不 含 宁 母 g 的 单词 的 集合 。 

d) 英语 中 不 会 字母 z 或 字母 g 的 单词 的 集合 。 

e) 英语 中 含 > 或 含 g 但 不 同时 含 .xr 和 gg 的 单词 的 集合 。 

16. 求证 : 大 A 是 B 的 子 集 ， 则 A 的 晨 集 是 B 的 徊 集 的 子 集 。 

17. 假设 集合 A 的 瞪 集 是 集合 B 的 竹 集 的 子 集 。A 是 否 一 定 是 B 的 子 集 ? 

18. 令 EE 表示 伪 数 集合 ，0O 表示 奇数 集合 ，Z 依旧 表示 所 有 整数 的 集合 。 求 下 列 各 项 ; 
a) ELIO b) ENO 
cj TZ-E d) 了 一 中 

19. 如 果 A 是 集合 ，U 是 全 集 ， 求 证 
a) ANMNA=D bb) AUA=U 

20. 车 A 和 B 为 集合 ,求证 
a) A=ANMNAUB)Y bb) A=AUANMB) 

21. 求证 : 大 六 ，B 为 集合 , 则 A 一 (A--B)=AllB。 

22. 令 及 ，B 为 集合 。 求 证 上 4 三 号 当 且 仅 当 A 门 B= A。 

23. 令 A，B，C 为 集 台 ,求证 (4 -8) -人 不 一 定 等 子 A--(B-C)， 

24. 假定 A，B，C 为 集合 。 证 虹 或 否定 (A 一 B)-C=(A--C)-B。 

25, 假定 A ，B，C，D 为 集合 。 证 明 或 否定 (A 一 8B)-(C-D)=(A-C)-(B-D),。 

26. 证 明 若 站 ，B 为 有 限 集合 ， 则 |A 门 B| 记 |AUB|。 什么 条 件 下 这 一 关系 成 为 等 式 ? 

27. 令 A ，B 为 有 限 全 集 U 中 的 集合 。 按 只 小 到 大 的 顺序 排列 下 面 各 组 数 ， 

a) [A|l, [IAUBI, [aNBI, [UI, |@| 
b) [A-B|, 1APBBI, |A|l+|1BI, [AUB|I, |@| 

28. 令 A ，B 为 有 限 全 集 UU 的 集合 。 求 证 |AMBI=|1Ui-|1AI-1B|l+ AN 门 B1。 

29, 令 了 和 g 分 别 是 从 11，2,， 3,， 4 到 ja， 56, c,d| 和 从 fa, b,c，d| 到 11, 2， 
3，4|} 的 蛆 数 ， 使 得 f(1)=4d,f(2)=e,f(3)=a,f(4)=b 和 g(a)=- 2,g(b)=1,g(e) 
=3,g(d)=2.。 

a) 了 是 一 对 一 的 吗 ? g 是 一 对 一 的 吗 ? 
b》 了 是 映 上 的 吗 ? g 是 映 上 的 吗 ? 
c) ff 或 g 是 否 有 反 困 数 ? 若 有 ， 求 其 反 陋 数 。 

30. 令 为 从 集合 A 到 集合 B 的 一 对 一 匡 数 。 令 S$S 和 人 荆 为 A 的 子 集 。 求 证 FSI TT)= f(s) 
NN F(T 

31. 给 出 一 个 例子 说 明 如 果 f 不 是 一 对 一 的 ， 那 么 练习 30 中 的 等 式 可 能 不 成 立 。 

32. 求证 ; 车 nn 为 整数 ， 则 nn =| zc21+[La 这 ]。 

33, 求 下 面 几 个 量 的 值 。 


a) (D5) b) ff (7) 
) SOE) d) TLC;) 


34. 0 和 1 之 间 的 无 理 数 集合 是 可 数 的 吗 ? 给 出 理由 。 


一 -一 上 me 一 
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” 35, 一 个 实数 称 为 代数 数 如 果 它 是 茶 个 整 系数 名 项 式 的 根 。 证 明 只 有 可 数 儿 个 代数 数 。 
[提示 : 利用 nn 阶 包 项 式 至 多 只 有 个 不 同 的 根 这 一 事实 。] 

36. 求证 8z3+127r+100logzr 是 OQ ( x?)。 

37. 给 {x?+ 工 (logz 六 )-(27++) 一 个 大 口 估计 。 

38, 求 光 1j(j+1) 的 一 个 大 口 估计 。 

“39. 证 明 m1 不 是 0O(2")。 

40. 证 明 nm? 不 是 Otn1!)。 


计算 机 题目 


按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


1. 已 知 命题 p 和 gq 的 真 值 ， 求 它们 的 合 取 、 析 取 、 异 或 、 蕴 合 和 双向 疆 合 的 真 值 。 

2, 已 知 长 度 为 ”的 两 个 位 串 ， 求 它们 的 按 位 AND 、 按 位 OR 及 按 位 XOR 。 

3, 已 知 模 籽 逻 辑 中 命题 p 和 4 的 真 值 , 求 疡 和 9 的 析 取 和 和 合 取 的 真 值 (参看 1.1 节 练 习 31 

— 33)。 

4. 已 知 含 个 元 素 的 某 集合 的 子 集 A 和 B， 用 位 申 求 A ，AUB,， A 门 B8，A 一 8B 和 A 明 B。 
5. 已 知 辣 一 全 集 的 多 重 集 A 和 B, 求 4AUB, A 站 MB，A--B 和 A+B ( 傅 看 1.5 节 练 习 47 
的 开场 白 )。 

. 已 知 模糊 集合 A 和 B, 求 4，A4UB 和 4 门 电 【参看 1.5 节 练 习 49 的 开场 白 ) 。 

:已 知 从 ;1，2，…， 姑 | 到 整数 集合 的 函数 f， 判 断 了 是 理 是 一 对 一 的 。 

. 已 知 从 性 ,2，…，m} 到 它 上 月 已 的 函数 上， 判断 了 上 是否 是 映 上 的 。 

. 已 知 从 11，,，2，-…，n| 到 它 自己 的 双 射 了, 求 广 

10. 已 知 序 列 ql ，aqz，…，&a， 的 项 ， 求 之 上 1ai 和 [六 1a， 


计算 和 研究 
使 用 一 个 计算 程序 或 你 已 完成 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


1. 使 n! 是 不 超过 100 位 十 进 数 和 1000 位 十 进 数 的 的 最 大 值 是 什么 ? 

2. 前 25 个 正 整数 n 中 每 一 个 n!1 的 十 进 表 示 有 多 少 个 尾部 0? 能 给 出 一 个 表示 n! 的 十 进 
表示 中 尾部 0 个 数 的 公式 吗 ? (参看 2.3 市 .) 

3, 计算 从 集合 5S 到 集合 TT 的 一 对 一 函数 的 个 数 ， 其 中 S$ 和 了 为 各 种 天 小 的 有 限 集 合 。 能 给 
出 计算 这 种 函数 个 数 的 公式 吗 ? {在 第 4 章 有 这 样 一 个 公式 ,) 

4. 计算 从 集合 S 到 集合 工 的 此 上 了 晴 数 的 个 数 ， 其 中 S 和 了 是 各 种 天 小 的 有 限 集 合 。 能 给 出 
计算 这 种 函数 个 数 的 公式 吗 ? {第 5 章 有 这 样 一 个 公式 ,) 

5. 我 们 知道 当 & 和 4 为 正 整 数 且 a 宇 2 时 ，n* 是 0 {qd*)。 对 下 列 各 数值 集合 ， 给 出 常数 人 
和 ,使 本 > 时 ，n Cd : 

p=10, d=2; =20, d=30; 85=1000, a =7 


写作 感 目 
用 课本 以 外 的 资料 ， 接 下 列 和 要求 写 成 短文 。 


人 
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EF od 


1. 描述 模糊 逻辑 泄 样 用 于 实际 应 用 。 参 考 为 一 般 读 者 号 的 一 本 或 儿 本 最 近 出 版 的 模糊 逮 
辑 书 。 

2. 污 一 些 卡 罗 尔 〈Lewis Carroll) 关于 符号 还 辑 的 作品 。 详 细 描 述 他 用 于 表示 理 辑 论证 的 一 
个 模型 。 

3, 讨论 如 何 建立 一 个 公理 集合 论 才 能 避免 罗 索 悖 论 。( 参 看 1.4 节 练 习 26。) 

4. 研究 函数 概念 是 从 哪里 首先 提出 来 的 ， 描 述 一 下 这 一 概念 最 初 是 怎样 应 用 的 。 

5. 和 解释 为 什么 《整数 序列 大 全 3》 (The Fncyciopedia of Integer Sequences) [SIP195] 对 各 种 
各 样 的 人 都 有 用 。 此 外 ， 再 说 明 这 本 大 全 中 几 个 不 常见 的 序列 是 怎样 产生 的 。 

6. 描述 一 下 怎样 把 集合 基数 的 概念 推广 到 无 限 集合 。 

7. 得 一 查 想 越 数 的 定义 。 说 明 怎 样 证 明 这 种 数 的 存在 以 及 怎样 构造 这 种 数 。 哪 些 有 名 的 数 
可 以 证 明 是 超越 数 ? 

8. 查 一 查 巴 赫 曼 最 初 是 怎样 引入 大 口 符号 的 。 说 骨 他 和 其 他 入 是 怎样 使 用 这 一 符号 的 。 
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第 2 和 章 基础: 算法 、 整数 和 和 矩阵 


许多 问题 都 可 以 当 懒 一般 问 题 的 特例 来 解决 。 例 如 ， 考 虚 寻 找 序列 101，12，144， 
212，98 中 的 最 大 整数 的 问题 。 这 是 寻找 整数 序列 中 的 最 大 整数 的 问题 的 一 个 特例 。 为 解决 
这 种 一 般 问 题 ， 必 须 给 出 一 个 算法 ， 算 法 规定 解 题 的 一 串 步 骆 。 本 书 将 介绍 解决 各 种 不 同类 
型 问题 的 算法 。 例 如 ， 求 两 个 整数 的 最 大 公约 数 的 算法 ， 产 生 有 限 集 所 有 排序 的 算法 ， 检 索 
列表 的 算法 ， 求 网 络 上 两 顶点 间 最 短路 径 的 算法 ， 等 等 。 与 算法 有 关 的 一 个 重要 因素 蚌 其 计 
算 复 灯 性 ， 即 用 这 一 算法 解决 一 定 规模 的 问题 需要 什么 计算 机 视 源 ?本 盖 将 阐明 脏 样 分 析 算 
法 的 复 末 性 。 

整数 集合 是 离散 数学 的 基础 。 符 别 是 整数 除法 的 概念 是 计算 机 算术 的 基础 。 我 们 将 简要 
回顾 一 下 数论 的 几 个 重要 概念 ， 以 及 整数 与 其 性 质 的 研究 。 将 要 学 习 与 整数 有 关 的 几 个 重要 
算法 ， 包括 求 最 大 公约 数 的 欧 几 里 德 算法 ， 这 是 3 于 多 年 前 首次 给 出 的 算法 。 整 数 可 以 用 仔 
何 大 于 1 的 正 整 数 为 基 来 表示 。 贯 穿 计 算 机 科学 的 二 进 制 展 开 即 是 以 2 为 基 的 表示 。 本 章 将 
学 习 以 5 为 基 的 整数 表示 ， 并 给 出 求 这 些 表 示 的 算法 。 同 时 要 讨 沦 用 于 整数 算术 的 算法 ， 
这 是 称 为 算法 的 第 一 批 过 程 。 本 章 还 要 介绍 几 个 重要 的 数论 应 用 。 例如， 我 们 将 利用 数论 对 
信息 加 审 ， 产 生肉 随机 数 ， 以 及 为 计算 机 文件 分 配 内 和 存 地 址 。 一 度 被 认为 是 最 纯粹 的 学 科 数 
论 已 成 为 计算 机 和 网 络 安全 的 实质 性 工具 。 

矩阵 在 离散 数学 中 用 干 表 示 各 种 离散 第 构 。 我 们 要 辐 磺 掉 阵 的 基本 内 容 以 及 表示 关系 和 
图 所 需要 的 矩阵 算 赤 。 和 矩阵 算术 将 用 于 与 这 些 结构 有 关 的 大 量 算法 。 


2.1 算法 


2.1.1 引言 

离散 数学 中 有 多 种 一 般 类 型 的 问题 。 例 如 ; 已 知 一 串 整 数 ， 求 最 大 的 一 个 ; 已 知 一 个 集 
合 ， 列 出 其 所 有 子 集 ; 给 定 -个 整数 集合 ， 把 它们 从 小 淹 大 排 成 序列 ; 已 知 一 个 网 络 ， 找 两 
个 顶点 间 的 最 短路 径 。 通 到 这 样 一 个 问题 时 ， 首 先 要 做 的 就 是 构造 一 个 模型 ， 把 问题 翻 释 成 
数学 语言 。 在 这 种 模型 中 用 到 的 离散 结构 包括 集合 、 序 列 和 函数 一 一 第 1 章 讨 论 过 的 结构 ， 
以 及 置换 、 关 系 、 图 、 树 、 了 网络 和 有 限 状 态 机 等 其 他 结 梅 一 一 这 些 概 念 将 在 以 后 的 章节 中 
讨论 . 

建立 人 台 有 适 的 数学 模型 上 是 解 题 的 第 一 步 。 完 整 的 解 还 需要 如 和 何 利 用 这 一 模型 解 次 一 般 性 
问题 的 方法 。 理 想 的 情况 是 ， 需 要 一 个 过 程 ， 它 能 够 遵 御 一 串 步 李 找 出 上 所 求 的 解 。 这 一 串 步 
又 就 称 为 直 法 。 

定 光 1 算法 是 进行 一 项 计算 或 解 一 候 题 的 准确 指令 的 有 限 集 。 
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事 了 旭 二 机 弄 活 、 旭 玫 和 大兴 101 


并 法 (algorithm) 这 一 术语 是 对 al-Khowarizmi {上 奥 尔 科 瓦 里 兹 米 )"* 这 一 名 字 的 放 用 。 
与 尔 科 员 里 兹 米 是 9 世纪 时 的 一 位 阿拉 伯 数 学 家 。 他 关于 印 地 数字 的 一 本 书 是 现代 十 进 制 符 
号 的 基础 。 最 初 algorism 一 闻 用 于 表示 使 用 十 进 制 符号 做 算术 运算 的 规则 。18 世纪 时 algo- 
rism 演变 为 algorithm。 随 着 大 们 对 计算 机 器 兴 超 的 增长 ， 算 法 的 概念 有 了 更 广 的 合 义 , 已 
经 不 仅 包 含 算术 运算 的 过程 ， 而 且 包 含 所 有 确定 的 解 题 过 程 。( 我 们 将 在 2.4 节 讨 论 整 数 算 
术 运 算 的 算法 .) 

本 书 将 讨论 解决 各 种 各 样 问题 的 算法 。 这 一 节 要 用 找 有 限 整 数 序 列 中 的 最 大 整数 这 -~- 问 
题解 释 算 法 的 概念 和 算法 具有 的 性 质 。 还 要 给 出 在 有 限 集 台中 找 一 个 特定 元 素 的 算法 。 以 后 
各 王将 讨论 求 两 个 整数 的 最 大 公约 数 的 过 程 ， 求 网 络 上 两 点 间 的 最 短路 径 的 过 程 ， 和 矩阵 相 篆 
的 过 程 ， 等 等 。 

例 1 描述 求 有 限 整 数 序 列 中 的 最 天 值 的 算法 。 


尽 绾 求 有 限 序 列 最 大 元 率 的 问题 相对 而 言 很 平 几 ， 但 它 能 提供 对 算法 概念 很 好 的 说 明 。 
此 外 需 里 求 有 限 整 数 序列 中 最 大 整数 的 情况 各 不 相册 。 例 如 ， 大 学 可 能 要 找 出 几 和 于 名 学 生 参 
加 的 竞赛 的 最 高 分 。 体 育 组 织 可 能 要 确定 每 月 成 绩 最 好 的 运动 员 。 我 们 希望 开发 一 个 只 要 出 
现 求 有 限 整 数 序列 最 天 元 素 问题 时 就 可 以 使 用 的 算法 。 

可 以 用 几 种 不 同 的 方式 给 出 解 这 一 问题 的 过 程 。 一 种 方法 是 直接 用 --- 般 语言 描述 使 用 的 
一 绅 些 又。 我 们 现在 就 给 出 这 样 一 个 解 。 

例 1 的 解 : 采 到 下 面 的 步骤 。 

1) 置 临时 最 大 值 等 于 序列 中 第 一 个 整数 。( 临 时 最 大 值 将 在 本 过 程 的 每 一 阶段 都 等 于 已 

检查 过 的 整数 中 的 最 大 整数 .) 
2) 将 太 列 中 下 一 整数 与 临时 最 大 值 比较 ， 如 果 它 大 于 临时 最 大 值 ， 置 临时 最 大 值 为 这 
一 整数 。 
3) 如 果 序 列 中 还 有 其 他 上 整数， 重复 前 一 步骤 。 
4) 在 厅 列 中 没有 留 下 可 比 的 整数 时 俘 止 ， 此 刻 的 临时 最 大 值 就 是 序列 中 的 最 大 整数 。 
| 

一 个 算法 也 可 以 用 计算 机 语言 描述 。 但 是 ,这样 做 时 只 能 用 诸 言 所 允许 指令 。 这 常常 会 
使 算法 的 描述 变 得 复杂 ， 面 且 难 于 理解 。 再 则 ， 有 许多 通用 的 程序 设计 语言 ， 我 们 不 希望 从 
中 选用 隶 一 个 。 本 书 也 就 不 用 任何 一 个 特定 的 计算 机 语言 描述 算法 ， 而 是 使 用 一 种 伪 码 的 形 
式 。( 本 书 中 所 有 算法 也 用 一 般 语言 描述 。) 伪 码 提供 的 是 在 算法 的 一 般 语言 描述 和 它 的 程序 
僵 言 实 珊 之 间 的 中 国 一 步 。 算 法 步骤 用 模仿 程序 语言 指令 的 伪 指 令 描述 ， 不 过 伪 指 令 可 以 包 
插 有 确切 定义 的 一 切 运算 和 语句。 以 算法 的 伪 码 描述 为 起 点 可 以 用 任何 一 个 计算 机 语言 产生 
计算 机 程序 。 


中” 筑 示 科 和 所 里巷 深 (by Ja "tar Mohammed ibn Musa al-Kbowanzsmi， 全 元 780 一 8 办 】 无 交 学 罕 和 数学 家 ， 是 纪 
“一 ” 格 达 一 个 科学 家 组 织 “ 智 右 之 家 ”的 成 员 。 奥 尔 科 瓦 里 兹 米 (al-Khowarizrm)】 这 一 名 宁 的 会 义 是 “来 白 科 瓦 里 米 
Khowarizam) 镇 "该 镇 现 称 卡 妃 【 玫 hival， 是 乌兹别克 斯 坦 的 部 分 。 奥 乐 科 孔 里 总 米 写 过 关于 数学 ， 天 交 学 和 几 条 学 
的 书 ， 西 网 大 首先 从 他 的 著作 中 学习 代数 。 代 数 tnilgebra) 一 词 游 自 at-jsbr， 这 是 他 的 书 的 标题 Kirab al-sabr 
w at muguabata》 的 一 部 分 。 这 本 书 曾 译 为 拉丁 文 开 广泛 用 作 课 本 。 人 地 关于 印度 数字 的 书 撒 述 了 使 用 这 些 孝 池 作 算术 运 
中 的 过 程 。 欧 洲 作 者 使 用 了 他 的 名 字 的 一 个 拉 汪 就 痛 来 表示 用 印度 数字 做 算术 运算 ， 后 来 注 变 为 algorithm (算法 ) 一 词 。 
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102 芒 改 峰 学 爱 蚌 习 用 


本 书 使 用 的 伪 码 大 煞 上 以 程序 硬 言 Pascal 为 基础 。 不 过 我 们 并 不 遵循 Pascal 或 其 他 程序 
语言 的 语法 。 上 此外， 任何 有 确切 定义 的 指令 均 可 用 于 伤 码 中 。 附 录 2 给 出 了 本 书 使 用 的 伪 码 
的 细 广 。 必 要 时 读者 应 参看 这 一 附录 。 

下 面 是 求 有 限 序 列 最 大 元 素 算 法 的 伪 码 描述 。 


算法 1 求 有 限 夺 列 的 最 大 元 率 


Procedure mazr falyar ya : 整数 ) 


max 二 下] 
tor i :===2t0n 
Ff wear < then mar := a, 


1 mar 是 最 大 元 吉 | 


一 = 一 一 -二 -一 一 = 1 


这 一 算法 自 先 把 序列 的 首 项 a| 赋 给 变量 ?rar。 “for” 稍 环 用 于 逐个 内 查 序列 的 项 。 如 果 某 
一 项 大 于 max 的 当前 值 ， 就 把 它 赋 给 mar ， 成 为 maz 的 新 值 。 

各 种 算法 有 若干 共有 的 性 质 。 在 描述 算法 时 记 住 它们 是 有 用 的 。 这 些 性 质 是 : 

“输入 算法 从 一 个 指定 的 集合 得 到 输 人 但 。 

"输出 ”对 每 个 输入 值 集合 ， 算 法 部 要 从 一 个 指定 的 集合 中 产生 输出 值 。 输 出 值 就 是 问 
题 的 解 。 

。 确定 性 算法 的 步 际 必须 是 准确 定 习 的 。 

”正确 性 对 每 一 组 输入 值 算法 都 应 产生 正确 的 输出 值 。 

* 有 限 性 ”对 集合 中 的 任何 输入 ,算法 都 应 在 有 限 {可 能 很 多 ) 步 之 后 产生 所 求 的 输出 ， 

"有 效 性 算法 的 每 一 步 必 须 能 够 准确 地 执行 ， 并 在 有 限时 间 内 完成 。 

* 通用 性 算法 过 程 应 适用 于 要 求 形式 的 所 有 问题 ， 而 不 只 是 用 于 … 组 特定 的 输入 值 。 


例 2 访 明 求 有 限 整 数 序列 最 大 元 素 的 算法 1 具有 上 而 列 出 的 所 有 性 质 。 


解 算法 1 的 输入 是 一 个 整数 序列 。 输 出 是 该 序列 的 最 大 整数 。 算 法 的 每 一 步 都 是 准确 
定义 的 ， 因 为 只 出 现 骸 值 、 有 限 循环 和 条 件 语 句 。 算 法 步 豫 是 有 限 的 ， 因 为 在 序列 中 的 所 有 
整数 都 被 检查 过 以 后 它 就 终止 。 算 法 在 有 限时 间 内 完成 ， 因 为 每 一 步 要 么 是 比较 ， 要 人 么 是 赋 
值 。 最 后 算法 1 是 通用 的 ， 因 为 它 可 以 用 于 求 任何 有 限 整 数 序 列 的 最 大 元 率 。 EE 


2.1.2 搜索 算法 


-请 在 有 序 表 中 常会 出 现 为 元 素 定位 的 问题 。 例 如 检查 单词 拼写 的 程序 要 在 字典 中 搜索 ， 
“ 尺 ” 字 典 其 实 就 是 单词 的 有 序 表 。 这 一 类 问题 称 为 搜索 问题 。 本 入 将 讨论 几 个 搜索 算法 。 
在 2.2 节 将 考查 这 些 算法 中 各 自 使 用 的 步 数 ， 

一 般 的 搜索 问题 可 以 描述 如 下 在 不 同 元 素 cl ，az，…， av 的 表 中 为 元 素 z 定位 ,或 
判定 它 不 在 该 表 中 。 这 一 搜索 问题 的 解 是 表 中 等 于 z 的 项 的 位 置 ( 即 车 + = a,， 那 么 i 就 是 
解 )， 或 当 x 不 在 表 中 时 解 为 0。 

我 们 将 介绍 的 第 一 个 算法 称 为 线性 搜索 算法 或 顺序 搜索 算法 。 线 性 搜索 算法 从 比较 + 和 
al 开始, 若 z= al， 那 么 解 就 是 at 的 位 置 ， 也 就 是 1。 当 x 了 关 a; 时 ,比较 x 和 4a。 若 斌 = 
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as ， 解 就 是 a 的 位 置 ， 也 就 是 2。 当 x 关 a; 时 ,比较 x 与 a3。 继 续 这 一 过 程 ， 逐 一 比较 和 
表 中 每 一 项 ， 下 到 出 现 相等 ， 解 就 是 该 项 的 位 置 ， 除 非 不 存在 相等 。 如 有 果 搜 索 整 个 表 后 都 不 能 
为 工 定 位 ， 那 么 解 是 0。 这 一 线性 神 案 算法 的 伪 码 如 算法 2 所 示 。 


算法 2 线性 搜索 算法 
Procedure jinenr search (rr 整数，a，a，…，a:， 不同 囊 数 ) 


;二 
while (zn 和 zx,) 
1:: 二 1+1] 

if i then iocation := 1 
else iocafiom := 0 


Hocation 是 等 于 .x 的 项 的 下 标 ， 或 是 找 不 到 x 时 为 有 | 


A 


现在 我 们 考 忠 男 一 个 搜索 算法 。 当 表 中 各 项 以 增 序 出 现时 可 以 用 这 一 算法 。( 例 如 ; 若 各 
项 为 数 ， 它 们 按 从 最 小 到 最 大 排列 ;如果 它们 是 单词 ， 可 以 按 字 上 典 顺 序 或 字母 顺序 排列 。) 这 
党 二 个 算法 称 为 对 分 搜索 工法。 它 是 把 要 搜索 的 元 素 与 表 的 中 全 项 比较 。 然 后 这 表 就 分 成 两 个 
长 度 机 等 的 较 小 子 表 ， 或 两 个 子 表 5 ,六 个 比 男 一 个 少 一 个 项 。 根 据 与 中 间 项 的 比较 结果 ， 搜 
索 将 限于 在 两 个 子 表 的 一 个 中 进行 。 在 下 一 节 我 们 将 证 明 对 分 搜索 比 线性 搜索 的 效率 要 高 得 
多 ,下 面 的 例子 说 明 如 何 进行 对 分 搜索 。 


例 3 要 在 表 


12356781012131516181920 22 
中 搜索 19， 第 一 步 把 有 16 个 项 的 这 个 表 分 成 各 合 8 个 项 的 两 个 较 小 的 表 ， 即 
123567810 1213151618192022 
然后 比较 19 和 头 一 个 表 的 最 大 项 。 因 为 16<19， 对 19 的 搜索 ， 可 以 限于 包含 原 表 第 9 项 
到 第 16 项 前 表 中 。 下 一 步 把 含 8 个 项 的 这 个 表 分 成 两 个 会 4 个 项 的 小 表 ， 即 


12 13 15 16 18 19 20 22 
因为 16<149 (将 19 与 第 一 个 表 的 最 大 项 比较 7》， 搜 索 限 于 这 两 个 表 的 第 二 个 ， 它 包含 原 表 的 第 
13 项 到 第 46 项 。 表 148 19 20 22 被 分 成 两 个 表 ， 即 

18 19 20 22 


因为 19 木 大 于 两 个 表 中 第 一 个 的 最 大 项 ， 此 最 大 项 也 是 19， 搜 索 限 于 第 一 个 表 : 18 19， 这 个 
表 所 含 原 表 的 第 13 和 14 项 。 下 一 . 步 ， 这 个 两 项 的 表 分 成 各 会 1 项 的 两 个 表 18 和 19。 因 为 18 
<19， 搜 索 限 于 第 二 个 表 : 这 个 表 只 含 原 表 第 14 项 ， 即 19。 现 在 搜索 已 经 收缩 到 一 项 上 。 
与 这 一 项 比较 ，19 定位 为 诛 表 的 第 14 项。 大 

现在 我 们 给 出 对 分 搜索 算法 的 步骤 。 要 在 表 a,，a;，*…，a， 中 搜索 整数 zx， 其 中 ai 芭 
as 二 <a ， 我 们 从 比较 zx 和 序列 的 中 间 项 ae。 开始， 其 中 疾 =L(Ca Ti (回忆 一 下 ， 
Lzj 是 不 超过 zx 的 最 大 整数 。) 如 果 x > au， 搜索 可 以 限制 在 序列 的 下 半 段 ， 即 a 11， 


LT 一 
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nr 


rts sn dno 如 果 x 不 大 于 a,， 搜索 可 限制 在 序列 的 上 半 段 ， 即 ai ， Hy 

现在 搜索 的 范围 限于 一 个 不 超过 | na7 2 | 个 元 素 的 表 。 用 同样 的 过 程 ， 比 较 + 和 这 个 短 
表 的 中 间 项 ， 然 后 把 搜索 限于 短 表 的 前 半 段 或 后 半 段 。 这 样 重复 直到 得 到 只 会 一 个 项 的 表 。 
然后 判断 这 个 项 是 否 就 是 r+。 对 分 搜索 算法 的 伪 码 由 算法 3 给 出 。 

本 khk 和 0 

算法 3 对 分 搜索 算法 

Procedure pinary search (x: 整数 ， Ns Wi 递增 整数 ) 

i 二 1 1i 是 搜索 区 间 的 左 端点 } 
7 王 n |; 是 搜索 区 间 的 右 端 点 | 


whiler < 

beoin 
mm :一 | 人 二 TAU 
if ra,, theni := zz 十 了 
elser 一 rz 

end 


if x = a then iocation := 1 


else docation :二 0 


focation 是 等 于 x 的 项 的 下 标 ， 或 在 找 不 到 z 时 为 01 


算法 3 一 次 次 收缩 被 搜索 的 序列 。 在 任何 阶段 都 只 有 从 a, 开始 到 w, 结束 的 这 些 项 需要 
考 灌 。 换 言 之 ，i 和 j 分 别 是 留 下 需 检查 的 最 小 和 最 大 下 标 。 算 法 3 不 断 收 缩 需 搜索 的 序列 ， 
直到 剩 下 只 有 一 项 的 序列 。 在 执行 这 一 步 时 ， 比 较 这 一 项 是 否 等 于 x。 


练习 


1. 如 果 要 在 表 1，8，12, 9， 11，2，14，5，10，4 中 找 最 大 值 ， 列 出 算法 1 使 用 的 所 有 步骤 。 
2. 判断 下 列 过 程 各 有 算法 的 什么 特性 ， 各 缺 什么 特 人 性 。 

a) Procedure douple (n; 正 整 煞 ) 
While 地 之 站 

关 :一 了 9 
Procedure divide (n: 正 整 数 ) 
While # > 属 
begin 

777 :一 yr 


n 二 nl 


b 


mmr 


end 
c) Procedure sum (nn: 下 整数 ) 
snp 一作 


while i < 10 


Ee Br -== =- = = 
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— ee— ee —— Te — TE ee — es—— TO i 


Sun := su tr 
唱 ) Procedure choose (a sb: 整数 ) 
:二 不 六 

3. 设计 一 个 求 表 中 所 有 整数 之 和 的 算法 。 

4. 设计 计算 x" 的 算法 ， 其 中 x 是 个 实数 ，x 是 个 整数 。 [提示 : 首先 给 出 一 个 2 为 非 负 到 
数 时 从 1 开始 不 断 乘 以 x 来 计算 zx" 的 过 程 。 然 后 扩充 这 一 过 程 ， 当 为 负数 时 ， 利 用 ” 
=1/x* 的 事实 。] 

5. 描述 一 个 交换 变量 x 和 的 值 的 算法 ， 有 共 许 使 用 岩 值 。 至 少 需要 才 少 个 赋 信 语句 才能 完 
成 变换 ? 

6. 描述 一 个 只 使 用 赋值 语 凶 的 用 三 元 组 (y，z，Xx) 代替 (x，y，z) 的 算法 。 为 此 最 少 
需要 多 少 个 赋值 合 句 ? 

7. 列 出 在 序列 1，3，4，5, 6，8， 9，1l 中 搜索 9 的 所 有 步骤 ， 使 用 下 述 算法 ， 

a) 线性 搜索 。 
by 对 分 搜索 。 

8. 列 出 在 练习 7 给 出 的 序列 中 搜索 7 使 用 的 所 有 步 邓 。 

9, 给 出 一 个 算法 ， 把 整数 x 插入 按 增 序 排列 的 整数 表 al，ay，……，a，, 中 的 合适 位 置 。 

i0. 纵 出 一 个 求 有 限 自然 数 序列 中 最 小 整数 的 算法 。 

11. 给 出 确定 有 限 整 数 表 中 最 大 元 素 首 次 出 更 位 置 的 算法 ， 表 中 的 整数 不 必 互 不 相同 。 

12. 给 出 确定 有 陈 整 数 表 列 中 最 小 元 素 最 后 出 现 位 置 的 算法 ， 表 列 中 的 整数 不 必 互 不 相同 。 

13. 找 一 个 算法 计算 含有 三 个 整数 的 集合 的 最 大 值 、 中 间 值 、 平 均值 和 最 小 值 。 (整数 集合 

的 中 和 间 值 是 把 这 些 整数 按 培 序 排列 时 中 和 间 元 带 的 值 。 整 数 集合 的 平均 值 是 这 些 整 数 之 和 
除 以 整数 个 数 ,) 

14. 给 出 一 个 求 有 限 整 数 序 列 中 最 大 和 最 小 整数 的 算法 。 

1$, 给 出 一 个 算法 把 任意 长 整数 序列 的 头 三 项 按 增 序 排列 。 

16. 给 出 一 个 算法 求 英 文句 子 中 最 长 的 单词 。( 单 词 指 字母 串 ， 句子 指 用 空格 分 隔 的 一 申 单 

词 .) 

17. 给 出 一 个 判断 从 一 个 有 限 集 合 到 另 一 个 有 限 集 合 的 画 数 是 和 否 为 映 上 的 算法 。 

18. 给 出 一 个 判断 从 一 个 有 限 集合 到 另 一 个 有 限 集 合 的 苯 数 是 否 为 一 对 一 的 算法 。 

19. 给 出 一 个 算法 ,逐一 检查 位 串 中 每 个 字 位 是 否 为 1， 计 算 其 中 1 字 位 的 个 数 。 

20. 改动 算法 3， 使 对 分 搜索 过 程 在 每 一 阶段 都 比较 z 和 a,， 并 在 工 = a 时 终 目 。 这 一 改 

动 后 的 对 分 搜索 算法 有 何 优越 之 处 ? 

21. 三 分 搜索 算法 为 元 于 在 增 序 整 数 表 中 定位 ， 定 位 方法 是 依次 把 表 分 成 长 度 相 等 (或 尽 可 
能 相等 ) 的 三 个 子 表 ,每 次 都 把 搜索 限制 在 一 个 合适 的 子 表 中 。 措 述 这 一 算法 的 步 双 。 
22. 描述 一 个 为 元 素 在 增 序 整 数 表 中 定位 的 搜索 算法 ， 搜 索 方式 是 每 次 把 表 分 成 相等 (或 尽 

可 能 相等 ) 的 4 个 子 表 ， 并 把 搜索 限制 在 一 个 合适 的 子 表 中 ，。 

23. 整数 表 的 一 个 众 数 是 表 中 出 现 次 数 不 比 任何 别 的 元 索 出 现 次 数 少 的 元 素 。 设 计 一 个 算 
法 ， 求 非 递 减 整数 表 的 一 个 众 数 。 

24. 设计 一 个 算法 ， 求 非 递减 整数 表 的 所 有 众 数 【练习 23 中 定义 )。 

25. 设计 一 个 算法 ， 求 整数 序列 中 第 一 个 与 序列 中 排 在 它 前 面 的 某 项 相等 的 项 。 
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26. 设计 一 个 算法 ， 找 出 有 限 整数 序列 中 所 有 邦 些 大 于 它 前 面 各 项 之 和 的 现 。 
27. 设计 一 个 算法 ， 求 正 整数 序列 中 第 一 个 小 二 其 前 项 的 项 。 


2.2 算法 的 复杂 性 


lw 
kw 
je 
ll 


什么 时 候 算 法 对 问题 提供 令 人 满意 的 解 ” 首 先 ， 它 必须 给 出 正确 的 答案 。 第 3 章 将 讨论 
如 何 说 明 它 正确 。 其 次 ， 它 必须 有 效率 ， 本 节 讨 论 算法 的 效率 。 

怎样 分 析 算 法 的 效率 呢 ? -- 种 效率 度量 是 计算 机 按 此 算法 和解 题 所 花 的 时 间 ， 另 一 种 度 苦 
是 计算 机 实现 这 一 算法 需要 多 大 内 存 ， 当 然 都 假定 输 人 值 的 规模 是 一 定 的 。 

这 些 问题 都 涉及 算法 的 计算 复杂 性 。 分 析 解 决 特定 规模 的 问题 需要 的 时 间 是 算法 的 时 间 
复杂 性 。 分 析 需 要 的 计算 机 内 存 是 算法 的 室 间 复杂 性 。 在 实现 一 个 算法 时 ， 时 间 和 空间 复杂 
性 的 考虑 都 是 实质 性 的 。 显 然 ， 了 解 算法 是 一 微 秒 、 一 分 钟 还 是 10 亿 年 才能 给 出 答案 是 很 
重要 的 。 类 似 地 ， 必 须 能 提供 所 需 的 内 存 才能 解 题 ， 所 以 必须 考虑 空间 复杂 性 。 

空间 复杂 性 的 考虑 与 实现 算法 时 使 用 的 特定 数据 结构 紧密 相关 。 由 于 本 书 对 数据 结构 不 
做 详细 讨论 ， 我 们 不 考虑 空间 复杂 性 ， 而 将 注意 力 集中 在 时 间 复 杂 性 上 ， 

算法 的 时 间 复 杂 人 性 可 以 在 输入 规模 一 定 的 情况 下 用 算法 使 用 的 运算 次 数 来 表示 。 上 度量 时 
间 复 杂 性 使 用 的 运算 包括 整数 比较 、 整 数 加 法 、 整 数 乘法 ， 整 数 除法 或 任何 其 他 基本 运算 。 

时 间 复 杂 性 用 运算 次 数 而 不 是 计算 机 实际 使 用 时 间 来 表示 ,这 是 因为 在 执行 基本 运算 时 
不 同 的 计算 机 需要 的 时 间 不 同 。 此 外 ， 把 所 有 运算 分 解 成 计算 机 使 用 的 基本 字 位 运算 是 相当 
复杂 的 。 再 者 ， 现 存 最 快 的 计算 机 执行 字 位 运算 (例如 两 个 字 位 的 加 法 、 乘 法 、 比 较 或 交 
换 ) 的 时 间 是 10-?* 秒 (1 纳 秒 ), 但 个 人 电脑 可 能 需要 10-* 秒 (1 微 秒 ) ， 作 同样 的 运算 时 间 
相差 1000 和 傍 。 

我 们 考虑 2.1 节 求 有 限 整 数 集 合 最 大 值 的 算法 1， 用 以 说 明 怎样 分 析 算法 的 时 间 复 杂 性 。 


例 1 描述 2.1 节 求 集合 最 大 元 素 的 算法 1 的 时 间 复 杂 人 性 。 


解 ”由 于 比较 是 该 算法 使 用 的 基本 运算 ， 就 以 比较 的 次 数 作 为 共 时 间 复 杂 性 的 度量 . 

要 求 出 以 任意 顺序 列 出 的 个 元 素 集 人 台 的 最 大 元 素 ， 首 先 让 临时 最 大 元 素 等 于 列表 中 
的 初始 项 。 然 后 在 做 一 次 比较 后 判断 尚未 到 达 列 表 的 终点 。 于 是 临时 最 大 元 与 第 二 项 比较 ， 
如 果 第 二 项 大 ， 就 用 第 二 项 的 值 更 新 临时 最 大 元 。 这 一 过 继续 下 去 ， 对 表 中 的 每 一 项 都 要 加 
上 两 次 比较 ， 一 次 判断 尚未 达到 列表 终点 ， 另 一 次 判断 是 否 需 要 更 临时 最 大 元 。 由 于 对 于 从 
第 二 项 到 第 wn 项 的 每 一 项 都 要 用 两 次 比较 。 再 加 上 一 次 在 i= wn +1 时 退出 御 环 的 比较 ， 所 
以 应 用 这 一 算法 时 村 用 的 比较 次 数 怡 为 2(2 一 1}+1=2n 一 1 。 因 此 ， 求 n 元 集合 最 大 迷 的 
算法 的 时 间 复 杂 性 是 O(n)， 这 蚌 用 算法 梗 用 的 比较 次 数 来 度量 的 。 圈 


下 面 将 分 析 搜 索 算法 的 时 间 复 玉 性 。 


例 2 描述 线性 搜索 的 时 间 复 淋 性 。 
解 ” 该 算法 使 用 的 比较 次 数 将 用 来 度量 时 间 复 杂 性 。 算 法 中 每 次 循环 都 做 两 次 比较 ， 一 
次 判断 是 否 已 到 表 的 终点 ， 一 次 比较 > 和 表 的 一 个 项 。 最 后 还 要 在 循环 外 做 一 次 比较 。 于 
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是 当 xz=4a; 轩 ， 最 多 需 要 做 2i +1 次 比较 。 当 不 在 表 中 时 ， 最 多 需要 2n +2 次 比较 。 在 这 
和 神情 况 下 ，2w 次 比较 用 于 莽 断 > 了 不 等 于 ai =1，2，…，?， 再 加 上 一 次 用 于 脐 离 短 环 的 
比较 ， 和 一 次 循环 外 的 比较 。 所 以 当 > 不 在 表 中 时 ， 共 用 22+2 次 比较 。 从 而 线性 搜索 最 
多 需要 O(n) 深 比较 。 

例 2 中 做 的 这 类 复杂 性 分 析 是 芭 坏 情况 分 析 。 所 俏 算 法 的 最 坏 情 涡 ， 指 的 是 把 算法 应 用 
于 一 定 规 模 的 问题 时 最 多 需要 多 少 次 运算 。 最 坏 情 况 分 析 告 诉 我 们 算法 重要 镍 少 次 运算 就 保 
证 给 出 问题 的 解答 。 

例 3 描述 对 分 搜索 算法 的 时 间 复 杂 性 。 

解 ” 为 简化 描述 ， 仍 定 表 ai ，a，…，u 中 有 了 一 2 个 元 素 ， 其 中 六 是 非 负 整数 。 注 
意 友 =log nn。{ 如 果 表 中 元 素 个 数 部 不 是 2 的 医 ， 那 么 这 个 表 可 以 看 作 一 个 有 2 个 元 如 的 
大 表 的 一 部 分 ， 其 中 2 之 < 之 2*')。 因 此 2 1 是 大 于 于 的 2 的 最 小 其 。) 国 


在 算法 的 每 一 阶段 ， 都 要 比较 i 和 ; 来 判断 待 搜索 的 表 是 否 包 含 1 个 以 上 的 元 素 ， 其 中 
i 和 分 别 是 当前 待 搜索 表 的 第 一 项 和 最 后 项 的 位 置 。 如 果 ;< ， 就 是 做 一 次 出 较 判 断 x 是 
否 大 于 竺 搜索 表 的 中 间 元 素 。 

在 第 一 阶段 将 搜索 限于 含 2: ”个 元 素 的 表 。 至 此 已 使 用 了 两 次 比较 。 这 一 过 程 继续 下 
去 ,每 一 防 段 都 用 两 次 比较 把 搜索 限制 在 长 度 减 半 的 表 中 。 换 言 之 ,第 -- 阶 段 当 表 中 售 2 
个 元 素 时 ， 用 湖 次 比较 把 表 减 半 ， 在 表 减 为 2 1! 个 元 素 时 再 用 两 次 比较 ， 当 表 减 为 2 “时 
又 使 用 两 次 比较 ， 如 此 等 等 ， 直 到 两 次 比较 后 使 表 长 为 21 = 2。 最 后 当 表 中 只 剩 -- 个 元 素 
时 ， 百 用 一 次 比较 确定 没有 其 他 元 素 留 在 表 中 ， 还 要 一 次 比较 判断 这 一 项 是 理 为 x。 

因此 ， 当 表 中 有 2* 个 元 素 时 ， 作 对 分 搜索 需要 2k+2=2 log nt+2 深 比较 。( 如 果 n 不 
是 2 的 界 ， 最 初 的 表 扩 展 为 合 24 1 项 的 表 ， 其 中 上 = [log n」]， 搜索 需要 最 多 2[log n |+2 次 
比较 。) 于 是 对 分 算法 需要 最 多 0 《log n) 次 比较 ， 由 此 分 析 可 知 ， 在 最 坏 的 情况 下 ， 对 分 
搜索 算法 比 线 性 搜索 效率 高 。 

除 最 坏 情 况 分 析 以 外 ,还 有 称 为 平均 情况 分 析 的 另 一 类 重要 的 复杂 性 分 析 。 这 一 类 分 析 
是 就 一 定 规模 的 问题 对 所 有 输 人 求解 问题 使 用 的 平均 运算 次 数 。 平 均 情况 时 间 复 杂 性 分 析 一 
般 比 最 坏 情 况 分 析 复 杂 得 儿 。 不 过 线性 搜索 算法 的 平均 情况 分 析 不 难 完成 如 例 4 所 示 。 


例 4 描述 线性 搜索 算法 的 平均 情况 性 能 ， 假 定 元 素 x 在 表 中 。 

解 ” 当 已 知 x 的 确 在 表 中 时 ， 有 nn 类 可 能 的 输入 。 旭 果 x 是 表 的 第 一 天 ,需要 比较 3 
次 ,一 次 判 业 是 否 已 到 表 终 点 ,一 次 比较 x 和 第 一 项 ， 再 在 循环 外 比较 一 次 。 如 果 了 是 表 
的 第 二 项 ， 还 要 增加 2 次 比较 ， 所 以 总 共 要 比较 5 次 。 一 般 来 说 ， 若 x 是 表 的 第 i 项 ，; 次 
循环 中 的 每 一 次 都 要 做 2 次 比较 ， 针 加 循环 外 一 次 ， 所 以 共 需 要 散 2 + 1 次 比较 。 于 是 平均 
使 用 比较 的 次 数 是 

3+5+7+."+(t2n+t+1) 2t1+2+3+."+n)+n 

在 3.2 节 将 还 明 
好 【天 十 1) 

2 
所 以 线性 搜索 使 用 的 平均 比较 次 数 (在 已 知 x 的 确 在 表 中 时 ) 是 


下 
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这 是 中 (Cn})。 
注意 分析 中 假定 了 rr 在 被 搜索 的 表 中 ， 而且 它 在 一 切 位 置 的 机 会 都 相等 。 x 可 
能 不 在 表 中 ， 这 时 也 可 以 对 这 一 算法 做 平均 情况 分 析 【参看 本 节 示 的 练习 13)， 国 


表 2-1 中 给 出 了 描述 算法 时 间 复 杂 性 的 几 个 常用 术语 。 例 如 ， 如 果 算 法 的 时 间 复 杂 性 用 
某 种 指定 的 运算 来 度量 是 口 ( 姑 ) ,上 >1 ， 就 说 它 有 指数 复杂 性 。 类似 地 ， 时 间 复 杂 性 为 
On ) 的 算法 有 多 项 式 复 杂 性 。 线 性 搜索 算法 〈 最 坏 情 况 或 平均 情况 ) 有 线性 复杂 性 ， 而 对 
分 搜索 算法 有 对 数 《最 坏 情况 ) 复杂 性 。 以 上 搜索 算法 都 是 以 使 用 的 比较 次 数 来 度量 时 间 复 
来 性 。 

能 用 具有 多项式 最 坏 情况 复杂 性 的 算法 解 沁 的 问题 称 为 易 处 理 的 ， 因 为 只 要 问题 的 输入 
规模 合理 ， 我 们 就 可 期 望 算 法 在 相对 钴 的 时 间 内 给 出 解 管 。 不 过 ， 如 果 在 大 0 估计 中 的 多 
项 式 次 数 高 (如 100 次 )， 或 名 项 式 的 系数 特别 的 大 ,算法 可 能 会 花 特 别 长 的 时 间 夹 解 题 。 
所 以 ,能 用 具有 和 多项式 最 坏 情 忱 复杂 性 的 算法 来 解 的 问题 ， 即 使 对 于 相对 较 少 的 输入 值 ， 也 
不 能 保证 能 在 合理 时 间 内 得 解答。 和 幸运 的 是 ,实践 中 这 种 个 计 用 到 的 过 项 式 的 次 数 和 系数 都 
不 大 。 

家 2-1 算法 复杂 性 党 用 术语 


复杂 性 复 夺 性 术语 
co ol 多 项 式 复兴 性 
O(logn) Oth) ,bl 指数 复 共 性 
O(n Orn!) 阶 笑 复 杂 性 


Dt nlogn) 


对 不 能 用 最 坏 悄 况 多 项 式 时 间 复 杂 性 的 算法 求解 的 问题 ， 悄 况 要 粳 得 多 。 这 种 问题 称 为 
不 易 处 理 的 。 一 般 来 说 ， 需 要 特别 大 量 的 时 间 来 解 最 坏 情况 的 问题 ， 即 使 输入 值 很 少 也 是 这 
样 ; 当然 也 并 非 总 是 如 此 。 不 过 也 有 这 样 的 时 人 息 ， 以 最 坏 情 滴 时 间 复 傈 性 的 算法 解决 实际 问 
题 时 ， 大 多 数 情 况 都 比 最 坏 情 况 快 得 多 。 如 果 我 们 愿意 允许 少量 情况 下 问题 不 能 在 合理 的 时 
间 内 得 到 解答 ,那么 平均 情况 时 间 复 杂 性 是 对 算法 解 明 时 间 长 短 的 更 好 度 二。 工业 上 许多 重 
要 的 问题 都 认为 是 不 易 处 理 的 ， 但 实践 中 ， 对 日 常生 活 中 出 现 的 所 有 输入 集合 都 得 到 问题 的 
解 。 另 一 种 处 理 实际 应 用 中 出 现 的 不 易 处 理 的 问题 的 方法 ， 是 不 求 问题 的 精确 解 ， 而 以 近似 
解 代 替 。 也 许 存 在 求 近 己 解 的 快速 算法 ， 甚 至 还 能 保 证 这 些 近 似 解 己 精 确 解 相差 不 太 大 。 

甚至 有 一 些 可 以 证 明 没 有 解 题 算法 存在 的 问题 。 这 种 问题 称 为 不 可 解 的 (相对 于 可 以 用 
某 个 算法 求解 的 可 解 问题 而 言 )。 第 一 个 证 明 存 在 不 可 解 问题 的 是 伟大 的 类 国 数学 家 和 人 寺 算 
机 科学 家 图 灵 。 他 证 明 不 可 解 的 是 停机 问题 。 这 个 问题 的 输入 是 一 个 程序 ， 加 上 对 这 一 程序 
的 输入 。 问 题 要 问 的 是 当 这 个 程序 以 给 定 的 输入 执行 时 会 不 会 停机 。 我 们 将 在 3.1 市 学 习 停 
机 间 题 。( 第 10 章 有 图 灵 小 传 及 对 他 茶 些 其 他 工作 的 介绍 。) 

算法 复杂 性 的 研究 远 超 出 我 们 在 这 里 能 介绍 的 。 训 注意 ， 人 们 相信 许多 可 解 的 问题 都 没 
有 多 项 式 最 坏 情 况 时 间 复 杂 性 算法 能 解 管 它们 ， 但 是 一 旦 有 了 一 个 解 谷 ， 却 可 以 以 多 项 式 有 时 
间 来 验证 。 能 以 多 项 式 时 加 验证 解 的 问题 称 为 属于 NP 类 ( 易 处 理 的 问题 属于 P 类 )。 还 有 
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称 为 NP- 完 全 问题 的 一 类 重要 问题 。 这 类 问题 具有 这 样 的 性 质 ， 兵 要 其 中 任何 一 个 问题 都 
能 用 一 个 多 项 式 时 间 最 坏 情况 算法 来 解 ， 那么 所 有 这 些 问 题 都 能 用 多项式 时 间 最 坏 情 况 算 法 
解答 。 尽 管 人 们 做 了 广泛 的 研究 ， 并 没有 找到 多 项 式 时 间 最 坏 情 帝 的 算法 能 解 这 一 类 问题 中 
的 任何 一 个 。 虽然 没有 证 明 ， 但 人 们 普遍 接受 的 是 , 没有 NP 完全 问题 能 用 多项式 时 间 解 。 
要 更 多 了 解 算 法 复杂 性 的 信息 ， 参 阅 书 后 为 本 节 列 出 的 文献 ， 包 括 【CoLeRi 9j。 

注意 ， 算 法 时 间 复 杂 性 的 大 0 估计 表达 的 是 解 题 需要 的 时 间 如 何 随 输 人 数据 规模 的 增 
长 而 改变 。 实 践 中 使 用 的 是 能 得 到 证 明 的 最 好 估计 { 即 用 最 小 函数 参照 的 合计 。) 不 过 时 间 
复杂 性 的 大 0 估计 不 能 直接 翻译 成 计算 机 使 用 的 实际 时 间 量 。 一 个 原因 是 ， 大 0 估计 Ff(n) 
是 O(g(n)) 家 示 的 是 有 常数 C 和 训 ， 使 得 在 x > 时 f(x ) 信 Cg(n)， 其 中 f(x) 是 算法 的 时 
间 复 杂 性 ，g(a) 是 参照 因数 。 所 以 不 知道 不 等 式 中 的 常数 C 和 上 点， 就 不 能 用 这 -和 信 计 来 判 
定 算法 使 用 的 运算 次 数 的 上 界 。 此 外 前 文 已 经 说 过 ， 每 次 运算 所 需要 的 时 间 还 因 运 算 类 型 不 
闻 和 使 用 的 计算 机 不 同 而 有 差异 。( 还 要 注意 ， 算 法 时 间 复 杂 性 的 大 O 估计 只 能 对 算法 需要 
的 最 坏人 情况 时 间 以 输入 值 规模 的 函数 的 形式 提供 上 界 ， 而 不 提供 下 界 。 要 提供 下 界 ， 就 应 使 
用 大 昌 函数 估计 。 不 过 为 简单 起 见 ， 在 讨论 算法 时 间 复 条 性 时 我 们 将 用 大 口 信 计 ， 同 时 懂 
得 大 全 估计 能 提供 更 多 的 信息 。) 

不 过 ， 如 果 算 法 使 用 的 所 有 运算 都 能 归结 为 计算 机 使 用 的 字 位 运算 ， 那么 算法 解答 一 完 
规模 的 问题 所 需 的 时 间 是 能 够 确定 的 。 表 2-2 给 出 的 是 算法 解答 各 种 规模 的 问题 需要 的 时 
问 ， 算 法 使 用 的 字 位 运算 次 数 如 表 中 所 示 。 需 要 的 时 间 超 过 10” 年 时 ， 表 中 用 星 号 表示 。 
(在 2.4 节 将 讨论 整数 加 法 和 乘法 使 用 的 字 位 运算 次 数 。) 在 构造 这 一 表格 时 ， 假 定 了 每 次 于 
位 运算 需要 的 时 间 是 10 " 秒 ， 这 是 今天 最 快 的 计算 机 需要 的 时 间 。 将 来 有 了 更 快 的 计算 机 ， 
这 些 时 间 将 会 减少 。 

表 2-2 算法 使 用 的 计算 机 时 间 
问题 规模 使 用 的 字 位 运算 


10 3x 10 -9s 3x 10°#, 0 s 3x 10 3, 
10 Tx 区 ", 7x10 7 
10° ] .Ox 0- ts - lx 10 3 - > 
10: 1.3x 10 ts : Lx 10-+, 并 


1 LL.7X 10 *s - 2X 10 3 ] 并 


10" 2X10 “5 1 2x 10° 2s 和 

重要 的 是 了 解 计 算 机 求解 一 个 问题 需要 老 长 时 间 。 例 如 ， 如 果 算 法 需要 10 小 时 ， 也 许 
值得 花费 这 些 机 时 (和 人 金钱) 来 解决 问题 。 但 如 果 算 法 解 一 章 题 需要 百 亿 年 ， 就 没有 理由 消 
耗资 源 来 实现 这 一 算法 。 现 代 技 术 最 有 趣 的 现象 之 一 是 计算 机 速度 和 内 人 存 空间 的 已 大 增长 。 
减少 计算 机 解 题 叶 间 的 另 一 重要 因素 是 并 行 处 理 ， 这 是 同时 执行 几 个 运算 序列 的 技术 。 由 于 
计算 速度 的 增加 ， 计 算 机 内 存 的 增加 ， 再 加 上 使 用 能 做 并 行 处 理 的 算法 ，5 年 前 认为 无 法 解 
的 间 题 现在 可 以 当做 日 常事 务 处 理 了 ， 而 且 可 以 肯定 这 和 名 话 在 $ 年 以 后 仍然 成 立 。 


练习 
1. 用 2.1 节 练习 10 给 出 的 算法 求 含 nn 个 自然 数 的 序列 中 的 最 小 自然 数 ， 要 使 用 多 少 次 比 
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较 ? 

2. 写 一 个 算法 ， 把 任意 长 的 表 中 前 4 项 按 增 序 排列 。 证 明 算法 使 用 的 比较 次 数 的 时 间 复 杂 
性 是 OQ(1)。 : 

3. 假定 已 知 一 个 元 索 是 含 32 个 元 素 的 一 个 表 的 前 4 个 元 素 之 一 。 用 线性 搜索 还 是 对 分 搜索 
能 更 快 地 为 此 元 素 定 位 ? 

4. 给 出 计算 rz 使 用 的 乘法 次 数 ， 假 定 从 x 开始 逐次 做 平方 〈 求 x ，x*， 等 等 )。 这 样 计算 
x? 是 否 比 连 乘 x 相应 次 数 的 效率 高 ? 


5. 给 出 下 述 算 法 有 所 使 用 的 比较 次 数 的 大 OO 估计 ; 检查 位 串 的 每 一 位 是 否 为 1， 计 算 位 串 中 上 
的 个 数 【参看 2.1 节 练习 19)。 
“6 .a) 证 明 下 面 的 算法 给 出 的 是 位 串 S$ 中 1 的 个 数 。 


Procedure bitcount (SS: 位 串 ) 
count := 0 
while S20 
begin 
countz := count + 1 
| 
eng |count 是 仿 中 1 的 个 数 | 
其 中 S -1 是 把 S 中 最 右边 的 1 改 为 0， 同 时 把 这 一 位 右边 的 所 有 0 均 改 为 1 得 到 的 位 
串 。( 回 忆 一 下 ，SA(S-1) 是 S 和 S$ 一 1 的 按 位 AND。,) 
b) 上 述 算法 要 做 多 少 次 按 位 AND 运算 才能 求 出 位 串 S 中 1 的 个 数 ? 
7. 计算 多 项 却 eaz+a zz +…+az+eo 在 zx=ec 的 值 的 传统 算法 可 以 用 人 码 表示 为 : 


Procedure polynomial fryenyal ye :实数 ) 


poiwer := 1 

日 > 40 

for ::=1ton 
begin 


porwer 一 power * e 
YT y+ a * power 


end [y=axc"+a,_1c” 十 二 eicer 十 an| 


其 中 ?的 最 终 值 即 是 该 案 项 式 在 xx=c 的 值 。 
a) 按 .上述 算法 一 步 步 计算 3x*+x+1 在 x=2 的 值 。 
b) 准确 纵 出 计算 阶 多 项 式 在 x =c 的 值 使 用 的 习 法 和 加 法 的 次 数 。( 不 要 计算 增加 循环 


变量 的 值 所 做 的 加 法 。) 
8. 有 一 个 算法 计算 多项式 的 值 比 上 道 练 习题 中 给 出 的 传统 算法 效率 高 (以 使 用 的 乘法 和 加 
法 次 数 度 芋 ), 这 个 算法 称 为 Horncr 法 。 下 面 的 伪 码 说 明 怎 样 用 这 一 方法 计算 eez” + 


a _ia™ | t+artt+ag 在 x=c 的 值 。 


1 一 一 
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一 


Procedure Horner caoycal ay :实数 ) 
i 
fori==1ton 

Wa 


ye | 


a) 按 上 述 算 法 一 步 步 计算 3r*+xz+1 在 z=2 的 什 。 
b) 淮 确 给 出 此 算法 计算 n 阶 多 项 式 在 x = c 的 值 使 用 的 乘法 和 加 法 的 次 数 。{! 不 要 计算 增 
加 循环 变量 的 值 所 做 的 加 法 ,) 

9. 假定 每 次 字 位 运算 能 用 10 秘 完成 ， 需 使 用 fr) 次 字 位 运算 的 算法 在 1 秘 钟 内 能 解决 多 
大 的 问 占 ? 设 f(w) 的 值 如 下 : 
a) logn by n cc) nlogn d) n’ ey) 2” 人 a! 

10. 假定 算法 解答 规模 为 n 的 问题 需 2n* +2” 次 字 位 运算 ， 每 次 字 位 运算 需 10”“ 秒 ， 对 于 
下 面 给 出 的 ”的 值 ， 计 算 算 法 解 题 花 的 时 间 。 
a) 10 b) 20 c)50 qd) 100 

11. 假定 每 次 字 位 运算 需要 的 时 间 恕 下， 使 用 2” 字 位 运算 的 算法 需要 多 少时 间 ? 
da) 10-5 和 和 b) 10 -> 秘 cj 10 全 各 

12. 判定 下 述 情况 需要 的 最 少 比 较 次 数 ， 也 就 是 最 好 情况 性 能 。 
a) 用 2.1 节 的 算法 1 求 ”个 整数 的 序列 的 最 大 值 。 
b) 用 线性 检索 在 x 个 元 素 的 表 中 为 一 个 元 素 定 位 。 
cj) 用 对 分 搜索 在 个 元 素 的 表 中 为 一 个 元 素 定 位 。 

13. 分 析 线 性 搜索 的 平均 情况 性 能 ,假定 怡 有 一 半 的 情况 x 不 在 表 中 ， 而 且 当 之 在 表 中 时 ， 
它 出 现在 表 的 任何 位 置 和 的 可 能 性 能 一 样 。 

14. 对 一 个 算法 利 它 涉及 的 其 种 运算 浅说 ， 如 果 不 存在 能 用 更 少 的 此 种 运算 解 同一 问题 的 其 
他 算法 ， 就 说 该 算法 对 此 种 运算 是 最 优 的 。 
a) 证 明 2.1 节 算 法 1 对 于 整数 比较 的 次 数 而 言 是 最 优 的 。( 注 意 : 不 考虑 用 于 箱 环 控制 
的 比较 。) 
b) 对 于 整数 比较 次 数 而 言 ， 线 性 搜索 是 最 优 的 吗 ?”( 不 计 循环 控制 用 的 比较 ,) 

15. 描述 一 下 2.1 节 练 习 21 给 出 的 三 分 搜索 算法 用 比较 次 数 度量 的 最 坏 情 况 时 间 复 杂 人 性 。 

16. 描述 一 下 2.1 节 练 习 22 中 给 出 的 搜索 算法 用 比较 次 数 度量 的 最 坏 情 况 时 间 复 杂 性 。 

17, 分 析 你 为 2.1 节 练 习 23 设计 的 算法 的 最 坏 情 况 时 间 复 杂 性 ， 该 算法 为 非 圳 减 整 数 表 的 
一 个 众 数 定位 。 

18. 分 析 你 为 2.1 节 练 习 24 设计 的 算法 的 最 坏 情况 时 间 复 杂 性 ,该 算法 为 非 刀 减 整数 表 所 
有 众 数 定位 ， 

19. 分 析 你 汐 2.1 节 练 习 25 设计 的 算法 的 最 坏 情 况 时 间 复 杂 性 ， 该 算法 求 整数 序列 中 第 一 
个 与 它 前 面 某 项 相等 的 项 。 

20, 分 析 你 为 2.1 节 练习 26 设计 的 算法 的 最 环 情 况 时 间 复 林 性 ， 该 算法 求 语 刚 中 有 所 有 那些 
大 于 其 前 面 各 项 之 和 和 的 项 。 

21. 分 析 你 为 2.1 节 练 习 27 设计 的 算法 的 最 坏 情 况 时 间 复 杂 性 ， 该 算法 求 序 列 中 第 一 个 小 
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于 前 一 项 的 项 。 
2.3 整数 和 除法 


2,3.1 引 高 


离散 数学 中 涉及 整数 及 其 性 质 的 这 一 部 分 属于 数学 中 称 为 数论 的 分 文 。 本 节 是 介绍 数论 
的 三 节 中 的 第 一 节 ， 先 要 复习 一 下 数论 中 的 革 些 基本 概念 ， 包 括 可 除 性 ， 最 大 公约 数 以 及 模 
运算 。 在 2.4 节 将 介绍 数论 中 的 几 个 重要 的 算法 ， 并 把 2.1 竹 和 2.2 节 中 关于 算法 及 其 复兴 
性 的 内 容 与 本 节 引 人 的 概念 结合 在 一 起 。 例 如 ， 我 们 将 引入 求 两 个 正 整 数 的 最 大 公约 数 的 算 
法 及 用 二 进 制 展 式 做 计算 机 算术 运算 的 算法。 最 后 在 2.5 节 继 统计 论 数 论 ， 介 绍 一 些 重 要 的 
结果 以 及 这 些 结果 在 计算 机 算术 和 密码 学 研究 信息 保密 的 应 用 。 

本 节 将 要 展开 的 思想 以 可 除 性 为 基础 。 从 可 除 性 建立 的 一 个 重 记 概念 是 素数 。 率 数 是 太 
于 1 日 挫 能 被 1 和 它 自 己 整 除 的 整数 。 判 断 一 个 整数 是 否 为 素数 对 密码 学 应 用 来 说 是 很 重要 
的 。 数 论 中 的 一 个 重要 的 定理 “算术 基本 定理 ”断言 ， 每 个 正 整 数 都 能 唯 -一 地 分 解 为 素数 的 
乘积 。 把 整数 分 解 为 素数 因子 在 密码 学 中 是 很 重要 的 。 用 一 个 正 整 数 除 一 个 整数 得 到 商 和 余 
数 。 贯 穿 计算 机 科学 的 模 运 算 处 理 的 就 是 这 些 余 数 。 本 节 将 讨论 模 运 算 的 三 个 应 用 : 生成 伪 
随机 数 ， 为 文件 分 配 内 存 地 址 、 以 及 为 信息 加 密 和 解密 。 


2.3.2 除法 


当 一 个 整数 被 另 一 个 整数 除 的 时 候 ， 商 可 能 是 也 可 能 不 是 整数 。 例 如 ，12 必 =4 是 整 
数 ， 而 114=2.75 不 是 整数 ， 这 样 就 导 至 下 面 的 年 必 。 


定义 1 如 果 a 和 5 是 整数 ，a4 了 0， 若 有 整数 c 使 5= ar， 就 说 a 整除 5。 在 a 整除 5 时， 
a 是 5 的 一 个 因 于 ，4 是 a 的 倍数 。 符 号 a 5 表示 a 整除 5。 当 a 不 能 整除 5 时 写成 15。 


图 2-1 中 的 数 轴 尼 示 的 是 那些 能 被 正 整 数 a 整除 的 整数 。 


图 2-1 可 被 止 整数 4 刺 除 的 整数 
和 例 1 判断 是 否 有 3|7 和 3|12。 
解 ”由 于 ?3 不 是 整数 ， 所 以 3+ 了 。 另 一 方面 因为 12[3=4， 于 是 3|12。 国 


例 2 邻 nn 和 a 为 正 整 数 。 不 超过 7 的 正 整 数 中 有 多 少 个 能 被 dd 整除 ? 

解 ” 能 被 2 整除 的 正 整 数 都 有 是 dk 形 的 ， 其 中 大 是 正 整 数 。 国 此 不 超过 的 正 整 数 中 能 
被 4 整除 的 整数 的 个 数 ， 等 于 能 使 0 之 只 筷 #1 或 0 之 和 nvd 的 整数 的 个 数 。 因 此 ， 有 Ln 
4 | 个 正 整 数 ， 既 木 超 过 nw， 又 能 被 4 整除 。 加 

定理 1 给 出 了 整数 可 除 性 的 其 些 基 本 性 质 。 

定理 1 令 a，8a，r 为 整数 。 有 如 下 结论 : 


1) 若 al8 和 alc, 山 a |(8+ ce); 
2) 车 alb,， 那么 对 所 有 整数 ec 都 有 a | ; 
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3) 着 al5, blc, 则 ale。 
证 假定 al 和 alc。 欠 可 除 性 定义 知 有 整数 * 和 :， 使 5= as 和 =a:。 因 此 
b+e=ast+at=a (st+1) 
于 是 a 整除 5+c。 这 就 证 明了 定理 中 的 1)。 结 论 2) 和 和 3) 的 证 明 留 给 读者 作 练 习 。 口 
2.3.3 素数 
大 于 1 的 每 个 正 整 数 玫 至 少 能 密 两 个 整数 整除 ， 因 为 正 幕 数 可 以 被 1 和 它 自 己 整 除 。 恰 
有 两 个 不 同 的 正 整 数 因 子 的 整数 称 为 素数 。 


定义 2 大 于 1 的 正 整数 pp 称 为 素数 ， 如 采 p 仪 有 的 正 因子 是 1 和 pp。 大 于 1 又 不 是 素 
数 的 正 整 数 称 为 合 教 。 


例 3 由于 1 和 7 是 7 仅 有 的 正 因 子 ，7 是 素数 。9 是 合 数 ， 因 为 它 能 被 3 整除 。 嫩 


小 于 100 的 素数 是 2，3，5，7，11，13，17，、，19，23，29，31，37，41，43，47，53， 
59, 61, 67, 71, 73,'79, 83, 89 和 97。 
正如 算术 基本 定理 所 示 ， 素 数 是 构造 正 整数 的 积 本 。 定 理 的 证 明 将 在 3.2 节 纵 出 。 


定理 2 算术 基本 定理 每 个 正 整 数 都 可 以 唯一 地 表示 为 素数 的 乘积 ， 其 中 素数 因 了 于 从 
小 到 大 依次 出 现 。( 这 里 说 的 很 积 可 以 有 0 个 、1 个 或 多 个 素 因 于 。) 


下 一 个 合子 给 出 了 几 个 整数 的 素 因 子 分 解 。 
例 4 100.，641，999 和 1024 的 素 因 子 分 解 如 下 : 
100 =2.2:5.5=225? 


641 — 641 
099 一 3.3.3.37 一 3 入 .37 
1024 一 2.2.2.2.2-2.2-2.2-2 一 210 肢 


往往 很 重要 的 是 证 明 -个 给 定 的 整数 是 素数 。 例 如 在 密码 学 中 为 信息 加 密 的 菜 些 方 法 用 
到 大 素数 。 根 据 下 面 的 定理 可 以 得 到 证 明 整 数 为 素数 的 一 个 过 程 。 


定理 3 如 果 ， 是 台数， 那 和 玄 n 必 有 一 个 小 于 或 等 于 yn 的 素 因子 ，。 

证 ”如果 ## 是 合 数 ， 它 有 一 个 因子 a, 使 1 之 a 之 n， 于 是 n= ab， 其 中 a 和 上 5 都 是 大 
于 1 的 正 整 数 。 这 样 就 有 a 志 vn 或 5 过 Yn ， 否 则 ab >y ntvn= 二 no。 所 以 n 有 一 个 不 大 于 
yn 的 正 因 子 。 这 个 因子 或 是 素数 ， 或 根据 算术 基本 定理 有 素 因 子 。 无 论 哪 种 情况 ，n 都 有 
小 于 或 等 于 ,下 的 素 因 了 。 口 

从 定理 3 知 ， 如 果 整 数 不 能 被 小 于 或 等 于 其 平方 根 的 素数 整除 ， 它 就 是 素数 。 下 面 的 例 
子 就 用 这 一 结论 证 明 101 是 素数 。 

例 5 证 明 101 是 素数 。 

解 ” 不 起 过 wv 101 的 公有 的 素数 是 2，3, 5 和 7。 因 为 101 不 能 被 2，3, 5 和 7 整除 
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(101 苓 这 些 数 除 的 商都 不 是 整数 )， 所 以 101 是 素数 。 时 


由 于 每 个 整数 部 有 紊 因子 分 解 。 帮 能 有 求解 这 一 系 因 子 分 解 的 异 法 ,一 定 会 很 有 用 
的 。 考 虑 求解 整数 ”的 素 困 6 子 分解 的 问题 。 从 最 小 素数 2 开始 ， 从 小 到 大 用 一 个 个 素数 
去 除 n.. 如果 n 有 素 因 子 ， 那 么 按 定理 3 必 能 找到 一 个 不 超过 wn 的 素 因子 p。 所 以 ,如 
果 找 不 到 不 超过 v x 的 素 因 子 ，n 为 素数 。 否 则 ， 和 如 果 找 到 素 因 子 p， 可 以 对 n/p 继续 
这 样 做 。 注意 n/p 没有 小 子 p 的 素 因 子 。 同 样 的 道理 ,如 果 n/p 没有 大 于 等 于 Pp 生 不 
超过 它 的 平方 恨 的 素数 因子 ， 它 必 为 雪 数 。 否 则 如果 它 有 个 察 因子 9， 可 以 继续 对 
nA《 pq) 做 同样 的 工作 。 这 一 过 程 继续 下 去 真 到 分 解 减少 到 一 个 素数 。 下 面 的 例子 解 
释 了 这 一 过 程 。 

例 6 求 7007 的 素 因 子 分 解 。 


解 ” 求 7007 的 素 因 子 分解 ， 从 2 开始 用 一 个 个 素数 除 7007。2，3 和 S$ 除 不 尽 7007。 但 
7 除 斥 7007，70077 7=1001。 下 一 步 从 了 开始 用 一 个 个 素数 除 1001。 我 们 立刻 发 现 7 还 能 
除 斥 1001，100177 了 = 143。 从 了 开始 ， 有 引用 一 个 个 素数 除 143。 昌 然 7 不 能 整除 143,， 但 11 
可 以 ，1437 411 =13。 由 于 13 为 素数 。 这 一 过 程 即 告 完 成 。 由 此 得 7007 的 率 因 子 分 解 是 7:7， 
11.13= 了 72.11.13。 区 


2 古代 因 指 学 的 原因 而 研究 素数 。 今 天 研究 素数 有 者 很 实际 的 理由 。 特 别 是 在 密码 学 

中 ， 大 率 数 起 着 关键 性 的 作用 。 在 2.5 书 我 们 将 会 具体 讨论 这 种 作用 。3.1 节 将 要 证 
明和 人们 长 期 以 来 已 经 知道 的 一 个 事实 ， 即 素数 的 个 数 是 无 限 的 。 人 们 一 直 希 望 发现 越 来 越 大 
的 素数 ; 差不多 近 300 年 来 已 知 最 大 的 素数 都 是 形式 为 2? -1 的 这 种 特殊 误 数 ， 其 中 pp 也 
是 素数 。 这 种 素数 称 为 莫 孙 尼 (Mersenne)” 素数， 这 是 以 法 国 收 道 土 莫 孙 尼 的 名 字 命 名 的 。 
英 孙 尼 在 十 七 世纪 对 这 些 素数 进行 了 研究 。 之 所 以 最 大 已 知 率 数 通常 部 是 莫 孙 尼 素 数 ， 蚌 因 
为 有 个 特别 有 效 的 称 为 户 卡 斯 一 来 赫 莫 (Lucas - Lehmer) 测试 的 方法 可 以 判断 2* 一 1 是 否 为 
素数 。 而 且 当 前 还 不 可 能 以 差不多 同样 的 速度 判断 一 个 不 是 某 种 特殊 形式 的 整数 是 否 为 紊 数 。 


例 ?7 整数 22-1=3, 2-1=7 和 人 2 -1=31 都 是 莫 孙 尼 素 数 ， 而 2 -1=2047 不 是 让 
好 尼 素 数 ， 因 为 2047=23.89。 加 
白 从 发 明了 计算 机 ， 发 现 莫 孙 尼 素 数 的 工作 一 直 稳 步 发 展 。 到 1998 未 ,已 知 37 个 不 同 


3 和 孙 尼 【Mann Merwenne ,1588 一 1648) 葛 孙 尼 生 于 彼 国 Maine 的 一 个 劳动 家 庭 ， 上 过 Mans 学 院 和 世 于 Ia 
“Fleche 的 巴 稣 学院 。 上 后 米 又 从 1609 年 亲 1611 牛 在 Sorbonne 继续 接受 教育 ， 学 习 挤 学 ， 1611 年 他 加 信子 称 为 Miitr 
ims 的 宗教 团体 。Minims 的 和 名字 来 自 Minimi { 板 小 】 一 词 {这 些 人 自 认 为 是 宗教 信条 最 少 的 团体 }。 除 祈 橙 兴 ， 地 们 献身 
于 学 术 和 研究 。1612 年 他 在 巴黎 的 Place Royale 当 了 牧师 。1614 年 至 1618 年 之 间 在 Nevers 的 Minims 玄 修 道 院 部 拓 学 . 
1619 年 回 到 巴 歼 ， 随 后 他 在 de T Anneeiasde 的 Minims 宿舍 万 了 包括 Fermat 各 Paseal 在 内 的 法 国 科学 家 、 霄 学 家 各 数学 家 
的 京介 场所。 莫 孙 尼 与 全 欧洲 的 学 者 频 移 和 通信， 作为 数学 和 科学 知识 的 交流 者 ， 起 着 数学 学 术 荣 志 的 作用 [今天 的 因 特 
网 也 起 这 种 作用 }。 莫 孙 尼 写 的 书 内 容 1 汉 ， 和 包括 力学 、 数 学 物理 、 数 学 、 音 乐 和 声学 ,了 他 研究 素数 ， 并 尝试 提 章 个 能 
表示 所 右 素 数 的 公式 ， 但 没有 成 功 。1614 年 黄种 尼 声 称 ， 对 pp =2,，3, 5, 7, [3, 17, 19, 31. 67， 127, 257, 2*-| 
是 素数 。 而 对 于 小 于 257 的 所 有 其 他 素数 ，2* 一 1 不 是 素数 。 大 们 花 了 300 事 年 的 时 间 在 莫 孙 尼 的 上 述 论 断 中 找到 5 个 铺 
误 。 凑 体 来 谤 ， 对 户 =67 和 p=257，27 -1 工 不 是 素数 ， 而 对 请 =61， 户 = 人 7 和 户 =107，22 一 1] 是 素 煞 。 还 值得 一 嵌 的 二， 
竟 孙 尼 为 受到 宗教 批评 的 两 位 当时 最 出 名 的 人 人 辩护， 这 两 个 人 就 是 第 卡 儿 种 人 惫 利 略 。 他 还 协助 握 露 炼丹 术士 各 占星 术士 
的 骗术 。 
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的 莫 孙 尼 素 数 ， 其 中 6 个 是 1990 年 以 来 找到 的 。 最 大 的 已 知 英 孙 尼 素 数 (至 1998 年 末 ) 是 
22021377 - 1， 这 是 个 909 526 位 的 数 。 作 为 一 种 集体 的 努力 ， 一 个 称 为 “大 因特网 莫 孙 尼 束 
数 搜索 ”(GIMPS) 的 组 织 已 经 成 立 ， 以 共同 寻找 新 的 莫 孙 尼 素 数 。 顺 便 说 一 句 ， 基 至 对 莫 
孙 尼 素数 的 寻找 这 件 事 本 身 都 有 实际 的 意义 。 对 超级 计算 机 的 一 种 质量 控制 测试 就 是 重复 确 
定 一 个 大 黄 夭 尼 素 数 的 卢 卡 斯 一 来 赫 英 测试 。 

由 定理 3 知 可 用 试 除法 写 出 一 个 因数 分 解 和 测试 是 否 为 素数 的 过 程 。 不 过 这 样 的 过 程 不 
是 有 效 的 算法 ; 人 们 已 经 开发 了 许多 更 实用 和 更 有 效 的 算法 完成 这 些 任务 。 因 数 分 解 和 素数 
测试 对 数论 在 密码 学 中 的 应 用 已 变 得 很 重要 。 这 引起 了 人 们 极 大 的 兴趣 来 开发 完成 这 两 个 任 
务 的 有 效 算法 。 在 过 去 的 25 年 中 已 经 研究 设计 了 一 些 聪明 的 过 程 ， 能 有 效 地 生成 大 素数 。 
然而 在 这 同 - - 段 时 间 中 ， 尽 管 已 开发 了 有 力 的 因数 分 解 新 方法 ,为 大 整数 分 解 因数 仍然 要 化 
费 特别 长 的 时 间 。 不 过 分 解 大 整数 为 素数 的 挑战 引起 了 许多 人 的 兴趣 。 因 特 网 上 有 和 集体 蝎 劳 
力 来 分 解 大 整数 ， 特 别 是 形 如 kr*+ 1 的 太 数 ， 其 中 飞 是 小 正 整 数 而 是 大 正 整 数 (这 种 数 
称 为 卡 宁 汉 数 )。 任 何 时 候 ， 总 有 称 为 “10 个 最 热 ”的 这 种 大 整数 等 待 分 解 。 


2,3.4 除法 算法 
我 们 已 经 看 到 ， 一 个 整数 也 许 能 也 许 不 能 被 男 一 个 整数 整除 。 但 是 当 一 个 整数 被 一 个 正 
整数 除 时 ， 总 有 一 个 商 和 一 个 余数 。 下 而 的 算法 将 说 明 这 一 点 。 
定理 4 除法 算法 令 a 为 整数 ，a 为 正 整数 ， 那么 有 了 唯一 的 整数 9 和 +r， 其 中 0<r<d， 
使 得 a= dot+r。 
注意 定理 4 实际 上 并 不 是 一 个 算法 。{ 为 什么 不 是 ?) 我 们 条 用 的 是 它 的 传统 称 叶 。 
定义 3 在 上 述 队 法 算法 给 出 的 等 式 中 ，4a 称 为 除数 ，a 称 为 被 除数 ，9 称 为 商 ，r 称 
为 余数 。 
用 下 面 两 个 例子 解释 除法 鼻 法 。 
例 8 101 被 11 除 时 商 和 余数 基 什 么 ? 
解 ” 我 们 有 
101 =11:9+2 
所 以 101 被 11 队 时 商 是 9， 余数 是 2。 罚 
例 9 一 11 被 3 除 时 商 和 余数 是 什么 ? 
解 ”我们 有 
~11=3:(-4)+1 
所 以 一 11 被 3 除 时 商 是 4， 余数 是 1。 国 
注意 整数 a 能 被 整数 qd 整除 的 充分 必要 条 件 是 当 a 被 4 除 时 余数 为 0。 


2,3,5 最 大 公约 数 和 最 小 公 人 倍数 
能 整除 两 个 整数 的 最 大 整数 称 为 这 两 个 整数 的 最 太公 约 数 。 
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定义 4 令 a 和 5 是 不 全 为 0 的 两 个 整数 。 能 使 41a 和 a15 的 最 大 整数 a 称 为 a 和 的 
最 大 公约 数 。a 和 和 的 最 大 公约 数 用 ged (a ,请 ) 表 示 。 z 

不 全 为 0 的 两 个 整数 的 最 大 公约 数 的 确 存 在 ， 因 为 这 两 个 整数 的 公约 数 集 人 台 是 有 限 的 ， 
求 两 个 整数 的 最 大 公约 数 的 一 个 方法 是 求 出 两 个 整数 的 所 有 正 的 公约 数 ， 然 后 取 其 中 最 大 
的 。 下 面 的 例子 就 是 这 样 做 的 ， 随 后 会 给 出 一 个 更 有 效 的 求 最 大会 约 数 的 方法 。 


例 10 24 和 36 的 最 大 公约 数 是 什么 ? 


解 24 和 35 的 止 公 约 数 是 1，2，3, 4,6 和 12,， 所 以 gcd (24,36)=12。 | 
例 11 17 和 和 22 的 最 大 公约 数 是 什么 ? 
解 ”17 和 22 除 1 以 外 没有 正 公 约 数 ， 所 以 gcd (17,22)=1。 加 


由 于 往往 需要 指明 两 个 整数 除 1 以 外 没有 其 他 正 公 约 数 ， 我 们 给 出 下 面 的 定义 。 
定 久 5 如 果 整 数 和 5 的 最 大 公约 数 是 1， 就 说 它们 蚌 互 泰 的 。 
例 12 从 例 11 可 知 整 数 17 和 22 是 互 素 的 ， 因 为 gcdt17,22)=1。 国 
由 于 经 常 和 再 要 指 明 一 个 整数 集合 中 任何 两 个 整数 都 没有 大 于 1 的 正 公 约 数 ， 我 们 给 出 下 
面 的 定义 。 
定义 6 整数 si ,a;,… ,a, 称 为 两 两 互 素 ， 如 泉 只 要 1 所 1 所) 所 n ， 就 有 gcd(ai ,ae )= 1。 
例 13 判断 整数 10，27 和 21 是否 两 两 互 素 ， 整 数 10，19 和 24 是否 两 两 互 素 。 
解 ” 由 于 gcd(10,17}=1,gedt10,21)=1 和 gcd(17,21) =1， 我们 断定 10，17 和 21 是 
阳 两 互 素 的 。 
由 于 ged(10,24)=2>1 ， 所 以 10，17 和 24 不 是 两 两 互 素 的 。 国 
求 两 个 整数 的 最 大 公约 数 的 男 一 方法 是 利用 这 两 个 整数 的 带 因 闻 分 解 。 假 定 两 个 全 不 为 
0 的 整数 a 和 5 的 素 因 子 分 解 为 
a = ph ps pr, b= php pr 
其 中 每 个 指数 都 是 非 负 整数 ， 而 且 出 现在 a 和 5 分 解 中 的 所 有 素数 都 包含 在 两 个 分 解 之 中 ， 
必要 时 以 0 为 指数 出 现 。 于 是 gcd(a ,5) 由 下 面 的 公式 给 出 : 
gcd (a ,Bb) = pha) pont eb) .pinint es) 
其 中 min( xz,y}) 代 表 两 个 数 x 和 的 最 小 值 。 为 证 明 这 一 计算 gedfa ,5) 的 公式 是 有 效 
的 ， 必 须 证 明 等 式 右边 的 整数 整除 a 和 8， 而 且 没 有 比 它 大 的 也 能 整除 a 和 5 的 整数 。 由 于 
右边 每 个 素数 的 指数 都 不 超过 a 和 5 的 分 解 中 该 素数 的 指数 ， 所 以 它 的 确 整 除 a 和 和 上。 进 一 
步 说 ， 没 有 更 大 的 整数 能 整除 a 和 5， 因 为 分 解 式 中 每 个 素数 的 指数 不 能 增 大 ， 而 且 其 他 素 
数 也 不 能 加 进 米 。 
例 14 由 于 120 和 500 的 束 因 子 分 解 分 别 是 120=2 3-5 和 500=2 :5 ， 所 以 它们 的 最 
大 公约 数 是 
gcd 120,500) = 2 3 Sm 二 23 一 20 图 
索 因 子 分 解 也 可 用 于 求 隔 个 整数 的 最 小 公 悦 数 。 
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定 洁 7 正 整数 a 和 5 的 最 小 公信 和 数 是 由 被 a 和 上 6 整除 的 最 小 正 整 数 。a 和 5 的 最 小 公 
倍数 用 lcmta ,上 8 表示。 

最 小 公 入 数 的 存在 是 由 于 能 被 a 和 5 整除 的 整数 集合 是 非 空 的 ， 而 每 个 太 空 的 正 整 数 集 
合 郁 有 一 个 最 小 元 素 (根据 第 3 童 将 讨论 的 良 序 性 质 )。 人 假定 a 和 和 5 的 床 因 于 分 解 如 前 面 给 
出 的 那样 ， 那么 a 和 5 的 最 小 公信 和 数 由 下 式 给 出 : 


lemt a ,而 a Bn pe a 


其 中 maxfz ,表示 两 个 数 x 和 ”中 的 最 大 数 。 这 一 公式 是 有 剖 的 ， 因 为 a 各 5 的 公司 数 在 
其 分 解 中 至 少 含 maxfea: ,pb ) 个 六， 而 最 小 公 税 数 的 分 解 中 又 没有 a 和 吕 的 因子 之 外 的 素数 。 


例 15 2.337* 和 2433 的 最 小 公 售 数 是 什么 ? 


解 ”我 们 有 
lemf223”7- 243”) 二 Fmaxt2 4) ymax(s ,3) Tmant2 0) 一 34143372 加 


下 面 的 定理 给 出 了 两 个 禹 数 的 最 大 公约 数 和 最 小 公信 和 数 之 间 的 关系 。 用 上 面 给 出 的 求 这 
商 个 数 的 公式 就 可 以 证 明 这 一 定理 。 具 体 证明 留 给 读者 作 练 习 。 


定理 5 令 <a 相 上 5 为 正 整 数 ， 则 
ab = ged(ta,b) lemta,p) 


2.3.6 模 运 算 


有 了 时 我 们 只 关心 一 个 整数 被 男 一 个 指定 的 正 整 数 除 时 的 余数 。 例 如 问 从 现在 开始 30 个 
小 时 以 后 的 时 间 {每 天 24 小 时 )， 我 们 关心 的 是 当前 钟点 数 加 上 50 除 以 24 的 余数 。 由 于 往 
往 只 对 杂 数 感 兴趣 ,我们 用 专 门 的 符号 表示 它们 。 


定义 8 令 必 为 整数 ，m 为 正 整 数 。 用 a mod m 表示 a 被 mw 除 的 余数 。 
从 余数 的 定 羡 知 ，& mod mm 是 使 4 = gm +r 有 0 和 守 r 之 吉 的 吾 数 。 


例 16 我 们 有 17 modS=2，-133 mod9=2， 以 及 2001 mod 101 = 82。 图 
还 有 一 个 用 来 表示 两 个 整数 被 正副 数 六 除 时 有 同样 余数 的 符号 . 


定 光 9 车 a 和 上 5 为 整数 面 mr 为 正副 数 ， 如 果 zm 整除 4a 一 上 5B， 就 说 .a 与 模 mmw 同 余 ， 用 
a 三 b (mod mm) 宸 示 。 如 果 a 和 5 不 是 模 7xmx 同 余 的， 就 与 成 a 基 b {mod m)。 


注意 4a 沽 & (mod 区} 当 且 仪 当 & mod w= 二 5 mod m。 
例 17 判断 17 是 否 和 5 模 6 同 余 ，24 是 否 和 14 模 6 同 余 。 


解 ” 由 于 6 整除 17-S$=12， 所 以 17=Sf(nmod 61。 但 24--14=10 不 能 被 6 整除 ， 所 以 
24 关 14(mod 6 )。 | 
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Tc 


伟大 的 德国 数学 家 高 斯 ”在 18 世纪 末 发 展 了 同 余 的 概念 。 

同 余 概念 在 数论 发 展 中 起 着 重要 的 作用 。 下面 的 定理 给 出 了 一 个 使 用 辣 余 的 方法 。 

定理 令 尺 为 下 整数 。 整 数 a 和 和 上 5 和 模 wx 间 余 的 充分 必要 条 件 是 存在 整数 &， 使 2 = 上 4 
+ gm , 

证 春 4a 三 8 {mod zn)， 那么 1(a 一 5)。 这 表示 有 整数 证 使 4 -5=km， 于 是 4a=b+ 
nm。 以 过 米 ， 各 有 整数 育 使 4 =5+krm， 那么 m= 二 a 一 5 于 是 mx 整除 a 一 858， 所 以 4 三 
(md m)o 门 

下 面 的 定理 说 明 同 余 和 加 法 冬 法 的 关系 。 

定理 7 令 芭 为 正 整 数 。 半 a 三 pl(mod 区 )，c 三 (mod mY ,那么 a + 5 二 B+ dmod pi】 
Rar = balmod mm), 

证 因为 a 三 (mod 站)，c 三 上 (mod mm)， 所 以 有 整数 ;和 和 + 使 5 =at sm 和 过 一 e+ 
fn a 于 是 


pid- (lat sm)+t+(ctitin)={ate)t+{(s+r)m 


太 
bad=(tat smj(tetim)=act ml{larttes + stin) 
因此 
at+e=ptalmod mR ac= bd{mod m) 中 
例 18 由 于 ?=2 (mnod 5) 和 11 三 1 (mod 5)， 从 定理 7 知 
18=7+11 二 2+ 1 =3imod 5) 
HH 


77=7:11=2:1 =2?2{mod 5) 图 


2.3.7 同 余 应 用 


煞 论 有 三 泛 的 应 用 。 本 市 介绍 其 中 三 个 : 用 网 余 为 计算 机 文件 分 配 内 存 地 址 ， 生 成 伪 随 
机 数 ， 以 及 基于 模 运 算 的 密码 系统 。 


高斯 (Karl Fnednch Gauss，1777 一 1855) 检 瓦 匠 的 儿子 高 斯 基 个 神 上 蔚 ，10 宕 时 妈 展 现 了 非凡 的 潜力 ,迅速 
”解答 了 老师 出 的 难题 。 当 时 老师 要 学 生 求 头 100 个 正 整 数 的 和 。 高 斯 发 现 这 10 个 糙 的 和 可 以 通过 50 对 和 求 出 ， 
每 对 者 是 101: 1I01+1，99+2，…，5 和 151。 智 荐 的 火花 引起 了 包括 布朗 斯 威 克 的 费迪南德 公 苹 在 内 的 精 晤 人 的 注意 。 
在 他 们 的 所 说 下 ， 高 斯 得 以 在 卡 落 林学 院 和 哥 庭 根 大 学 学 习 。 高 斯 还 是 个 学 生 ， 就 发 明了 从 实验 结果 估计 变量 最 可 能 的 
值 的 最 小 平方 法 - 17596 年 册 斯 作出 了 了 几何 学 上 的 莫 本 发 现 ， 推 动 了 自 占 代 即 已 停 步 万 前 的 这 学科 的 发 展 、 他 让 明了 只 
用 园 期 和 声 尽 串 以 遇 正 17 边 形 ， 

1799 年 商 斯 纵 出 了 算 本 某 本 定理 第 一 个 严格 的 证 明 。 这 一 定理 指出 rn 次 针 项 式 以 右 个 条 【计算 重 相 )。 当 他 成 功 
地 用 二 充分 的 数据 计算 出 人 类 首 次 发 现 的 小 行星 和 谷 神 星 的 轨道 时 ， 高 斯 蔚 得 了 世界 声 餐 : 

高 斯 被 他 同时 代 的 数学 家 称 为 数学 【于 。 尽 管 高 斯 以 其 让 几何、 代数 、 数 党 分 析 ， 天 交 和 和 物理 二 的 许 守 发 现 而 知 各 ， 
他 却 对 数论 有 着 特别 的 兴趣。 从 他 的 几 言 可 见 一 班 ; “数学 是 科学 的 皇后 ， 击 数 论 是 数学 的 皇后 。” 1801 年 高 斯 出 版 了 
Divegrisitiones Arithmeticae$ 一 书 ， 为 再 代 数论 上 英 定 了 基础 。 
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例 19 散 列 通 数 ”学 校 的 中 央 计算 机 保存 着 所 有 学 生 的 档案 记录 。 霞 样 分 配 内 存 地 址 
才能 迅速 检索 到 学 生 记 录 ? 适当 选 一 个 散 列 柳 数 就 是 这 一 问题 的 解 。 记 录用 关键 码 识 别 ， 每 
个 关键 码 唯一 地 识别 一 个 学 生 记 录 。 例 如 往往 用 学 生 的 社会 安全 号 作为 他 的 记录 的 关键 码 。 
散 列 国 煞 斑 将 内 储 地 址 下) 分 配给 以 二 为 关键 码 的 记录 。 萝 


实践 中 使 用 许多 不 同 的 区 列 函 数 。 最 常用 的 散 列 妇 数 之 一 是 


hig)}=k mod m 


其 中 x 是 可 殿 使 用 的 内 存 地 址 的 数目 。 

散 列 函数 应 该 易于 计算 以 便 忆 速 检索 到 文件 。 散 列 困 数 户 (有 )= mod m 符合 这 一 要 求 ; 
求 h (名) 只 须 计 算 上 被 mr 除 的 余数 。 散 列 函 数 还 应 该 是 映 上 的 ， 这样 所 有 内 存 地 址 均 可 利 
用 。 函 数 h(k)== 放 mod mm 也 符合 这 一 要 求 。 

例如， 当 r=111 时 ， 以 064212848 为 社会 安全 号 的 学生 的 记录 分配 到 的 地 址 是 14， 


因为 
h(064212848)=064212848 mod 111= 14 


类 似 地 ， 由 于 
hp{037149212) =037149212 mod 111 = 65 

以 037149212 为 社会 安全 导 的 学 生 的 记录 得 到 的 内 容 地 址 是 65。 

由 于 散 列 了 浮 数 不 是 一 对 一 的 (因为 关键 码 的 个 数 可 能 去 于 内 存 地 址 数 )， 有 可 能 名 个 记 
录 分 配 到 同一 个 内 人 存 地 址 。 这 时 我 们 说 出 现 了 冲 罕 。 消 除 证 罕 的 一 个 四 法 是 使 用 藤 列 是 数 给 
出 的 但 已 被 占用 的 地 址 后 面 第 一 个 未 占用 地 址 。 例 如 在 分 配 了 上 述 两 个 地 址 以 后 ， 我们 把 
15 分 配给 社会 安全 号 为 107405723 的 学 生 记 录 。 要 看 清 这 一 点 ， 首 先 注意 六 1) 会 把 这 一 
社会 安全 号 上 映射 到 地 址 14， 这 是 因为 


瑚 《10740537231 = 107405723 mod 111=14 


但 这 一 地 直 已 被 占用 (社会 安全 号 为 064212848 的 学 生 文 忻 占用 )， 南 45 是 内 存 地 址 14 后 


面 第 一 个 未 占用 的 地 址 。 
有 许多 较 上 述 简单 方法 复杂 的 消除 冲突 的 办 法 。 本 书 结束 处 给 出 的 散 列 函 数 参考 文献 讨 


论 了 这 些 方 法 ， 

例 20 销 随 机 数 ”计算 机 模拟 常 需要 随机 选择 的 数 上 自 。 有 不 同 的 方法 可 以 产生 具有 随 
机 选取 性 质 的 数 。 由 于 用 系统 的 方法 产生 的 数 不 可 能 真正 是 随机 的 ， 就 称 为 食 随 机 数 。 才 

最 常用 的 产生 伪 随 机 数 的 过 程 称 为 线性 同 余 法 。 我 们 选择 4 个 数 : 模 数 mx ， 乘 数 4a， 增 
量 < 和 种 数 xo, 使 2 和 a 0 和 cm， 及 D0 和 To 人 我 们 生成 一 个 的 随机 数 序 列 和 | 
使 得 对 所 有 nn，0 委 7, 之 m。 生 成 的 办 法 是 逐 寥 同 余 : 

T+ l=(ar, te)jmod m 

(这 是 个 递归 定 久 的 例子 ， 递 妇 定 义 将 在 3.3 节 讨 论 。 在 这 一 节 只 证 明 这 样 害 义 序 列 是 有 效 
的 ,) 


ts ik 
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小 少 计算 机 试验 都 要 求 产 生 0 和 1 之 间 的 伪 随 机 数 。 要 得 到 这 样 的 数目 ， 吕 以 用 模 数 除 
线性 辣 余 生成 器 产生 的 数 ， 即 使 用 x /mo 
例如 选 x =9，a =7， c=4 和 xo=3， 产 生 的 伪 随 机 数 序 列 如 下 : 


= ?rot+d=7'3+4=25 mod 9=7 
Ta Trt+d=7 +44=53 mod 9=8 
T4724=7:8++4=60 mod 9=-6 
TA= rt d=7:6+4=46 mod 9=1 
Ts tatd=71+4=1]1 mod 9=2 
Ya 一 7Y5 十 二 = 了 2 二 418 mod 9=0 
T= rs td=70 d= 4 mod 9=4 
Xa= fr 二 d= 2744+4=32 mod 9=3 
T9 一 了 rrR 十 村 三 了 -十 4 三 3 mod $=3 
由 于 res= ru 而且 每 一 项 部 只 依 顿 于 其 前 面 一 项 ， 所 以 广 生 的 序列 如下 : 
3, 7, 8, 1， 2， 0, 4, 5, 3, 7, 8, 6, 1, 2, 0, 4, 5, 3, 4: 
这 个 序列 会 9 个 不 同 的 数 ， 然 乒 重 复 。 

大 部 分 计算 机 的 确 使 用 线性 同 余生 成 器 产生 伪 随 机 数 。 常 使 用 的 线性 同 余 生成 器 的 增 量 
=0。 这 样 的 生成 器 称 为 纯 乘 式 生成 器 。 例 如 以 2 -1 为 模 ， 以 六 =16807 为 乘 数 的 纯 乘 
式 生成 器 就 广 为 采 用 。 可 以 证 明 以 这 些 值 来 计算 、 会 产生 2% -2 个 伪 随 机 数 ， 然 后 开始 
重复 。 

2.3.8 密码 学 

同 余 在 离散 数学 和 计算 机 科学 中 有 许多 应 用 。 可 以 在 本 书 末 给 出 的 推荐 读物 中 找到 对 这 
些 应 用 的 讨论 。 最 重要 的 同 余 应 用 之 一 涉及 研究 信息 保 泌 的 密码 党 .已 知 最 时 使 用 密码 的 例 
于 之 一 是 凯撒 。 他 拒 每 个 字母 在 字母 表 中 往 下 移动 3 位 以 获得 保密 信息 (字母 表 的 后 3 个 字 
母 移 为 最 前 3 个 )。 例 如 根据 这 一 方案 ， 字 母 BB 移 到 玉 ， 而 字母 区 称 到 A 六。 这 是 加 密 的 一 个 
例子 ， 就 是 产生 保密 信息 的 过 程 。 

要 用 数学 来 表达 凯撒 的 加 密 过 程 ， 我 们 按照 字母 在 字母 表 中 的 位 置 用 0 到 25 的 数 表 示 
字母 ， 例 如 用 0 表示 4&, 用 10 表 示 开 ,用 2 表示 和。 凯 投 的 加 密 方 法 可 以 用 丽 数 了 表示 ， 
对 每 个 非 负 整数 p，p 所 25， 函 数值 (p) 是 10，1，2，…，25| 中 的 一 个 数 ， 使 

{p= (p+3)mod 26 
在 加 密 信 息 中 ， 由 pp 代表 的 字母 用 (p+3) mod 26 代表 的 字母 代替。 
例 21 从 信息 “MEET YOU IN THE PARK” 用 凯撒 密码 闭 得 的 加 密 信 息 是 什么 ? 
解 ”首先 用 数 代 蔡 信 乱 中 的 字母 ， 得 
124419 241420 813 1974 13017 10 


上 冉 用 f(tp}= {p+ 3)mod 26 代替 p， 得 
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EE EE rr er 


137722 11723 1116 22107 18320 13 


翻译 成 字母 即 得 加 密 信 息 “PHHW BRXLQ WHK SDUN”。 图 
羔 把 凯撒 密码 加 密 的 保密 信息 还 原 为 原来 的 信息 ， 需 使 用 f 的 反 冰 数 产 1。 注意 站 ! 把 
10，1，2,，…，251 中 的 整数 p 变 成 Fp)={p 3)mod26。 换 和 名 话说 ， 要 找 回 原 依 息 ， 
每 个 字 荚 要 在 字母 表 中 向 上 移 3 人 位， 最 前 3 个 字母 移 到 最 后 3 位。 从 加 密 信 息 恢 复 成 原 信息 
的 过 程 称 为 解码 。 
有 各 种 方法 可 以 推广 凯撒 密码 。 鲍 如 不 把 每 个 字 位 移动 3 位 ， 而 是 移动 有 位， 于 是 
站 方 ) -【 力 十 吕 )maod 26 
这 样 的 密码 称 为 移 位 密码 。 注 意 解 码 可 以 用 
Ff (Cp}=(p -kmod 26 
来 完成 。 
显然 凯撒 的 方法 和 移 位 密码 不 能 提供 高 度 安 全 。 有 各 种 改进 这 一 方法 的 办 法 。 稍 稍 提 高 
一 点 安全 性 的 一 种 办 法 是 使 用 形 为 


Fp)= (ap + imod 26 


的 函数 ,其 中 a 和 和 4 为 整数 ， 而 且 需 保证 上 三 为 双 射 。 (这 样 的 映射 称 为 仿 射 变换 。) 这 种 也 
数 产 生 各 于 可 能 的 加 人 密 系 统 。 下 面 的 例子 解释 如 何 便 用 一 个 这 样 的 系统 。 


例 22 车 用 fF(p)= (7p +3)mod 26 加 密 用 什么 字母 取代 字母 KK? 


解 ” 首先 注意 10 代表 KK 。 然 后 用 指定 的 加 密 尔 数 得 到 (10)= (7'10+ 3)ymod 26=21。 
因为 21 代表 WV， 在 加 密 信 息 中 用 Y 代表 字母 K。 国 


凯撒 的 加 密 法 及 其 推广 都 是 用 字母 表 中 的 一 个 字母 代 芍 另 一 个 。 这 类 加 密 法 很 容易 党 到 
根据 字母 在 信息 中 出 现 频率 作出 的 攻击 。 复 杂 一 些 的 加 审 法 是 用 -- 嫩 字母 取代 男 一 段 字 母 。 
已 经 有 一 些 根据 模 运 算 设计 的 加 密 字 母 段 的 技术 。 对 这 些 技术 的 讨论 可 以 在 书 末 列 出 的 推荐 


读物 中 找到 。 
练习 


1. 17 能 整除 下 列 各 数 吗 ? 
ai 08 b) 84 C) 357 d) 1001 
2, 如 果 a 是 不 为 0 的 整数 ， 证明: 
a) 1 整除 4。 by》 a 整除 0。 
,证明 定理 1 的 第 2 部 分 成 立 。 
.证明 定理 1 的 第 3 部 分 成 立 。 
.证 明 如 果 a | 六 及 5a， 其 中 上 和 5 为 整数 ， 则 必 有 a=58 或 a= 一 了 5 
. 证 明 若 a，5，c，4 为 整数 , 使 elc 及 Ba， 则 ab|ead。 
,着 ec 为 整数 , 使 ac | Bc ， 求 证 alb。 


. 于 列 整数 是 素数 吗 ? 
a) 19 By 27 c) 93 d) 101 e) 107 f) 113 


Si 局 Ln 下 
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9. 求 下 列 各 种 情况 的 商 和 余数 。 


al 19 被 了 除 by -tt 被 11 除 
c) 789 被 23 际 dy 1001 被 13 除 
es) 0 被 19 除 人 3 被 5 际 
g) 一 1 被 3 除 h} 4 被 1 除 
10. 求 下 列 各 数 的 素 因 式 分 解 。 
a) 39 b) 81 c) 101 d) 143 e) 289 f) 899 


11. 求 10! 的 素数 分 解 。 

“12.1001 的 尾部 有 多 少 个 0? 

*]13, 不 是 两 个 整数 的 比 的 实数 称 为 无 理 敖 。 求 证 log;3 是 个 无 理 数 。 

14. 小 于 12 的 哪些 正 整 数 与 12 互 素 ? 

15. 判断 下 列 各 组 整数 是 否 两 两 互 素 ? 
a} {11, 15, 19) b) (14, 15, 21) 
c) (12, 17, 31, 37) dj (7, 8, 9, 11) 

1 和 , 如 果 一 个 正 整 数 等 于 除 它 自己 以 外 它 的 所 有 正 因子 的 和 ， 这 个 数 就 称 为 完全 数 。 
ai 证明 6 和 28 是 完全 数 。 
b) 当 27 一 1 为 素数 时 ， 求证 2 ， (2* 一 1) 是 完全 数 ， 

17. 念 产 为 正 整数 。 求 证 若 a mod m= 二 56 mod m， 则 a 三 5 (mod mm )。 

18. 令 rz 为 正 整 数 。 求 证 着 a 三 6 (mod 下)， 则 aimod p=5 mod m。 

19, 求证 若 2* 一 1 为 素数 ， 则 n 为 素数 。 [提示 : 利用 等 式 2% 一 1 = (2 一 1}* (2 中 + 
Yalth- 2) 二 .十 2 十 1) 。 ] 


20. 判断 下 列 各 整数 是 否 为 素数 ， 以 此 证 明 英 孙 尼 的 某 些 论断 。 


a) 2 一 1 Bb 2°=1 c) 21—1 d) 2 一 1 

21. 欧 拉 # 函数 在 正 整数 2 的 值 定义 为 小 于 或 等 于 nn 且 与 a 互 天 的 正 整 数 的 个 数 。 (注意 风 
是 希腊 字母 ,) 求 
a) $1{4) bj) $(10) c) $(13) 


22 , 求证 ”为 素数 的 充分 必要 条 件 是 gf(a)=z-1。 
23. #$(p*) 值 是 什么 ? 其 中 p 为 素数 ， 上 为 正 著 数 。 
24, 下 市 各 对 整数 的 最 大 公约 数 是 什么 ” 
a) 22.33.57 ，25 3 9 
hb) 2.3.5.7.1t13，21-3 ”1117 
c) 17，177 
d) 2°.:7, 5°13 
e) D3 
[) 2-3-5:7, 2'3.5°7 
"25, 若 nn 和 上 为 正 整 数 ， 求 证 [Fn 仿 |=L(n 一 1)ARJ+1。 
26. 车 a 为 整数 ，z 是 大 于 | 的 正 整数 ， 求 证 e 除 以 a 的 商 和 余数 分 别 是 [a /a | 各 a 一 
dda/d |, 
27. 设 mm 为 正 整 数 ， 给 出 计算 与 整数 a 模 ;x 同 余 的 绝对 值 最 小 的 整数 的 公式 。 
28. 计算 下 列 各 量 : 
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a) —17 mod 2 b} 144 mod 7 
ce) — 101 mod 13 d) 199 meod 19 
29. 计算 下 列 各 量 : 
ah 13 mod 3 b) 一 597 mod 11 
c) 155 mod 19 d) ~—22] mod 23 
30. 列 出 5 个 与 4 模 12 同 余 的 整数 。 
31, 判断 下 列 各 整数 是 否 与 $ 模 17 同 余 。 
a) 80 b) 103 Cj 一 29 dad) =122 
32, 看 两 个 整数 的 乘积 为 23 37 ,它们 的 最 大 公约 数 为 233 和 5， 它们 的 最 小 公 售 数 是 什么 ? 
33. 奋 a 和 65 为 正 整 数 ， 求证 ab 一 gcd(a,58)"lcem(a,58)。[ 提 示 ; 利用 ea 和 5 的 表 因 子 分 解 
以 及 根据 素 因 子 分 解 给 出 的 计算 ged(a ,5) 和 lem(a ,5) 的 公式 。] 
34. 着 a 三 B(mod mm)，c 三 dmod 下)， 其 中 < 百 ，c， 吉 ， 严 为 整数 ， 月 以 宇 2， 求 证 4 - 
二 起 一 这 [mol rz 
35, 铬 n|lm，m 为 大 于 1 的 正 整数 ， 且 4 三 Bb(mod rx)}， 其 中 a ,bP 为 整数 ， 求证 4 三 5 (mod 
n )o 
36. 求证 着 a ，5，c， 贡 为 整数 ， 训 宇 2,，c 交 0 Ha 寺 86 (mod m}， 则 gc 三 be (mod me ), 
37, 若 &， 5，c，m 为 整数 ， 光 主 2， 证 明 ac 兰 A (mod rm) 不 一 定 蕴 合 4 三 bimod mm )。 
38. 着 4， 加， 抽 为 整数 ，m 宇 2 且 a 三 blmod mr)， 求 证 gcd{a ,mm) = gcdlh,m), 
39. 若 a，b8， 上 Mm 为 整数 ， 久 宇 1，mw 宇 2 且 4 三 6 (mod m)， 求证 a 三 BP(mod 站) 
40. 若 用 散 列 函数 站 (= 并 mod 101 和 社会 安全 号 为 学 生 记 录 分 配 地 址 ， 下列 社会 安全 号 得 
到 的 地 址 是 什么 ? 
a) 104578690 b) 432222187 
cc) 372201919 d) S501338753 
41. 停车 场 有 31 个 车 位 供 来 访 者 使 用 ， 编 号 为 0 到 3 加。 来 访 者 根据 散 列 函数 疡 (E) = 上 mod 31 以 
及 车 牌 前 3 位 数 获得 车 位 。 
ay 下 列车 牌 前 三 位 数 得 到 什么 车 位 ? 
317, 918, 007, 100, 111, 310 
b) 给 出 一 个 办 法 ， 使 来 访 者 在 发 现 他 们 得 到 的 车 位 已 被 占用 时 可 以 找到 空 车 位 。 
42. 用 线性 同 余生 成 器 z ,1= (4x,+1) mod 7 和 种 子 数 ro=3 产 生 的 念 随机 数 序列 是 什 
ea 
43. 用 纯 飞 式 生 成 器 x ,1=3z mod 11 和 种 子 数 xo=2 产生 的 伪 随 机 数 序 列 是 和 什么 ? 
44, 写 一 盆 码 算法 ， 用 线性 同 余 生成 器 产生 伪 随 机 数 序列 。 
45. 为 信息 “DO NOT PASS GO” 加 密 ， 先 把 字母 翻译 成 整数 ， 再 用 下 面 给 的 加 密 消 数 计 
算 ， 然 后 把 整数 翻译 成 字母 。 
a) fF(p)= (p+3}mod 26( 凯 撒 审 码 ) 
bj) fF(p)= (p+13)mod 26 
c) FfF(p)y={3p+7}mod 26 
46, 为 下 列 用 凯撒 密码 加密 的 信息 解密 。 
a) EOXH MHDOQYV 
b) WHY™W WRGDB 
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cj HDW GLP YXP 


书籍 用 国际 标准 书号 (1SBN) 来 识别 ， 这 是 个 十 位 数字 编码 riaz…zio， 由 出 版 者 给 
定 。 这 10 位 码 分 段 表 示 语 言 、 出 版 者 、 出 版 社 给 书 的 编号 ， 以 及 最 后 一 个 校 验 位 。 校 验 三 
或 是 数字 ， 或 是 字母 X (用 来 表示 10)。 校 验 位 用 》) ir, 二 0(mod 11) 来 选择 ， 用 于 发 现 
各 位 数字 的 错误 或 数字 移 位 。 

47. 本 书 第 3 版 的 [SBN 前 九 位 数字 是 0 一 07 - 0353965 ， 它 的 校 验 位 是 什么 ? 
48. ¢FEFlementary Number Theory nd ls Applicationsy 第 3 版 的 [SEN 是 0 一 20]1 一 57Q89 一 


1 ， 其 中 Q 是 个 数字 。 求 Q 的 值 。 
49, 判断 出 版 者 给 出 的 本 书 ISBN 的 校 验 位 是 否 计 算 正 确 。 
s0. 求人 有 nx 个 不 同 因数 的 最 小 正 整 数 ， 其 中 ，” 是 


3aj 3 b) 4 Cj 3 d) 6 e) 10 
51. 给 出 与 素数 或 素数 分 解 有 关 的 公式 或 规则 ， 用 以 计算 序列 的 第 a 项 ， 使 序列 的 初始 项 为 
下 面 纵 出 的 这 些 。 
al 0 1, 1, 0，1,， 0, 1, 0, 0, 0，1，1，1， 
b) 1, 2, 3, 2, 5, 2, 7, 2, 3, 2, 11, 2, 13, 2 
Ch 1, 2, 2, 3, 2, 44, 2, 4, 3, 4, 2,， 656, 2,， 4d， 
d) 1, 1, 1,0, 1,1,1,0,0,1, 1,0,1,1, 
el 2 33 do Te Ts To le ls do lo 


f) 1, 2, 6, 30, 210, 2310,30030, 510510，9699690，223092870，… 
52. 给 出 与 素数 或 索 数 分 解 有 关 的 公式 或 规则 ， 用 以 计算 序列 第 x 项 ， 使 序列 的 初始 项 为 下 


面 给 出 的 这 些 。 
2 

b) 0, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, $5, 6, 6, 

cj 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 
ES I Ee ET 
ey 4, 1, 1,1,1,0,1,1,1,0,1,0,1,0,0,. 


f) 4, 9, 25, 49, 121, 169, 289, 361, 529, 841, 961, 1369, 


2,4 整数 和 算法 


2.4.1 引言 

正如 2.1 节 所 说 ， 算 法 这 -术语 最 初 指 的 是 用 整数 的 上 进 制 表 水 进行 算术 运算 的 过 程 。 
收 改 后 能 处 理 二 进 制 表示 的 这 些 算法 是 计算 机 算术 运算 的 基础 。 它 们 为 理解 算法 这 一 概念 友 
算法 复杂 性 提供 了 很 好 的 实例 。 因 此 本 节 将 讨论 这 些 算 法 。 

除 算术 中 常用 的 整数 算法 以 外 ， 还 有 许多 重要 的 算法 涉及 整数 。 我 们 将 从 欧 几 里 德 算 法 
开始 我 们 的 讨论 。 这 是 最 有 用 的 算法 之 一 ， 很 可 能 还 是 数学 中 最 古老 的 算法 。 我 们 还 将 描述 
求解 一 个 整数 的 基数 5 展开 的 算法 ， 其 中 5 是 任意 基数 。 


二 i 
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= 


2.4,2 欧 几 里 德 算 法 


3 节 给 出 的 几 整 数 的 素 因 子 分 解 求 两 个 整数 最 大 公约 数 的 算法 效率 不 高 。 原 因 是 求 
必 ” 素 因子 分 解 消耗 太 多 时 间 .。 我 们 将 给 出 一 个 称 为 欧 几 里 榴 算 法 的 效率 更 高 的 方法 求 最 
大 公约 数 。 这 个 算法 古代 就 有 了 。 这 是 用 十 希腊 数学 家 欧 几 里 德 :的 和 名字 命名 的 ， 因 为 在 他 
的 书 《Biements》 中 记载 这 一 算法 。 
在 介绍 欧 几 里 德 算 法 之 前， 我 们 先 看 看 它 怎 样 求 gcd(91,287)。 首 先 用 两 数 中 的 小 者 91 
去 除 两 数 中 的 大 者 287， 得 到 
287 = 91'3+ 14 
91 和 287 的 任何 公约 数 必 定 也 是 287 -93.3= 14 的 因数 。 而 且 391 和 14 的 任何 公约 数 也 必 
定 是 287=93.3+14 的 因数 。 因 此 ，287 和 91 的 最 太公 约 数 和 91 与 14 的 最 大 公约 数 相 同 。 
这 表明 ， 求 grd{91,287) 的 问题 已 被 化 简 为 求 gedf9l ,14) 的 问题 。 
下 一 步 用 14 除 91 得 
91 一 14.6 十 了 


由 子 91 和 14 的 任何 公约 数 也 能 整除 91 -14:5=7， 同 时 14 和 7 的 任何 公约 数 昨 除 81， 所 
以 gcd(91,14) = ged{ 14,7), 

继续 用 7 除 14， 得 

14=7:2 

内 为 7 整除 14， 得 gcd(14,7) = 7 ， 同 时 由 于 gcd(287,91)=gcd(91,14)=gcd(14,7)= 二 7 ， 展 
训 的 问题 得 解 。 

现在 我 们 介绍 欧 几 里 德 算 法 在 一 般 情 况 下 如 何 工 作 。 我 们 将 用 轧 转 相 除 把 求 两 个 下 整数 
最 大 公约 数 的 问题 化 简 为 求 两 个 较 小 整数 的 最 大 公约 数 ， 和 二 到 两 个 整数 中 的 一 个 为 0。 

欧 几 时 德 算 法 的 基础 是 关于 最 太公 约 数 的 下 述 结 论 和 除法 算法 ， 

引 理 1 令 a=bo+r， 共 中 a ，5，qg， 为 整数 ， 则 gcd(a,5)= gcd(p,r)。 

证 ”如果 我 们 能 证 明 a 与 6 的 公约 数 和 上 与 7 的 公约 数 相 同 ， 也 就 证 明了 gcd(a ,5b)= 
gcd(p,r)}， 因 为 这 两 对 整数 必定 有 相同 的 最 大 公约 数 。 

现在 假定 a 整除 a 和 和 5， 于 是 4 也 整除 a 一 B9=x (根据 2,3 节 定理 1)。 因 此 a 和 8 的 
任何 公约 数 也 是 5 和 的 公约 数 。 

类 位 地 ， 已 定 # 整除 5 和 x。 于 是 4 也 整除 bw+ ra。 因此 上 45 相 7 的 任何 公约 数 也 是 a 
和 上 5 的 公约 数 ， 

于 是 gcqdkea ,Pp) = ged(p,r). 


Ta 加 欧 几 条 德 (Euclid， 大 的 公元 前 350 年) ” 欧 几 里 乱 是 人 类 展 成 功 的 数学 著作 《 Efermeris》 的 作者 ， 这 本 书 日 
”上 古 至 今 已 有 1000 多 个 不 同 的 版 本 。 人 们 对 欧 几 里 德 的 生平 所 知 其 少 ， 只 知道 他 曾 在 著名 的 亚 捷 出 大 学 院 任 教 ， 显 
然 欧 几 里 德 不 强调 应 用 。 当 学 生 间 他 学 了 几何 有 什么 用 时 ， 他 解释 说 知识 本 身 就 值得 学 当 ， 并 世 什 大 给 了 该 掌 生 - 校 硬 
所 ,“ 央 为 他 定 要 内 党 习 中 起 利 ”， 


bbs.thelthome.com 


O000-000-0000000000--www.shubulo.com OOO^^ 


1256 戎 玲 才 学 及 着 习 契 


假定 a 和 5 为 下 整数 ，a 守 pp。 令 ro=a，ri= 65。 车 思 转 应 用 队 法 算法 ， 得 


ro 二 riG1+ 2 Dr ri 


ri 二 rgat rs Or ry 


mn A A a Or ri 
rn-1 Fryr 
最 终 在 轧 转 相 除 序列 中 会 出 现 余 数 为 0， 因 为 在 余数 序列 a = ro 交 ri>>r) >… 实 0 中 至 多 包 
省 性 项 。 进而 从 引 理 ] 知 
gcd(ab)=gcdtrosri} = gedt rj,yr2) = = gcd(r, or 1] 
一 名 cd rr > godtr, ,0)= 7r, 
因此 ， 最 大 公约 数 是 除法 序列 中 最 后 一 个 非 零 余数 。 
例 1 用 欧 儿 里 德 算 法 求 414 和 662 的 最 大 公约 数 。 
解 ” 轧 转 使 用 除法 算法 给 出 ， 
62 =414:1+248 
414=248:1+ 166 
248 = 166:1+82 
a6 = B22 二 2 
82=2:41 


因此 ，gcd(414,662) =2 ， 因 为 2 是 最 后 一 个 非 零 余数 。 国 
算法 工 是 用 人 怕 码 写成 的 欧 几 里 德 算法 。 


算法 1 网 几 里 德 算法 
Procedure gcd (a,5: 正 整数 ) 
Ta 
yy 二 由 
Whiley 关心 
begin 
ri 二 mod 9 
TY 
yr 
end lgcdta,b) 是 1 


算法 1 中 x 和 和 3 的 初 值 分 别 是 a 和 8。 在 过 程 的 每 一 步 都 是 x 用 sy 代 兰 ,而 y 用 x mod yy 代 
蔡 ，z mod y 即 是 x 被 y 除 的 余数 。 只 要 y 隆 0， 这 个 过 程 就 重复 下 去 。 当 y=0 时 算法 终 
止 ， 此 时 x 的 值 ， 也 就 是 这 一 过 程 中 最 后 一 个 非 零 余数 ， 即 为 a 和 5 的 最 大 公约 数 。 

我 们 将 在 3.3 节 定 究 欧 几 里 德 算法 的 时 间 复 杂 性 ， 并 证 明 求 a 和 5 的 最 大 公约 数 需 要 做 


mr 


四 下 ee 加 EL -ins 
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的 除法 次 数 在 sw 宇 B 有 时 为 O flog Pp)。 
2.4.3 整数 表示 


日 常生 活 中 部 用 十 进 制 符号 表示 整数 。 例 如 ，965 用 来 表示 9.10+6:10+S。 不 过 有 
时 用 10 以 外 的 数 做 基数 更 方便 。 特别 是 计算 机 通 沉 用 二 进 制 符 号 (以 2 为 基数 ) 来 屋 算 
术 运 算 ， 而 用 八进制 (基数 为 8) 或 十 六 进 制 (基数 为 16) 符 屿 来 表示 字符 ， 如 字母 或 数 
字 。 事 实 上 我 们 可 以 用 1 以 外 的 任何 正 整 数 为 基数 来 表示 整数 。 下 面 的 定理 陈述 的 就 是 这 
一 第 论 。 

定理 1 邻 避 为 大 于 1 的 正 整数 。 那 么 如 果 nn 是 个 正 整数 ， 就 二 以 唯一 地 表示 为 下 面 的 
形式 : 

R=ab :+a be lt+ +abt+ao 
其 中 此 是 个 非 肖 整数 ， 计 中 4 是 小 于 上 8 的 非 负 整数 ， dr EO, 

此 定理 的 证 明 可 以 在 书 末 列 出 的 推荐 读物 中 找到 。 和 定理 1 中 妆 出 的 n 的 表示 称 为 1 的 
以 为 基数 的 展开 。nn 的 基数 5 展开 表示 为 《agar_1…alas)。 例如 ，(245)8 表示 2.8- 十 48++ 
3 二 1169- 

以 2 汶 基 数 就 得 到 整数 的 二 进 制 展开 。 丰 二进制 符 导 中 每 位 数字 或 是 0， 或 是 1。 换 言 
之 ,整数 的 二 进 制 展开 就 是 位 种。 计算 机 用 二 进 制 展开 【 夷 作为 二 进 制 展开 变种 的 相关 展 
开 ) 表示 整数 并 做 整数 算术 运算 。 


例 2 以 {101011111); 为 二 进 制 展开 的 整数 ， 其 十 进 制 展开 是 什么 ? 


解 我们 有 
[101011111) =23+26+2*+2 +22+2+1=351 者 
16 是 计算 机 科学 中 使 用 的 另 一 基数 。 整 数 的 基数 16 展开 称 为 十 六 进 制 展开 。 这 种 展开 


要 用 16 个 不 同 的 数字 。 通 常 使 用 的 数字 是 0, 1, 2, 3, 4,5, 56,7, 8, 9, A, B, C, 
,EE 和 下， 其 中 妨 到 下 表示 的 数字 对 应 手 {十 进 制 的 ) 10 到 15。 


例 3 二 六 进 制 展开 《2AB0B) 的 十 进 制 展开 是 什么 ? 
解 我们 有 
(24R0B) =2:1643+10-16 +14.16- 十 0 16+11 
= 【175627]1n0 加 


由 于 十 六 制 进 数 字 用 4 个 字 们 表示， 而 字 节 是 长 度 为 8 的 位 串 ， 所 以 字 节 出 以 用 两 个 十 
六 进 制 数字 表示 。 例 如 ，(11100101)s= (ES)1s， 因 为 (1110);= (Ee 而 (0101)s 一 (5)16n 

现在 我 们 介绍 一 个 构造 整数 n 的 基数 5 展开 的 算法 。 首 先 ， 用 5 除 n 得 到 商 和 余数 ， 
即 


六 一 bon 十 ns Dan 气 


余数 0 就 是 娩 的 基数 贞 展开 的 最 右边 一 位 数字 。 下 一 步 用 pb 除 oqo 得 
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gn = po tal, Oal<h 
可 以 看 出 at 是 # 的 基数 5 展开 中 右 数 第 二 个 数字 。 继 总 这 --- 过 程 ， 不 断 用 上 5 除 商 并 以 余数 
办 新 的 基数 5 禾 了 这 一 过 程 在 商 为 0 时 终止 。 
例 4 求 (12345)Io 的 基数 8 展开 。 
解 ” 首 先 用 8 除 12345， 得 
12345 = 8-1543++] 
相继 用 8 除 商 ， 得 
1543 SB*:192+7 
192 = 8:24 二 + 册 
24 二 8*3 十 必 
3 二 名 : 们 十 3 
几 于 这 些 余数 就 是 12345 的 基数 8 展开 中 的 数字 ， 于 是 


算法 2 中 给 出 的 协 码 用 于 计算 整数 的 基数 产 展开 【ar -1 alen) mm， 
构 吞 基数 5 展开 


Procedure Pase 5 erpansion (mn: 正 整 数 ) 


算法 2 


8 = nn 
k: 二 0 
while oO 
begin 
x, 9 modp | 
0 :一 | a 


££: 二 k+l 
end ji 的 基数 5 展开 是 {a;_j'*…ajan),| 


在 算法 2 中 ，9 表示 不 断 用 总 去 除 时 得 到 的 商 ， 初 值 g = n。 基 数 ”展开 中 的 数字 就 是 做 这 
些 除 法 时 得 到 的 余数 . 由 3 mod 5 给 出 。 在 得 到 的 商 g = 四 时， 算法 结束 。 
2.4.4 整数 运算 算法 


用 整数 的 二 进 制 展开 作 运 算 在 计算 机 科学 中 分 外 午 要 。 我 们 将 介绍 对 两 个 表示 为 三 进 制 
展开 的 整数 作 加 法 和 乘法 的 算法 ,还 要 以 使 用 的 字 位 运算 的 实际 次 数 来 分 析 这 些 算法 的 计算 
复 厅 性 。 在 整个 讨论 中 假定 a 和 5 的 二 进 制 展开 为 


位 (Ca ln a do = (bs 10, 2 Bb bu)2 


从 而 & 和 5 各 有 个 字 位 (必要 时 让 其 中 一 个 的 开头 岂 个 字 位 为 0)。 
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考虑 两 个 用 二 进 制 符号 表示 的 整数 相好 的 问题 。 作 加 法 的 过 程 可 以 恨 据 通 常 借助 纸 和 笔 
做 加 法 的 办 法 来 设计 ， 也 就 是 一 对 -一 对 二 进 制 数 字 相 加 ， 有 进位 时 上 弓 加 上 进位 。 现 在 来 详细 
描述 这 个 过 程 。 
要 把 a 和 5 相 加 ， 首 先 把 它们 最 右边 的 数字 相 加 这 样 可 得 
Aant y= cot so 
其 中 so 是 +5 的 二 进 制 展 半 中 最 右边 的 一 位 数学 ， 而 co 是 进位 ， 为 0 或 1。 然后 把 下 一 
对 字 位 及 进位 相 加 ， 
alt hit co= cet+ $s 
其 中 si 是 a+6 的 二 进 制 展开 中 的 下 一 位 (从 右 数 ) 数字 ，c; 是 进位 。 继 续 这 一 过 程 ， 反 
两 个 二 进 制 展开 中 对 应 的 字 位 及 进位 相 加 ， 给 出 a + 5 的 二 进 制 展开 中 从 右 数 的 下 一 位 数 
字 。 最 后 把 a _1，5, -1 和 c, .1 相 加 得 cr2+m-io a+ 上 8 的 站 位 数字 是 5 = ci-1。 这 一 过 
程 产后 a 与 6 之 和 的 二 进 制 展开 , 凤 at6= (ss, 173156jaa 


例 5 把 a = 0110); 和 5=《{1011)s 相 加 。 
解 ”按照 算法 中 规定 的 步骤 ， 首 先 注 意 到 
ag + bo=0+1=0'2+] 
所 以 c=0 而 so0= 1。 然后 ， 因 为 
as + btco=1+1+0=1:2+0 
所 以 c=1， 而 si 二 0。 继 续 做 下 去 ， 
ax+ bt+cs=1+0+1=1:2+0 
于 是 .y=1 而 s;=0。 最 后 由 于 
aat b+ ca=1+t+1+1=1'2+] 
从 而 c3=1 且 ;=1。 这 表明 so= c=1。 因 而 s=a+656= (11001);。 相 加 的 过 程 如 图 2-2 
所 示 。 国 


】 1 

L110 

1011 
1 i001 


图 2-2 (1110); 和 (1011;); 相 加 
用 伪 码 给 出 的 加 法 算法 如 下 。 


算法 3 整数 相 加 
Procedure adaq (a ,5: 正 整数 ) 


la 和 5 的 二 进 制 展开 分 别 是 (a,_1aw-2 arao)? 和 (B816, -20 
c=0 
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for ;} := tonDo-l1 

begin 
a 二 | (a;t bo, +ce)2 | 
= te od 
cd 

end 

0 


1 和 的 二 进 制 展开 是 (s,s _1… sn)2| 


下 面 分 析 算 法 3 使 用 的 字 位 相 加 的 次 数 。 


例 6 两 个 二 进 制 展开 中 有 4 个 (或 少 于 个 ) 字 位 的 整数 相 加 ， 算 法 3 使 用 多少 次 字 
位 加 法 ? 

解 两 个 整数 相 如 是 相继 对 字 位 相 加 ， 再 如 上 进位 来 完成 的 。 把 两 个 字 位 及 进位 相 加 需 
要 3 次 或 少 丁 3 次 字 位 加 法 。 因 此 需要 的 字 位 相 加 总 数 少 于 二 进 制 展开 中 位 数 的 3 售 。 从 而 
算法 3 把 两 个 # 位 整数 相 加 项 要 的 字 位 加 法 次 数 是 D(n )。 国 

下 面 考虑 两 个 wn 位 整数 a 和 六 的 乘法 。 传 统 的 算法 【使 用 纸 和 笔 作 科 法 ) 是 样 的 : 根据 
分 配 律 ， 我 们 看 到 


村 一 


四 一 】 
ab = a > bi2 = > alb,2)) 
Tn 


FF 一心 


我 们 可 以 用 这 一 等 式 计 算 a5。 首 先 注意 在 bb 二 1 时 a6 二 a， 而 =0 时 at,=0。 每 当 
我 们 用 2 彝 一 项 时 ,结果 都 是 把 这 一 项 的 二 进 制 展开 向 左 移 一 位 并 在 谋 部 加 上 一 个 0。 因 而 
我 们 可 以 把 a&, 的 二 进 制 展开 向 左 移 ; 位 ， 再 在 尾部 加 上 了 个 0 来 计算 (aa ) 2。 最 后 ， 把 
4 个 整数 ae 2 ，j1=0，1，2，…，i 一 1， 相 加 就 得 到 ap。 

下 面 的 例子 解 妓 怎 样 使 用 这 一 算法 。 


例 7 求 a = (110), 和 5 二 (101);, 的 乘积 。 
解 ” 首 先 注意 


abn'2 = (110),:1:2° = (110), 
ab1*2' = (110);:0.2° = (0000), 


ap2*2*= {110),:1:2*= (11000), 


为 求 乘积 ， 把 (110);，(C0000), 和 “(11000), 相 加 ， 完 成 这 些 加 法 (用 算法 3， 必 要 时 可 起 
始 0 位) 即 得 a5 ={11110); 。 这 一 过 程 如 图 2-3 所 示 。 | | 
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| 10 
11110 


图 2-3 tt10); 和 (101)。 相 潍 
这 个 乘法 过 程 可 以 用 伪 码 描述 如 下 。 


算法 4 整数 相 屁 
Procedure mutirtiply (a ,5: 正 整数 ) 
ia 和 所 的 二 进 制 展开 分 别 是 tas_1aw-2'"*a190)2 
和 【如 16, 2 bibo)2| 

fory :=0tox—1 
begin 

if b=1 thenc: 三 a 移 j 位 

else c, =0 
end ] 
co，c1，"…，ca_1 是 部 分 积 } 
声 汪 0 
for 7 :=0ton~-1 

p= pie 
ip 是 ab 的 值 | 


a 


下 面 来 判断 算法 4 作 乘 法 时 使 用 的 字 位 相 加 次 数 和 移 位 次 数 。 

例 8$8 用 算法 4 计算 a 和 的 丧 积 需 用 多 少 次 字 位 的 加 法 和 移 位 ? 

解 ”算法 4 计算 a 和 ”乘积 的 办 法 是 把 部 分 乘积 co，cl，cz，…，c -1 相 可 。 当 而 =1 
时 ， 部 分 积 c; 的 计算 是 移动 a 的 二 进 制 展开 ; 位 。 当 乌 =0 时 ， 因 为 =0， 所 以 不 需要 移 
位 。 于 是 ， 为 求 出 所 有 ?2 个 整数 ab,2:，j=0,，1，2，*…，n 一 1， 需要 至 多 

几 十 于 十 之 十 十 天 一 ] 

次 移 位 。 因 此 根据 1.8 节 例 4， 需 要 的 移 位 数 许 Of(a“)。 

要 把 a5; 从 7j=0 到 7=2a-i 加 起 来 ， 需要 做 一 次 n 位 整数 ，(xt +1) 位 整数 ，…， 和 
27 位 整数 的 加 法 。 从 例 5 知道， 这 些 加 法 都 需要 O(n) 次 字 位 相 加 。 因 此 完成 所 有 z 个 数 
的 加 法 需要 On) 次 字 位 加 。 图 

令 人 吃惊 的 是 ， 还 有 比 传 统 的 整数 剧 法 算法 更 有 效 的 算法 。 其 中 一 个 算法 使 用 
O(ni 沼 ) 次 位 运算 来 完成 5 位 数 的 乘法 ， 将 在 第 5 章 介绍 。 


练习 
1. 用 欧 几 里 德 算 法 求 
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a) gcd(12,18) b) ged{111.,201) 

cj gcd(1001,1331) dd)} gcdt 12345,54321) 
2, 用 欧 几 里 德 算 法 求 

da) gcd(1 ,5S) b) gcd(100,101» 

ce) gedf123 .277) 日 gcd(1529,14039) 

e) gcd(1529,14038) ff) gedt11111,111111) 
3. 用 欧 几 里 德 算法 求 gcd{21,34) 要 和 做 多 少 次 除法 ? 
4. 用 欧 几 里 德 算法 求 ged(34,55) 要 做 密 少 次 除法 ? 
5, 把 下 列 整数 从 十 进 制 表 示 转 换 为 二 进 制 表 泵 。 

a) 231 by 4532 c) 97644 
6. 措 下 列 整 数 从 十 进 制 表 示 转 换 为 二 进 制 表 示 。 

a) 321 by 1023 c 100632 
7. 把 下 烈 吉 数 从 汪 进 制 表示 转 措 为 十进制 表示 。 

a} 1 1111 b) 10 0000 0001 

ce 1 0101 0101 d) 110 1001 0001 0000 
8. 把 下 列 整数 从 二 进 制 表 示 转 换 为 十 迁 制 表示 。 

a) 1 1011 b) 10 1011 0101 

cy 11 1011 1110 d) 111 1100 0001 1111 
9. 设计 一 个 简单 的 方法 把 十 六 进 制 表 示 转 挽 为 二 进 制 表示 。 
10. 设计 一 篇 单 的 方法 把 二 进 制 表示 转换 为 十 六 进 制 表示 。 
11. 把 下 列 整数 从 十 六 制 进 表 示 转 摘 为 二 进 制 表示 。 


a) 80E bj 135AB 
c} ABBA d) DEFACED 

12. 把 下 列 整数 从 二 进 制 表示 转换 为 十 六 进 制 表示 。 
a) 1111 011] b) 1010 1010 1010 


cl 111 O11l 0111 Oil 
13. 证 明 每 个 正 整 数 都 可 以 唯一 地 表示 为 2 的 不 同 乘 攻 的 和 。 [提示 : 考虑 整数 的 二 进 制 展 
开 。 
14. 可 以 证 明 每 个 整数 都 能 唯一 地 表示 为 
Edit ee 13 +te3+te 
的 形式 ， 其 中 e= -1, 0 或 1，; =0， 1，2，…， 多。 这 一 类 展开 称 为 平衡 三 进 制 展开 。 
求 下 列 整数 的 平衡 三 进 制 展 开 
a) 5 b) 13 ce 37 d)】 79 
15., 证 明正 整数 被 3 整除 的 充分 必要 条 件 是 它 的 十 进 数 字 之 和 能 被 3 整 陈 。 
16. 求证 正 整数 能 被 11 整除 的 充分 必要 条 件 是 它 的 偶数 位 十 进 数 字 之 和 与 奇数 位 十 进 数 字 


之 和 的 差 能 被 11 整数 。 
17. 求证 整数 能 被 3 整除 的 充分 必要 条 件 是 它 的 侦 数 位 二 进 数 字 之 和 与 奇数 位 二 进 数 宇 之 和 


的 差 能 被 3 整除 。 
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整数 的 ] 补 表 沙 可 以 简化 计算 机 算术 :， 用 小 于 2 -1 的 绝对 值 表示 王 负 整数 ， 共 需要 7 
个 字 位 .最 左边 的 一 位 表示 符号 。 这 个 位 置 上 的 0 表示 正 整 数 ，1 喜 示 负 整 数 。 对 正 整 数 而 
言 ， 其 他 位 置 上 就 是 该 整数 的 二 进 制 展 开 。 允 估 整数 米 说 ， 其 他 位 置 上 是 其 绝对 但 - 进 制 展 
开 中 各 位 数字 的 补 ， 1 的 补 是 0, 0 的 补 是 1。 


18. 用 长 度 汶 和 的 位 串 ， 求 下 列 整数 的 1 补 表 示 。 
a) 22 b) 31 cy 一 了 d) 一 19 

19. 下 列 长 度 为 5 的 1 补 表 示 代 表 哪 些 整 数 ? 
ay 11001 bool etio001 dy 11111 

20, 如 盯 mr 是 小 于 2” ! 的 止 整数 ， 若 用 长 度 为 的 位 串 ， 怎样 从 天 的 1 补 表 示 求 (一) 
的 1 补 表 示 ? 

21. 怎样 从 两 个 整数 的 1 补 表 示 订 算 它 们 的 和 的 1 补 表 示 ” ， 

22, 怎样 从 两 个 整数 的 1 补 表 示 计 算 它 们 的 差 的 1 补 表示 ? 

23, 求证 区 (a,_1a, alen) 为 1 补 表 示 的 整数 zx 可 以 用 公式 巩 = 一 1t2" 一 1)+ 


ph 计算 。 

整数 的 2 补 表示 也 可 以 简化 计算 机 算术 ， 而 且 比 1 补 表 示 更 通用 。 对 给 定 的 正 整数 n， 
要 表示 满足 -2? 之 rr 窑 2" 一 上 的 整数 >， 共 需 要 ”个 字 位 。 最 左边 的 一 位 表示 符号 。 这 
一 位 置 的 0 表示 正 整 数 ，1 表示 负 整 数 。 这 和 1 补 表 示 一 样 。 对 正 整 数 来 说 ， 其 余 位 置 上 与 


该 蛛 数 的 二 进展 开 一 样 。 对 钢 整 数 而 言 ， 其 余 位 善 上 是 2? ”一 1x| 的 二 进展 开 。 整 数 的 2 补 表 
示 常 用 于 计算 机 运算 ， 因 为 不 论 整 数 是 正 是 负 ， 痢 很 容易 用 它们 的 这 种 表 小 敌 加 法 和 减法 。 


24, 用 长 度 汐 6 的 2 补 表示 同 管 练 避 18， 

25, 假定 每 个 表示 是 长 度 为 的 2 补 表 示 ， 网 答 练 习 19。 

26. 用 2 补 表 小 回 党 练习 20。 

27, 用 2 补 束 示 回 演练 习 21。 

28. 用 2 补 表 未 回答 乡 习 22。 

29, 证 明 以 【ua aiao) 为 2 补 表 示 的 整数 zx 可 雇用 等 式 p = 一 al， 2 + 
D2 米 计 算 ， 

30. 给 出 一 个 简单 的 算法 ， 从 整数 的 革 补 表示 求 它 的 2 补 表 示 。 

31. 丰 时 用 4 位 二 进 制 展开 表示 各 个 「 进 制 数字 来 为 整数 编码 。 这 就 是 整数 的 二 进 制 编 码 的 
十 进 制 形式 。 例如， 用 这 种 方式 为 791 编码 得 0111 1001 0001。 用 这 种 方式 为 整数 编码 ， 
一 个 # 位 十 进 数 需要 名 少 字 位 ? 


形 为 


an ltaritn— lt +az!l ral! 
的 和 称 为 康 托 拱 开 ， 其 中 性; 为 整数 ， H Da i, 1 2， "Ro 


32. 求 下 列 各 数 的 康 托 展开 ， 
al)2 by7 cl19 de ce) 1000 ff 1000000 
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“33 . 给 出 一 个 求 整 数 的 康 托 展开 的 算法 。 

"34 . 给 出 一 个 从 两 个 整数 的 康 托 展开 求 它 们 的 和 和 的 算法 

35. 用 课文 中 给 出 的 加 法 算 庄 , 一 步 一 步 把 (10111); 和 《11010), 相 加 。 

36. 用 课文 中 纵 出 的 算法 ， 一 步 一 步 将 (110); 和 “(1010), 相 夷 。 

37, 给 出 一 个 求 两 个 二 进 制 展开 之 差 的 算法 。 

38. 估计 计算 两 个 二 进 制 展开 之 差 需 要 的 字 位 运算 的 次 数 。 

39. 设计 一 个 算法 ， 从 整数 a 和 上 5 已 知 的 二 进 制 展开 判断 是 a > 六 ，a = 卢 还 是 ea 所 疡 。 

40. 当 整 数 a 和 5 的 二 进 制 展开 有 ， 个 数位 时 ， 按 练习 3 设计 的 比较 算法 要 做 多 少 次 字 位 运算 ? 
41. 以 需要 的 除法 次 数 来 估计 求 整 数 ”的 基数 上 展开 的 算法 2 的 复杂 性 . 


2.5 数论 应 用 


数论 有 许多 应 用 ， 特 别 蚌 在 计算 机 科学 中 。 在 2.3 节 已 经 介绍 了 几 个 这 种 应 用 ， 包 括 散 
列 菠 数 ， 伪 随机 数 的 产生 和 移 位 密码 。 本 节 继 续 介 绍 数 论 ， 给 出 才干 关键 结果 和 两 个 重要 的 
应 用 : 做 大 整数 算术 运算 的 方法 和 最 近 发 明 的 称 为 公 铀 系统 的 密码 系统 。 


2.5.2 若干 有 用 的 结果 
这 一 节 从 头 到 尾 都 会 用 到 的 一 个 重要 结果 是 : 两 个 整数 a 和 5 的 最 大 公约 数 可 以 表示 为 


Sa 十 2 
的 形式 ， 其 中 s 和 F 为 整数 。 换 同 话 说 ，gcedta ,58) 可 以 表示 为 a 和 5 的 整 系数 线性 组 侣 。 例 
如 ，gedf6,14)=2 ， 而 2=( -2):6+1"14 。 定 理 1 说 的 就 是 这 一 事实 。 

定理 1 车 a 各 5 为 正 整 数 ， 则 存在 整数 s 和 +t， 使 gedta,5)== sa+itb 。 

我 们 将 不 对 定理 1 作 形式 证 明 ， 而 是 举例 介绍 一 种 方法 ， 可 以 求 耳 个 整数 的 线性 组 合 ， 
仁之 等 于 它们 的 最 太公 的 数 。( 本 节 假 定 线性 组 合 均 以 整数 为 系数 。) 这 一 方法 是 将 殉 风 里 德 
算法 求 最 太公 约 数 所 微 的 财 法 依次 其 和 倒 过 来 。 

例 1 把 gedf252,198)= 18 表示 为 252 和 198 的 线性 组 合 。 

解 ” 要 证 明 gcd(252,198) =18 ， 欧 几 里 德 算法 做 下 列 除 法 : 

252 =1.198 + 54 

198 =3.54+ 36 
54=1:36+18 
36=2-18 

用 倒数 第 二 个 ( 正 数 第 三 个 】 除法， 可 以 把 gced(254,198)= 18 表示 为 54 和 36 的 线性 
组 合 ， 即 

18 = 54 一 1.36 
第 二 个 除法 告诉 我 们 ; 
36= 198— 3.54 
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将 36 的 这 一 表达 式 代 入 前 一 等 式 , 可 以 把 18 表示 为 54 和 198 的 线性 组 侣 ， 也 就 是 
18=34—1°:30=$4—1-. (lI98—3:54) = 4:54- 1:198 
第 一 个 除法 告诉 我 们 : 
S44= 23 一] 98 
把 $54 的 这 一 表达 式 代 人 前 一 个 等 式 ， 可 以 把 18 表示 为 252 和 198 的 线性 组 合 。 结 论 是 
[8 三 4， 【2432 一 1 198) —1:198=4:252— $3:198 
问题 得 解 。 国 
例 1 中 使 用 的 方法 志 合 于 任何 一 半 止 整数 。{ 还 有 更 有 效 的 方法 能 把 gcdla ;上 8) 表示 为 a 
科 5 的 线性 组 合 ; 可 参考 书本 的 文献 学 习 这 些 方法 。) 
我 们 将 用 定理 1 来 推出 多 个 有 用 的 绪 采 。 我 们 的 目标 之 一 是 证 明 算 本 基本 定理 的 一 部 
分 ， 这 一 部 分 断定 每 个 正 整数 愉 有 最 多 一 个 分 解 。 我 们 要 证 明 ， 如 果 一 个 止 整 数 有 一 个 素数 
分 解 。 而 且 索 数 是 恢 不 减 的 顺序 写 的 ， 则 这 一 分 解 是 唯一 的 。 
首先 我 们 需要 推导 一 些 关 于 整除 的 结果 。 
引 理 1 如 果 a，P 和 c 为 正 整 数 ， 合 得 gcdfta,p)=1 且 al， 那么 alcs 
证 由 于 gcdta,5)=1 ,根据 定理 1 知 有 整数 ;各 :， 人 个 
s*at+r*p=l 
Sac ihe = e 
由 2.3 节 定理 1， 可 以 用 最 后 这 一 等 式 证 明 a |ec。 和 根据 该 定理 的 第 二 部 分 ，a| ti。 由 于 za| 
sac 种 a1tbc ， 由 同一 定理 的 第 一 部 分 知 a 整除 sac 十 the， 从 而 ule， 这 二 完成 了 证 明 。 圈 
在 证 明 分 解 唯 一 性 时 ， 我 们 将 使 用 引 理 1 的 下 述 推广 。( 引 理 2 的 证 明 在 3,2 他 留 做 练 
斗 ， 因 为 用 3,2 节 介 绍 的 数学 归纳 法 可 以 很 容易 地 证 明 它 ,} 
引 理 2 ”如果 志 是 素数 ， 有 日 plaiao…a,， 其 中 a, 为 整数 ， 则 对 于 某 个 ?，pla,， 
现 症 可 以 证 明 整 数 分 解 为 素数 的 唯一 性 了 了， 也 就 是 证 明和 拇 个 整数 至 名 有 一 种 方式 写成 素 
数 的 乘积 ， 其 中 素数 按 不 减少 的 顺序 出 现 。 这 是 算术 基本 和 定理 的 一 部 分 、 我 们 将 在 3.2 节 证 
有 明 另 一 部 分 ， 即 每 个 整数 都 有 率 数 分 解 。 
证 〔〈 正 整数 的 素数 分 解 的 唯一 性 ) 假定 正 整 数 ”能 用 两 种 方式 写成 素数 的 乘积 ， 比 如 说 
= pip2a'p; 和 n= 9g2 gd, 其 中 pp ,6 都 是 素数 ， 而 后 pl 志和 人 入 办 和 由 42 守 和 
现在 从 两 个 分 解 式 中 去 摔 全 部 公有 的 素数 ,得 


Pe 
其 中 任何 素数 都 不 出 现在 等 式 两 边 ， 而 x 和 w 为 正 整 数 。 由 引 理 2 和 项， 有 某 个 让 使 p, 整除 
gj n 但 任何 素数 都 不 能 整除 另 一 个 秦 数 ， 所 以 不 是 能 有 这 样 的 o 。 这 说 明 至 过 有 的 一 种 


分 解 为 素数 的 方式 。 | 
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用 引 昌 [也 可 以 证 明 同 余 式 两 边 除 以 同一 个 整数 的 一 个 结果 。 我 们 已 证 明 (2.3 节 玩 理 
7) 可 以 在 同 余 式 两 边 乘 以 同一 个 整数 。 和 但 用 同一 个 整数 去 除 同 余 式 遇 边 并 不 一 定 得 到 有 效 
的 同 余 。 下面 的 例子 说 明了 这 一 点 ， 

例 2 同 余 式 14=8 (mod 6 ) 成 并 ,但 不 能 两 边 同 除 以 2， 因为 14/2=7， 而 8/2=4， 
但 7 半 4 {mod 6)。 画 

不 过 用 引 理 1 可 以 证 明 同 余 式 两 边 可 以 同 队 以 与 模 数 互 束 的 整数 。 这 就 是 定理 2。 

定理 2 令 mr 为 正 整 铬 ，a,， 上 4b 和 ce 为 整数 。 如 果 ac 三 Be (mod 请 ) 且 gedtry my=1， 
了 公 a 三 6 (mod 下) 

证 由 于 ac 三 上 (mod 2 则 各 |arc-Bc=c ta-58)。 由 引 理 1 太 grd(c,m) <1] ， 短 
mia 一 b，, 于 是 a 二 bb (mod nr ), 二 


2.5.3 线性 同人 用 
线性 同 休 指 的 是 形 为 


arS=6 (mod m} 


的 辣 余 式 ， 其 中 mw 为 正 整 数 ，a 和 5 为 整数 ，z 为 变量 。 在 数论 及 其 应 用 中 a 到 姓 可 见 这 种 
怎样 解 线 性 问 余 式 azt 三 6 (mod za) 呢 ? 也 就 是 说 怎样 求 出 所 有 满足 这 一 同 休 式 的 值 
呢 ? 我 们 将 要 介绍 的 一 个 方法 要 利用 人 司 后 三 1 (mod 六)》 成 立 的 整数 部 ， 如 果 这 样 的 于 存 
在 的 话 。 这 样 的 a 称 为 a 的 模 m 道 。 在 a 和 六 互 素 的 条 件 下 ， 定 埋 3 和 保证 2 的 模 关 道 的 
存在 。 


定理 3 如 果 a 和 六 为 互 素 的 整数 ， 玉 >1， 则 存在 a 的 模 r 阔 。 而 且 这 个 逆 模 六 是 
唯一 的 。( 即 有 小 于 六 的 唯一 正 整 数 5， 它 是 a 的 模 产 逆 , 且 a 的 任何 别 的 模 ww 递 均 和 五 
模 zx 同 余 。) 

证 ”由 定理 1 及 gcd(a,m)=1 知 有 整数 和:， 使 

5 im 二 1 
于 是 
sa + tm 1(mod m} 
由 于 tm 夺 0 (mod mre》 所 凡 
sa 三 1 (mod 各) 
结论 是 ; 为 a 的 模 mm 逆 。 本 节 末 的 练习 9 请 读者 证 明 这 一 道 是 模 zz 了 瞧 --- 的 。 国 


定理 3 的 证 明 同 时 也 给 出 了 一 个 在 a 和 zx 互 素 的 条 件 下 求 a 的 模 逆 的 方法 ; 求 a 和 和 
m 的 线性 组 合 使 之 等 于 1《 按 欧 几 里 德 算法 步 又 倒 这 来 做 即 可 ); 这 一 线性 组 台中 a 的 系数 
就 是 a 模 m 的 一 个 道 。 我们 用 例 3 来 说 明 这 一 过 程 。 


Fr .- 一 中 1 
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i 


例 3 求 3 模 7 的 道 。 


解 ” 由 于 gcd (3,7)=1 ， 定 理 3 告诉 我 们 存在 3 模 ?7 的 逆 。 阁 用 欧 几 里 德 算法 求 3 和 7 
的 最 大 公约 数 ， 算法 很 快 结束 : 


7=2.3+1 
从 这 一 等 式 看 到 

二 7 
这 说 明 -~2 是 3 模 7 的 一 个 道 。( 注 意 , 模 7 同 余 于 一 2 的 每 个 整数 也 是 3 模 7 的 道 ， 例 如 5， 
一 日 ，12 等 等 。) 国 


有 J 了 a 模 n 的 道 &z 以 后 ， 就 可 以 很 容易 地 解 同 作 方程 ax 寺 5 (mod ma) 只 要 在 线性 同 
余 式 两 边 同 蒋 以 喜 即 可 。 例 4 了 现 明 了 这 一 过 程 。 
例 4 线性 同 余 3zr<4 (mod 7) 的 解 是 什么 ? 
艇 从 例 了 知道 -2 是 3 贺 了 的 逆 。 在 同 余 式 两 过 同 染 以 -2 得 
一 3 20mod 7) 
国 为 -~- 610mnod 7) 且 -8 三 6(mod 7)， 所 以 若是 解 ， 必 有 三 -8=6lmod 7)。 于 是 根据 
2.3 节 定 理 了 ， 我 们 有 
3r=3:6= 184 (mod 7) 


这 说 明 所 有 这 种 z 满足 问题 中 的 同 余 式 。 结 论 是 ， 同 余 方 程 的 解 是 使 + 三 6(mod 7) 的 整数 ， 
6 T1397 20 mR] = = 15, “ep 加 


2.5.4 中 国 余数 定理 
ay 许 密 情 先 都 会 出 瑰 线 性 同 余 系统 。 例 如， 我 们 舟 后 会 看 到 这 种 系统 是 做 天 整数 算术 运 
2 等 的 一 种 方法 的 基础 。 甚 至 可 以 在 中 国 和 印度 的 古代 数学 着 作 中 发 现 以 这 种 系统 为 文 
字 游 戏 。 例 5 给 出 的 就 是 这 样 的 例 于 。， 

例 S5 一 世纪 时 ， 中 国 数学 家 孙 聪 问 直 : 

革 牺 不 知 其 数 ， 三 分 之 余 二 ， 五 分 之 休 三 ， 七 分 之 休 二 ， 此 物 几 和 何 ” 这 一 问题 可 以 翻译 
成 : 求 同 余 方程 组 

T=2 (mod 3》 


+ 三 3 (mod 5) 
r=2 (mod 7) 


的 解 。 我 们 将 在 本 节 稍 后 解 这 一 方程 组 ， 癌 时 也 就 回 管 了 孙 聪 的 问题 。 
从 有 关 线 性 同 余 系 统 的 中 国 古 典 问题 而 得 名 的 中 国 余数 定理 ， 可 以 这 样 叙 述 : 只 要 线性 
回 余 系 统 的 模 数 两 两 互 素 ， 则 该 系统 有 解 ， 而 且 以 所 有 模 数 之 乘积 取 模 ， 解 是 唯一 的 。 


定理 4 中 国 余数 定理 令 六 1，m，…， 了 为 两 两 五 素 的 正 整 数 ， 则 所 有余 方 程 组 


ni 
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r=al {mod m)) 


=a (mod m2) 


+ 二 4, (mod n1,) 

有 惟一 的 村 产 三 mr 解 。( 即 有 一 个 解 zx， 使 0 过 r+ 万 m， 情 所 有 其 他 的 解 均 与 此 解 
模 pn 间作 ,) 

证 要 建立 这 一 定理 ， 需 要 证 明 有 一 个 解 存 在 ， 而 且 是 模 mx 唯一 的 。 我 们 将 给 出 构造 
这 样 一 个 解 的 方法 以 证 明 解 的 存在 ; 对 这 一 解 的 模 nm 唯一 性 由 本 节 末 的 练习 20 证 明 。 

要 构造 一 个 庆 合 各 方程 的 解 ， 首 先 对 上 =1，2，…， nn， 令 M=m/ms， 即 Mi 是 除 
me 以 外 所 有 模 数 的 乘积 。 由 于 i 关上 有 时，xm; 和 zx, 没有 大 于 工 的 公司 子 ， 六 以 gcdft rn, , MN, ) 
= 。 从 而 由 定型 和 知 有 M 模 m, 的 道 ， 整 数 vy, ， 使 得 


My = 1 (mod su,) 
曼 得 到 适合 所 有 方程 的 解 ， 邻 
ra My t gao Myryz tt arly 
现在 我 们 要 让 明 x 就 是 这 样 一 个 解 。 首 先 注意 由 十 只 要 了 关 训 就 有 Mj 三 0 (mod mp)，x 
的 和 表达 式 中 际 第 项 以 外 的 各 项 模 yw; 均 同 余 于 0。 由 于 My 三 1 (med wm}， 我 们 看 到 ， 
对 丰 =1，2，…， 到 ， 均 有 
TaN ya tmod mr) 
这 就 证 明了 了 是 这 ? 个 同 余 方程 的 同一 解 。 | 
下 面 的 例子 说 明 怎 样 用 定理 4 的 证 明 中 给 出 的 构造 法 解 间 余 方程 组 。 我 们 将 求解 从 例 5 
中 孙 聪 的 问题 产生 的 方 穆 组 ， 
例 心 受 解 例 入 中 的 同 余 方程 组 ， 首先 令 m= 337= 103, MT = m3 = 35, NM, = py 
= 2 Mi = n= J 我 们 看 到 ， 2 是 J = 35 的 模 3 好 ， 因为 35 寺 2 (mod3); | 是 M， 一 
2] 的 模 5 首 ， 因 为 21 寺 1 (mod 5); 1 也 是 M;=15 的 模 7 道 ， 因 为 15 二 1 (med 7)。 于 是 这 
一 方程 组 的 解 是 那些 满足 下 式 的 zx: 
Ta My t+ a Ny t+ a Ni ya =2"352+3:21:1+2-.15:1 ({ mod 105) 
= 233 一 23 (med 105) 
加 见 23 是 所 有 解 中 最 小 正 整 数 。 毕 论 是 23 是 最 小 的 正 整 数 ， 被 3 除 时 人 条 2， 衫 5 际 时 休 3， 
被 7 除 时 余 2。 国 


2.5.5 大 整数 的 计算 机 算术 运算 


假定 mr/ ，112，"……，Mm, 是 大 于 或 等 于 2 且 两 两 互 素 的 整数 , 令 入 为 它们 的 磁 积 。 根 据 
中 国 余 数 定型 可 以 证 明 ( 见 练习 18) 每 个 整数 a ，0sa 芝 下 ， 疝 可 唯一 地 用 一 个 元 组 表 
示 ， 这 个 nn 元 组 由 a 被 mx, 除 的 余数 组 成 ，i 一 1，2，…，n。 也 就 是 说 ，4a 可 以 唯一 地 表示 为 


(a mod m1; a mod m2, , a mod mm,) 
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例 7 求 表示 小 于 12 的 韭 负 整数 的 有 序 偶 ， 其 中 第 1 分量 是 用 3 除 的 余数 ， 第 2 分 量 是 
用 4 除 以 余数 ， 


解 ” 求 出 每 个 整数 用 3 除 和 用 4 除 的 余数 ， 得 下 列表 示 : 


0= 0, 0) 4= 1,0) 8= (2, 0) 
1= (ff, 1) = 9= (0, 1) 
= {2, 2) d= (O00, 2) 10= ©], 2) 
3= (0, 3) 7= (1, 3) [l= (2，3) 


要 做 大 整数 算术 运算 ， 我 们 选 模 数 /| ，mr;，…，m,。， 其 中 每 个 x, 都 是 大 于 2 的 整 
数 ， 在 i 关 } 时 gcd( m2;, 7,)= 1 ， 且 zx = TR a Hh , 大 于 我 们 要 做 的 算术 运算 的 铺 果 。 

一 及 选 好 了 上 述 模 数 ， 太 整数 的 算术 运算 就 可 以 在 表示 它们 的 元 组 的 分 量 上 做 运算 
来 完成 ，n 无 组 的 分 量 是 用 大 整数 除 以 六 的 余数 ,=1，2，…，m。 一 旦 计算 出 表 赤 大 整 
数 算 术 运 算 结 果 的 n 元 组 表示 ， 就 可 以 求解 n 个 模 mw; 同 余 方程 (i =1，2，…，n) 找 出 
结 采 的 从 。 居 大 整数 算术 运算 的 这 一 方法 有 几 个 优点 首先 可 以 用 来 完成 通常 一 台 计 算 机 上 
不 能 司 的 大 整数 算术 运算 。 其 次 ， 对 不 回 模 数 的 计算 可 以 并 行 操作 ,加快 计算 回 度 。 


例 8 假定 在 某 台 处 理 器 上 做 100 以 内 的 整数 算术 运算 比 100 以 上 的 整数 运算 快 得 多 ， 
地 么 只 村 把 整数 表示 为 覃 两 两 互 素 的 100 以 内 的 整数 的 余数 的 多 元 组 ， 就 可 以 将 差不多 所 有 
整数 计算 限制 在 100 以 内 的 整数 上 上。 例如 ， 可 以 以 99，98，97 和 95 为 模 数 。( 由 于 这 些 整 
数 没 有 人 于 1 的 公 因 数 ， 它 们 是 随 两 互 素 的 。) 

根据 中 国 余数 定理 ， 每 个 小 于 99.98.97.95= 89 403 930 的 非 负 整数 均 呆 唯一 地 用 该 整 
数 被 这 相 个 因数 除 的 余数 表示 。 例 如 把 123 684 表示 为 【33，8，9，89)7， 因 为 123 684 mod 
99=33，123 684 mod 98=8，123 684 mod 97=9 及 123 684 inod 95==89。 类 位 地 ，413 456 
可 表示 为 《32，92，42，16)。 

要 求 123 684 和 413 456 的 和 ， 我 们 不 直接 用 这 两 个 数 做 运算 ， 而 是 使 用 表示 它们 的 两 
个 4 死 组。 我 们 把 4 元 组 的 对 应 分 量 相 加 ， 再 按 相 应 的 模 数 减 小 各 个 分 是 。 这 样 可 得 


(33, 8, 9, 89) + (32，92，42，16) 
(6s mod 99, 100 mod 98, $1 mod 97, 105 mod 93) 
{65, 2, $1, 10) 


要 求 出 和 ， 即 求 出 (65，2，51，10) 表示 的 整数 ， 必 须 解 同 余 方程 组 


三 65 (mod 99) 

r+ 寺 2 (mod 98) 

x 三 $1 (mod 97) 

+ 三 10 (mod 95) 
可 以 证 明 ( 见 练 习 29)，537 140 是 方程 组 唯一 小 于 89 403 930 的 非 负 解 ， 因 此 537 140 
是 要 求 的 和 。 注 意 只 是 在 我 们 求 (65，2，51，10) 表示 的 整数 时 ， 才 做 大 于 100 的 整数 的 
算术 运算 。 时 
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大 整数 算术 运算 模 数 的 最 好 选择 是 一 组 形 为 六 -1I 的 整数 ， 其 中 上 为 正 整数 ， 这 是 因为 
很 容易 完成 模 这 种 整数 的 二 进 制 算术 ， 还 因为 容易 找到 两 两 互 囊 的 一 组 这 种 整数 。 (第 二 个 
理由 根据 的 是 练习 31 证 明 的 ged(2* 一 1,2 一 1)=2r9t2, 引 一 ] 这 一 事实 。) 例如， 假定 在 我 们 
的 计算 机 上 很 容易 完成 2 ”以 内 的 整数 算术 ， 但 更 大 整数 的 运算 则 要 求 有 专门 的 运算 过 程 。 
我 们 可 以 使 用 2 ”以 内 两 两 互 素 的 一 组 模 数 做 整数 算术 运算 ， 而 这 些 整数 可 以 像 它 们 的 滋 积 
那样 大 。 例 旭 ， 练 习 32 证 明 整 数 25 -1，23 -1，233-1，23- 1，29 -工科 23- 1 是 两 两 
互 素 的 。 由 于 这 6 个 模 数 的 乘积 超过 2“， 我 们 可 以 借助 对 这 6 个 者 不 超过 2 的 模 数 肥 算 
术 模 的 运算 完成 像 2 这 么 大 的 整数 的 算术 运算 (只 要 运算 结果 也 不 超过 这 个 数 ,) 


2.5. 伪 素 数 


在 2.3 节 我 们 证 明了 整数 n 为 素数 的 条 件 是 它 不 能 被 任何 率 数 pp，p 态 Yn， 整除 。 不 
幸 的 是 ， 用 这 一 标准 来 证 明 给 定 的 整数 为 崇 数 效率 不 高 。 它 要 求 我 们 找 出 所 有 不 超过 in 的 
素数 ， 还 训 完 成 用 这 些 聚 数 试 除 看 是 否 能 整除 *。 
有 没有 效率 较 高 的 方法 能 判断 整数 是 否 为 素数 昵 ? 古代 中 国 数 学 家 相仿 ，z= 为 整数 的 充 
分 必要 条 忻 是 
2" 二] {mod nn) 
如 果 这 一 结论 成 立 ， 就 可 以 提供 一 个 有 效 的 素数 检测 方法 。 为 什么 他 们 相信 这 一 癌 余 式 能 用 
来 判断 整数 是 否 为 素数 呢 ? 首先 ， 他 们 观察 到 只 要 nm 为 素数 ， 这 一 同 休 一 定 成 立 。 例 如 5 
是 素数 ， 而 且 
2 =2 16=1(mod 5) 
其 吹 ， 他 们 从 未 找到 能 使 该 同 余 式 成 立 的 合 数 。 这 些 古 代 中 国人 并 非 全 对 。 他 们 认定 只 要 my 
是 素数 该 同 余 必 成 立 ， 这 是 对 的 ; 但 他 们 认为 只 要 同 八成 立 ，? 就 是 素数 则 不 正确 。 
伟大 的 法 国 数学 家 费 马 = 证 明了 当 ”为 素数 时 该 同 余 成 立 ， 他 证 明 的 是 下 述 更 一 般 性 的 
结果 ，。 
定理 5 此 翅 小 定理 ”如果 户 为 素数 ，a 是 不 能 被 整除 的 整数 ， 则 
a? ‘=1 (mod p) 
并 且 对 每 个 整数 a， 我 们 有 
af a (mod p) 
在 本 节 末 尾 的 练习 17 中 给 出 了 定理 5 的 证 明 要 点 。 


Pierre de Fermat，1601 一 ?655) ” 典 马 是 17 世纪 最 重要 的 数学 家 之 -"， 从 职业 上 来 说 是 位 律师 ,他 基 
eS 历史 上 最 著名 的 业 寺 数学 家 。 费 马 的 数学 发 瑰 发 表 的 很 少 。 我 们 从 他 与 其 他 数学 家 的 通信 中 了 解 他 的 工作 : 葛 与 
是 解析 及 何 的 发 明 者 之 一 ， 并 县 发 展 了 御 积 分 侈 革 些 基础 思想 。 费 马 和 帕斯卡 尔 《Pascal) 为 构 率 论 建 立 了 数学 是 础 。 费 
马 提出 了 现在 最 有 名 的 未 解决 的 数学 问题 。 他 断定 在 #n 大 于 2 时 ,方程 x* + y"= z" 汕 有 非 平凡 的 下 整数 解 。300 多 年 来 
没有 找到 证 明 《或 反 傅 1)。 在 他 那 : 木 古 希腊 数学 家 狭 揭 方 托 斯 【Piobhantusy 的 著作 中 ， 洪 马 写 明 他 有 一 个 证 明 , 但 点 
和 广安 自 写 不 下 。 由 子 1944 年 威尔士 (Andrew winles) 将 出 的 第 一 个 证 明 依 操 复杂 的 现代 数学 ， 束 数 大 试 为 费 马 曾 以 为 自 
己 有 过 一 个 包 明 ,但 咸 水 十 的 证 明 是 不 正确 的 。 不 过 ， 也 许 是 因为 自己 不 能 给 出 证 明 ， 他 以 此 谈 患 别人 去 寻找 证 明 ， 
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六 


不 来 的 是 ， 有 使 2”' 夺 1 (mod x ) 的 合 数 存在 ， 这 种 整数 称 为 仿 炳 数 。 
例 3 整数 341 是 伪 束 数 ， 央 为 它 是 台数 (341 = 11:31)， 而 且 在 练习 23 中 证 明了 
3279=1 (mod 341) | 


尽管 上 古代 中 国人 错 了 ， 但 伪 素 数 是 相对 稀少 的 。 有 些 里 细致 的 检测 痛 先 就 判断 一 个 整数 
是 否 为 伪 素 数 。 能 道 过 这 些 检测 的 整数 就 更 稀少 。 这 种 稀少 性 可 以 用 司 有 效 的 概率 率 性 检测 
的 基础 。 这 种 检测 可 用 来 迅速 证 明 一 个 已 知 的 整数 几乎 肯定 是 素数 。( 更 淮 确 地 说 ， 这 种 检 
测 证 明 的 是 ， 通 过 一 系列 检测 的 一 个 整数 是 素数 的 概率 接近 于 1; 参看 第 4 章 关于 概率 的 讨 
论 。 这 些 概率 素性 检测 能 够 而 及 已 经 用 于 在 计算 机 上 迅速 寻找 大 素数 . 


2.$.7 公 钥 密友 学 


人 在 2.3 节 我 们 介绍 了 基于 同 余 的 信息 加 密 法 。 使 用 这 些 方法 时 ,信息 ， 也 就 是 字符 
“>” 串 ， 被 译 成 数字 。 然 后 每 个 字符 对 应 的 数 用 移 位 或 模 26 的 仿 射 变换 转换 为 男 一 个 数 。 
这 些 方法 都 是 私 铀 加密 系统 的 例子 。 知 道 加 密 密 铀 能 使 你 迅速 找到 解密 密 钥 。 例 如 ， 用 加 密 
宕 钥 & 做 移 位 密码 时 ， 代 表 一 个 字母 的 数 日 发 送 为 c = 《p+ 上 }jmod 26 。 解 码 时 按 一 六 移 
位 ， 即 


p= (cec— Rjmod 26 


在 用 私 铀 密码 系统 时 ， 和 希望 秘密 通信 的 双方 必须 各 有 目 己 的 密 铀 。 由 于 知道 密 钵 的 什 何 人 者 
可 以 轻易 地 为 信息 加 密 和 人 解密， 双方 必须 安全 匹 换 蜜 条 。 

在 20 世纪 70 年 代 中 期 ， 密 码 学 者 引 人 了 公 朝 密码 系统 的 概念 。 人 司 用 这 种 密码 系统 时 ， 
知道 候 样 给 某 人 发 信息 并 不 能 帮助 你 对 发 给 此 人 的 信息 解密 。 在 这 样 的 一 个 系统 中 ， 每 个 人 
都 可 以 有 一 个 你 所 周知 的 加 密 密 钥 ， 而 解密 密 铀 是 保密 的 ， 只 有 信息 的 预期 接收 人 能 解密 。 
这 是 因为 加 密 密 铀 并 不 能 让 人 轻易 找到 解密 密 钥 。 只 有 非常 大 量 《〈 例 如 2 亿 年 计算 机 时 间 ) 
的 工作 才 有 可 能 和 解密。 

1976 年 ，MIT 的 三 位 研究 人 人员 瑞 弗 斯 特 【Ron Rivest)， 沙 米尔 《ad Shamir) 和 
阿 德 来 门 {Len Adleman) 介绍 了 称 为 RSA 系统 的 公 届 密码 系统 ，RSA 是 三 个 发 明 者 姓 
氏 的 首 字母 。RSA 密码 系统 依据 以 两 个 大 素数 的 乘积 为 模 数 ， 对 指数 腿 棉 。 每 个 人 都 有 一 
个 加 密 的 密 钵 ， 密 钥 由 两 部 分 组 成 : 一 是 模 数 n= pg， 其 中 p 和 gg 是 约 为 200 位 数字 的 大 
素数 ;二 是 与 4p-1)y (9 一 1) 互 素 的 指数 e。 要 产生 一 个 可 用 的 密 铀 ， 必 须 找 到 两 个 大 素 
数 。 这 可 以 在 计算 机 上 借助 本 节 前 面 提 到 的 概率 又 性 检测 迅速 宛 成 。 它 们 的 乘积 = pq， 
大 约 是 400 位 的 整数 ,不 可 能 在 短 时 间 内 被 分 解 为 因 式 。 我 们 将 看 到 ， 这 正 是 没有 一 个 独立 
的 解密 密 铀 就 不 可 能 迅速 解密 的 重要 原因 。 


2,5,8 RSA 加 密 

用 RSA 加 密 法 时 ,信息 被 翻译 成 若干 整数 序列 。 为 此 可 以 先 将 每 个 宇和 母 翻 详 成 整数 ， 
例如 用 凯撒 密友 翻译。 这 些 整 数 青 分 成 组 ， 各 组 成 为 一 个 夫 整 数 ， 人 以 代表 一 个 字母 段 。 加 密 
过 程 是 先 把 表示 普通 文字 ( 即 原 人 信息) 的 整数 M 转换 为 表示 密码 文字 〔( 即 加 密 信 息 ) 的 整 
数 己 ， 人 CC 的 计算 公式 是 


了 


whip Pn i 
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C= Nf mod n 


(为 完成 期 密 ， 可 以 使 用 快速 措 数 取 模 的 算法 ， 例 如 本 章 示 补充 练习 中 第 14 题 描 述 的 算法 ,) 
加 密语 的 信息 以 一 段 段 数字 的 形式 发 送 给 预期 的 接受 者 。 

例 10 说 明了 RSA 怎样 完成 加 窗 。 为 方便 实际 操作 ， 例 10 中 选用 小 素数 p 和 ， 市 不 
是 100 位 或 玩 太 的 订 数 。 例 中 描述 的 密码 尽管 并 不 安全 ,但 可 以 解释 RSA 密 袜 使 用 的 技术 。 


例 10 用 RSA 密码 系统 为 信息 STOP 加 密 ， 其 中 p=43, g =59, 所 n= 43'59= 
2537。 此 外 。:- 13。 注 意 
gcdte ,tp -l(tg—1))=gcd(13,42.58)=1 
解 ” 我 们 把 STOP 的 字母 加 译 成 相应 的 等 价 数码 ， 然 后 按 4 个 数字 一 组 分 段 。 这 样 得 到 
1819 1415 
我 们 用 及 射 
C= MY mod 2537 
为 每 一 段 加 密 。 决 速 联 模 乘法 计算 得 181943 mod 2537= 2081 及 1415 mod 2537 二 2182。 加 
密 后 的 信息 为 2081 2182 。 图 
2.5,9 RSA 解密 


如 果 知 道 解密 密 钥 了 ， 即 e 模 (pp-1i)tg=-1=1 的 道 数 ， 就 可 以 很 快 恢 复原 信息 。 (由 
于 gcedte,(t 记 -id-1)=1， 这 一 赣 数 一 定 存 在 .) 要 看 出 这 一 点 ， 注 意 若 de 三 1] (modlp 
-ltg--1))， 则 有 整数 二 , 使 吴 =1+(p-1a=-1。 由 此 知 
Ce= (CM) = Me = Mt lta-1) 
根据 费 马 小 定理 (假定 gcd(M,p)= gcd(M,g)=1， 这 一 关系 不 内 在 很 少 情况 下 成 立 )， 
Mi 二 1 (mod pp) 及 Mr 1! 二 1(mod g)。 于 是 
CM MD 寺 M'l 二 M {mod p) 


CM (MT) "=sM:1=M(mod gq) 
由 于 gcd(p,9)=1 ,从 中 国 攻 数 定 理 知 


C= M(mod po) 
例 11 说 明了 怎样 用 RSA 密码 系统 为 信息 解密 。 
例 11 我 们 收 划 的 吉 密 信息 是 098] 0461。 如 果 这 是 用 例 10 中 的 RSA 密码 加 密 的 ， 解 
密语 的 原 信 息 是 什么 ? 
解 ” 该 信息 是 用 RSA 密码 系统 n = 43.59 和 指数 13 加 密 的 。 统 习题 4 证 明 wz =937 旦 
13 模 42,58 = 2436 的 道 数 。 我 们 用 937 作为 解密 指数 。 于 是 要 为 数字 段 局 解密， 计算 


p= Cmod 2537 


Dt 
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TO de 


为 解密 上 述 信 息 ， 用 快速 指数 取 模 算法 计算 0981”7 mod 2537 = 0704 及 0461* ”mod 25337 = 
1115。 从 而 原 信 息 的 数码 形式 是 0704 1115。 翻 译 成 英文 字母 ， 原 信息 为 HELP。 图 


2.5.10 用 RSA 作 公 铀 系统 


为 什么 RSA 密码 系统 适合 作 公 铀 密码 呢 ? 如 果 我 们 知道 模 数 n 的 因 式 分 解 ， 即 知道 
“xs 素数 户 和 9， 就 可 以 用 欧 几 里 德 算 法 迅速 找到 e 模 上 pp-1) (9 一 1) 的 道 数 #4。 这 使 
我 们 可 以 解密 用 我 们 的 窗 钥 发 送 的 信息 。 迄 今 还 不 知道 有 不 依赖 n 的 因 式 分 解 的 解密 方法 ， 
或 者 说 有 任何 也 不 导 至 2 的 因 式 分 解 的 解密 方法 。 已 知 最 有 效 的 分 解法 《到 1999 年 止 ) 需 
要 数 亿 年 才能 分 解 400 位 的 整数 。 于 是 若 户 和 和 9g 都 是 200 位 的 素数 ， 用 n= pq 作 模 数 加 密 
的 信息 除非 已 知 素 数 p 和 和 4g， 否则 不 可 能 在 可 以 接受 的 时 间 内 人 解密。 

大 们 正在 积极 研究 以 求 发 现 有 效 分 解 整数 的 新 方法 。 几 年 以 前 述 认 为 由 于 太 大 而 不 可 能 
在 会 理 的 时 间 内 分 解 的 整数 ,现在 已 经 可 以 程式 化 地 分 解 了 。 超 过 100 位 的 整数 ， 以 及 和 否 于 
超过 1S0 位 的 整数 ,已经 被 团队 式 努 力 而 分 解 。 一 旦 新 的 分 解 方 法 问世 ， 就 必须 使 用 更 大 的 
索 数 以 确保 信息 安全 。 不 幸 的 是 ， 先 前 认为 安全 的 信息 可 能 被 并 非 接 受 方 的 人 保存 起 来 ， 然 
后 当 分 解 RSA 加 密使 用 的 密 钥 中 的 n = py 变 得 容易 时 解密 。 

RSA 方法 已 被 实现 ， 并 用 于 某 些 特别 敏感 的 应 用 中 。 不 过 最 通用 的 密码 系统 仍 尾 称 为 
DES {Data Encryption Standard， 数 据 加 密 标 准 ) 的 私 铜 系统。 使 用 DES 时， 加密 和 解密 芍 
可 在 计算 机 上 迅速 完成 。 尽 管 有 人 相信 用 DES 加 密 的 信息 可 能 被 专家 破译 ， 大 多 数 情 况 下 
DES 仍 被 认为 是 足够 安全 的 。 有 越 来 越 多 的 人 使 用 借助 RSA 系统 的 公 租 窗 码 系统 ， 但 RSA 
的 加 密 和 解密 {借助 最 新 一 代 计 算 机 ) 对 许多 应 用 来 说 都 太 慢 。 不 过 有 些 应 用 既 使 用 私 钥 又 
使 用 公 钥 。 例 如 像 RSA 这 样 的 公 钥 系统 可 以 来 为 希望 通信 的 双方 分 配 私 钥 。 然 后 这 些 人 就 
可 以 用 像 DES 这 样 的 私 钥 系统 来 为 信息 加 密 和 人 解密。 


练习 
1. 把 下 列 各 对 整数 的 最 大 公约 数 表 示 为 它们 的 线性 组 合 。 
a) 10, 11 b) 21, 44 c) 36, 48 
d) 34, 55 e) 117, 213 f) 0, 223 
g) 123, 2347 h) 3454, 4666 i 9999, 11111 
2 , 把 下 列 各 对 整数 的 最 大 公约 数 表 示 为 它们 的 线性 组 合 。 
a) 9, 11 b) 33, 44 c) 35, 78 
d) 21, 55 e) 101, 203 {) 124，323 
g) 2002 ，2339 h) 3457, 4669 i) 10001, 13422 
3. 证 明 15 是 7 模 26 的 逆 数 。 
4. 证 朋 937 是 13 模 2436 的 递 数 。 
5. 求 4 模 9 的 逆 数 , 
6, 求 2 模 17 的 逆 数 。 
7. 求 19 模 141 的 道 数 。 
8. 求 144 模 233 的 道 数 。 


"9g. 若 a 和 六 是 互 素 的 正 整数 , 证 明 a 模 m 的 道 是 模 mm 唯一 的 。[ 提 示 : 假定 同 余 式 ar 一 
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l(tmod mm) 有 岗 个 解 5 和 cc。 再 用 定理 2 证 明 5 寺 ct(mod sn)。| 

10. 求证 : 大 gcdta ,mm)>>1 ， 央 不 存在 & 模 yx 的 族 。 

11. 解 同 余 方 程 44 寺 5{mod 9) 

12. 解 同 余 方程 2x 寺 7(mod 17)。 

“13 ,和 若 2 是 太 于 4 的 正 整数 ，ac 寺 bc (mod mmr) 求证 a 三 5 (mod mA/gcdlc ,mm))，, 

14. a) 求证 小 于 11 的 正 整数 中 队 1 和 10 以 外 的 那些 下 以 分 成 对 ， 每 一 对 中 的 两 个 整数 互 

为 模 11 的 逆 。 
b) 用 a) 中 的 结果 证 明 10! 三 -1 (mod 11)。 
15. 求证 若 pp 为 素数 ， 则 x 三 1 (mod pp) 的 仅 有 的 解 是 满足 x+ 三 1 {mod p} 和 x 三 一 1 (meod 
六 ) 的 整数 。 

“16 .a) 推广 练习 14 中 a) 部 分 的 结果 ， 即 证 明 若 pb 为 素数 ， 则 小 于 pp 的 整数 中 除 1 利 
思 一 1 夫 外 的 那些 可 以 分 成 对 ， 每 一 对 中 的 两 个 整数 互 为 模 p 的 逆 。1[ 提 示 : 利用 
练习 15 中 的 结果 。 

b) 从 a) 可 以 断定 ， 上 只 要 p 是 素数 ， 则 (p 一 1)! 志 1 (mod p)。 这 一 结果 称 为 威 尔 
还 《Wilson) 定理 . 
c) 若 n 为 正 整 数 ， 从 tn 一 11 天 1 tmod n) 可 以 得 什么 结论 ? 

"17 . 本 练习 给 出 了 费 马 小 定理 的 一 个 证 明 轮 万。 

4) 假定 a 不 能 被 素数 PP 整除。 证 遇 幕 数 14，2:a,， …，( 思 一 17 a 中 任何 两 个 都 不 
是 模 p 网 余 的 。 
b) 从 al 部 分 可 以 断定 1，2,，…-，(p 一 1) 的 必 积 和 a，2a，,，…，(p 一 1) ae 的 乘积 
是 模 户 同 余 的 。 利 用 这 一 绪论 证 明 

{ 方 一 1)1 sa CCmodqd p) 


c) 利用 威 尔 避 定 性 {练习 16 中 求证 ) 证 明 只 婴 p+ a， af :二 】 (mod 声 )。 
d} 利用 ee 的 缚 论证 明 af 志 a {mod 广 ) 对 所 有 整数 a 成 立 。 
18. 用 中 国 余数 定理 证 明 任 何 悟 0 过 2 世 天 = 下 47 的 整数 =a 都 能 唯一 地 表示 为 中 元 组 


(a mod mi ad mod m3， & mod 和 ， 其 中 和 |， 和 ，…， 丈 是 两 两 互 素 的 整数 。 
“19. 令 j!，1r2z，"…， Mm, 为 大 于 或 等 于 2 的 整数 旦 两 两 互 素 ,求证 如 朵 a 三 8 (mod m;)， 
i=], 2, 1， 则 二 5 (mod mm }， 其 中 二 2 


“20 . 证 明 模 两 两 互 素 的 一 组 整数 的 线性 同 余 方程 的 共同 解 与 这 些 模 数 之 来 积 是 模 了 唯一 的 ， 
并 以 此 完成 中 国 余数 定理 的 证 明 。[ 提 示 : 假定 x 和 yy 是 两 个 共同 解 ， 证 明 对 所 有 i， 
m1| x 一 y。 肝 用 练 号 19 得 z= m2 mm | 一 yo] 

21. 哪些 整数 被 2 除 余 1， 被 3 除 也 余 1? 

22, 哪些 整数 被 5 整除 而 被 3 除 时 余 1? 

23. a) 用 费 马 小 定理 证 明 2 二 1 {mod 11)， 注 意 2339={210)4 

b) 利用 29= (25) 名 = 32 包 这 一 事实 ， 证 明 2 三 1 (mod 31)， 
cj 从 a) 和 hb) 推出 结论 2 二 1 (mod 341)。 

24., a】 用 费 马 小 定理 计算 3302 mod $，332 mod 7 和 3202 mod 11。 

b) 利用 a) 中 结果 及 中 国 余数 定理 求 3 mod 385。 (注意 385=5.7,11。) 
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25., a) 用 费 马 小 定理 计算 52 mod 7 ， 3 mod 11 及 53203 mod 13。 
b) 用 a) 中 结果 及 中 国 余数 定理 求 $03 mod 1001。( 注意 1001 =7:11:13。) 
26, 求 下 列 各 对 整数 表示 的 小 于 28 的 非 负 整数 na， 其 中 每 对 整数 都 表示 (a mod 4,amod 7)。 


ai {10}, 0) b) (1, 0) ch (1, 1) 
d) (2, 1) BE L260 2) fy (0, 3) 
g} (2, 0) h) (3, 5) i} (3, 6) 


27. 用 数 对 {a mnd3，a mod 5) 表示 小 于 15 的 每 一 个 非 负 整数 、 

28. 解释 怎样 用 练习 27 中 求 出 的 数 对 计算 4 加 ?7。 

29. 求解 例 8 中 得 到 的 同 余 系统 。 

“30 . 证 明 如 果 a 和 5 为 正 整 数 ， 则 (2* 一 1)mod(22 一 1) 2° mb] 

“31 . 用 练习 30 证 明 , 车 a 和 5 为 正 整数 ， 那么 gcd(25 一 1,2* - 1)=2g02 人 1 一] 。[ 提 示 ， 
证 明 用 欧 几 里 德 算法 计算 gcd(2” -1,2 一 1) 时 得 到 的 余数 是 形 为 2" - 1 的 数 ， 其 中 > 是 
用 欧 几 里 德 算法 求 Ecdt& ,5) 时 产生 的 一 个 余数 ,] 

32. 用 练习 31 证 明 整 数 2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 和 -1 和 2-1 是 两 两 玫 
素 的 。 

33. 证 明 若 p 为 奇 素数 ， 则 寿 进 尼 数 2* 一 1 的 每 个 因数 都 是 形 为 2kp+ 1] 的 数 ， 其 中 是 个 
非 负 整数 。[ 提 示 : 利用 费 马 小 定理 和 练习 31。1 

34. 用 练习 33 判断 Mis3=2 -1=8191 和 Mz 二 2 一 =8 388 607 为 素数 。 

35. 证 明 如 有 霖 知道 n 是 两 个 宗 数 p 和 gq 之 积 ， 日 知道 (pp 一 1):(9 一 1) 之 值 ， 则 很 容易 分 解 
8 的 因 式 。 

36. 用 RSA 系统 为 信息 ATTACK 加 密 ， 其 中 nn = 43'59，e =13。 把 每 个 字母 译 成 整数 ， 再 
像 例 10 那样 组 合 整数 对 。 

37. 如 果 用 RSA 系统 苑 密 以 后 的 依 息 是 0667 1947 0671， 其 中 RSA 的 参数 是 =43.59，e 
二 13， 原 信息 是 什么 ?( 注 : 需 使 用 计算 工具 才能 在 合理 的 对 间 内 完成 计算 .) 


如 果 jn 是 正 整 数 ， 整数 a 称 为 rx 的 二 次 余数 的 菜 件 是 gcdta,m)= 1 且 同 余 式 +“ 二 a 
(mod 澡 ) 有 解 。 换 言 之， 的 二 次 余数 是 与 mw 互 素 的 整数 ， 而 且 是 模 mm 的 完全 平方 。 例 
如 ,2 是 7 的 二 次 余数 ， 因 为 gcd(2,7)=1， 且 3 三 2{med 7}。3 不 是 7 的 二 次 余数 ， 因 为 
gcd(3,7)=1 ,但 x 才 3(mod 7) 无 解 。 

38. 哪些 整数 是 11 的 二 次 余数 ? 
39. 求证 若 p 是 奇 素 数 ，e 是 不 能 被 整除 的 整数 ， 旭 同 余 式 77 三 a (mod p) 要 么 没有 解 ， 

要 公 恰 有 两 个 模 p 不 同 余 的 解 。 

40, 求证 若 pp 是 奇 素数 ， 则 在 1,，2，…， 思 一 1 中 恰 有 ( 思 -1) 这 个 的 二 次 余数 。 若 pp 是 

奇 素数 ，a 是 不 能 被 p 整除 的 整数 ， 则 勒 让 德 符号 (-》 定义 为 : 在 a 为 的 二 次 余数 


时 为 1， 否则 为 一 1。 
41. 求证 车 户 为 奇 素数 ，w 和 5 为 整数 ， 且 a 三 (mod )， 则 


Oa 
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42, 冻 证 吞 户 是 奇 素数 且 e 是 不 能 被 pp 整除 的 正 整 数 ， 则 
pa (mod p) 
43. 用 练习 42 的 结论 证 明和 奉 p 是 疝 率 数 且 a 和 5 为 不 能 被 p 整除 的 整数 ， 则 


a a pb 
ans 
44, 证 明 若 户 是 奇 素数 ， 则 只 要 pp 三 1 {mod 4)， 一 1 就 是 p 的 二 次 余数 ， 若 pp 三 3 (mod 4)， 
1 就 不 是 pp 的 二 次 余数 。[ 提 示 : 用 练习 42 的 结果 。] 
45, 求 同 余 式 x“ 二 29 (mod 35) 的 所 有 解 。! 提示: 求 这 一 同 余 烧 5 和 模 了 的 解 ， 再 利用 中 国 
余数 定理 ,1 
46. 求 同 余 式 xz: 三 16 (mod 105) 的 所 有 和解 。[ 提 示 : 求 这 一 同 余 模 3、 模 5 和 模 7 的 解 ， 再 利 
用 中 国 余数 定理 。 j 


2.81 矩阵 


2.6.1 引 高 

离散 数学 中 用 矩阵 表示 集合 中 元 素 之 间 的 关系 。 在 随后 的 章节 中 年 阵 将 用 于 各 种 不 同 的 
模型 中 。 例 刘 年 阵 将 用 于 通信 网 络 模型 和 变通 运输 系统 模型 。 许 多 算法 都 是 用 和 矩阵 模型 开发 
的 。 本 节 重 温 这 些 算法 使 用 的 惩 阵 运 算 。 


定 尖 1 矩阵 基数 的 定形 数组 。 六 行 n# 列 的 矩阵 称 为 mz x nn 阶 答 隆 或 x nn 短 阵 。 行 数 
和 列 数 相同 的 窍 阵 称 为 方 隆 。 阁 两 个 矩阵 有 同样 多 的 行 和 烈 ， 而 且 每 个 位 置 上 的 对 应 项 都 相 
等 ， 则 这 两 个 矩阵 相等 。 


例 1 


1 i 
DD 2 
1 3 


现在 介绍 郊 个 矩阵 术语 。 时 体 大 写字 母 用 来 表示 拭 阵 。 


r 


矩阵 是 3Xx2 和 矩阵 。 本 


定 兴 2 令 
ll 12 di1n 
Re 21 人 Hd2n 
dnl Qn? nn 


太 的 第 i 行 是 1xn 短 阵 [asi a as 和 的 第 了 列 是 zxl 算 阵 
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上 


Gn 
A 的 第 (1i ,7) 项 或 第 (i , 门 元 素 是 a,， 即 第 i 行 第 ; 列 上 的 数 。 上 方便 的 表示 窍 阵 A 的 简写 符 
号 是 A= [a,,]， 表 示 A 是 第 (i,j) 元 素 为 e 的 征 阵 。 


2.6.2 矩阵 运算 
我 们 从 和 矩阵 加 法 开始 介绍 矩阵 的 基本 运算 ， 


定义 3 令 A=[as] 和 B=[5,j] 为 mxn 答 阵 。A 和 旦 的 和 用 A+tB 表 未 ， 这 蚌 以 ai+ 
,为 其 第 {i ,j) 元 素 的 矩阵 。 换 言 之 ,， A+B*|a, + b,j]。 


大 小 相同 的 两 个 矩阵 的 和 是 将 它们 对 应 位 置 上 的 元 素 相 加 得 到 的 。 天 小 不 同 的 矩阵 不 能 
相 加 ， 因 为 两 个 算 阵 的 和 只 对 行 数 和 列 数 都 -- 样 的 两 个 矩阵 才 有 定义 。 


例 2 我 们 有 
i} 0 一 | 3 4 -1! /4 4 -2 
2 2 -3|+|1]1 -3 0 |=|3 -1 ; 
3 4 0 | 1 2 2 3 2 

国 

现在 讨论 矩阵 乘积 。 只 有 在 第 一 个 矩阵 的 列 数 和 第 二 个 矩阵 的 行 数 相等 时 才能 定 头 它们 


定 兴 4 令 和 为 态 X 开 托 阵 ,下 为 上 xxz 矩阵。 和 和 屯 的 乘积 AB 是 个 m xn 个 阵 ,其 
第 (四 元 素 等 于 的 第 行 和 了 的 第 j 列 对 应 元 素 匀 积 之 和 。 换 言 之 ， 蔡 AB= [Lc;]， 则 


£ 
™ 

iy = iti + 262 十 “十 i 人 
:= 1 


在 图 2-4 中 ，A 的 彩色 行 和 B 的 彩色 列 用 于 计算 AB 的 元 素 c;。 当 第 一 个 盾 阵 的 列 数 和 
第 二 个 矩阵 的 行 数 不 相 等 时 ， 不 能 定义 它们 的 乘积 。 


pl ll ”” 此 员 Cl Ti3 jn 
| 记 Bl A 上 1, i 
boy boa by 2] f } 
二 |] pe | 己基 : : : < cl 
Ht Bz a, be 
好 al 号 mm 了 站 tk | Cj Cmn 
图 2-4 4=[a] 和 8=[2] 的 嫌 积 
现在 举 几 个 什 阵 乘积 的 例子 。 
例 3 令 
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tb 
hi 


苔 AB 有 定 必 求 AB。 

解 因为 和 是 4x3 和 矩阵 而 了 是 3x2 和 矩阵 ,和 和 下 的 乘积 有 定 久 ， 是 4x2 矩 阵 。 要 计 
算 AB 的 元 素 ， 首 先 把 & 的 行 和 了 下 的 列 的 对 应 无 素 相 乘 ， 然 后 再 把 这 些 乘 积 加 起 来 。 例如， 
上 了 的 【3，1 位 置 的 元 素 是 息 的 第 3 行 和 吾 的 第 1 列 对 应 元 率 的 厂 积 之 和 ， 即 3-2+1-1+ 
0.3 二 7。 计 算出 AB 的 所 有 元 素 后 ， 我 们 得 


14 4 


短 阵 乘法 是 不 可 交换 的 。 也 就 是 说 ， 若 A 和 B 为 矩阵 ，&B 和 BA 不 -一 定 相 同 。 事 实 上 
可 能 这 两 个 乘积 中 只 有 一 个 有 定 必 。 例 如 若 & 是 2x3 和 矩阵 ,， 吾 是 3x4 上 矩阵 ,那么 AB 有 定 
祥 , 是 2x4 和 矩阵 ; 但 是 BA 没有 和 定 久 ， 困 为 3x4 和 矩阵 和 2x3 矩 阵 无 法 相 乘 。 

一 般 来 说 ， 假 定 和 是 闫 xz 矩阵 ,B 是 >xs 和 矩阵 ， 则 只 有 在 如 =r 峙 汪 了 有 定 尽 ，*= 
说 时 BA 有 定义。 不 仅 如 此 ， 既 使 AB 和 BA 均 有 定义 ， 也 只 有 在 mw=n=r=s 寺 AB 和 BA 
才 有 相同 的 大小 ， 即 AB 和 BA 必定 均 为 同样 大 小 的 方 阵 。 再 进一步 说 ， 即 熏 相 和 起 均 为 zx 
x nn 答 阵 ，AB 和 BA 也 不 一 定 相 等 。 下面 就 是 这 样 的 一 个 讽 子 。 


例 4 令 
1! | ! 
入 二 ,B= 
2 1 1 1 
是 否 AB=BA? 
解 ” 我 们 得 到 
2 4 3 
an= (3 7], pa= (4 3 
所 以 ABABA, 画 


2.6.3 算 阵 乘法 这 算 


和 定 阵 溢 积 的 下 义 真 接 给 出 了 计算 申 个 点 阵 乘 积 的 算法 。 假 定 如 xz 矩阵 C= [cj] 是 
mm XX 是 矩 阵 A= La] 和 xn 得 阵 B= [5 的 乘积 。 算法 1 中 是 用 伪 码 表示 的 按 和 矩阵 和 匀 积 定 


义 得 到 的 算法 。 
我 们 可 以 用 算法 中 使 用 的 加 法 和 乘法 的 次 数 判 断 这 一 算法 的 复 继 性 。 
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算法 1 矩阵 腾 法 
procedure matriz multiplication (和 ,了 : 矩阵 ) 


for : := | to 和 
begin 
for 一 1] ton 
bepgin 
y= 
for or :一 ] tn 
C= Cy +t aioby, 
end 


end | 忆 =[c,j] 是 A 和 B 的 屡 积 | 


例 5 用 算法 1 计算 两 个 n xn 整数 矩阵 的 冬 积 ,需要 司 多 少 次 整数 加 法 和 整数 磋 法 ? 


解 在 4 和 B 的 乘积 中 有 ?个 元 素 ， 计算 每 个 元 素 要 居 ”次 乘法 和 7 -1 次 加 法 。 所 
以 一共 需 要 六 深 乘 法 和 nn*(n 一 1) 次 加 法 。 证 

令 人 吃惊 的 有 是， 有 上 比 算法 1 效率 高 的 矩阵 乘法 算法 。 例 5 说 明和 直接 定义 计算 两 个 nnXn 
秆 阵 的 秉 积 需要 O (mn) 次 乘法 和 加 法 。 用 别 的 算法 计算 两 个 x x n 答 阵 的 乘积 只 需 O(n”) 次 
乘法 和 加 法 。{ 本 节 林 尾 给 出 的 推荐 读物 中 可 找到 会 这 种 算法 细节 的 参考 文献 ,) 

涉及 矩阵 乘法 的 还 有 另 一 个 重要 问题 ， 这 就 是 怎样 计算 才能 用 最 少 的 整数 乘法 计算 乘积 
入 | 起,… 息 ,。 ， 其 中 A ， 态 y， 下 分别 为 [1 X22， 2 X32 x+ 整数 韦 阵 。 
(正如 本 节 末 尾 例 13 所 示 ， 上 矩阵 乘法 是 可 结合 的 ， 所 以 , 矩阵 相 溢 的 次 序 不 影响 计算 结果 。) 
研究 这 一 问题 之 前 ， 先 要 注意 用 算法 1 计算 一 个 m1 x mz 矩阵 和 一 个 mw。 Xx ms 矩阵 需要 收 
mi 9123 次 乘法 (参看 本 节 末 练习 23)。 下 面 的 例子 解释 了 这 一 复 隶 性 问题 。 


例 6 Ai，A, 和 AAA; 分 别 是 30x20, 20x40 及 40x10 的 整数 第 阵 ， 以 什么 次 序 计算 
A ， 上 ,和 As 的 匀 积 ， 使 用 的 整数 乘法 次 煞 最 少 ? 


解 有 两 种 计算 AAA; 的 次 序 ， 即 Ai(A:A3) 和 (AiAz)A: 。 若 A 和 A3 首先 相 乘 ， 须 
做 20.40.10=8 000 次 整数 蒋 法 来 计算 20x10 矩 阵 AAA。 然后 需要 30:20-10=6 000 次 乘 
法 来 计算 A， 和 A,A, 的 蒋 积 。 因 此 共 司 用 了 8 000+6000= 14 000 次 乘法 。 另 一 方面 ， 太 
A 和 A 首先 相 乘 ， 须 徐 30.40:20=24 000 次 乘法 来 计算 30x40 定 阵 Ai。 然后 需要 30:4 
:10= 12 000 次 乘法 以 计算 A1A, 和 A&A; 的 丧 积 。 因 此 共 使 用 了 24 000 + 12 000=36 000 次 


来 法 。 
显然 ， 第 一 个 计算 顺序 更 有 效 。 国 


本 书 末 推荐 读物 中 讨论 了 判断 ”个 矩阵 相 乘 最 有 效 方 式 的 鼻 法 。 
2.6.4 和 挎 阵 的 转 置 和 须 
现在 引入 一 个 以 0 和 1 为 元 束 的 重要 知 阵 。 


TT rT dir i ri 一 上 一 
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SC EE EE EE EE 


定义 5 nn 阶 单位 算 阵 是 x Xn 和 窍 阵 I, = [6,]， 其 中 5 =1 基 7.)，5, = 人 00 若 i 了 关 j。 拓 


用 大 小 合适 的 单位 矩阵 乘 一 个 人 算 阵 不 改变 该 窍 阵 。 换 言 之 ， 茶 起 基 zx x xn 所 阵 ， 则 有 
AE 一 1 点 = 和 此 
可 以 定义 方 阵 的 窒 。 车 态 是 n xn 年 隆 ， 则 有 
A = ， A 二 AAAA…A 
2 
r 个 


许多 算法 中 都 要 司 用 把 方 阵 的 行 利 列 交换 的 运算 。 
定义 和 令 A=[a,j] 为 mxXn 矩阵。A 的 转 置 用 A' 表示 ， 是 奖 换 和 的 行 和 列 得 到 的 ? 


x sp 算 阵 。 换 育 之 ， 契 六 “= Lb, ， 则 bi = ds A 
] 2 3 加 
例 7 矩阵 | ， ; “的 转 置 是 抵 阵 了 | 图 
3 6 


行列 交 摘 之 后 仍 是 原 年 阵 的 那些 答 阵 往往 有 其 重要 性 。 

定义 7 车 方 阵 A 和 它 的 转 置 相等 即 A=A:， 则 A 称 为 对 称 短 阵 ， 因 此 和 = [a] 为 对 
称 矩 阵 的 条 和 件 是 对 所 有 i, fj， 1 寺 i 和 nn 1 和 jd, = dp 

注意 ， 和 矩阵 对 称 的 充分 必要 条 件 一 是 为 方 孟 ， 二 是 对 主 对 角 线 {由 第 i 行 第 i 列 的 元 素 
组 成 ，i 是 行 和 列 任 一 序数 ) 对 称 。 这 一 对 称 性 如 图 2-5 所 站。 


图 2-5 对 称 守 形 
1 1 0 
1 0 1 
0 1 0 


例 8 矩阵 是 对 称 的 。 | 


2.6.5 0-1 和 矩阵 


元 表 非 如 即 1 的 矩阵 称 为 0-1 和 矩阵 。 在 第 6 音 和 第 了 章 将 会 看 到 , 0 -1 矩阵 蔡 用 来 表 
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示 离 散 绪 构 。 使 用 这 些 结构 的 算法 的 基础 是 以 909- 工 竹 阵 做 布尔 运算 。 和 布尔 运算 基于 由 下 式 
定居 的 一 对 字 位 上 的 运算 A 和 : 


1， 若 刀 一 6=] 
pi A b= 到 
0， 桔 则 


1， 若 中 或 六 =1 
bi Vos 若 和 或 
0， 否 则 
定 尽 8 令 A=[a;sj 和 B=[5,j] 为 mxxn 阶 0 一 1 窍 阵 。A 和 B 的 并 ， 用 AVB 表示 ， 是 
个 0 一 1 矩阵， 其 0 ,站 元 素 为 a VY 5yo 六 和 B 的 交 ， 用 AAB 表示 ,是 个 0-1 钴 隆 ， 其 (i， 


站 元 素 是 jiy 内 pb, 所 


例 3 求 0-1 息 阵 
-as 
的 并 和 奖 。 
解 A 和 B 的 并 是 
i ed 


1A0 0A1 1A0Y f0 0 40 
AAB-| Pl 
0A1 1AL 0A0) \0 1 0 
到 
现在 我 们 定义 两 个 宅 阵 的 市 尔 节 积 。 


定义 9 邻 A=[aj] 为 mXk 阶 0--1 算 阵 ， B=[B;j 为 &x# 阶 0--1 算 隆 。A 和 B 的 布 
尔 乘 积 ， 用 OB 珍 示 , 是 mx xn 和 窍 阵 [c;]， 共 中 
cp ={taAp VY (anzApo VV laa bs) 
注意 A 和 B 的 布尔 乘积 的 计算 方法 类 似 于 这 两 个 矩阵 的 普通 乘积 ,但 要 用 运算 V 代替 
加 法 ， 用 运算 A 代替 乘法 。 我 们 给 一 个 短 阵 布尔 乘法 的 例子 。 
例 10 求 & 和 了 的 布尔 乘积 ， 其 中 


1 0 
1 0 
心 1:, B= 

0 1 1 


I 
解 A 和 和 BB 的 布尔 乘积 AB 由 下 式 给 出 : 


(1Al)Y VY IOAD (HAD VY (OAL TAO ¥ (OA1) 
(OALIY VY OAO (OAD VY CA) (OAO VV (lA1) 
(1Al) VY COVO (AL VY OV tAO0) ¥ (OA1) 


点 三 


AB = 
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| 


算法 2 给 出 了 计算 两 个 搜 阵 的 布尔 乘积 的 伪 码 。 
算法 2 布尔 乘积 

procedure Boolean procduct (AAA,B:I0-T 卸 阵 ) 

fori 二 liom 


152 世 玫 压 学 逐 臣 万 


1v0O 1Y0 OV0O 
OVO OVY1 OV¥I1 
IYO lVO UVYODO 


1 0) 
0 1 1 
1 0 


begin 
tor ;} :二 1 to 六 
begin 
ei = 
for a :=1tok 
c= Cy VY Caw A bo,) 
end 


end |C=[c,] 是 A 和 怠 的 布尔 彝 积 | 


Sr et 


我 们 还 可 以 定 儿 0~1 方 阵 的 布尔 血 。 这 些 窒 将 用 于 以 后 学 习 图 中 通路 。 通 路 常用 于 模 
拟 类 似 计 算 机 网 络 中 的 通 依 路径 的 对 象 。 


定 尽 10 令 和 为 0-1 方 阵 ，r 为 正 整 数 。 丰 的 7 决 布尔 器 是 x 个 访 的 布尔 丑 积 。A 的 


A = AOAOAO... OA 


”个 
(由 于 矩阵 的 布尔 乘积 是 可 结合 的 ， 这 一 定义 是 合理 的 ,1) 我们 常 把 AI 中 定义 为 上 。 
0 0 1 
例 11 令 A=|1 0 01。 对 所 有 正 整数 n 求 AI"j。 
1 1 0 
解 ” 我 们 得 到 
1 1 0 
AL 一 AGA=-I00 1 
1 0 1 
也 得 到 
1 0 1 1 1 1 
ABI=ACGOA= 1 1 0|, A=AOA=|1 0 1 
1 1 1 ‘1 1 1 


i 
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继续 计算 证 明 


1 1 1 
As5 = 1 1 
1 
读者 现在 可 以 发 现 Ai” = Al 对 所 有 大 于 或 等 于 5 的 正 整数 均 成 立 。 男 
很 容易 求 出 计算 两 个 关 x1 和 矩阵 的 布尔 匀 积 需要 的 字 位 运算 次 数 。 
例 12 若 和 和 吾 为 mxpn 阶 0-1 和 矩阵 ， 计 算 各 马 呈 需要 司 多 少 次 字 位 运算 ? 
解 A 人 B 中 有 1 个 元 素 。 用 算法 2， 需 要 ”次 V 和 7 次 A 来 计算 AGOB 的 一 个 元 素 。 
因此 每 求 一 个 元 素 需 要 2n 次 字 位 运算 。 所 以 用 算法 2 计算 AOB 需要 2n; 次 字 位 运算 。 看 


练习 


1]1. 仿 和 = 


心 


] 1t 1 3 
2 0 4 6 
1 1 3 i 
a) 起 的 大 小 阶 是 秆 么 ? 
b) A 的 第 3 列 是 什么 ? 


c) 点 的 第 2 行 是 什么 ? 
d) 各 在 【3，2) 位 置 上 的 元 双 是 什么 ? 


e) 起 ‘是 什么 ? 
2. 求 上 + 了 BB， 其 中 
1 0 4 1 3 5 
a) A=|-1 2 -2 B=I2 2 -3 
0 -2 -3 2 -3 0 
攻 0 5 6 = 
b) A=| js=| 
“1 0 -2 -1 2 
3., 求 AB， 若 
2 ' b 1 
a) A=| ， B= 
3 2 i 名 
| 
by) A=|0 1 B= | 
1 0 2 
2 3 
二 
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4, 求 乘积 AB， 其 中 


] 0 1| 0 1 —1i 
9j 站 一 {!} 一 1 ol B= U —I | 
一 | | 0 | 中 1 
1 一 3 0 1 二 1 这 让 
by 和 起 二 |1 2 2 B=| -上 0 3 一 1 
2 LA | [一 3 -2 0 2 
0 —1 
| | 4 一 | 2 3 1 
ci 各 一 了 2| ， 了 Ba== 
2 0 3d 1 
-4 一 3 
5. 求 第 阵 A， 使 


和 


[提示 ; 而 要 解 线 性 方程 组 来 求 A。] 


6. 求 拓 阵 A， 售 
1 3 2 7 1 3 
:| liA=| 1 0 3 
4 0 3 -1 -3 7 


7, 令 起 为 pr Xn 算 阵 ,0 为 元 碌 金 为 0 的 zx xn 矩阵。 证 明 起 = 必 十 让 = 入 十 必 。 
8, 证 明知 阵 加 法 是 可 交换 的 ， 即 证 明 关 下 和 B 均 为 m Xn 知 阵 ， 则 A+B=B+i+A， 
9. 证 明 短 阵 加 | 法 是 可 结合 的 ， 即 证 明 着 态 ，B 和 CC 均 为 mx x n 和 窍 阵 ， 则 A + (B+C): (六 A+ 


B}+C 。 
10. 令 态 为 3x4 窍 阵 , BB 为 4x5 算 阵 , CC 是 4x4 欠 了 泗 。 淹 断 下 询 哪 些 乘 积 有 © 六 ， 并 求 有 
定义 的 那些 乘积 的 大 小 。 
a) AB b) BA C) AC 
d) CA c) BC f) CB 


11. 如 果 乘 积 AB 和 BA 均 有 定义 ， 对 矩阵 A 和 B 的 大 小 我 们 了 解 铬 少 ? 

12. 本 练习 要 证 明和 气 阵 乘 法 对 惩 阵 加 法 满足 分 配 律 。 
a) -假定 A，B 均 为 mm Xk 知 阵 ,， CC 为 Xx 矩阵， 求 下 (A+B}C=AC+BC。 
b) 假定 CC 是 大 xx 矩阵 ,和 和 县 为 有 xz 算 阵 ， 求 证 CI(A+B)=CA+CB ， 

13. 本 练习 要 证 明定 阵 乘法 满足 结合 律 。 假 定 生 是 天 x 疡 给 阵 ,，B 是 关 x& 窍 阵 。 人 CC 是 上 x 
n 和 矩阵。 求证 A{BC) = (AB)C 。 

14. nx 知 阵 A= as 称 为 对 条 韦 阵 ， 知 对 所 有 i 郑 j，as 一 0 求 让 两 个 n xn 对 解 算 
阵 的 乘积 仍 是 对 关 惩 阵 。 给 出 一 个 计算 这 一 乘积 的 简单 规 出 。 

1 上 求 计算 A" 的 公式 ， 其 中 z 为 正 整数 。 

16. 求证 (1) ' -入 。 

17. 令 态 各 甬 为 两 个 nxn 只 阵 。 求 证 


5. 令 A= | 


有 
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a) {站 +B}'=A‘'+B: Di {AB)}’=B'A’ 


若 久 和 有 BB 是 wnXxXn 答 阵 ， 且 AB=BA=I,， 则 称 B 为 A 的 逆 什 阵 (这 一 术语 是 合适 的 ， 
因为 这 样 的 B 是 唯一 的 )， 而 让 是 可 道 的 。 符 导 B=A ' 表 示 B 是 态 的 道 。 


2 =] 7 —8 5 
18. 证明 | 1 2 1 是 第 阵 | -4 5 一 31 的 逆 和 矩阵 。 
-| 1 3 1] —1 1 
19. 令 丰 为 2x2 知 阵 ， 
A=[" 靖 
- 
证 明 阁 a 一 了 0 ， 则 
地 一 种 
-1 ad 一 bc ad— Be 
四 民 
ad — bc ad— be 
20. 令 
a 
态 二 
1] 了 
a) 求 A [提示 : 用 练习 19 的 结果 ]j]。 
b) 求 A ， 


c) 求 (A 1)。 
qd) 几 b) 和 <) 的 答案 证 明 (A ”= (A3) i， 
21. 令 A 为 可 逆 和 矩阵 。 证 明 只 要 n 是 正 瑞 数 , 就 有 (A"*) = (A 1)"， 
22. 令 为 拭 阵 。 求 证 AA! 是 对 称 的 。[ 提 示 : 借助 练习 17b) 证 明 这 一 第 阵 等 于 它 的 转 置 。] 
23. 证 明 传 统 算法 计算 rw Xx 六 答 阵 丰 和 zx Xx rx 矩阵 耻 的 来 积 需 要 入 | 说 由 次 腾 法 ， 
24. 计算 矩阵 A,，4A2 和 A; 乘积 的 最 有 效 方 法 是 什么 ? Al ，Aas，&43 的 大 小 分 别 是 
ai 20 X50, 5S0x10, 10x40 
b) 10x5, 5x50, SOx1 
25. 计算 Al ，A2z ，A3 和 A4 葬 积 的 最 有 效 方法 是 什么 ”其 中 Al1，A;，A3 和 A 的 大 小 分 别 是 
lx2, 2xX35, SX20, 20X3, 
26. a) 求证 以 ri ，ZX2，““， 工 ,为 变量 的 线性 方程 组 


fe 


dT Tz 二 "十 dina = #1 


A TL dr on = PH2 


全 
以 表示 为 AX=B， 其 中 A= [a,], 避 是 x1 和 矩阵 ,， 且 r, 就 是 它 的 第 i 行 ， 了 是 
n Xl 和 矩阵，5, 是 它 的 第 i 行 。 

b) 求证 若 和 是 可 道 的 【在 练习 18 的 前 面 定 义 了 可 道 )， 则 a》 中 方程 组 的 解 可 以 用 等 式 


bbs.theithome.com 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com! | UUUA^A 


156 荐 赣 玫 学 婉 其 大 局 


X=A-!'B 计算 。 
27. 用 练习 18 和 26 解 方 程 组 
了 县 — 8z1+5T1=5 
一 并 |] ee ee 一 马 


了 1] “x+ ra3=0 


1 1 0 1 
28. 令 A=| B=| |. 未 


0 1 1 0 
a) AYB by》 AAB ce) AOB 
1 0 1 0 1 1 
29, 邻 A=|1 1 0|, B= |1 0 。 求 
0 0 1 1 0 1 
a) AYB b) AAB c) AOB 
30. 求 & 和 了 的 布尔 乘积 ， 其 中 
100 1 四 
A=|0 1 0 1|，B= J 
1 1 1 | ee 
1 0 
1 0 0 
31. 令 A=|1 0 。 求 
0 1 0 
a) 二 12， b) 起 [3] c) AYV A WV AL 
32. 令 &A 为 0-1 和 矩阵 。 证 明 
赤 ) 点 六 各 一 让 b) 站 站 站 三 直 
33. 本 练习 要 证 明 交 和 并 运算 是 可 交换 的 。 令 入 和 B 为 mxn 阶 0 一 1 矩阵。 求证 
a) AYB=BYA b) AAB=BAA 
34. 本 练习 要 证 明 交 和 并 运算 是 可 结合 的 。 令 六 ,BI 和 CC 为 pwxxn 阶 0 一 1 给 阵 。 证明 
a) (AVB)VC=AY (BYCOC) b) (AAB)AC=AA{BAC) 
35. 本 缘 习 要 建立 变 对 并 运算 的 分 配 律令 和 B 和 为 由 xm 阶 0-1 和 矩阵 。 求 证 
a) AV(BAC)= (AVB}AtAYC) b) AA(BVC)= (AAB)YV (AAC) 


3 . 邻 访 为 nm 除 吕 -是 阵 。 令 工 为 n Xn 单位 答 阵 。 证 明 ADI=IOA=A, 
37. 本 练习 要 证 明 0 一 1 给 阵 的 布尔 乘积 是 可 结合 的 。 假 定 六 是 nxp 阶 0-1 和 第 隆 ,， B 是 p 
x 亡 阶 0 一 1 和 矩阵, CC 是 xn 阶 0-1 和 矩阵。 求证 AO(BOC}Y= (A@B)O@C,， 


关键 术语 和 结果 


术语 

其 法 : 一 组 有 限 多 条 准确 的 指令 ， 用 于 完成 一 个 计算 或 解答 一 个 问题 
搜索 算法 : 在 表 中 定位 元 案 的 过 程 

线性 搜索 其 法 : 逐个 搜索 表 中 元 素 的 过 程 


EE 
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对 半 搜 索 莫 法 : 过 次 对 半 搜 索 有 夺 表 的 过 程 

时 间 复 杂 性 : 算法 解 题 需要 的 时 间 量 

空间 喜人 亲 性 : 算法 解 题 希 要 的 存 习 空间 量 

最 坏 情况 时 间 复 杂 性 ， 算法 解 管 一 定 大 小 的 问题 需要 的 最 大 时 间 量 
平均 情况 时 间 复 杂 性 : 所 法 解答 一 定 大 小 的 问题 需要 的 平均 时 间 量 
alb ta 能 整除 bh)， 有 整数 c 恒 据 = ac 

素数 : 大 于 1 且 怡 有 两 个 正 整 数 因 子 的 正 整数 

合 数 : 大 于 1 叉 不 是 素数 的 正 整 数 

毒 于 尼 素 数 : 形 为 2? -1 的 素数 ， 其 中 p 为 素数 

gcdta,b)(a 和 上 的 最 大 公约 数 ):; 能 整除 a 和 ep 的 最 大 整数 
互 妹 整数 ， 司 gcdfea ,5)=1 的 整数 a 各 

两 两 互 素 的 整数 : 一 组 整数 其 中 任何 两 个 整数 都 互 保 
lemta,b)(a 和 上 的 最 小 公 倍 数 ); 能 被 a 和 8 整除 的 最 小 正 整 数 
a mod #5: a 收 正 整数 5 除 的 余数 

三 b (mod m){a 模 mx 同 余 于 5b): a 一 上 5 能 被 mx 整除 

加 密 : 使 信息 成 为 秘密 的 过 程 

解密 : 将 加 密 信 息 还 原 的 过 程 

nn 二 (asar-1"“01a0)s ; 7n 的 5 进 制 表示 

二 进 制 表示 ; 整数 以 2 为 基数 的 表示 

十 六 进 制 表示 : 整数 以 16 为 基数 的 表示 

a 和 蝇 的 整 系数 线性 组 侣 : 形 为 sa 二 + 届 的 数 ， 其 中 s 和 : 为 整数 
a 柳 m 的 着: 使 aa 寺 1 (mod 加 ) 的 整数 互 

线性 同 余 : 形 为 ar 三 5 (mod mmr) 的 同 余 ， 其 中 x 为 变量 

2 为 基 的 俯 素 数 ; 使 2* ! 二 1 (mod nn) 的 合 数 n 

私 钥 加 密 : 加 密 密 钥 和 解密 密 铀 均 须 保密 的 加 密 法 

公 己 加 密 : 加 密 密 钥 双开， 解密 密 钥 保密 的 加 密 法 
矩阵 数 的 短 形 数 组 

短 阵 加 法 : 序 2.6.2 他 

古 阵 来 法 : 见 2.6.2 下 

1, (nn 所 单位 给 阵 ): 对 角 线 元 素 为 1、 其 他 元 素 为 0 的 nx xx 阶 矩 隆 
A {如 的 转 置 ); 交换 和 的 行 和 列 得 到 的 矩阵 

对 称 ; 与 自己 的 转 置 相等 的 矩阵 是 对 称 的 

0-1 此 阵 : 元 索 非 0 即 1 的 矩阵 

AYB (A 和 也 的 并 ): 见 2.6.5 节 

AAB (A 和 BB 的 交 ); 网 2.6.5 节 

ADB (A 和 也 的 布尔 乘积 ): 见 2.6.5 节 


结果 
线性 和 对 分 搜索 算法 ; ( 见 2.1 节 ) 
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音 术 基本 定理 ; 每 个 正 瑞 数 均 可 玲 一 地 表示 为 素数 的 飞 积 ， 其 中 宕 因子 按 从 小 到 大 的 次 序 
出 现 

除法 算法 : 令 a 和 a 为 整数 ,wi 为 止 整数 ， 则 有 唯一 的 整数 g 和 r, 0r<d, 使 a=dg+r 

如 时 a ,上 5 为 下 整数 ,， 则 ab = 二 gcdta,B)-Iicem(a,b)e 

欧 几 里 德 和 工法: 用 于 求 最 太公 约 数 ( 罗 2.4 市 算法 1) 

令 5 是 大 于 1 的 正 整 数 ， 则 只 要 rn 是 正 整数 ，n 就 胡 唯 一 地 表示 为 nap*+ax 1 的 -1+ 
a + an 的 形式 。 

求 避 数 的 以 上 为 基 的 展开 式 的 算法 ( 见 2.4 市 算法 2)。 

传统 的 整数 加 法 和 乘法 算法 【 见 2.4 节 )。 

两 个 整数 的 最 大 公约 数 可 以 表示 为 这 两 个 整数 的 整 系数 线性 组 合 ， 

如 果 mm 是 正 整 数 ，gedfa ,mm)=1， 则 a 有 了 唯一 的 模 关 道 。 

中 国 余数 定理 : 对 一 组 两 两 互 素 的 整数 模 同 余 的 线性 方程 组 有 模 这 些 模 数 之 积 的 唯一 解 。 

费 瑟 小 定理 : 若 扇 为 寨 数 且 户 +a， 则 巡 一 = 王 1(mod p) 


复习 题 


1.a) 定义 术语 着 法 ， 
b) 有 哪些 描述 算法 的 方式 ? 
c) 解 题 算法 和 解 同样 问题 的 计算 机 程序 有 何不 同 ? 
2. a) 用 汉语 描述 一 个 求 一 询 n 个 整数 中 最 大 、 次 太 和 第 三 大 整数 的 算法 。 
b) 用 的 码 表 达 这 一 算法 。 
c) 这 个 算法 需要 做 密 少 次 比较 ? 
. a》 对 一 个 求 一 操 个 整数 中 最 小 整数 的 算法 ， 给 出 最 坏 情 癌 时 间 复 杂 性 、 平 均 情 况 时 间 
复杂 性 和 最 好 情况 时 间 复 林 性 的 定义 {用 它 需 要 的 比较 次 数 )。 
b) 将 一 申 # 个 整数 中 当前 已 找到 的 最 小 整数 与 每 个 整数 比较 以 求 其 最 小 整数 的 算法 ， 
若 用 需要 做 的 比较 次 数 来 度量 ， 它 的 最 坏 情况 、 平 均 情 况 和 最 好 情况 时 间 复 扣 性 是 什 
Zn 
4. a) 描述 一 下 在 一 串 以 增 序 排 列 的 整数 中 找 一 个 整数 的 线性 搜索 和 对 分 搜索 的 算法 。 
b) 比较 一 下 上 述 两 个 算法 的 最 坏人 情况 时 间 复 琳 性 。 
c) 这 两 个 算法 中 是 否 一 个 总 是 比 另 一 个 快 一 些 《 用 使 用 的 比较 次 数 度量 ) 
5. 陈述 算术 基本 定理 。 
. a) 描述 一 个 将 整数 分 解 为 素数 因 了 于 的 过 程 。 
b) 用 这 一 过 程 分 解 80 707 为 素 因 子 。 
7. a) 定义 两 个 整数 的 最 大 公约 数 。 
b) 给 出 至 少 三 种 求 两 个 整数 的 最 大 公约 数 的 方法 ， 每 个 方法 在 什么 情况 十 最 有 效 ? 
c) 求 1234 567 和 7 654 321 的 最 大 公约 数 。 
d) 求 23.353157.73.11 和 239.37.53173.]3 的 最 大 公约 数 。 
8. a) 定义 件 么 是 a 和 5 模 7 同 余 。 
b) -11，-8，-7，-1, 0, 3 和 137 中 有 了 鄂 几 对 整数 模 了 同 余 ? 
c} 证 明 若 a 和 58 模 7 同 余 ， 则 10a+13 和 -4&8+20 也 模 7 同 余 。 


py 
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9. 给 出 一 个 将 整数 的 十 进 制 表示 转换 为 十 六 进 制 表示 的 过 程 。 
10. a) 起 样 求 两 个 整数 的 ( 整 系数 ) 线性 组 合 ， 使 之 等 于 它们 的 最 大 公约 数 ? 
b) 将 gcd(84,119) 表 达 为 84 和 119 的 线性 组 合 。 
11. a) a 为 a 机 x 的 道 是 什么 意思 ? 
b) 者 和 是 正 整数 月 gecdfa ,ma)=[ ， 怎 样 求 a 模 产 的 首 ? 
c) 求 了 模 19 的 赣 。 
12. a) 在 gcd(a,m)=1 时 ， 怎 样 用 a 模 xx 的 道 解 线 性 同 余 方 程 ar 寺 2 [mod mm)? 
b) 解 线性 同 余 方 程 ?x = 13 {mod 19)。 
13., ai 陈述 中 国 余 数 和 定理。 
b) 求 同 余 方 程 组 x 三 1 (mod 4)，x 三 2 (mod 5) 和 x+ 三 3 {mod 7) 的 解 。 
14. 想 定 2” 一 1 三 1 (mod nn)。nn 必定 是 案 数 吗 ? 
15. a) 什么 是 秘 钥 密码 系统 和 公 钥 密码 系统 的 区 别 ? 
b) 解释 为 什么 移 位 密码 是 秘 铀 系统 。 
c) 解释 为 什么 RSA 密码 系统 是 公 钥 系统 ? 
16. 定 交 两 个 矩阵 的 匀 积 。 何 时 这 一 乘积 有 定 交 ? 
17. a) 在 和 矩阵 乘积 A1AoAs3A4 有 定义 时 ， 有 几 种 方法 计算 这 一 乘积 ， 盆 定 相继 做 两 个 矩阵 的 
乘法 。 
b) 很 定 A1，A2，A; 和 上 分 别 为 10x20，20xs，5x10 和 10x5 和 矩阵 。 怎 样 才 能 用 最 
余 次 数 的 矩阵 元 素 乘 法 来 计算 乘积 A AAA? 


补充 练习 


1. a) 给 出 一 个 算法 为 一 列 整数 中 最 太 整 数 的 最 后 一 次 出 更 定位 。 
b) 估计 算法 用 了 多 少 次 比较 。 
2. &) 给 出 一 个 算法 ， 求 一 列 整数 中 最 大 和 和 次 大 整数 ， 
b) 估计 算法 需 用 宪 少 次 比较 ? 
3. ai 给 出 一 个 算法 判断 一 个 位 惠 中 是 否 含 两 个 相 邻 的 0。 
b) 这 - .等 法 项 用 和 多少 次 比较 ? 
4. a) 假定 一 列 整 数 是 按 从 大 到 小 的 次 序 排列 的 ， 而 且 每 个 整数 都 可 以 重复 出 现 。 设 计 一 个 
算法 为 整数 x 在 该 列 整 数 中 的 所 有 出 现 定位 。 
b) 和 人知 计 算法 使 用 的 比较 次 数 。 
5. 求 与 5 模 17 同 余 的 4 个 数 。 
6. 若 aa 和 da 为 正 整数 ,求证 有 整数 ? 和 yr, 使 z=dg+r, 其 中 ~ dA2<r 世 dd 72 
“六. 求证 若 ac 三 te (mod 天 )， 则 a 三 b (mod mAd)， 其 中 4 一 gecd(m,c)。 
“8. 在 10010! 的 二 进 制 展开 中 尾部 有 和 多少 个 0? 
9, 用 欧 几 里 德 算法 求 10 233 和 33 341 的 最 大 公约 数 。 
I0. 用 欧 几 里 德 算 法 求 gcd {144，233) 要 做 密 少 次 除法 ? 
11. 求 gcd(2n 二 1,3n 二 2)， 其 中 ;wx 是 个 正 整 数 。| 提示 : 用 欧 几 里 德 算 法 ,| 
12.a) 假定 a， 为 正 整 数 ，4 守 Bp。 求证 ;如果 &=5， 则 gcd(w,5)=a; 如 果 a 和 5 为 侦 
数 ， 则 gcdta ,5)=2'gcdta/2,5872); 如 果 a 为 由 数 , 六 是 奇数 ， 则 gcdfa ,za) = 
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gecdftax2b)i 如 果 a 和 5 均 为 奇数 ， 则 gecd(a ,858)=gcdta 一 上 ,6)。 
b) 利用 a) 中 结论 ， 说 明 怎样 不 用 人 除法， 只 用 比较 及 二 进 制 展开 式 的 减法 和 移 位 来 构造 
疯 个 正 整数 的 最 大 公约 数 。 
cj 用 这 一 算法 求 gcd(1202,4848)， 
13. 求证 一 个 整数 能 被 9 整除 的 充分 必要 条 件 是 它 的 十 进 数字 之 积 能 被 9 整除 。 
14.a) 设计 一 个 算法 ， 用 x 的 二 进 制 表示 计算 zx” mod m， 其 中 x 是 整数 ，m 和 x 十 正 整 
数 。[ 提 示 : 连续 求 平方 以 计算 x mod nn，Zx* mod n，Xxt mod mn ， 等 等 。 然后 再 用 形 


为 rz? mod m 的 逢 当 的 等 相 乘 以 求 出 zx" mod m.] 
b》 和 司 计 这 一 算法 司 用 的 乘法 次 数 。 
一 组 整数 称 为 是 互 素 的 ， 如 果 它 们 的 最 大 公约 数 是 1 。 
15. 判断 下 列 各 组 整数 是 理 互 素 。 
a) 8，10，12 by 12, 15, 25 
c) 15, 21, 28 d) 21, 24, 28, 32 
16. 找 一 组 4 个 互 素 的 整数 ， 使 它们 之 中 任何 两 个 都 不 互 素 。 
17. a) 假定 用 函数 (pp)= (up+5) mod 26 且 ged(a ，26)=1 为 信息 加 密 。 给 出 一 个 可 用 
来 解密 的 函数 。 
b) 信息 加 密 以 后 是 LJMKG MGMXF QEXMW。 如 果 加 密 负 数 是 fF(p)= (7p++ 10)mod 
26 ， 原 信息 是 什么 ? 
18. 求证 同 余 方程 组 x 三 2 (mod 6) 和 zz 三 3 (mod 9) 无 解 。 
19. 求 出 同 余 方程 组 x 三 4 (mod 6) 和 xz 三 13 (mod 15) 的 所 有 解 。 
“20 ,a) 求证 同 余 方 程 组 + 所 aj (mod pr1) 和 x 二 a&2 (mod ms) 有 和 解 的 充分 必要 条 件 起 ged 
(mis ma)lar— a 
bp) 求证 a) 中 的 解 模 lemt m1 , 79;) 是 唯一 的 。 
21. 若 A= | -| 求 A"。 
22. 求证 若 丰 = cI， 其 中 cc 为 实数 ,I 是 nxn 单位 矩阵 ， 则 AB= BA 对 所 有 nxx 引 阵 B 
23. 求证 若 & 是 2x2 扼 阵 ， 且 对 任何 2Xx2 憩 阵 B， 均 有 上 AB=BA， 则 汪 = cl， 其 中 :是 实 
数 , 工 是 2x2 单 位 矩阵 。 


区 X 基 托 阵 称 为 上 三 角 阵 ， 划 果 只 村 >， 就 有 ay =0。 


24. 从 矩阵 乘法 的 定义 设计 一 个 计算 两 个 上 三 角 阵 乘积 的 算法 ， 要 求 略 去 目 伏 会 为 0 的 那些 

25. 给 出 练习 24 中 计算 黄 个 上 二 角 阵 葬 积 的 算法 的 伪 码 描述 。 

26. 练习 25 中 给 出 的 算法 使 用 老少 次 矩阵 元 素 的 乘法 来 计算 两 个 2 x nx 上 三 角 和 矩 阵 的 习 积 ? 

27. 假定 A 和 了 均 为 可 逆 目 阵 ， 且 AB 存在 ， 求 证 (AB) '=B 'A 。 

28, 如 果 A，B，C, D 依次 是 30x10，10x40，40x50 和 50x30 阶 的 矩阵 ， 计 算 ABCD 的 
最 佳 顺 序 是 什么 ? 根 定 计算 p xa 和 矩 陡 和 wg xr 答 阵 的 乘积 需要 pqr 次 矩阵 元 周 习 法 。 

29. 令 A 为 nxn 第 降 ， 再 令 活 是 元 案 全 为 0 的 nxn 知 阵 。 证 明 下 列 各 式 为 真 。 


上 


TT 
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a) ADO=O00A=0 by AVO=0YA=A 右 
Cc) 太太 和 二 0 六 起 二 从 


计算 机 题目 
归程 序 以 实现 下 列 输入 和 相应 输出 。 


. 已 知 个 整数 的 表 ， 找 出 其 中 最 大 整数 。 

.已 知 n 个 整数 的 表 ， 找 出 最 大 整数 在 表 中 的 首次 和 末次 出 现 。 

. 己 知 nn 个 不 同 整数 的 表 ， 用 线性 搜索 找 出 一 个 整数 在 表 中 位 置 。 

.已 知 n 个 不 同 整数 的 有 序 寄 ， 用 对 分 搜索 找 出 一 个 整数 在 表 中 位 置 。 

.已 知 个 不 同 整 数 的 有 序 表 和 整数 x+， 找 出 用 线性 搜索 和 对 分 搜索 确定 x 在 表 中 位 置 知 

要 做 多 少 次 比较 。 

. 给 定 一 个 正 整 数 ， 判 断 它 是 不 是 素数 。 

. 采伐 撒 密码 为 给 定 的 信息 加 密 ; 已 知 用 恺 撤 密 码 加 密 的 一 段 信息 ， 为 此 信息 解密 。 

. 用 欧 几 里 德 算 法 求 两 个 正 整 数 的 最 大 公约 数 ，。 

. 求 两 个 正 整 数 的 最 小 公信 和 数 。 

10. 求 给 定 正 整 数 的 赛 因数 分 解 。 

11. 给 定 大 于 1 的 正 整数 5， 求 正 整 数 以 5 为 基数 的 展开 式 。 

12. 给 定 一 个 正 整 数 ， 求 它 的 康 托 展开 式 【参看 2.4 节 练习 32 前 的 说 明 )。 

13. 给 定 正 整 nx， 模 数 mmx， 乘 数 a ， 增 基 c 和 初 值 zo， 它 们 满足 0<a<m,， 0c< mm，0 志 
zo 挟 下， 用 线性 同 余 产生 函数 zi+l= (ari+c)mod m 生成 一 列 # 个 伪 随 机 笋 。 

14. 已 知 正 整数 4 和 5， 求 整数 ;和 + ,使 ya + 1b= gcd(a,b)。 

15. 给 定 a 个 模 两 两 孔 素 模 的 线性 同 余 式 ， 求 模 上 述 模 数 之 积 的 这 些 同 余 式 的 共同 解 。 

16. 已 知 产 x 丰 矩阵 和 和 大 xm 矩阵 了 ， 求 AB。 

17. 已 知 方 阵 A 和 焉 整数 wn， 求 A”。 

18. 判断 给 定 方 阵 是 否 对 称 。 

19. 已 知 nj x ns 矩阵 AA，ns Xns 和 矩阵 B，nsXny 和 矩阵 忆 和 nsXxns 矩阵 了 D， 它 们 的 矩阵 元 
素 全 为 整数 ， 找 出 计算 这 些 矩 阵 乘积 的 最 有 效 顺 序 〔〈 用 计算 使 用 的 整数 乘法 和 加 法 数量 
来 度量 ,) 

20. 给 定 两 个 ax 天 布尔 插 阵 ， 求 它们 的 变 和 并 。 

71 .已 利 pr x 上 布尔 矩阵 入 和 xn 布尔 矩阵 B, 求 A 和 B 的 布尔 乘积 AB。 

22. 已 知 布 尔 方 阵 A 和 正 整 数 x ， 求 A'*。 


计算 和 研究 
用 计算 程序 或 你 自己 写 的 程序 完成 下 列 练习 。 


1, 对 不 超过 100 的 每 个 宗 数 p， 判 断 2* -1 是 否 为 素数 。 
2, 测试 某 个 范围 内 的 麦 进 尼 数 2 -1 以 判断 它们 是 否 为 素数 。( 可 以 使 用 GIMPS 课题 提供 


的 软件 。) 
3. 证 明 对 0 之 x 之 39 的 所 有 整数 nn，n?:+n+41 是 素数 ， 而 当 ”= 40 时 不 是 素数 。 是 否 有 ? 


有 3 一 
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的 整 系 数 多 项 式 ， 议 数 大 于 0， 当 x 为 正 整数 时 ， 它 的 值 总 是 素数 ? 

4. 求 形 如 x*+1 的 素数 ， 其 中 为 正 整 数 。 尽 可 能 老 找 出 一 些 。 现 在 达 不 知道 这 样 的 素数 
是 否 有 无 穷 多 个 ， 

. 找 出 10 个 不 问 的 素数 ， 每 个 都 有 100 位 数 。 

. 小 于 1 000 000 的 素数 有 和 包 少 个 ”小 于 10 000 000 的 素数 有 多 少 个 ”小 于 100 000 000 的 
呢 ? 对 于 正 整 数 x ， 你 能 否 提 出 对 小 于 x 的 素数 的 个 数 的 一 个 估计 ? 

7. 求 随机 选取 的 10 个 20 位 的 不 同 奇 数 的 素数 分 解 。 记 录 分 解 每 个 整数 消耗 的 时 间 。 对 [10 
个 30 位 的 不 同调 数 ，40 位 的 不 同 奇 数 等 重复 上 述 作 业 。 尽 可 能 多 做 。 

8. 求 基 烙 为 2 的 所 有 伪 素 数 ， 即 找 出 使 2" -= 三 1 (mod na) 的 所 有 整数 这， 其 中 六 大 超过 
10 000。 


与 作 束 目 
用 课外 资料 就 下 列 课题 写 出 短文 。 


. 查 一 查 算 法 这 一 单词 的 历史 ,描述 早期 著作 中 这 一 单词 的 用 法 。 

2. 描述 并 行 算法 的 舍 久 。 说 明 本 书 使 用 的 伪 码 怎样 扩展 才能 灶 理 并 行 算法 。 

3. 解释 怎样 度量 并 行 算 法 的 复杂 性 。 给 出 例子 以 阐明 这 一 概念 ， 并 说 明 并 行 算法 可 以 比 没 
有 并 行 操 作 的 算法 更 快 完成 任务 。 

4, 摘 述 用 于 检查 玫 逊 尼 数 是 否 为 素数 的 重卡 斯 - 革 莫 (Lucas-Lehmery 测试 。 讨 论 一 下 

GIMPS 谍 题 在 用 这 一 测试 寻找 玫 进 尼 素 数 方 面 的 进展 。 

. 解释 实 贱 中 怎样 用 概率 素性 测试 来 产生 特别 大 的 几乎 肯定 是 素数 的 数 。 这 种 测试 居 否 有 

什么 潜在 的 棘 端 ? 

6. 卡 米 克 尔 数 《Carmichal number) 指 的 是 那些 整数 ， 以 与 其 立 素 的 整数 为 基数 时 它们 都 是 

伪 束 数 。75 年 以 前 提出 的 是 否 有 无 穷 密 个 卡 米 克 尔 数 的 问题 当今 得 到 了 解答 。 解 释 什 么 

是 卡 米 克 乍 数 ， 给 出 几 个 这 种 数 的 例子 ， 撒 述 一 下 在 证 明 这 种 数 有 无 穷 密 个 时 涉及 的 

要 点 。 

. 围绕 分 解 素数 算法 的 复杂 性 以 及 能 分 解 的 数 的 大 小 ， 总 铺 一 下 它们 的 现状 。 你 认为 何 时 

才 有 因 式 分 解 200 位 数 的 实际 可 能 性 ? 

. 描述 一 下 现代 计算 机 中 使 用 的 正 整 数 加 、 减 、 冬 、 除 的 算法 ， 

. 描述 中 国 余 数 定 理 的 历史 。 描 述 一 下 中 国 和 印度 著作 中 提出 的 相关 问题 以 及 怎样 将 中 国 

余数 定理 用 子 这 些 问 题 。 

10. 怎样 得 到 一 串 真 正 的 随机 数 ， 而 不 是 信和 随机 数 ? 已 经 查 明 用 伪 随 机 数 做 模拟 或 试验 有 什 
人 么 缺点 ? 伪 随 机 数 的 那些 性 质 是 随机 数 不 该 有 的 ? 

11. 描述 如 何 应 用 公 和 钥 密 码 。 用 于 给 定 因 式 分 解 算 法 状态 的 安全 是 公 钥 密码 的 应 用 途径 吗 ? 
用 公 钥 密码 保证 安全 的 信息 将 来 会 成 为 林 安 全 的 吗 ? 

12. 描述 如 和 何 才 能 把 会 钥 密 码 用 于 签字 的 秘密 信息 ， 使 接收 者 确信 信息 是 由 声明 发 送 的 人 所 
发 出 的 。 

13. 说 明 如 何 用 同 杂 确定 任何 给 定 的 日 期 是 星期 几 。 

14. 措 述 某 些 能 用 于 求 大 整数 和 匀 积 的 有 效 算法 。 

15. 描述 其 些 能 用 于 求 大 矩阵 相 乘 的 有 效 算 法 。 


mh hh 


| 


hn 


--] 


的 
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第 3 章 数学 推理 

为 了 理解 书面 数学 ， 就 必须 理解 正确 的 数学 论证 【 即 证 明 ) 是 由 什么 组 成 的 。 为 了 学 习 
数学 ， 鹏 需要 构造 数 掌 论证 而 不 仅仅 是 阅读 说 明 。 显 然 ， 这 梓 做 就 要 求 理解 建立 证 明 所 用 到 
的 技术 。 本 章 且 的 在 于 讲授 正确 的 数学 论证 是 由 什么 组 成 的 ， 并 且 给 予 堂 生 构 造 这 些 论 证 所 
必需 的 工具 。 

注意 ， 马 上 就 要 学 习 的 建立 证 骨 的 方法 也 在 计算 机 科学 里 到 处 司 用 ， 比 如 计算 机 推理 所 
用 的 规则 ， 验 让 程序 是 正确 的 用 到 的 技术 ,以 及 使 用 自动 推理 来 构造 新 的 定理 所 用 的 规 
则 等 。 

许多 数学 命题 都 断言 对 所 有 的 正 整数 来 说 某 个 性 质 为 真 。 这 样 命题 的 例子 如 : 对 每 个 正 
整数 5 来 说 ，x! 碌 n",n 一 被 3 除 尽 ， 前 wn 个 正 整 数 之 和 是 n(n +1)/2 等 。 本 章 和 和 本 书 
的 主要 目的 之 一 就 是 让 学 生 彻底 理解 证 明 这 种 类 型 锥 结果 所 用 的 数学 归纳 法 。 

在 前 儿童 里 以 明显 的 方式 定义 了 集合 、 序 列 和 函数 。 也 就 是 说 ， 通 过 列举 其 中 的 元 素 或 
给 出 某 个 刻 划 这 些 元 素 的 性 质 来 描述 集合 。 对 于 序列 的 项 和 晃 数 的 值 则 给 出 公式 。 存 在 另 一 
种 重要 的 方式 来 定义 这 些 对 人 象 ， 它 以 数学 归纳 法 为 基础 。 为 了 定义 序列 和 函数 ， 就 规定 某 些 
初始 的 项 ， 并 用 给 出 从 已 知 的 值 求 后 续 的 值 的 规则 。 例 如 ， 可 以 这 样 定义 序列 12n |i: 规定 
a1=2 和 对 nn 二 1,2,3, 来 说 a ,1 = 2a,。 可 以 这 样 定 义 集 合 : 列举 其 中 一 部 分 元 素 ， 并 且 
给 出 从 这 些 已 知 属于 集合 的 元 素来 构造 其 他 元 率 的 规则 。 这 样 的 定义 在 离散 数学 和 计算 机 科 
学 中 到 处 使 用 称 为 递归 定 多 。 

当 指 定 解决 一 个 问题 的 过 程 时 ， 这 个 过 程 总 是 正确 地 解 奖 这 个 同 题 。 仅 仅 通 过 测试 来 查 
看 对 -- 给 输 人 值 获得 了 正确 的 结果 ， 还 不 能 说 明 这 个 过 程 总 是 正确 的 ， 只 有 证 明了 过 程 总 是 
产后 正确 的 结果 ， 才 能 保 迹 这 个 过 程 的 正确 性 。 本 章 最 后 一 节 包 含 对 程序 验证 技术 的 介绍 。 
这 是 一 种 验证 过 程 为 正确 的 形式 化 技术 。 程 序 验证 是 正在 进行 的 以 机 械 方 式 证 明 程 序 为 正确 
的 各 种 尝试 的 基础 。 


3.1 证 明 方 法 


在 数学 研究 中 提出 的 两 个 重要 问题 是 : {1) 什么 时 候 数学 论证 是 正确 的 ? (2) 什么 方法 
可 以 用 来 构造 数学 论证 ? 本 节 通 过 描述 各 种 形式 的 正确 与 不 正确 的 数学 论证 来 帮助 回答 这 些 
问题 。 
| 流 定理 是 可 以 被 证 明 为 真 的 命题 。 用 --- 系 列 命题 来 证 明 一 条 定理 为 真 ， 这 些 命题 就 形成 
2 一 项 论证 ， 称 为 证 明 。 在 证 明 里 用 到 的 命题 可 以 包括 : 公理 或 公设 【它们 是 关于 数学 
结构 的 基本 假设 )， 被 证 明定 理 本 身 的 前 提 ， 以 及 从 前 证 明 过 的 定理 等 。 推 理 规划 (它们 是 
只 其 他 断言 得 出 结论 所 用 的 方法 ) 把 证 明 的 各 个 步骤 联系 起 来 。 

本 节 将 讨论 推理 规则 。 这 样 做 有 助 于 解释 清楚 正确 的 证 明 是 由 什么 组 成 的 。 还 将 描述 某 
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些 带 见 形 式 的 不 正确 的 推理 ( 称 为 肖 误 )。 然 后 将 介绍 各 种 常用 的 证 明定 理 的 上方 法。 

注意 名词“ 引 理 ”和 “推论 ”用 于 特定 类 型 的 定理 。 引 理 是 在 其 他 定理 的 证 明 中 

所 用 的 简单 定理 。( 训 如 第 2.4 节 引 理 1， 用 它 证 明定 理 : 欧 几 里 勒 算法 产生 两 个 

整数 的 最 大 公约 数 。) 当 使 用 了 一 系列 的 引 理 (其 中 每 个 引 理 都 被 单独 地 证 明 ) 时 ， 

一 些 复 厅 的 证 明 通 带 会 更 容易 被 理解 。 推 论 是 从 已 经 证 明了 的 定理 直接 证 实 的 命 

题 - “猜想 ”是 真 值 未 知 的 命题 。 当 发 现 了 猜想 的 证 明 时 ， 这 人 外 猜想 就 成 为 定理 。 

许多 时 避 猜 起 都 被 证 明 为 假 ， 所 以 猜想 不 是 定理 。 

本 章 讨 论 的 证 明 方 法 是 重要 的 ， 不 仅 因 为 它们 铁 用 来 证 明 数 学 定理 ， 而 且 因为 它们 对 计 
算 机 科学 的 诸多 应 用 。 这 些 应 用 包括 : 验证 计算 机 程序 是 正确 的 ， 证 明 操作 系统 是 安全 的 ， 
在 人 工 智 能 领域 里 进行 推理 ， 等 等 。 所 以 ,理解 证 明 中 所 用 到 的 技术 无 论 在 数学 里 还 是 在 计 
算 机 科学 里 都 是 必要 的 。 
3.1.2 推理 规则 

现在 将 要 介绍 命题 逻辑 的 推理 规则 。 这 些 规则 为 用 来 证 明 一 个 结论 是 从 一 组 前 提 合 平 逐 
辑 地 得 出 的 步骤 提供 了 正当 理由 。 重 言 式 (pA(p 一 g))-*g 是 一 个 被 称 为 假 言 推理 或 分 离 规 
则 的 推理 规则 的 基础 。 这 个 重 言 式 写 成 下 列 方式 : 


p 
pu 


人 
使 用 这 种 记号 时 ， 前 提 写 成 一 列 ， 而 结论 写 在 权 织 下 。( 符 号 .表示 “因此 ",) 假 言 推理 是 
说 ， 五 草 调 式 及 其 前 任 者 已 劲 为 真 ， 则 这 个 昔 洱 式 的 后 件 为 真 。 


例 1 候 定 草 涵 式 “ 符 今天 下 雪 ， 则 将 去 滑雪 ”和 人 它 的 前 件 “ 今 天 正在 下 雪 ” 都 为 真 。 


那么 ,根据 假 言 推理 ， 得 出 蕴 衫 式 的 后 忻 “ 将 去 滑雪 ”为 真 ， 国 
例 2 蕴涵 式 “ 若 4 被 3 整除 ， 则 nn* 被 9 整除 ” 鸭 真 。 所 以 若 n 被 3 整除， 则 根据 
假 言 推 理 得 出 n* 被 9 整除 。 国 | 
表 3-1 推理 规则 
推理 规则 重 言 式 名 称 
p plipyo) 附加 
pyy 和 
phig CpAgi—p 化 简 
pp 
pp {pi =(tpha) 合 取 
pin 
[pAtp—o)l—o 仆 悍 推理 
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( 继 ) 

推理 规则 重 言 式 名 称 

19 [ae A(tpra)]1p 取 拒 式 

po 

a 

0 [pohtgrri]rtp rr) 假 言 三 段 论 
we 

pa [(p¥Y aoa)A pl*u 析 取 三 好 论 


表 3-1 列 出 了 重复 的 推理 规则 。 在 第 1.2 节 的 练习 里 可 以 找到 对 这 些 推理 规则 的 验证 。 
这 里 是 使 用 这 些 推理 规则 的 一 些 例 子 。 
例 3 说 出 哪个 推理 规则 是 下 列 论证 的 基础 : “现在 气温 症 冰 点 以 下 。 因 此 ， 要 必 现 在 
气温 在 冰点 以 下 ， 要 人 么 现在 下 两 。 
解 ” 设 是 命题 “现在 气温 在 冰点 以 下 ”"， 而 9g 是 命题 “现在 正在 下 雨 "。 那 么 这 个 论 
证 形 如 
p 
pV 
这 是 梗 用 附加 规则 的 论证 。 邑 
例 4 说 出 哪个 推理 规则 是 下 列 论 证 的 基础 ;“ 现 在 气温 在 亲 点 以 下 并 且 现 在 下 雨 。 因 
此 ， 现 在 气温 在 六 点 以 下 。” 
解 ” 设 pp 是 命 甩 “现在 气温 在 亲 点 以 下 ”， 而 g 是 命题 “现在 正在 下 南 ”"。 这 个 论证 形 如 
Phe 
这 个 论证 使 用 北 简 规则 ， 加 
例 5 说 出 在 下 列 论 证 里 使 用 哪个 推理 规则 
若 今 天 下 雨 ， 则 我 们 今天 将 不 野餐 。 知 我 们 今天 不 野餐 ， 则 我 们 明天 将 野营 。 六 此 ， 知 


今天 下 雨 ， 则 我 们 明天 将 野餐 。 
解 设 户 是 命题 “今天 下 雨 "， 设 9 是 命题 “我 们 今天 将 不 野餐 ”， 而 设 r+ 是 命题 “我 


们 明天 将 野餐 ”。 则 这 个 论证 形 如 


pa 
qr 
5 
因此 ， 这 个 论证 十 很 言 三 段 论 。 国 
若 每 当 所 有 的 前 提 者 为 真 时 ， 结 论 也 为 真 ， 则 这 样 的 论证 称 为 有 获 的 。 所 以 ， 证明 从 前 
提 pl，p>，…，p, 合 平 逻辑 地 得 出 g， 就 等 于 证 明 冀 涵 式 
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CpiA pA hp) 9 

为 真 。 当 在 有 效 论 证 里 用 镜 的 所 有 命题 都 为 真 时 ， 就 得 出 正确 的 结论 。 不 过 ， 当 在 有 效 论 证 
里 几 到 一 个 或 多 个 假 命题 时 ， 该 论 让 可 能 得 出 不 正确 的 结论 。 例 如 ,，“ 铬 101 被 3 整除 ， 则 
101” 被 9 整除 。101 被 3 整除 。 所 以 ，101 被 9 整除 。” 是 一 个 基于 假 言 推 理 的 有 效 推 理 。 
不 过 ， 这 个 推理 的 结论 为 假 ， 因 为 9 不 能 整除 101 = 10201。 在 这 个 论证 里 使 用 了 假 命题 
“101 被 3 整除 ”， 这 就 意味 着 沪 论 证 的 结论 可 能 为 假 。 

当 存 在 许多 前 提 时 ， 鸭 了 迹 明 … 个 论证 是 有 效 的 ， 就 常常 需要 多 个 推理 规则 。 对 此 通过 
下 面 这 些 例 于 来 说 明 。 在 这 些 人 重子 中 一 步 一 步 地 显示 出 论证 的 步 虹 ， 明 确 地 叙述 出 每 步 的 理 
由 。 这 些 例 子 也 说 明 如 何 使 用 推理 规则 来 分 析 以 用 庄 言 表述 的 论证 。 


例 6 证 明 : 部 提 “ 今 天 下 午 汕 有 出 太阳 并 且 今 天 比 昨 天 冷 "，“ 只 有 今天 下 午 出 太阳 ， 
我 们 才 将 去 游泳 " ,“ 若 我 们 不 去 游泳 ， 则 我 们 将 乘 独 不 青 游 鉴 "， 以 及 “ 若 我 们 乘 独 木 舟 游 
览 ， 则 我 们 将 在 黄 异 时 回 家 ”， 导 致 结论 “我 们 将 在 黄昏 时 间 家 ”。 

解 ” 设 p 是 全 朋 “ 今 天 下 午 出 太阳 ，4 是 个 题 “今天 比 昨天 冷 "， > 是 命题 “我 们 将 去 
游泳 ”"，s 是 命 吴 “我 们 将 乘 独 木舟 游览 ”"， 而 1 是 命题 “我 们 将 在 黄 铬 时 回 家 "。 则 这 些 前 
提成 为 二 力 六 Dr 一 万, rr 一 to 结论 是 i 

如 下 构造 一 个 论证 来 证 明 这 些 前 提 得 出 需要 的 结论 。 


步 又 理由 

1. -phg 采 提 引入 

2 . -由 化 简 ， 用 步骤 1 

3，r 一 证 亲 提 引信 

4 .一 取 拒 式 ， 用 步骤 2 和 3 

se 耶 提 引信 

6. 8 假 言 推理 ， 上 用 步骤 4 和 5 

1, Si 前 提 引 入 

8. : 假 言 推理 ， 用 步骤 和 7 噶 


讽 7 证 明 : 前 担 “ 若 你 发 给 我 电子 邮 侍 消息 ， 则 我 将 完成 编写 程序 ",，“ 和 看 你 不 发 给 我 
电子 邮件 消息 ， 则 我 将 早早 地 去 睡觉 ”， 以 及 “和 看 我 早早 地 去 睡觉 ， 则 我 将 感 党 精力 充沛 地 
醒 来 "”， 导 致 结 论 “ 若 我 不 完成 编写 程序 ， 则 我 将 感觉 精力 充沛 地 能 来 。 

解 ” 设 p 是 命题 “你 发 给 我 电子 邮件 消息 ”，g 是 命题 “我 将 完成 编写 程序 ”"，r 是 命题 
“我 将 早早 地 去 睡觉 "， 而 :是 命题 “我 将 感觉 精力 充沛 地 醒 来 "。 则 这 些 朋 提 蚌 p 一 qg，-p 
7 ,rso 需要 的 线 论 十 79G 一 3。 

下 列 论 证 证 明 这 些 前 提 得 出 需要 的 结论 。 


步骤 理由 

l. po 前 提 引 入 

2. "T4711p 步骤 1 的 道理 命 匮 

3. br 前 提 引 .入 

4. 如 一 假 言 三 段 论 , 用 步骤 2 和 和 3 


ja 
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I, res 前 提 引 | 入 
6. "qs 言 三 段 论 ， 用 步骤 4 和 5 时 
3.1.3 课 误 


i 几 种 常见 的 永 误 者 来 源 于 不 正确 的 论证 。 这 些 课 误 看 上 去 像 是 推理 规则 ,但 是 它们 是 基 
”< 于 偶然 事件 而 不 是 重 言 式 。 在 这 里 讨论 这 些 译 误 ， 是 为 了 说 明 在 正确 与 不 正确 的 推理 之 
加 的 区 别 ， 

命题 [(p 一 yg) A gq]*p 不 是 重 言 式 ， 因为 当 为 假 而 g 为 真 时 ， 它 为 假 。 不 过 ， 存 在 
许多 把 它 当 作 重 言 式 的 不 正确 论证 。 这 种 类 型 的 不 正确 推理 称 为 肯定 结论 弃 误 。 

例 8 下 列 论证 是 省 有 效 ? 

车 你 做 本 书 的 每 一 道 练 习 ， 则 你 将 学 习 离 散 数 学 。 你 学 习 过 离散 数学 。 
因此 ， 你 做 过 标书 的 每 一 道 练习 。 

解 设 户 是 命题 “你 做 过 本 书 的 每 一 道 练习"。 设 g 是 命题 “你 学 习 过 离散 数学 *。 这 
个 论证 形 如 : 若 pg 并 且 g， 则 p。 这 是 使 用 肯定 结论 亡 误 的 不 正确 推理 的 例子 。 事 实 上 ， 
你 可 能 通过 其 他 某 种 方式 学 习 离 散 数 学 而 没有 做 本 书 的 每 一 道 练 习 。 (你 可 能 通过 阅读 、 听 
讲 认 、 做 本 书 的 一 些 但 不 是 全 部 练 汪 等 方式 来 学 习 离 散 数 学 。) 国 

例 9 设 户 是 命 朋 “nn 三 1(mod 3)", 设 g 是 命题 “nn’ 志 1(mod 3) 。 列 涵 式 p 一 og 为 
真 ， 它 是 “ 若 n 三 1{mod 3)， 则 #7? 三 1(mod 3)"。 大 4 为 真 ， 即 n 和 持 1tmod 3) 为 真 ， 则 是 否 
得 出 思 为 真 ， 即 nn 夺 1(mod 3)? 

解 ” 得 出 p 为 真 这 是 不 正确 的 ， 因 为 或 许 n 二 2(mod 3)。 若 得 出 记 为 真 的 不 正确 结论 ， 
则 这 是 肯定 结论 译 误 的 例子 。 图 

命题 [(p 一 g)A- 户 ] 一 -9 不 是 重 言 式 ， 因 为 当 户 为 假 而 y 为 真 时 ， 它 为 假 。 许 多 不 正 
确 的 论证 都 不 正确 地 把 它 当 作 了 推理 规则 。 这 种 类 型 的 不 正确 推理 称 为 否定 假设 语 误 。 

例 10 设 志和 aq 如 同 例 8 那样 。 若 冀 涵 式 pg 为 真 ， 并 且 = pp 为 真 ， 则 得 出 ~ 9 为 真 
这 是 否 正 确 ? 换 名 话说， 如 果 假 定 : 车 你 做 本 书 里 每 一 道 练习 ， 则 你 将 学 习 离 散 数学 ,那么 
假定 : 若 你 没有 做 过 本 书 里 每 一 道 练习 ， 则 你 没有 学 习 离 散 数 学 , 这 是 否 止 确 ? 

解 即使 你 没有 做 过 本 书 里 每 一 道 练习 ， 你 也 可 能 学 过 离散 数学 。 这 个 不 正确 的 论证 具 
有 形式 : pg 和 -hp 葡 涵 -上 g ， 这 是 否定 仍 设 订 误 的 例子 。 医 

例 i1 设 记 和 gg 如 同 例 9 那样 。 利 用 p 一 gq 为 真 的 事实 ， 假定 车 ~p 为 真 ， 则 -59 为 真 ， 
这 是 否 正 确 ? 换血 话说 ,利用 兽 涵 式 共 nn 三 1(mod 3) , 则 n* 二 1(mod 3) ,得 出 车 nx 关 1{mod 3) 
则 nn? 关 1(mod 3)， 这 是 否 正 确 ? 

解 ” 得 出 若 # 关 1(mod 3), 则 nx* 关 1(mod 3)， 这 是 不 正确 的 ， 因 为 当 有 三 2(mod 3) 时 ， 
n+: 尖 1(mod 3)。 这 个 不 正确 的 论证 是 否定 假设 废 误 的 为 一 个 例子 。 画 

许多 不 正确 的 论证 都 是 基于 一 种 被 称 为 回避 正题 的 订 误 。 当 证 明 中 的 一 步 或 多 步 是 基 子 
被 证 明 的 命题 为 真 时 ， 就 出 现 这 种 订 误 。 换 句 话 说 ， 当 用 命题 自身 或 与 其 等 价 的 命题 去 证 明 
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该 命题 时 就 产生 这 种 雇 误 。 上 所 以 这 种 密 误 也 称 为 循环 论证 。 
例 12 下 列 论证 是 否 正 确 ? 它 声称 证 明 : 每 当 n* 是 倘 数 时 ，n 就 是 偶数 。 


假定 n? 是 偶数 。 则 对 某 个 整数 来 说 有 nn* = 2k。 设 对 某 个 整数 /1 来 说 有 = 
27 。 这 样 就 证 明了 n 是 侦 数 。 
解 ” 这 个 论证 是 不 正确 的 。 证 明 里 出 现 命题 “ 设 对 某 个 整数 7 来 说 有 n=2!。” 没 有 给 
出 任何 论证 来 证 明 它 为 真 。 这 是 循环 论证 ， 因 为 这 个 命题 等 价 于 被 证 明 的 命题 ， 即 “aa 是 候 
数 ”"。 当 然 ， 这 个 结果 本 身 是 正确 的 ; 只 是 这 个 证 明 方 法 是 错误 的 。 国 


3.1.4 着 量词 命题 的 推理 规则 


已 经 讨论 了 命题 的 推理 规则 。 现 在 将 要 描述 包 合 量 词 的 命题 的 一 些 重要 的 推理 规则 。 在 
数学 论证 里 大 量 地 使 用 这 些 准 理 规则 ， 通 向 都 设 有 明确 地 指出 来 。 

全 称 量 词 消去 是 这 样 的 推理 规则 ， 用 它 从 前 提 YzPktz) 得 出 中 ec) 为 真 ， 其 中 ce 是 论 域 
里 的 具体 成 员 。 当 从 命题 “所 有 女人 都 聪明 ”得 出 “ 丽 阔 聪明 ” 时， 就 使 用 了 全 称 量词 杭 
去 ， 其 中 遇 训 是 论 域 所 有 雪人 中 的 一 员 。 

全 称 量 词 引入 是 这 样 的 推理 规则 ， 它 说 在 对 论 域 里 所 有 元 素 c 来 说 PIc) 都 为 真 的 前 提 下 ， 
YzP(z) 为 真 。 当 通过 从 论 域 里 拿 出 一 个 任意 元 素 c 并 证 明 P(c) 为 真 来 证 明 YzP(xz) 为 真 时 ， 
就 使 用 了 全 称 量词 引信。 所 选择 的 元 素 c 必须 是 论 域 里 一 个 任意 的 元 素 , 市 不 是 特定 的 元 率 。 
在 许多 数学 证 明 里 隐 舍 地 使 用 全 称 量词 引 人 ， 而 很 少 明确 地 指出 来 。 

存在 夏 词 消去 是 这 样 的 推理 规则 ， 它 允许 从 已 知 3rPixz) 为 雁 ， 得 出 在 论 域 里 本 在 一 个 
使 得 Ptc) 为 真 的 元 素 c。 在 这 里 不 能 选择 一 个 任意 值 的 <， 而 必须 是 使 得 Pte) 为 真 的 那个 
c。 通常 不 知道 c 是 什么 ， 仅 仅 知 道 它 存在 。 因 为 它 存在 ， 所 以 可 以 给 它 一 个 名 称 《c) 而 

奇 在 量词 引入 是 这 样 的 推理 规则 ,用 它 在 已 知 使 P(e) 为 真 的 一 个 具体 的 < 时， 得 出 
3xP(x) 为 真 。 妇 车 知道 论 域 黑 一个 使 Ptc) 为 真 的 元 素 c， 则 入 让 3zP(z) 为 真 。 

这 些 推理 规则 总结 在 表 3-2 里 。 

表 3-2 带 量词 的 命题 的 推理 规则 ，U 起 论 域 


推理 规则 关 称 
YrPixr) 
一 -一 一 一 一 全 称 基 闻 请 去 
让 着 ce 局 
P(x)。 对 性 意 十 
i 侍 称 感 亲 中 人 
~ Yr tir) 
ArP (Ur) = 
站 在 世 闻 消去 


.Ptc)y， 洒 菜 省 元 守 rc 万 U 


OO 一 EE 
EE CC EE 


Plc)， 对 菜 个 元 率 GE 也 0 
一 一 三 在 量词 3! 
ArP tc) 


在 下 一 个 例子 里 将 要 说 明 如 何 使 用 带 量 词 的 命 古 的 推理 规则 之 中 的 一 个 。 
例 13 证 明 前 担 “ 在 本 离散 数学 课堂 的 每 一 个 人 学 过 一 门 计算 机 课程 ”和 “ 玛 拉 是 本 
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课堂 的 学 生 ” 蕴 涵 结 论 “ 翅 拉 学 过 一 门 计算 机 谍 程 ”。 


解 ” 设 D(zr) 宕 示 “xz 在 本 离散 数学 课 息 "， 并 且 设 Ctzx) 表 示 “x 学 过 一 门 计算 机 碟 
程 ,。” 则 前 提 是 丰 (D(r) 一 tx) 和 DD( 玛 拉 )。 结论 是 C( 玛 拉 )， 

下 烈 步 骤 可 以 用 来 从 前 提 证 明 结论 。 

步 又 理由 

1, wt{D(irci= C(xr)) 前 提 引 .A 入 

2. DD( 玛 拉 ) 一 C( 玛 拉 ) 全 称 量词 消去 ， 用 步 嗓 1 

3. D( 玛 拉 ) 前 提 引 入 

4.C( 玛 拉 ) 假 言 推理 ， 用 步骤 2 和 3 盘 


注音 ”数学 论证 常常 包 仿 有 既 使 用 命题 推理 规则 又 使 用 豆 词 推理 规则 的 步 队 。 例 如 ， 
全 称 量词 消去 和 假 言 推理 就 常常 一 起 使 用 。 把 这 些 推理 规则 组 侣 起 来 时 ， 有 从 前 提 
(P(x 一 Q(zr)} 和 Pre) 就 证 明 周 论 办 (c) 为 真 ， 其 中 ec 是 论 域 的 成 员 ， 

注意 数学 里 许多 定理 说 : 对 一 个 具体 集合 【比如 整数 集 或 实数 集 ) 里 的 所 有 元 束 
来 说 成 立 一 个 性 岳 。 虽 然 这 些 定理 的 准确 陈述 需要 包 念 全称 台词 ， 介 是 数学 里 揭 标 
准 药 定 是 消 略 全 称 量词 。 例 如 ， 人 命题“ 若 整 数 站 被 3 整除 ， 则 六 被 9 整除 ”其 实 
意味 善 “ 对 所 有 整数 nn 来 说 ， 若 整数 上 被 3 整除 ， 则 nn“ 被 0 整除”。 同 理 ， 命题 
“车 工 >vw， 其 中 工 和 yy 都 是 正 实数 ， 则 x 半 y*” 其 实意 味 着 “对 所 有 正 实数 x 和 
yy 来 说 ， 若 >>y， 则 zx* 光 y"。 另 外 ， 当 证 明 这 种 类 型 前 定理 时 ， 带 沉 使 用 全 称 
量词 引入 规则 而 不 明确 地 指出 来 。 证 明 的 第 一 步 通 常 涉及 选择 论 域 里 的 一 个 一 般 元 
素 。 随 后 的 步骤 证 明 这 个 元 素 具有 所 考虑 的 性 质 。 全 称 量 词 引入 蕴涵 着 对 论 域 里 所 
有 元 素来 说 定理 都 成 立 。 


在 随后 的 讨论 里 将 遵 柱 通常 的 约定 而 不 明确 地 指出 使 用 了 全 称 量 词 和 全 称 量词 引 人 。 不 
过 ， 读 者 应 当 总 是 能 够 理解 何 时 隐 含 地 应 用 了 这 条 推理 元 则 。 


3.1.5 证 明定 理 的 方法 


在 第 1 章 各 第 2 章 里 证 明 过 风 个 定理 。 现 在 进一步 明确 一 下 构造 证 明 的 方法 。 将 要 描述 
如 何 证 明 不 同类 型 的 命题 。 

因为 许多 定理 都 是 草 涵 式 ， 所 以 证 明理 涵 式 的 技术 是 重要 的 。 回 忆 一 下 : pp 一 g 为 真 ， 
除非 请 为 真 并 有 旦 ge 为 假 。 注 意 当 证 明 命 古 p 一 9 时 ， 只 需要 证 明 : 若 记 为 真 则 为 真 ; 通常 
并 不 要 证 明 ov 为 真 。 下 面 的 讨论 将 给 出 最 常见 的 证 明理 涵 式 的 技术 。 

可 以 通过 证 明 : 车 p 为 真 则 g 也 必然 为 真 ， 来 证 明 草 洱 式 p 一 gqg。 这 样 就 证 明 p 为 真 而 
9 为 假 的 组 合 永远 不 会 出 现 。 这 种 证 明 称 为 直接 证 明 。 为 了 完成 这 样 的 证 明 ， 假 定 p 为 真 ， 
并 且 使 用 推理 规则 和 和 已 经 证 明 的 定理 ， 来 证 明 4 也 必然 为 真 。 


例 14 给 出 定理 “ 若 = 是 奇数 ， 则 n? 是 奇数 ”的 直接 证 明 。 


解 ”假定 这 个 草 涵 式 的 前 件 为 真 。 即 假定 nx 是 奇数 。 则 =28+1， 其 中 愉 是 整数 。 由 
此 得 出 mw? 二 {2 下 十 1 二 442 十 4 天 二 1 二 202&87+2k)+1。 因 此 ，n* 是 奇数 ( 它 是 一 个 整数 的 


两 们 再 加 1)。 | 
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因为 黎 涵 式 p 一 g 等 价 于 它 的 道 否 命题 9 一 - 轧 ， 所 以 可 以 通过 证 明 它 的 道 和 否 命 题 19 一 
-为 真 ， 来 证 明达 洱 式 pp 一 go。 通常 直接 地 证 明 这 个 相关 的 划 洱 式 ， 和 但 是 任何 证 明 技 术 都 
可 以 司 用 。 这 种 类 型 的 论证 称 为 间接 证 明 。 

例 15 给 出 定理 “ 若 3m+2 是 奇数 ， 则 = 是 奇数 ”的 间接 证 明 。 

解 ” 假 定 这 个 组 涵 式 的 后 忻 为 慷 ， 即 假定 n 是 伪 数 。 则 对 某 个 整数 这 来 说 有 = 2&。 
所 3n t+t2=3(2k)+2=6k+2=2{3& 二 1)， 所 以 3n +2 是 偶数 {因为 它 是 2 的 信和 数 )}。 岂 
为 对 这 个 理 普 式 后 件 的 否定 缆 洗 者 前 件 为 假 ， 所 以 电 来 的 瘟 调 趟 为 真 。 国 

仿 定 冀 洱 式 p 一 9 的 膨 件 pp 为 假 。 则 蕴涵 式 p 一 9g 为 真 ， 因 为 该 个 题 形 如 下 一 了 或 了 一 
F， 所 以 它 为 真 。 因 此 ， 车 可 以 证 明 p 为 假 ， 则 可 以 给 出 蕴涵 式 p 一 wg 的 证 明 ， 这 称 为 空 证 
明 。 常 常用 空 证 明 来 证 明 一 些 定理 的 特殊 和 情形， 这 些 定理 说 ; 对 所 有 下 整数 来 说 ， 一 :个 蕴涵 
式 为 真 [ 即 形 如 和 P(tn) 的 定理 ,其 中 Ptn) 是 命题 晃 数 ]。 这 种 定理 的 证 明 技 术 将 在 3.2 市 
计 论 。 

例 16 ”证明 命题 P(0) 为 真 ,其 中 Pin) 是 命题 旺 数 "车 n>1, 则 nn* 之 4”。 

解 ” 注 意 命题 P (0) 是 蕴涵 式 “ 若 0>1， 则 0 >0”。 因 为 前 提 0 将 为 假 ， 上 所 以 蕴涵 
式 PP (0) 自动 地 为 鼻 。 加 

注意 ” 获 活 式 的 后 件 人 0 为 概 这 个 事实 ,与 冀 涵 式 的 真 什 无关， 因为 前 件 为 假 的 

蕴涵 式 公 证 为 真 。 


假定 蕴 床 式 pg 一 g 的 后 件 g 为 真 。 则 p 一 9 为 下 ,因为 该 命 古 形 如 TT 或 FT， 而 它 
们 都 为 真 。 国 此 ， 若 可 以 证 明 e 为 真 ， 则 可 以 给 出 p 王 g 的 证 明 ， 这 称 为 平凡 证 明 。 当 让 有明 
定理 的 特殊 情形 ( 见 对 分 情形 证 明 的 讨论 ) 时 ,以 及 在 数学 归纳 法 〈 它 是 3.2 节 讨 论 的 一 种 
证 明 技 术 ) 中 ,平凡 证 明 常 常 是 重要 的 。 

例 17 设 P tn) 是 全 上 题 “" 阁 a 和 5 是 满足 a 宇 b 的 正 整 数 ， 则 a7 之 2r”。 证 明 疝 题 己 


(0) 为 真 。 
解 ” 命 题 P{0) 是 “ 若 4a 主 5, 则 a? 宇 589"。 因 为 f= 如 =1, 所 以 P(0) 的 后 件 为 真 。 因 此 ,了 (0) 
为 真 。 这 是 平 几 证 明 法 的 一 个 例子 。 注 意 在 这 个 证 明 里 不 需要 前 件 ， 它 尾 命 题 “a 守 ,。” 图 


假定 可 以 找到 了 矛盾 式 o 使 得 ~p 一 9 为 真 ， 即 "p>F 为 真 。 于 是 命题 ~p 必然 为 假 ， 所 以 
户 必 然 为 真 。 当 可 以 找到 耶 盾 式 ( 比 如 >Anmr) 司 得 有 可 能 证 明 关 涵 式 5p 一 {rr 太 -Jr) 为 真 
时 ， 就 可 以 使 用 这 种 技术 。 这 种 类 型 的 论证 称 为 归 刘 证 明 。 

例 18 通过 给 出 归 雇 证 明 来 证 明 ,2 是 无 理 数 .。 


解 设 p 是 命题 “2 是 无 理 数 ”。 很 定 Jp 为 真 。 则 v2 是 有 理 数 。 将 要 证 明 它 导致 邓 盾 。 
在 V2 是 有 理 数 的 假 届 下， 存在 整数 a 和 5 满足 y2 = a 坟 5， 基 中 a 和 和 5 没有 公 因 于 《所 以 分 数 
aw 是 既 约 的 )。 因 为 vy2 = adb， 所 以 当 这 个 等 式 的 两 端 都 平方 时 ， 斌 得 出 2= a /64*。 因 
此 ，24*:= a*。 这 意 上 昧 着 a 是 偶数， 它 香 泗 者 a 是 侍 数 。 另 外 ， 内 为 4 是 偶数 ， 折 以 对 某 
个 整数 :来 说 有 a =2c。 因 此 ,25 =4c*， 所 以 5b*=2c*。 这 意味 着 :是个 数 。 因 此 ,4 也 
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必然 是 偶数 .。 

已 经 证 明了 - 疡 草 调 着 v2 = a 5%， 其 中 % 和 5 没有 公 因 子 ， 以 及 2 整除 a 和 5。 这 是 蔬 征 
的 ， 因 为 已 经 证 明了 -~p 既 葡 润 x 又 蕴涵 -+， 其 中 + 是 命题 : a 和 5&4 是 没有 公 因 子 的 整数 。 
因此 ，-p 为 很 ， 所 以 p: “2 是 无 理 数 ” 为 真 。 是 

对 一 个 蔓 普 式 的 间接 证 明 可 以 改写 成 归 雇 证明。 在 间接 证 明 里 ， 通 过 用 直接 证 明 来 证 明 
-4 一 -六 为 真 ， 来 证 明 p 一 g 为 真 。 即 在 p 一 9g 的 间接 证 明 里 ,假定 -9 为 真 而 证 明 p 也 必 
然 为 真 。 为 了 把 pa 的 间接 证 明 疏 写成 归 刻 证明， 假定 p 和 -9 都 为 真 。 然 后 利用 -gp 
的 间接 证 明 的 步 允 ， 来 证 明 -Jp 也 必然 为 真 。 这 样 就 得 出 矛盾 式 p A -bp， 由 此 完成 归 启 证 
明 。 便 19 说 明 如 何 把 对 董 普 式 的 间接 证 明 改 写成 归 廖 证 明 。 

例 19 给 出 定理 “ 若 32 +2 是 奇数 ， 则 nn 是 奇数 ”的 归 评 证 明 。 

解 ”很 定 3a+2 是 奇数 而 ”不 是 奇数 ， 所 以 二 是 偶数 。 按 照 在 例 15 解答 里 的 同样 步 又 
(这 个 定理 的 间接 证 明 )， 可 以 证 明 若 n 是 偶数 则 3x +2 是 偶数 。 这 与 3n +2 是 奇数 的 假定 
政大 ， 证 毕 。 国 

为 了 证 明 形 如 

(pV pV Vb) oq 
的 蕴涵 式 ， 可 以 用 重 言 式 

pyV PavVeV praml (pa A (pa rah A(p, gq); 
米 作 为 推理 规则 。 这 个 推理 规则 说 明 ， 可 以 通过 对 i = 1，2，…，” 分 别 证 明 每 个 纺 涵 式 p， 
一 gq 来 证 明 由 命题 p，p;，…，p, 的 析 取 式 组 成 前 件 的 原来 的 药酒 式 。 这 种 论证 称 为 分 情 
形 证 明 。 有 时 为 了 证 明理 狂 式 如 一 g 为 真 ， 方便 的 做 法 是 用 析 取 式 pV pV …Y pa 民 痊 pp 
作为 组 涵 式 的 前 件 ， 其 中 与 pyY pz -…Y Pu 等 人 省。 考虑 下 而 的 例子 。 

例 20 证 明 草 洱 式 “和 藻 x 是 不 能 被 3 整除 的 整数 ， 则 nn? 尘 1] (mod 3)。 

解 ” 设 pp 是 命题 “nn 不 能 被 3 整除 "， 设 gq 是 命题 “nn* 寺 1 {mod 3)”。 则 p 等 价 于 包 ， 
¥Y py， 其 中 户 基 “nx 三 1 (mod 3)” 而 py 是 “nn 三 2 (mod 3)"。 因 此 ， 为 了 证 明 p 一 4g， 
可 以 证 明 pi™—* gq 和 pgo 容易 给 出 这 两 个 蕴涵 式 的 直接 证 明 ， 

首先 ， 假定 pj 为 真 。 则 nn 寺 1 {mod 3)， 所 以 对 某 个 整数 来 说 有 x = 3k+1。 因 此 ， 

n= dk*+6kR+1=3(3R*+2k)+1。 
由 此 得 出 n* 三 1 (mod 3)。 因 此 ， 草 涵 式 p, 环 gq 为 真 。 其 次 ， 假定 #2 为 真 。 则 nn 圭 2 (mod 
3)， 所 以 对 某 个 整数 记 来 说 有 n= 3&+2。 因 此 ， 

n= 9k*+12k+4=3(3k* +dE+1)+1, 
因此 ，#n* 三 1 (mod 3)， 所 以 昔 镍 式 p, 一 gq 为 真 。 

因为 已 经 证 明了 py 一 9 和 pp 一 9 都 为 真 ， 所 以 可 以 得 出 1bVY py) 一 qo 为 真 。 另 外 ， 因 
为 记 等 价 于 户 ; V 声 ，， 所 以 p 一 g 为 真 。 | 


为 了 证 明 其 本 身 是 一 个 等 价 式 的 定理 ， 即 形 如 p+*g 的 命题 ， 其 中 p 和 g 都 是 命题 ， 可 


一 一 
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以 使 用 重 言 式 
(peol(pra) A(yrp)) 
即 如 果 证 明了 昔 洱 式 “ 若 产 则 ge” 和 “ 若 e 则 关 ， 那么 就 可 以 证 明 命 是 “pp 当 且 仅 当 g”。 
例 21 证 明定 理 “ 整 数 n 是 奇数 当 且 仅 当 n* 是 奇数 ”。 


解 ” 这 个 定理 是 形 如 “pp 当 且 仪 当 g", 其 中 户 是 “wn 是 奇数 ”而 9 是 “n? 是 奇数 。 
为 了 证 明 这 个 定理 ， 需 要 证 明 p 一 9 和 4 一 户 都 为 真 。 

己 经 证 明了 《在 例 14 里 ) p 一 9g 为 真 。 将 用 间接 证 明 来 证 明 gq 一 p。 假 定 它 的 后 件 为 
假 ， 即 ” 是 偶数 。 则 对 某 个 整数 来 说 有 n=2k。 于 是 n*=448:=2 (2&?)， 所 以 n? 是 偶数 
(因为 它 是 2 的 倍数 )。 这 样 就 完成 了 gp 的 间接 证 明 。 

因为 已 经 证 明了 pq 和 9 一 户 都 为 真 ， 所 以 就 已 经 证 明了 这 个 定理 为 真 。 医 


有 有 时候 定 理 说 几 个 命题 都 是 等 价 的 。 这 样 的 定理 说 命题 p/ ，p;，p;，…，p, 都 是 等 价 
的 。 这 个 定理 可 以 写成 


PT P22 p, 


它 说 所 有 的 x 个 命题 都 具有 相同 的 真 值 。 证明 这 些 命题 互相 等 价 的 一 种 方式 是 使 用 重 言 式 
[pmpaoreoeps]  [ (prp) A (porp3) A (pp1)] 


这 个 重 言 式 说 明 ， 震 可 以 证 明理 狂 式 pi 一 p2，p2 一 记 ，…，pn 陪 pi 都 为 真 ， 则 命题 pi， 
py，p3，"“， 思 ; 都 是 等 价 的 。 


和 例 入 证 明 当 ww 是 整数 时 ， 下 列 三 个 命 三 等 价 ; 


pi: 4imod3=1I 和 或 站 mod3=2 
P22: 天 不 能 被 3 整 队 
ps3; Pa] (mod 3) 
解 ” 为 了 证 明 这 些 命 题 等 价 . 证 明 冀 涵 式 p. 一 志 ，po 王 pb;3 和 ps 一 pi 都 为 真 。 
将 用 直接 证 明 来 证 明 p: 一 p; 为 真 。 假 定 nx mod 3=1 或 2。 根据 整除 算法 用 二 39 十 广 ， 
其 中 0 等 r 之 3。 根 据 mod 的 定义 ， 我们 有 + 寺 n (mod 3)。 因 为 n 被 3 整除 当 且 仅 当 =0， 
所 以 假定 x mod 3=1 或 2， 就 蕴 泣 着 n 不 能 被 3 整除。 这样 就 完成 也 ,= ps 的 证 明 ， 
在 例 20 里 已 经 证 明了 py~* ps 为 其 。 
将 用 间接 征明 来 证 明 bp 一 pb 六 真 。 假 定 这 个 蕴涵 式 的 后 件 闵 假 ， 即 nx mod 3 婚 不 是 1 
也 不 是 2。 因 为 n mod 3 等 于 0, 1 或 2， 所 以 看 出 nx mod 3 =0。 这 意味 着 3|n， 所 以 对 革 个 
整数 训 来 说 有 nn 二 3&。 这 蕴涵 着 n =9& 3 (3 )， 这 说 明王 二 0 (mod 3),， 所 以 pi 为 
假 。 这 样 就 完成 也: 一 p 的 间接 证 明 ， 因 而 也 完成 了 定理 的 证 明 加 


3.1.6 定理 与 量词 


许多 定理 都 叙述 成 带 量词 的 命题 。 可 以 使 用 各 种 方法 来 证 明 作 为 量词 式 的 定理 。 这 里 将 
要 描述 一 些 最 常见 的 这 类 方法 。 
许多 定理 都 断言 存在 特定 类 型 的 对 象 。 这 种 类 型 的 定理 是 形 如 jj xP (x) 的 命题 ， 其 
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中 三 是 谓 记 。 对 形 如 3xP{z} 的 命题 的 证 明 称 汐 奉 人 在 性 证 明 。 有 和 包 种 方式 来 证 明 这 种 类 型 的 
定理 。 有 时 通过 找 出 一 个 使 得 Pta) 为 真 的 元 紊 a 来 给 出 3xP(x) 的 存在 性 证 明 。 这 样 的 存 
在 性 证 明 称 为 构造 性 的 。 给 出 非 构 造 性 的 证 明 也 是 可 能 的 ; 即 不 是 找 出 使 Pta}) 为 真 的 元 素 
a ， 而 是 以 某 种 其 他 方式 来 证 明 3xP(xw) 为 真 。 给 出 韭 构造 性 证 明 的 一 种 普通 方法 是 使 用 归 
阔 证 明 ， 证 明 该 存在 量词 式 的 否定 式 蕴 洒 着 闻 古 。 下 列 例子 说 明 构 造 性 的 存在 性 证 明 的 概 
se 

例 23 构造 性 的 存在 性 证 明 证 明 对 每 个 正 整 数 ”来 说 都 疗 在 个 连续 的 正 合 数 。 注 
意 这 要 求证 明 量 词 式 : 

va az (对 i 二 1，,，2，,，… ,nn 来 说 有 z+i 是 合 数 )。 


解 ” 设 
ER 
考虑 整数 
1 2 


注意 对 72=1，2，,，…，n 来 说 ，i+1 整除 z+i=(a+l)il 十 (i+1)。 轩 此, 已 经 给 出 六 
个 连续 的 正 合 数 。 注 意 在 这 个 解 管 里 ,已 经 产生 出 使 得 对 i=1，2,，…，n 来 说 z++ i 是 合 
数 的 数 x+。 因 此 ， 这 是 构造 性 的 存在 性 证 明 的 例子 。 嘟 

注意 例 23 中 的 证 绷 可 以 在 二 项 腾 数学 家 欧 几 里 德 的 著作 中 找到 ,。 下面 给 出 非 档 

诺 性 证 明 的 一 个 例 村 。 

例 24 非 板 造 性 的 站 在 性 证 明 证 明 对 每 个 正 整 除 nx 来 说 都 存在 比 岂 大 的 素数 。 这 个 
癌 题 要 求证 明 一 个 存在 量词 式 ， 即 3xQ(x)， 其 中 Q(z) 是 命题 “x 是 素数 并 且 z 比 n 大 ”， 
论 域 是 正 整 数 集 合 。 

解 ” 设 nn 是 正 整数 。 为 了 证 明 存 在 比 nn 大 的 素数 ， 考 虚 整 数 xn 1+ 1。 因 为 每 个 整数 都 
有 素 因 子 ， 所 以 至 少 存 在 一 个 整除 xn!1+1 的 索 数 。 {一 种 可 能 性 是 nw!1+1 已 经 是 素数 了 。) 
注意 当 nn1+1 除 以 一 个 小 于 或 等 于 5 的 整数 时 ， 余 数 等 于 1。 因 此 ， 这 个 整数 的 任何 素 因 
子 都 必然 比 呈 大 。 这 样 就 证 明了 缮 果 。 这 个 论证 是 非 构造 性 的 存在 性 证 隐 ， 因 为 设 有 给 出 
比 革 大 的 素数 。 它 公公 证 明了 必然 存在 这 样 一 个 塞 数 。 顶 

假定 形 如 YYxP(x) 的 一 个 命题 为 候 ， 如 何 证 明 它 ”回忆 一 下 ,命题 -YrP(x) 与 3r“P 
(xz) 是 等 价 的 。 这 就 意 昧 着 ,车 找 出 一 个 使 得 P(a) 为 假 的 元 京 a， 册 证 明了 jz 已 (zz) 为 真 ， 
而 它 意 味 着 YzPtz) 为 假 。 一 个 使 得 Pa) 为 报 的 元 素 a 称 为 反例。 注意 为 了 证 明和 YrxP(x) 为 
假 ， 仅 仅 需 要 找到 一 个 反馈 。 

例 25 证 明 渐 言 “ 所 有 素数 都 是 奇数 ”为 假 。 

解 ” 命 题 “所 有 素数 都 是 奇数 ”是 全 称 量词 式 ， 即 

YrOtr) 


其 中 〇 {xz) 是 命题 “x 是 奇数 ”， 论 域 是 素数 和 集合。 注意 + =2 是 一 个 反例 ， 因 为 2 是 一 个 偶 
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素数 。 因 此 ， 谷 题 “ 所 有 素数 都 是 奇数 ”为 假 。 器 


一 种 常见 的 错误 是 假定 一 个 或 多 个 特例 就 证 明了 命题 为 真 。 无 论 存在 多 少 个 使 得 P(x) 
为 真 的 特例 ， 全 称 量词 式 YzP(z) 仍 然 可 能 为 假 。 考 意 下 面 的 例子 。 


例 26 是 否 对 所 有 非 负 整数 xn 来 说 x* -n+41 都 是 素数 ? 即 命题 YnP(n) 是 不 是 定理 ， 
其 中 PP(n) 是 命题 “nn* 一 n +41 是 素数 ”而 论 域 是 非 负 整数 集合 ? 


解 ” 罗 确 定 是 否 对 所 有 非 任 整数 n 来 说 n 一 n+41 都 是 素数 ， 可 以 首先 检查 是 否 对 最 
小 的 几 个 非 负 整数 来 说 它 都 是 素数 。 检 查 发 现 对 不 超过 40 的 所 有 非 负 整数 来 说 n* 一 n+ 41 
都 是 素数 【读者 可 以 验证 )。 丰 过， 假如 因此 断定 这 是 足够 的 验证 ， 那 么 就 得 出 了 错误 的 结 
论 。 对 所 有 非 负 整 数 来 说 n* 一 n+41 都 是 素数 ， 这 不 是 真 的 。 当 n=4] 时 ， 它 是 合 数 〈 读 


者 应 当 验 证 它 )。 拓 
例 26 有 助 于 说 明 这 样 一 个 要 点 : 即使 存在 许 包 使 命题 为 买 的 特例 ， 命 题 也 可 能 不 为 真 。 
3.1.7 人 昼 机 问题 


现在 将 要 描述 计算 机 科学 里 最 著名 的 定理 之 一 的 证 明 。 将 要 证 明 : 存在 一 个 不 能 用 任 
2 柯 过 程 来 解决 的 问题 。 即 像 在 2.2 节 指 出 过 的 那样 ， 将 要 证 明 存 在 一 个 不 可 解 的 问 
题 。 将 要 研究 的 这 个 问题 是 停机 问题 。 这 个 问题 问 ， 是 否 存在 做 下 述 工作 的 过 程 ， 这 个 过 程 
的 输入 是 一 个 计算 机 程序 和 这 个 程序 的 一 个 输入 ， 这 个 过 程 判 定 当 该 程序 用 该 输 人 运行 时 ， 
程序 是 否 最 终 停 止 。 假 如 存在 这 样 的 过 程 ， 那 么 拥有 它 就 有 好 处 。 当 编写 和 调试 程序 时 ， 假 
如 能 够 测试 程序 是 理 进 人 死 循 环 ， 这 肯定 是 有 帮助 的 。 不 过 ， 图 灵 (Alan Turing) 在 1936 
年 就 证 明了 不 存在 任何 这 样 的 过 程 ( 见 10.4 节 他 的 生平 )。 

在 给 出 停机 问题 是 不 可 解 的 证 明之 前 ， 首 先 注意 ， 不 能 通过 简单 地 运行 一 个 程序 并 观察 
它 做 什么 ， 来 确定 当 在 纵 定 的 输入 上 运行 时 它 是 否 停 机 .车 这 个 程序 停止 了 ， 则 得 出 了 管 
案 ， 但 是 若 在 经 过 了 和 任何 固定 的 时 间 之 后 它 仍然 在 运行 ， 则 不 知道 它 究竟 是 永 不 停机 ， 还 是 
等 待 的 时 间 还 没有 达到 它 停机 的 时 间 。 无 论 如 和 何 ， 设 计 出 一 个 只 有 在 经 过 10 亿 年 之 后 才 停 
止 的 程序 并 不 难 。 

将 要 描述 图 灵 对 停机 问题 是 不 可 解 的 证 明 ; 它 是 归 谍 证 明 。( 读 者 应 当 注 意 ， 证 明 不 是 
十 分 严格 的 ， 闪 为 没有 明确 地 定义 什么 是 过 程 。 要 弥补 这 个 不 足 ， 就 需要 图 灵机 的 概念 。 这 
个 概念 在 10.5 节 介 绍 。) 


证 ” 想 定 停机 问题 有 和 解 ， 而 且 它 是 称 为 H(P,1) 的 过 程 。 过程 互 ( 卫 , 门 有 两 个 输入， 一 
个 输入 是 程序 P， 另 一 个 输 信 是 1，I 是 程序 了 的 输入 。 若 日 判定 当 给 定 了 作为 输入 时 也 停 
止 ， 则 互 ( 己 ,站 产生 字符 串 “ 停 机 ”来 作为 输出 。 否 则 ， 互 (CP ,请 产生 字符 串 “ 死 循环 ”来 
作为 输出 。 现 在 将 要 导出 矛盾 。 

当 把 过 程 编码 时 ， 就 把 过 程 表示 成 字符 串 ; 可 以 把 这 个 字符 串 解释 成 比特 序列 。 这 意味 
着 可 以 用 程序 自身 来 作为 数据 。 因 此 可 以 把 一 个 程序 当 作 另外 一 个 程序 的 输 人 ， 甚 鞋 当 作 它 
自身 的 输入 。 因 此 ， 昌 可 以 用 同一 个 程序 P 来 作为 它 的 两 个 输入 ， 其 中 一 个 是 程序 而 另外 
一 个 是 程序 的 输入 。 瑟 应 当 能 够 判定 当 把 PP 自身 的 复制 品 作为 P 的 输入 时 ，P 是否 将 停机 。 

为 了 证 明 不 存在 任何 解决 停机 问题 的 这 程 互 ， 构 造 一 个 简单 的 过 程 玉 (P)， 它 利用 
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理 (P, 呈 ) 的 输出 来 如 下 的 工作 。 知 五 (PP 已) 的 输出 是 “ 死 御 环 ” ， 这 意味 着 当 把 王 目 身 的 复 
制品 作为 P 的 输入 时 PP 死 循 环 ， 则 {也 ) 人 停机。 车 日 (P,P) 的 输出 是 “停机 ”， 这 意味 着 当 
把 忆 自 身 的 复制 品 作 为 P 的 输入 时 P 忆 停机 ， 则 K{P) 死 循环 。 即 KK(P) 与 有 H(P, 了 了) 的 输出 
是 相反 的 ( 见 图 3-1)。 


若 F(P. 丫 =* 停 机 ， 
2 为 程序 则 死 循环 


为 输入 石 下 (有 站 一 死 短 环 
则 停机 


图 3-1 


现在 假定 把 天 作为 给 K 的 输入 。 注 意 ， 若 及 {K , 开 ) 的 输出 是 “ 死 循环 "”， 则 和 根据 民 的 
定义 ， 可 以 看 出 兵 ( 玫 ) 停 机 。 否 则 , 苦 互 (基于 ?的 输出 是 “停机 ”， 则 报 据 其 的 定 交 ,可 以 
看 出 K(K ) 死 循环 ， 这 违背 吾 所 说 出 的 鱼 果 。 竹 两 种 情形 里 都 有 矛盾。 

因此 ， 五 不 能 总 是 给 出 正确 的 答案 。 所 以 不 存在 解 央 停机 问题 的 过 程 。 口 


3.1.8 关于 证 明 的 一 些 评注 


已 经 描述 了 证 明定 理 的 各 种 方法 。 注 意 ， 在 这 里 没有 给 出 证 明定 理 的 算法 。 不 存在 这 样 
的 过 程 。 

存在 着 许多 定理 ， 通 过 直接 利用 前 所 和 定理 里 的 和 名词 的 定义 ， 就 容易 找 出 其 证 明 。 不 
过 ， 通 常 要 是 不 借助 于 灵活 地 利用 间接 证 明 〈 比 如 归 廖 证明》 或 一 些 其 他 的 证 明 技 术 ， 就 难 
以 证 明 一 个 定理 。 构 造 证 明 是 一 种 艺术 ， 只 有 通过 尝试 各 种 使 用 途径 才能 学 会 它 。 
“a 另外 ， 许 多 似乎 是 定理 的 命题 已 经 抗拒 了 数学 家 几 百 年 的 顽强 努力 。 例 如 ， 像 “每 个 
sw 大 于 4 的 正 偶数 都 是 两 个 素数 之 和 ”这 个 命题 ， 就 还 没有 被 证 明 为 真 ， 而 且 也 没有 找 
出 任何 反例 ， 尽 管 对 直到 1024 的 所 有 正 偶数 都 已 经 验证 过 了 。 这 个 命题 以 哥 德 巴 赫 扎 猜想 而 
闻名 ， 它 是 在 数学 里 许多 真 值 未 知 的 断言 之 一 。 


练习 


1. 在 下 列 每 个 论证 里 使 用 了 什么 推理 规则 ? 
a) 爱丽 丝 主 修 数学 。 因 此 ， 爱 丽 丝 主 收 数学 或 计算 机 科学 。 
b) 杰 瑞 主 修 数学 和 计算 机 科学 。 因 此 ， 杰 琐 主 收 数 学 。 
c) 若 天 气 下 雨 ， 则 游泳 地 将 关闭 。 天 气 下 雨 。 因 此 ， 闹 泳池 关闭 。 
d) 车 今天 下 雪 ， 则 大 学 将 关闭 。 今 天 大 学 没有 关闭 。 因 因此， 今天 设 有 下 雪 。 


"i 和 哥 德 巴赫 《Christian Goldbach，1690 一 1764) ” 哥 德 巴 再 瑟 生 在 普鲁士 的 可 尼斯 堡 ， 这 个 城市 以 着 名 的 浅 
5” 烽 同 题 而 闻名 于 世 (在 7.5 节 和 将 研究 这 个 问题 )。 他 在 1725 年 成 为 在 圣 鼻 得 您 的 科学 院 的 教学 教授 、 斌 初 巴 
圭 在 1728 年 来 到 莫斯科 当 沙 皇 儿 子 的 家 庭 教师 。 当 他 在 1741 年 成 为 僵 国 外 亦 部 的 职 黄 时， 他 进 人 了 政界 。 机 德 巴 替 最 
出 各 的 事情 是 他 与 包括 欧 拉 和 折 妈 利 在 内 的 杰出 数学 家 们 的 和 通信， 他 在 数论 里 的 著名 猜想 ， 以 及 对 数学 分 析 的 许 膏 页 


内 。 
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e) 若 我 去 游 坊 ， 则 我 将 在 太阳 下 停留 过 入 。 车 我 在 太阳 下 停留 过 久 ， 则 我 将 有 上 晒 斑 。 因 
此 ， 震 我 去 话 访 ， 则 我 将 有 了 间 斑 。 
2. 在 下 列 每 个 论证 里 使 用 了 什么 推理 规则 ? 
a) 和 袋鼠 生活 在 总 大利 亚 并 且 是 有 和 袋 动 物 。 因 此 ， 袋 展 是 有 袋 动物 。 
b) 今天 气温 高 于 100 度 或 污染 是 有 害 的 。 今天 户外 气温 低 于 100 度 : 因此 , 污染 是 有 害 


的 。 

c) 琳 达 是 优秀 的 游泳 者 。 者 朵 达 是 优秀 的 游泳 者 ， 则 她 可 以 当 救 生 员 。 因 此 ， 琳 达 可 以 
当 救 生 员 。 

d) 今年 夏天 忠 蒂 夫 将 在 计算 机 会 司 工作 。 因 此 ， 今 年 夏天 虫 带 夫 将 在 计算 机 会 可 工作 或 
者 在 海滩 闲 竹 。 


。) 若 我 整 夜 地 做 这 个 家 庭 作 业 ， 则 我 可 以 解答 所 有 的 习题 。 厂 我 解 营 所 有 的 习题 ， 则 我 
”将 理解 这 些 材料 。 因 此 ， 着 我 整 夜 地 做 这 个 家 庭 作 业 ， 则 我 将 理解 这 些 材 料 。 

3, 使 用 推理 规则 构造 一 个 论证 来 证 明 前 担 “ 兰 迪 努 力 地 工作 "”,“ 若 兰 迪 努 力 地 工作 ， 则 他 
是 一 个 笔 孩 子 ”， 和 “ 若 兰 迪 是 一 个 特 孩 子 ， 则 他 将 得 不 到 这 个 工作 ”和 蓝 宁 着 统 论 “ 兰 迪 
将 得 不 到 这 个 工作 ”。 

, 使 用 推理 规则 榴 造 一 个 论证 来 证 明 前 担 “ 和 若 天 气 不 下 雨 或 天 气 不 起 笋 ， 则 航行 比赛 将 举 
行 而 且 救 生 表 演 将 进行 *",“ 若 航行 比赛 举行 ， 则 将 颁发 奖品 ”， 而 “没有 颁发 奖品 ” 剖 润 
着 结论 “天 气 下 雨 ”。 

. 在 下 面 的 著名 论证 里 使 用 了 什么 推理 规则 ? “所 有 的 人 都 是 要 死 的 。 苏 格拉 底 是 人 人。 因 
此 ， 苏 格拉 底 是 要 死 的 ”。 

. 在 下 面 的 论证 里 使 用 了 舍 么 推理 规则 ?“ 没 有 人 是 岛屿 。 坚 险 顿 是 岛屿 。 因 此 ， 坚 险 顿 不 
是 人 。 

. 对 下 列 的 每 组 前 担 ， 可 以 得 出 什么 样 的 相关 结论 或 一 组 结论 ?” 解释 从 前 提 获 得 每 个 结论 
所 使 用 的 推理 规 由 。 

a)“ 若 我 在 某 一 天 休息 ， 则 那天 下 雨 或 下 雪 ”。“ 我 在 周二 休息 或 在 周 四 休 轧 ”"。“ 周 二 出 
太阳 ”。“ 周 四 未 下 雪 。” 

b)“ 若 我 吃 了 羔 的 食物 ， 则 我 做 奇怪 的 梦 "。“ 才 当 我 睡 商 时 有 需 声 ， 则 我 做 奇怪 的 梦 ”。 
“我 没有 做 奇怪 的 梦 。” 

c)“ 我 聪明 或 幸运 ”。“ 我 不 幸运 "。" 戎 我 率 运 ， 则 我 将 毫 得 抽奖 。" 

4)“ 每 个 主 修 计 算 机 科学 的 人 人 都 有 个 人 电脑 ”"。“ 拉 和 尔 夫 没 有 个 人 电脑 "。“ 安 妮 有 个 人 人 电 
脑 。" 

e)“ 对 公司 有 利 的 就 对 美国 有 利 ”。“ 对 美国 有 利 的 就 对 你 有 利 ”"。“ 对 公司 有 利 的 就 是 你 
购买 许多 东西 。” 

1) “所 有 的 帆 齿 类 动物 都 哨 它 们 的 食物 。” “老鼠 是 呆 齿 类 动物 ”。“ 野 侈 不 哺 它 们 的 食 
物 ”。“ 迪 晤 不 是 吵 齿 类 动物 ”。 

. 对 下 列 的 每 给 前 担 ， 可 以 得 出 什么 样 的 相关 结 沦 或 一 组 结论 ? 解释 从 前 提 获 得 每 个 结论 
所 使 用 的 推理 规则 。 
ay“ 若 我 打 曲 李 球 ， 则 我 第 二 天 感到 酸痛 "。“ 知 我 感到 酸痛 ， 则 我 用 水 疗 。“ 我 斌 有 用 

水 疗 ”。 
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b)“ 车 我 工作 ， 则 天 气 晴 或 半 晴 ”"。 “我 上 局 一 工作 或 上 周 五 工作 "。“ 周 二 天 气 不 上 晴 "。 
“ 周 王 天 气 不 是 半 晴 。” 
c)“ 所 有 的 昆虫 都 有 六 条 月 ".“ 晴 晓 是 昆虫 ”。 “师妹 不 是 六 条 腿 ”-.“ 师 蛛 吃 晴 晃 ”。 
d) “每 个 学 生 都 有 因特网 账号 "-“ 荷 马 没 有 因特网 账号 ".。“ 马 奇 有 因特网 账号 ”。 
e)“ 所 有 对 健康 有 益 的 食物 都 不 好 吃 ?。“ 豆 腐 对 健康 有 益 ".。“ 你 只 隆 好 吃 的 东西 "。“ 你 
不 吃 豆 遍 "。 “汉堡 包 对 健康 无 益 ”。 
人 “我 在 做 梦 或 在 幻觉 中 "。“ 我 不 在 做 梦 ”。“ 若 我 在 幻觉 中 ， 则 我 看 见 大 象 在 路 上 跑 ”。 
9. 对 下 列 每 个 论证 ， 解 释 对 每 个 步骤 使 用 了 哪 条 推理 规则 。 
a)“ 本 班 学 生 道 格 知 道 如 何 用 JAVA 写 程 序 。 知 道 如 何 用 JAVA 写 程序 的 每 个 人 都 可 以 
得 到 高 薪 的 工作 。 因 此 ， 本 班 的 某 个 人 可 以 得 到 高 薪 的 工作 。 
b) “本 班 的 某 个 人 喜欢 观察 航 旬 。 每 个 喜欢 观察 租 鱼 的 人 都 关心 海洋 污染 。 因 此 ， 本 班 
里 有 某 个 人 关心 海洋 污染 。" 
c)“ 本 班 的 93 个 学 生 每 人 拥有 一 台 个 人 电脑 。 拥 有 个 大 电脑 的 每 个 人 都 能 使 用 字 处 理 
软件 。 因 此 ， 本 班 学 生活 克 能 使 用 字 处 理 软件 。 
dd “新 泽 西 的 每 个 人 都 生活 在 距离 海洋 50 英里 之 内 。 新 泽 西 的 某 个 人 从 来 没有 见 过 海 
洋 。 因 此 ， 生 活 在 距 高 海洋 50 英里 之 内 的 某 个 人 从 来 没有 见 过 海洋 。” 
10. 对 下 列 每 个 论证 ,解释 对 每 个 步骤 使 用 了 哪 条 推理 规则 。 
a) “本 班 学 生 琳 达 拥 有 红色 摇 莹 汽车 。 拥 有 红色 押 攻 汽 车 的 每 个 人 都 至 少 领 到 一 张 超 速 
罚单 。 左 此 ， 本 班 的 某 个 人 领 到 一 张 超速 罚单 。 
b)“ 五 位 室友 中 的 每 一 位 一 一 梅 丽 未 、 阿 昔 、 拉 尔 夫 、 维 妮 薄 、 和 基 绍 恩 -一 一 都 学 习 了 
离散 数学 课程 。 每 个 学 习 了 离散 数学 课程 的 学 生 都 可 以 学 习 算 法 课程 。 因 此 ， 所 有 
的 五 位 室友 明年 都 可 以 学 习 算 法 课程 。 
cj) “ 塞 曙 斯 (John sayjes) 制作 的 所 有 电影 都 好 看 。 塞 雷 斯 制作 过 关于 煤矿 工人 的 电影 。 
因此 ， 存 在 好 看 的 关于 煤矿 工人 的 电影 。” 
d) “本 班 有 人 到 过 法 国 。 到 过 法 国 的 每 个 人 都 访问 过 卢 浮 宫 。 因 此 ， 本 班 有 人 访问 过 户 
浮 官 。 
11. 判定 下 列 每 个 论证 是 否 有 效 。 若 论证 是 正确 的 ， 则 使 用 了 什么 推理 规则 ? 着 它 不 正确 ， 
朵 发 生 了 什么 还 误 ? 
ay 车 xn 是 实数 使 得 z>1,， 则 好 >1。 假 定妆 关 1。 于 是 关 关 1。 
by 若 数 lom3 不 是 两 个 整数 的 商 ， 则 它 是 无 理 数 。 因 此 ， 因 为 log:3 不 能 号 成 se 的 形 
式 ， 其 中 a 和 4 是 整数 ， 所 以 它 是 无 理 数 。 
c) 车 nn 是 使 n 交 3 的 实数 ， 则 好 >9。 恨 定 n“ 夺 9。 于 是 n 志 3。 
d) 一 个 正 整 数 是 完全 平方 数 或 者 它 有 侦 数 个 正 整 数 因子 。 假 定 x 是 有 桨 数 个 正 整 数 因 
子 的 正 整数 。 于 是 n 是 完全 平方 数 。 
e) 若是 使 n>2 的 实数 ， 则 rn?>4。 假 定 n 志 2。 于 是 n“ 所 4。 
12. 下 列 论 证 是 对 定理 “车 n? 不 能 被 3 整除 ， 则 rr 不 能 被 3 整除 ”的 不 正确 的 证 明 。 它 不 
正确 的 原因 是 使 用 了 循环 论证 。 在 推理 中 何 处 犯 了 错误 ? 
若 n? 不 能 被 3 整除， 则 对 某 个 整数 上 来 说 n? 不 等 于 3k&。 所 以 ， 对 某 个 整数 : 米 襄 
nn 不 等 于 37。 固 此， 如 不 能 被 3 整除。 
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13. 证 最 合 题 P0) ,其 中 Pin) 是 命 古 “着 nn 蚌 个 大 于 1 的 正 整数 ， 则 nn: > mn"。 你 使 用 什么 
类 型 的 证 明 ? 

14. 广 明 他 是 PP(1) ,其 中 P(n}) 是 命题 “ 若 nn 是 个 正 整 数 ， 则 nn*> x”"。 你 使 用 什么 类 型 的 证 
明 ? 

15. 设 Ptn) 是 命题 “大 a 和 5 是 正 实数 , 则 (a + Bb)" 守 a*+ 2"”。 证 明 P(1}Y 为 真 。 你 使 用 什么 
类 型 的 证 明 ”? 

16. 证 明 : 偶数 的 平方 是 侦 数 ,使 用 
a) 真 接 证 明 。 
b) 间接 证 虹 。 
cj 归 北 证 明 。 

17. 证 明 ; 大 ”是 整数 而 且 #*+5 是 霖 数 ， 则 ” 是 偶数 ， 使 用 
a) 间接 证 明 。 
b}) 归 修 证 明 。 

18. 证 明 : 奇 # 是 整数 而 且 3n +2 是 偶数 ， 则 ”是 偶数 ， 使 用 
a) 间接 证 明 。 
b) 归 座 证 明 。 

19. 证 明 : 两 个 奇数 之 和 是 偶数 。 

20. 证 明 : 两 个 有 理 数 之 和 是 有 理 数 。 

21. 证 明 : 一 个 无 理 数 与 一 个 有 理 数 之 和 是 无 理 数 ， 使 用 归 谣 证明 。 

22. 证 明 : 两 个 有 理 数 之 积 是 有 理 数 。 

23. 证 明 或 反 驶 : 两 个 无 理 数 之 积 是 无 理 数 。 

24. 证 蛆 或 反 驶 : 一 个 非 堆 有理数 与 一 个 无 理 数 之 积 是 无 理 数 。 

25. 证 明 或 反 驶 : 每 当 n 是 正 整 数 n* 一 79n + 1601 就 是 素数 。 

26. 证 明 或 反 驶 ; 对 所 有 非 负 整数 n 来 说 2”+1 都 是 素数 。 

27. 证 朋 ， 43 是 无 理 数 。 

"28. 证 明 : 大 n 是 正 整 数 但 不 是 完全 平方 数 ， 则 vn 是 无 理 数 。 

29. 证 明 : 关 x 和 yy 都 是 实数 ， 则 max (zx,y)+min(7,y)= 一 x+y。 [提示 ; 使 用 分 情形 证 
明 ， 两 种 情形 分 别 对 应 于 zx 衬 y 和 zr 近 ys] 

30. 证 明 : 当 一 个 不 能 被 5 整除 的 整数 的 平方 除 以 5 时 ,余数 是 1 或 4。[ 提 示 : 使 用 分 情形 
证 明 ， 各 种 情形 对 应 于 整数 除 以 5 的 可 能 的 余数 。] 

31. 证 朋 : 厨 x 和 yy 都 是 实数 ， 则 |z|+1y| 宇 |xz+y| (其 中 iz| 表 示 x 的 绝对 值 ， 若 .r+ 宇 0 
则 它 等 于 x， 若 x 所 0 则 它 等 于 一 +)。 

32. 使 用 分 情形 证 明 来 证 明 ; 对 所 有 整数 nn 来 说 都 有 FnA2jT nA21= | n*74j， 

33. 使 用 分 情形 证 明 来 证 明 : 每 当 4a，6&6 和 < 都 是 实数 时 就 有 min(a ,min(5,c))= min(min 
(如 让) ,co 

34. 证 明 : 大 站 是 正 整 数 ， 则 # 是 偶数 当 且 仅 当 7n +4 是 偶数 。 

35. 证 明 : 若 n 是 正 整数 ， 则 n 是 奇数 当 且 仅 当 5n +6 是 奇数 。 

36. 证明: mx = nn? 当 且 仪 当 w=n 或 m= 一。 

“37. 设 思 是 素数 。 证 明 :; a* 圭 {mod pp) 当 且 仅 当 a 寺 blmod p) 或 4 二-b(mod p)。 
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38. 证 明 或 上 反 驶 : 每 当 x 是 大 于 1 的 正 整数 就 有 2 一 1 是 合 数 。 
39. 证 明 或 反驳 : 车 mx 和 nn 基 整 数 使 得 mz =1,， 则 m=1 并且 n=1, 或 者 m= ~1 并 且 
nn 二 一 | 上, 
40. 证 明 或 反 辟 : 每 当 mx 是 正 整 数 时 就 有 a mod +5 mod m={a+ bmod mc 
41. 证 明 或 反 上 颈 : 每 个 正 整数 前 可 以 写成 两 个 整数 的 平方 之 和 。 
42, 证 明 : 和 若 革 是 正 整数 使 得 它 的 因子 之 和 是 zz+1， 则 m 是 素数 。 你 使 用 什么 类 型 的 证 
明 ? 
43. 证 明 或 尺 驶 下 面 每 个 关于 下联 整 和 上 取 整 消 数 的 命题 。 
a) 对 所 有 实数 z 来 说 [Lx]1=|zj。 
b) 每 当 x 是 实数 时 就 有 {L2x ]=2Lxj。 
c) 每 当 x 和 yy 是 实数 时 就 有 [x 1+1y1-Tr+y1=0 或 1，。 
dj 对 所 有 实数 zx 和 yy 来 说 部 有 | xy1=|x| yl1。 
e) 对 所 有 实数 x 来 说 都 有 | 这 = 二 1]]。 
44. 证 明 或 所 驱 下 面 每 个 关于 下 有 取 整 和 上 取 整 喇 数 的 命题 。 
a) 对 所 有 实数 z 来 说 [| x 1 j=[x|1。 
b) 对 所 有 实数 x 和 yy 来 说 Lz + yj=Lzj+tyj|。 
c) 对 所 有 实数 zx 来 说 [Tx/21721=[x/41。 
d) 对 所 有 实数 x 来 说 [wx 11=|Ly x1。 
cj 对 所 有 实数 zz 和 sy 来 说 [zj+[yj+ixz+yj] 志 |2zjj+|2yj。 
45. 证 明 : 若是 正 实数 ， 则 
a) [yx]=Lvz| 
by {VTxr||l=|vx| 


46. 证 明 : 若 mw 和 xn 痢 是 正 整 数 而 x 是 正 实数 ， 则 | :=| 
47, 证 明 : 车 m4 是 正 整 数 而 x 是 正 实数 ， 则 


| 

48. 证 明 : 车 a 和 5 是 正 无 理 数 使 得 17a + 175 = 1， 则 每 个 正 整 数 都 可 以 惟一 地 表示 成 | 

ka | 或 L 直上， 其 中 二 是 某 个 正 整 数 。 

49. 证 明 ; 在 实数 ev，a，…，ea 中 至 少 有 一 个 数 大 子 或 等 于 这 些 数 的 平均 值 。 你 使 用 仕 
和 公 类 型 的 证 明 ? 

“0, 使 用 练习 49 来 证 明 : 若 把 前 10 个 正 整 数 以 任意 顺序 放 在 一 个 贺 局 上 ， 则 男 周 上 存在 
位 置 相 邻 的 3 个 整数 ， 它 们 之 和 大 于 或 等 于 17。 

51. 证 明 : 若 = 是 整数 ， 则 下 面 4 个 命题 等 价 : {i) x 是 偶数 ; (0) mt+1l 是 奇数 ; (jii) 3z 
+ 1 是 奇数 ; (iv) 32 是 蛋 数 。 

52, 证 明 : 苦闷 是 整数 ， 则 下 面 3 个 命题 等 价 : (i) 5 整除 wn; (i) 5 整除 nn 5; (ii) 
n 二 1 (mod 5), 

53. 证 明 或 反驳: 存在 3 个 连 继 的 正 奇 数 都 是 素数 ， 即 形 如 p,，p+2 和 户 +4 的 奇 素 
数 


二 证 
让 
| 
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54. 证 明 或 反 驶 : 给 定 正 整数 nx， 存在 x 个 连续 的 正 奇 数 都 是 束 数 。 

55., 哪些 推理 规则 被 用 来 证 明 在 1.3 节 练 习 20 里 所 描述 的 卡 涪 尔 《Lewis Carroll) 的 论证 的 
结论 ? 

56, 哪些 推理 规则 被 用 来 证 明 在 1.3 节 练 习 21 里 所 描述 的 卡 洛 尔 《Lewis Carroll) 的 论证 的 
结论 ? 

57. 给 出 命题 “对 每 个 正 整 数 ”来 说 都 存在 可 被 ”个 以 上 素数 整除 的 整数 ”的 构造 性 证 明 。 

58, 找 出 命题 “对 每 个 素数 n 来 说 都 有 1 + 2 是 素数 ”的 反例 。 

“59. 证 明 ; 存在 无 注 多 个 素数 与 3 模 4 同 余 。 你 的 证 明 是 构造 性 的 还 是 韭 构造 性 的 ? 
[提示 : 一 种 方法 是 假定 仪 存 在 有 穷 多 个 这 样 的 数 pps,… ,poo 设 g=4p1p2'''p, + 
3 。 证 明 g 必 有 与 3 模 4 同 余 的 素 因 子 ， 它 不 在 nn 个案 数 pp ,ps，,… ,pp, 之 中 ,| 

60, 证 明 或 反 驶 : 车 pl，p2，"…，p。 是 x 个 最 小 的 素数 ， 则 p15，… pp, + 1 是 素数 。 

61. 证 明 : 可 以 通过 证 明 莉 铂 趟 pl 下 ps，p3 阅 pl1，p4 阅 pz，pz 阅 ps 和 ps 习 记 ! 来 证 明 命 题 
pi, ps， ps3: p4 条 ps 等 价 。 

62. 证 明 或 反驳 : 着 a 和 都 是 有 理 数 ， 则 a* 也 是 有 理 数 。 

63. 证 明 : 存在 无 理 数 a 和 5 使 得 a* 是 有 理 数 。 你 的 证 明 是 构造 性 的 还 是 非 构 造 性 的 ? 
[提示 : 设 a=v2 和 5=y5。 证明: a* 或 (a*) b 是 有 理 数 ,] 

64. 证 明 ， 用 多 杀 诺 骨 脾 (1 x2 大 小 ) 可 以 完全 徐 盖 8x8 的 棋 堆 。 

55, 证明 ; 不 可 能 用 多 米 诺 骨 上牌 完 全 莉 盖 切 掉 两 个 对 角 格 子 的 8x8 的 棋盘 。 

“66. 逻辑 问题 ， 来自 正 ( 如 WEFF’N PROOF) 中 的 逻辑 游戏 ， 有 下 面 防 个 假设 : 
1)“ 多 辑 是 困难 的 或 没有 许多 学 生育 欢 逻辑 ”。 
2)“ 才 数学 是 容易 的 ， 则 馆 辑 不 是 困难 的 ”。 

把 这 些 候 设 嫩 译 成 包括 傅 题 变 元 和 逻辑 联结 词 的 萌 题 ， 判 定 下 面 每 个 俞 题 是 不 是 这 
些 前 所 的 有 效 结 论 : 

a) 车 有 许 儿 学 生 言 欢 有 逻辑 ， 则 数学 是 容易 的 。 
b} 若 数 学 不 是 容易 的 ， 则 没有 许多 学 生育 欢 逻 辑 。 
c) 数学 不 是 容易 的 或 迎 辑 是 困难 的 ， 
4) 逻辑 不 基 困 难 的 或 数学 不 是 容易 的 。 
e) 若 没 有 许 雪 学 生 豆 欢 还 辑 ， 则 数学 不 是 容易 的 或 还 辑 不 是 困难 的 ， 

67. 判定 下 列 论证 〔 来 自 Back house[ Ba86]) 是 否 有 效 : 


假如 超人 能 够 并 愿意 防止 苛 瑟 ， 则 他 将 这 样 做 。 假 如 超人 不 能 够 防止 著 悉 ， 
则 他 将 是 无 能 的 ; 恨 如 超人 不 愿意 防止 孵 晋 ， 则 他 将 是 晋 意 的 。 趣 人 没有 
防止 六 亚 。 者 超人 存在 ， 由 了 他 是 无 能 的 或 恶意 的 。 因 此 ,超人 不 企 焉 。 


消解 法 是 一 种 在 人 工 知 能 和 机 化 证 明 程 序 里 广泛 地 使 用 的 证 明 方 法 。 清 解法 的 基础 是 从 
重 言 式 ((pV9JACpYVriIcgYVr) 导 出 的 推理 规则 。 


68. 使 用 消解 法 推理 规则 来 证 明 合 题 “ 你 将 赢得 抽奖 或 你 将 被 提升 "给 定 的 前 提 是 “你 将 
辞职 或 你 将 赢得 抽奖 ”，“ 你 将 不 辞职 或 你 将 找 个 更 好 的 工作 ”， 和 “你 将 不 找 个 更 好 的 


工作 或 你 将 被 提升 ”。 
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3.2 数学 归纳 法 
3,2.1 引言 
-向 而 ， 个 正 奇数 之 和 的 公式 是 什么 ? 对 n=1，2，3，4，5 来 说 前 个 正 奇数 之 和 是 
0 外 要 1+3=4, 1 + 十 二 颁 ， 
1+3+5+7=16, 1+3++5+7+ 人 0=25 


根据 这 些 值 ， 有 理由 猜测 前 n 个 正 亲 数 之 和 蚌 mw*。 候 如 事实 上 这 个 冰 测 是 正确 的 ， 我 们 就 
沉 要 一 种 方法 来 证 明 这 个 猜测 是 正确 的 。 

数学 归纳 法 大 证 明 这 种 类 型 的 断言 的 极为 重要 的 证 明 技 术 。 在 李 节 和 下 面 几 章 里 ， 将 要 
看 到 数学 归纳 法 被 广泛 地 用 来 证 明 关 于 各 种 各 样 离散 对 象 的 结果 。 例 如 用 来 证 明基 于 下 列 内 
容 的 绪 梁 : 算法 的 复 条 性 ， 某 些 类 型 计算 机 程序 的 正确 性 ， 关 于 图 与 树 的 定理 ， 以 及 各 种 等 
式 和 不 等 式 等 。 

在 本 节 里 将 要 辅 述 如 何 使 用 数学 当 纳 法 和 为 人 御 么 它 是 有 效 的 证 明 技 术 。 极 端 重要 的 是 注 
意 ; 数学 归纳 法 只 能 证 明 通 过 其 他 方式 所 获得 的 结果 。 它 不 是 发 现 公式 或 定理 的 工具 。 


3.2.2 和 良 序 性 


数学 归纳 法 的 有 效 性 来 源 于 下 面 这 个 关于 整数 集 的 基本 公理 。 
良 序 性 ”每 个 非 空 的 非 负 整数 集 都 有 最 小 元 。 
良 序 性 经 常 可 以 直接 地 用 在 证 明 里 。 


例 1 用 良 序 性 证 明 整 除 算法 。 回 忆 一 下 ， 整除 算法 说 : 者 a 是 整数 面 且 4d 是 正 整数 ， 
则 存在 歇 一 的 整数 g 和 和 + 满足 Or<q 和 a= dg+r。 


解 设 5 是 形 如 a 一 dq 的 非 鱼 整数 的 集合 ,其 中 9 是 整数 。 这 个 集合 韭 空 ， 因 为 -dq 
可 以 任意 大 { 取 了 是 绝对 和 值 很 大 的 负 整 数 )。 根 据 腿 序 性 ，S$ 月 最 小 元 r= a 一 dgn。 

整数 > 非 负 而 且 > 近 呈 。 若 不 是 这 样 ， 则 S 里 存在 更 小 的 非 负 整数 ， 即 4 一 (go + 1)。 
为 了 看 出 这 一 点 ,假设 7 宇 d。 因 为 a= dqo+ rr, 所 以 aa 一 中 (e+1)=C- dgo-d=r- 
a 宇 0, 因 此 ， 存 在 满足 0 三 rr 之 4 的 整数 x 和 gg。 证明 g 和 x 都 是 唯一 的 ， 留 给 读者 作为 
习题 。 本 


3.2.3 数学 归纳 法 


许多 定理 说 :; 对 所 有 正 整数 nx 来 说 P(r) 为 真 ,其 中 PUa) 是 俘 题 国 数 ， 比 方 说 是 命题 1 
+2+… 十 天 三 扩 (ttT1)Z2 或 他 题 2 过 2” 。 数 学 归纳 法 是 证 明 这 种 炎 型 的 定理 的 技术 。 换 名 
话说 ， 数 学 归纳 法 用 来 证 明 形 如 wzPfn) 的 命题 ， 其 中 论 域 是 正 整 数 集 。 

通过 数学 归纳 法 证 明 对 每 个 正 歼 数 nn 来 说 P{n) 为 真 ， 一 共 包 人 富商 个 步骤 : 

1. 基础 步 允 。 证 明 命 题 P(1) 为 真 。 

2. 当 负 步 台 。 证 明 对 每 个 正 整数 n 来 说 将 涵 式 Ptn)Ptn+1) 鸭 真 。 

这 里 对 臣 定 的 正 整数 n 来 说 命题 Pln) 称 为 归纳 假设 。 当 和 完成 了 数学 妇 纳 法 证 明 的 两 个 步 又 
时 ， 就 证 明了 对 所 有 正 整 数 n 来 说 P(xn) 为 真 ; 即 证 明了 YnP(n) 为 真 。 


bbs.theithome.com 


O000-000-0000000000--www.shubulo.com OOO^^ 


182 沫 喜 烽 学 受 省 位 用 


把 这 种 证 明 按 术 表 示 成 推理 规则 就 是 
[PDA YntPin}—> Pin t+1)) i YaP(ln) 


出 于 数学 归纳 法 是 如 此 重要 的 证 明 技 术 ， 所 以 值得 详细 地 解释 一 下 使 用 这 个 技术 的 证 明 步 紧 。 为 
了 证 明 对 所 有 正 整数 x 来 说 Ptn) 为 真 ,首先 证 明 己 朋 为 贞 。 这 等 于 证 明 当 在 Ptn) 里 用 1 替换 
时 所 得 到 的 特殊 命题 为 真 。 然 后 必须 证 明 对 每 个 正 整数 n 来 说 都 有 Pln) 一 Ptn+10) 为 真 。 为 了 
证 明 对 每 个 正 整数 n 来 说 这 个 蕴涵 式 为 真 ， 需 要 证 明 当 P(n) 为 真 时 Ptn +1) 不 能 为 假 。 可 以 通 
过 很 设 Ptn) 为 真 ,而 且 证 明 在 此 假设 下 Pln+1) 也 必然 为 真 ， 来 完成 这 个 证 明 。 


注意 在 数学 类 纳 法 证 明 里 并 不 假定 对 所 有 正 整 数 来 说 Ply) 为 真 ! 只 是 证 明了 :车 
假定 Pln) 为 真 , 则 Pltn+t+1) 也 为 真 。 因 上 此， 数学 妇 纳 法 证 明 不 属于 回避 问题 或 入 
环 论证 的 情形 。 


当 用 数学 归纳 法 来 证 明和 定理 时 ， 首 先 证 明 只 1) 为 真 。 然 后 知道 PC2) 为 真 ,因为 P(1) 将 
涵 P(2)}。 另 外 ,还 知道 P(3) 为 真 ,因为 P(2) 冀 注 P(t3)。 以 这 样 的 方式 继续 下 去 ， 就 可 以 
看 出 对 任意 正 整数 各 来 说 P() 为 真 。 

存在 元 种 有 用 的 对 数学 归纳 法 的 解释 ， 它 们 可 以 帮助 读者 记忆 这 个 原理 是 如 和 何 工 作 的 。 其 中 
一 种 解释 包含 一 队 人 员 ， 大 员 一 、 人 员 二 等 等 。 人 员 一 被 告知 一 个 秘密 ， 每 一 个 听 到 这 个 秘密 的 
人 都 把 它 告 诉 队 伍 里 的 下 一 个 人 。 于 是 P(1) 为 真 ,因为 人 员 一 被 告知 了 这 个 秘密 ;P(2) 为 真 ,因为 
人 员 一 把 这 个 秘密 告诉 了 人 员 一 ;P(3) 为 真 ， 因 为 人 员 二 把 这 个 秘密 告诉 了 了 人员 三 ; 等 等 。 和 根据 
数学 归纳 法 的 原理 ， 队 伍 中 的 每 个 人 都 知道 这 个 秘密 。 在 图 3-2 里 对 此 进行 解释 。( 当 然 , 假定 
每 个 人 都 原封 不 动 地 把 秘密 传达 给 下 一 个 人 ， 这 个 假设 通常 是 不 符合 实际 生活 的 。) 

另 一 种 解释 数学 归纳 法 的 方式 是 考 
虑 无 穷 长 的 一 行 和 多米诺 骨牌， 标记 成 
1,，2，3，…，n， 其 中 每 张 多 米 诺 上 骨 
牌 都 直立 着 。 设 PUz) 是 命题 : 多米诺 
上 骨牌 n 被 撞 倒 。 如 果 第 一 张 多 米 诺 骨 
牌 被 撞 倒 ， 即 已 (1) 为 真 ， 并 且 咎 每 当 
第 nx 张 多 米 诺 上 骨牌 被 撞 倒 时 ， 它 也 接 
倒 第 n+ 1 张 多 米 庶 骨 牌 ， 即 车 P(n) NS pe 
>P(n+1) 为 真 ， 那么 所 有 的 多 米 庶 骨 Peso 
牌 都 被 擅 倒 。 在 图 3-3 里 对 此 进行 解 
释 。 

为 什么 数学 归纳 法 是 有 效 的 ”为 什么 数学 归纳 法 是 一 种 有 效 的 证 明 技术 ”原因 来 源 于 民 
序 性 。 候 定 知道 P(1) 为 真 ， 而 且 对 所 有 正 整 数 ”来 说 命题 Pa 一 PCa+t) 为 具 。 为 了 证 明 
对 所 有 正 整 数 来 说 P(xn) 都 为 真 ， 假定 至 少 存在 一 个 使 P(xn) 为 假 的 正 整数 。 那 么 使 Ptn) 为 
假 的 正 整数 集合 5 非 空 。 因 此 ， 根据 良 序 性 ，S 有 一 个 最 小 元 ， 把 它 表 示 成 可 以 知道 上 
不 是 1， 因 为 P(1) 为 真 。 因 为 是正 的 而 且 大 于 1， 所 以 上 有 一 是 一 个 正 整 数 。 男 外 因为 


图 3-2 传说 秘密 的 大 人 科 
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一 1 小 于 大 ， 它 不 属于 S， 所 以 P( 电 一直 必 然 为 真 。 因 为 蕴涵 式 Pk 一 1) 一 P() 也 为 磋 ， 
所 以 实际 情形 必然 是 已 (人 ) 为 具 。 这 与 对 大 的 选择 相 了 矛盾 。 因 此 ,对 每 个 正 整数 地 来 说 Pa) 
必然 为 真 "'。 


3.2.4 数学 归纳 法 证 明 的 例子 


-人 将 要 用 各 种 例子 来 说 明 如 何 用 数学 归纳 法 证 
2» 明定 理 。 首 先 证 明 前 nn 个 正 奇数 之 和 的 公式 。 
(在 本 节 里 用 数学 归纳 法 证 明 的 许多 定理 都 可 以 用 不 
同 的 方法 来 证 明 。 不 过 ， 用 多 种 方式 来 证 明 一 个 定 
理 是 值得 尝试 的 ， 因 为 一 种 证 明 方 法 可 能 成 功 而 另 
四 一 种 方法 或 许 不 成 功 ,) 

例 2 用 数学 归纳 法 让 明 ; 前 = 个 正 奇数 之 和 
是 n*。 

解 设 P {tn) 表示 命题 : 前 = 个 正 奇数 之 和 


图 3-3 用 多 米 庄 肯 耻 解释 数 
2 J TE 中 hn 日 


真 。 热 后 必须 完成 归纳 步骤 ; 即 必 须 证 明 当 假定 己 


(hn) 为 真 时 P(rn +1) 为 真 。 
基础 步 驴 : Ptl1) 说 : 前 1 个 正 奇 数 之 和 是 1*。 这 是 真 的 ， 因 为 第 1 个 正 奇 数 是 
1 。 
归纳 步骤 : 为 了 完成 归纳 步骤 ， 必 须 证 明 对 每 个 正 整 数 xn 来 说 命题 P(tn)->P(ln + 1) 为 真 。 
为 了 做 到 这 一 点 ， 很 定 对 正 整 数 来 说 P{n) 为 真 ; 即 
1]+3+5S+，… 填 【28 一 1) =n’, 
[注意 第 n 个 正 奇 数 是 (2n 一 1)， 因 为 这 个 整数 是 通过 向 1 加 一 1 次 2 所 获得 的 。] 必须 证 
明 盘 定 忆 (nm) 为 真 , 则 Pin +1) 为 真 。 注 意 P(rn +1) 是 命题 
1+3+5++ (28 一 1 + (2nx+1) = (n+1Y, 


所 以 。 假 定 P{n) 为 真 ， 得 出 
1+3+5+-…+ (2xn -1)+{2xn+1)=|1+3+5++.…+ (2x-1)j+(2n+1) 
= n*+{2n+1) 
一 # 十 21 二 1 
= 【7 十 二 


已 所 中 省 记 ; 已 知 的 最 早 的 对 数学 归纳 法 的 使 用 ， 大 在 16 世纪 数学 家 毛 洛 利 可 【Franceseco maurolico，1494 一 
”4595) 的 著作 里 。 毛 党 利 可 写 过 大 重 的 关于 经 内 数学 的 著作 ， 并 且 对 几何 学 和 光学 做 出 过 许多 贡献 。 在 地 的 著作 
t 竹 书 一 9 Asithmericoram Libri Duo) 里 ， 毛 党 利 可 给 出 了 整数 的 各 种 性 质 和 对 这 些 性 质 的 证 明 。 为 了 证 明 其 中 的 某 些 
性 质 ， 他 设计 出 数学 时 纳 法 这 个 方法 。 在 这 本 书 里 他 对 数学 归纳 法 的 第 一 次 使 用 是 为 了 证 明 前 x 个 正 奇 数 之 和 等 


人 
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J 一 


这 样 证 明了 从 Ptn} 得 出 P(n +1)}。 注 意 在 第 二 个 等 式 里 使 用 了 归纳 假设 P(n)， 以 便 用 天 
来 代替 前 有 个 正 奇 数 之 和 。 
因为 Pf1) 为 真 ,而 且 对 所 有 正 整数 ”来 说 址 洱 式 BfIn) 一 Pa+1l) 为 芮 ， 所 以 数学 归纳 
法 原理 就 证 明了 对 所 有 正 整 数 wn 米 说 Ptn) 为 真 。 国 
下 -一 个 癸 子 用 数学 归纳 法 来 证 明 一 个 不 等 式 。 
例 3 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 所 有 正 整 数 n 来 说 有 不 等 式 
并 
解 设 Ptn} 是 命题 “nn< 守 2” 。 
基础 步骤 : 已 (1) 为 真 ,因为 1<2 =2。 
归纳 步骤: 俱 定 对 正 整数 = 来 说 中 《za) 为 真 ; 即 假定 m 过 2"。 需 要 证 明 POz+1l) 为 
真 。 即 需 昌 证 明 nn +121 对 nn 之 2* 的 两 边 加 1， 然 后 注意 1 所 2”"， 这样 就 给 出 
ni+1<2"+1E2" +2" -271+ 
在 P(xn} 为 真 的 假定 的 基础 二 ,已 经 证 明了 Pln+1) 为 真 ， 即 m+1<2":。 归 纳 步骤 完 
毕 。 
因此 ， 根 据 数学 归纳 法 原理 ， 忆 经 证 明 对 所 有 正 整 数 六 来 说 mz 拉 27 为 真 。 司 | 
屋 4 用 数学 归纳 法 证 明 : 每 当 nn 是 正 整 数 时 ni ~ 就 被 3 整除 。 


解 ”为 了 构造 这 个 证 明 ， 设 Pln) 是 命题 “n 一 n 被 3 整除” 
基础 步骤 ; P(1) 为 真 ， 因 为 一 1=0 被 3 整除 。 
归纳 步骤 :假定 PUn) 为 真 ; 即 wn3 一 ;被 3 整除。 必须 证 明 P{fxn + 为 真 。 即 必须 证 明 
(n+1)” -tn+1) 被 3 整除。 注意 
(n+l -nt+1)= {na +3n +3x+1)- (n+1) 
=(n -nn)+3(n +n) 
因为 在 这 个 和 里 的 两 项 都 被 3 整除 {第 一 项 是 根据 归纳 步骤 的 假设 ,第 二 项 是 因为 它 是 一 个 
整数 的 3 悦 )， 由 此 得 出 (n+1)- (n+1) 也 被 3 整除 。 这 样 就 完成 了 归纳 步骤 。 因 此 ， 根 
所 数学 归纳 法 原理 ， 每 当 n 是 正 整 数 时 wn* 一 2 就 被 3 整除 。 机 
有 时 需要 证 明 对 n= 二 不 ， 上 十 1 ， 卡 +2，… 来 说 Pltn) 为 真 ， 其 中 率 是 不 等 于 上 的 整数 。 
只 要 改变 基础 步骤 ， 就 可 以 用 数学 归纳 法 来 完成 这 个 证 明 。 人 例如， 考虑 例 5， 它 证 明 对 有 所有 
非 负 整数 来 说 一 个 求 和 公式 是 有 效 的 ， 所 以 需要 证 明 对 x =0，1，2，… 米 说 (nn) 为 真 。 
例 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 所 有 非 负 整数 来 贫 
1+2+22+… 和 +22 一 2 一] 
解 ” 设 PIn1) 是 命题 : 对 整数 ”来 说 这 个 公式 正确 。 
基础 步骤 : P(0) 为 真 ， 因 为 2=1=2 一 1。 
归纳 步骤 : 假定 Pln) 为 点 。 为 了 利用 这 个 假定 完成 归纳 步 双 ， 必 须 证 明 P(n +1) 为 真 ， 
本 
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| 


使 用 归纳 假设 Ptn}， 得 出 
和 
= (32+l1— 1) 1+2"+!1 
= 
sl 
这 样 就 完成 了 归纳 步 台 ， 证 毕 ， EE 

例 3 说 明 ， 为 了 用 数学 归纳 法 证 明 对 n= 二 天 ， 训 +1， 让 + 2，-…- 来 说 Pln) 为 真 ， 其 中 尺 
是 不 等 于 | 的 整数 ， 就 证 明 P{) 为 真 (基础 步 台 )， 然 后 证 明 对 nw =， 二 1， 上 二 +2，… 来 
襄 曾 谓 式 Pln) 王 Ptn++1) 为 真 (归纳 步骤 )。 注 意 太 可 以 是 负 的 、 堆 或 正 的 。 根 据 前 面 用 
过 的 多 米 庄 上 骨牌 的 比喻 ， 想 和 首先 撞 倒 第 上 张 多 米 庶 骨 牌 【基础 步 豫 )， 当 每 张 多 米 诺 骨 牌 
倒 下 时 ， 它 就 掩 倒 下 一 张 多 米 诺 骨牌 〔 归 纳 步 骤 )。 留 给 读者 去 证 明 这 种 形式 的 归纳 是 有 效 
的 【 风 练 习 68)。 

例 5 里 给 出 的 会 式 是 几何 级 数 各 项 之 和 的 一 般 结 果 的 特殊 情形 ， 几 和 何 级 数 是 形 如 <， 
ar，er，…，ar"， 的 序列 ， 其 中 和 是 实数 。 例 如 ， 风 5 里 的 序列 是 a=1 和 r=2 
的 几何 级 数 。 同 理 ， 序列 3， 15，75，…，3.5"，… 是 a=3 和 >r=S 的 几何 级 数 。 下 一 个 揭 
子 给 出 这 样 的 序列 的 前 n + 1 项 之 和 的 公式 。 对 这 个 一 般 公 式 的 证 明 将 使 用 数学 归纳 
法 。 

例 6 几何 级 数 来 和 用 数学 归纳 法 证 明 儿 和 何 组 数 有 穷 多 项 之 和 的 下 列 公式 : 


nt+l 


nn rr 一 经 
Sar =atartar t+arm= ， 当 和 拓 1 时 


= 
解 ” 为 了 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 公式 ， 设 Pln) 是 命 占 ， 这 个 公式 里 的 几何 级 数 前 n 


+1 项 之 和 是 正确 的 。 
基础 步 允 ;PC(0) 为 真 , 因为 a=“ 一-。 
归 疝 步骤 : 假定 Ptn) 为 真 。 即 假定 
Qtzrn ”一 人 如 
六 一 


为 了 证 明 它 蕴 润 Ptn +1) 为 大， 对 这 个 等 式 的 两 边 加 上 er" ”得 到 


a+artarit+"+ar”= 


nt+tl1 


at+art 二 
改写 这 个 等 式 的 右边 就 说 明 
a i a la Pet+e 一 myra+l Pi 一 站 
+ ra+1 一 + = 
sl ”—1 广 一 一 ] 
把 这 些 等 式 组 合 起 来 就 给 出 


十 怀 天 一 坪 
atartar te +ar" ta l= 
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这 样 就 证 明了 阁 P(n) 为 真 则 Pin 十 了 必然 也 为 真 。 由 此 完成 了 归纳 论证 并 且 证 明了 几何 级 
数 各 项 之 和 的 公式 是 正确 的 。 E 

前 面 指出 过 ， 例 $ 里 的 公式 昆 例 和 里 的 公式 当 a -1 和 x=2 时 的 情形 。 读 者 应 当 验 证 
在 一 般 公 式 里 设 a 和 > 取 这 些 值 就 移出 与 在 例 5 里 同样 的 公式 。 

在 下 一 个 例子 里 将 证 明 一 组 正 整 数 的 倒数 之 和 的 一 个 重要 不 等 式 。 

例 7 调和 孝 不 等 式 对 有 =1，2，3，… 来 说 ， 把 调和 数 态 , 定义 成 


上 1 

MW 
例如 

i 

lH lt7T+t3+1+4712 


用 数学 归纳 法 证 明 ， 每 当 n 是 非 负 整数 时 就 有 
nn 
2 
解 ” 为 了 完成 这 个 证 明 ， 设 P(xn) 是 命题 ，H,n 宇 1+ nn 人 2。 
基础 档 邓 : P(0) 为 真 ， 因 为 Hy = 口 ; =1 产 1+0Z2。 
归纳 步骤: 很 定 Pln) 为 真 ， 所 以 日 )" 宇 1+ nn 这 。 刁 须 证 明 在 这 个 假定 之 下 P(tn+1 也 
必然 为 真 ,Ptrn+ 由 说 日 y* 写 1+ (n+1) 人 及 。 这 是 可 以 证 明 的 ， 因 为 


五:11 之 1 十 


EE 
H, | es + Fi 
r,s 1 or 
Hortari 2 
并 1 i 1 , 
2 这 (1+7) a Wr (根据 归纳 假设 ) 
之 (1+ 专 ) ‘Te (因为 有 2” 项 都 不 小 于 172"*') 
nt 1 
-过 (1+ 六 3 
=1+ 
这 样 就 完成 了 证 明 的 归纳 步骤 。 因 此， 对 所 有 非 负 整数 nx 来 说 调和 数 不 等 式 郁 是 有 效 
的 。 图 


注意 可 以 用 这 里 证 明 的 不 等 式 去 证 明 调 和 级 数 


1 i ] 
和 
2 3 nn 


是 发 苯 的 无 穷 级 数 。 在 无 穷 钥 数 的 研究 里 这 是 一 个 重要 的 例子 。 


下 一 个 例子 说 明 如 何 用 数学 归纳 法 去 验证 有 穷 集合 的 子 集 个 数 的 公式 。 
例 8 有 穷 集合 的 子 集 个 数 ”用 数学 归纳 法 证 明 : 若 S 是 有 ?个 元 素 的 有 穷 集合 ， 则 5 
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有 2” 个子 集 。( 在 第 4 草 里 我 们 将 以 多 种 方式 直接 地 证 明 这 个 结果 ,。) 

解 ” 设 Plnm) 是 命题 ， 有 xn 个 元 素 的 集合 有 2” 个子 集 。 

基础 步骤 ; Pt0) 为 真 ， 因 为 有 0 个 元 素 的 集合 ， 即 空 集 , 恰 有 2 = 1 个 子 集 ， 因 为 它 
有 一 个 子 集 ， 即 它 自 身 。 

归纳 步骤 ; 假定 Ptn) 为 真 ， 叶 每 个 有 = 个 元 素 的 集合 都 有 2? 个子 集 。 必 须 证 明 在 这 
个 假定 下 Pln+1) 也 必然 为 真 ,Pln +1) 是 命题 ; 每 个 有 n +1 个 元 素 的 集合 都 有 2”! 个 于 
集 。 为 了 证 明 它 ， 设 丁 是 有 +1 个 元 素 的 集合 。 于 是 可 以 写 量 T=SUjlal，,， 其 中 是 丁 
中 的 一 个 元 素 而 Ss = TT~ jal。 可 以 用 下 面 的 方式 来 获得 了 的 子 集 。 对 3 的 每 个 子 集 多 来 
说 ， 怡 存在 购 个 械 的 于 集 ， 即 多 和 X Uial。{ 在 图 3-4 里 对 此 进行 解释 .) 这 些 集 侣 构成 了 
了 的 所 有 子 集 并 且 都 互 不 相等 。 因 为 S 有 2" 个 子 集 ， 所 以 荆 有 2-2” =2"*! 个 子 集 。 这 样 
就 完成 了 归纳 论证 。 


启 
例 9 证 明 : 将 nn 是 正 整 数 ， 出 , 
1+2+:"…+ 和 nn 二 hn {nn 二 +1) 这。 
解 ” 设 P(n) 是 命题 :前 n 个 正 D> et 7 


整数 之 和 是 ma+ly 。 必 须 做 两 
件 事 情 来 证 明 对 站 =1，2，3，，… 来 
说 Ptn) 为 真 。 即 必须 证 明 已 (1 为 
真 ， 以 及 对 =1，2，3，… 来 说 草 TD 
泗 式 已 Ca) 草 谓 P+ 二 为 嘉 。 
基础 步骤 : PI0) 为 真 ， 因 为 1= 
Ta 
归纳 步 叹 ;假定 P(z) 成 立 ， 使 得 图 3-4 生成 有 n+1 个 元 素 的 集合 


1 +2+.+nen(n+1)72 的 子 集 , 这 里 了 = SU jal 
在 这 个 假定 之 下 、 避 须 证 朋 Pn +1) 次 真 ， 即 
1+2+……+n+ntl-{(nt+l)itn+1)+1l/=(n+l(n +2)/2 
也 为 真 。 对 已 《zj) 里 的 等 起 的 两 边 加 上 x +1 灰 得 到 
1+2+.…+n+t+(tnt+1)=n(tnt+1)/2+(n+1) 
=[(n/2)+1j(n+1) 
二 (六 十 1)(n+2)72 
最 后 这 个 等 式 证 明 P {n+1) 为 真 。 这样 就 完成 了 妇 纳 步骤 ， 证 毕 ， 长 
例 10 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 每 个 满足 之 4 的 正 整数 来 说 有 27"< 1。 


解 设 P (n) 是 命题 : 2"7<n1。 
基 耐 步骤 :; 为 了 对 4 闻 4 来 说 证 明 这 个 不 等 式 ， 就 需要 证 基础 步 又 是 P(41。 注 意 已 (4) 


为 真 ， 因 为 24=16 达 41 =24。 
习 纳 溃 骤 ， 椒 定 Pin} 为 真 ， 即 假定 2n 过 nl1。 必 须 十 明 P({n+1) 为 真 。 即 必须 证 明 


-= 
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2*7 < (+1l)T。 对 不 等 式 2 过 mn 1 的 两 边 磁 上 2 就 得 到 
D2 Irn! 
{ntT)rn! 
二 (二 11 
这 说明 当 P(n) 为 真 时 P(tn +1) 为 真 。 这 样 就 完成 了 证 明 的 归纳 步骤 。 因 此 ， 就 得 出 对 每 个 
满足 nx 宇 4 的 正 整 数 n 来 说 2"< 之 n!1 为 真 。 EE 
集 5 的 子 集 并 且 nn 室 2 时 就 有 


NA A 
解 ” 设 Ptn) 是 对 x 个 集合 来 说 的 上 述 恒等式 。 
基础 步骤 ; 命题 P (2) 断言 A1 门 A2= A1U Az。 这 是 德 摩根 律 之 --; 在 第 1.5 节 里 证 
明 过 它 。 
归纳 步骤 : 假定 Pin) 为 真 ， 即 每 当 Al, 六;， yp 和 A, 都 是 全 集 UU 的 子 集 并 有 m 衬 2 时 ， 
就 有 
Na SL A 
为 了 完成 归纳 步 票 ， 必 须 证 明 吉 对 UU 的 任意 个子 集 来 说 这 个 等 式 成 立 ， 则 对 UU 的 任意 
n 十 1 个子 集 来 说 它 也 必然 是 有 效 的 。 假定 Fi His sy ds 4,+1 都 古 UU 的 于 集 。 当 概 定 
归纳 假设 成 立时 ， 就 得 出 


Ba AANA 
= 门 AsUAnri 《根据 德 摩根 定律 ) 
= UA:UA.:1 《根据 归纳 假设 ) 


=U A 
这 样 就 完成 了 归纳 法 证 明 。 辐 
下 一 个 合子 说 明 如 何 用 数学 归纳 法 证 明 关于 用 形 如 字母 “L” 的 碎片 材 盖 模 盘 的 
cx 结果 。 


例 12 设 ”是 正 整数 。 证 明 : 可 以 用 工 形状 的 碎片 来 铺 满 去 掉 1 个 
格子 的 任何 2" x2” 棋盘 ， 其 中 这 些 碎片 一 次 覆盖 3 个 格子 ， 如 图 3-5 所 
示 。 

解 ” 设 Ptn}) 是 命题 可 以 用 上 形状 的 碎片 来 铺 满 去 掉 1 个 格子 
的 任何 2* x2* 棋盘 。 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 对 所 有 正 整数 n 米 说 
PP (n) 为 真 。 图 3-5 一 个 工 形 

基础 步骤 ， 命题 P{1) 为 走 ， 因 为 可 以 用 1 个 工 形状 的 碎片 来 状 的 碎片 
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铺 满 去掉 上 个 格子 的 4 个 2x2 模 盘 ， 如 图 3-6 所 示 。 


3-6 铺 满 去 掉 1 个 格子 的 2x2 棋盘 


归纳 步骤 ; 假定 Ptxn) 为 真 ， 嗓 假定 可 以 用 工 形 状 的 碎片 来 铺 满 去 捷 1 个 格子 的 任何 2* 
x2"” 筑 盘 。 必 须 让 上 明 在 这 个 假定 下 Prtn+1) 也 必然 为 真 ; 即 可 以 用 上 形状 的 碎片 来 铺 满 去 
掉 1 个 格子 的 任何 2**+'x2"*! 棋 盘 。 

为 了 看 出 这 一 点 ， 考 虑 去 掉 1 个 格子 的 2” X22 ”1 模 盘 。 通 过 在 两 个 方向 上 都 -分 为 
二 ， 把 这 个 棋盘 分 成 2*x2" 大 小 的 4 个 棋盘 。 在 图 3-7 里 对 此 进行 说 明 。 这 4 个 械 盘 中 的 3 
个 里 没有 去 掉 任 何 格 子 。 第 4 个 2*x22 横 盘 去 掉 了 1 个 格子 ， 所 以 根据 时 销 假设 ， 可 以 用 
L 形状 的 碎片 来 覆盖 它 。 钢 在 暂时 去 掉 另 外 了 个 2*x22 模 盘 的 一 角 上 的 格子 ， 这 些 角 是 原 
来 的 较 太 的 棋盘 的 中 心 。 如 图 3-8 所 示 。 根 据 归 纳 候 设 ， 可 以 用 世 形状 的 碎片 来 铺 满 这 3 个 
去 反 了 1 个 格子 的 2” x2" 棋盘 中 的 每 一 个 。 另 外， 可 以 用 工 个 直 形 状 的 碎片 来 铺 满 这 3 个 
暂时 去 掉 的 格子 。 因 此 ， 可 以 用 二 形状 的 碎片 来 铺 满 整 个 的 2*+1 x 22+1 棋 盘 。 证 


图 3-7 把 一 个 2 x22 棋盘 图 3-8 铺 满 去 掉 了 1 个 
分 成 四 个 2* x 27" 棋 盐 椅子 的 2"*' x2"*! 模 盘 


3,2.5 数学 归纳 法 的 第 三 原理 


存在 男 一 种 形式 的 数学 归纳 法 ， 它 的 证 明 里 常常 是 很 有 用 的 。 在 这 种 形式 里 ， 使 用 与 前 
面 同样 的 基础 步 张 ,但 是 使 用 不 同 的 归纳 步骤 。 假 定 对 =1，…，n 来 说 P(t 二 ) 为 真 ， 让 明 
存 这 个 假定 的 基础 之 上 Pa+1l) 也 必然 为 真 。 这 称 为 数学 归纳 法 的 第 二 原理 。 总 结 一 下 用 来 
证 明 对 所 有 正 整 数 ”来 说 P(a) 为 真 的 两 个 步骤 : 

1. 基础 步 台 。 证 明 命 题 P(1) 为 真 。 

2. 归纳 步 允 。 证 明 对 每 个 正 整 数 x 来 说 [P(A P(A 人 AAPln)]>P{n+1) 为 真 。 

数学 归纳 法 的 这 两 种 形式 是 等 价 的 ; 即 假定 其 中 一 种 是 有 效 的 证 明 技 术 ， 可 以 证 明 另 外 
一 种 也 是 。 把 这 一 点 留 作 习题 让 读者 去 证 明 它 。 现 在 给 出 一 个 例子 说 明 如 何 使 用 数学 归纳 法 
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的 第 二 原理 。 
例 313 证 明 ; 夺 nn 是 太 于 1 的 整数 ， 则 nn 可 以 写成 素数 之 积 ， 


解 ” 设 P(rn) 是 命题 ， nn 可 以 写成 索 数 之 各 。 

基础 要 了 轩 :; P(2) 为 真 ， 因 为 2 可 以 写成 一 个 过 数 之 积 ， 即 它 自 壬 。( 注 意 P(2) 昨 需要 证 
明 的 第 一 个 情形 ,) 

归纳 瘦 隐 ;假定 对 上 所 有 满足 所 的 正 整数 下 来 说 PE ) 为 真 。 要 完成 归纳 步骤 ,就 必须 
证 明 在 这 个 假定 下 P(rn+1) 为 真 。 

有 两 种 屋 考 虑 的 情形 ， 即 当 + 1 是 素数 时 和 当 n+1 是 合 数 时 。 铬 n+1 是 素数 ， 则 立 
即 看 出 P(rn +1) 为 真 。 否 则 ，n +1 是 合 数 并 且 可 以 写成 满足 2 所 a 三 5 之 n +1 的 两 个 整数 a 
各 5 之 积 。 根 据 归纳 假设 ，a 种 都 可 以 与 成 吉 数 之 积 。 因 此 ,大 n+! 是 合 数 ， 则 它 可 以 
写成 对 数 之 积 ， 即 在 4 的 因子 分 解 中 的 那些 素数 与 在 5 的 因子 分 解 中 的 那些 素数 之 积 。 国 


注意 因为 ] 是 素数 之 积 ， 即 不 和 包含 任何 计数 移 空 积 ， 所 以 可 以 在 例 13 里 用 PP(I) 
作为 基础 步 台 来 开始 证 明 。 没 有 选择 这 样 做 是 因为 许多 人 对 此 感到 迷 贡 不 解 。 


注意 例 13 完成 了 对 算术 基本 定理 的 证 明 ， 该 定理 断言 : 每 个 非 负 整数 可 以 唯 -~ 地 写成 
以 非 减 顺序 排列 的 素数 之 积 。 在 第 2.5 节 里 证 明 过 整数 最 多 有 一 种 这 样 的 素 因 子 分 解 。 创 
13 证 明 至 少 有 一 种 这 样 的 分 和 解 。 

用 数学 归纳 法 原理 来 代替 数学 归纳 法 的 第 二 原理 去 证 明 例 13 里 的 结果 ， 这 是 困难 的 。 
不 过 ， 例 14 说 明 用 数学 归纳 法 原理 或 数学 归纳 法 第 二 原理 都 容易 证 明 某 些 结 果 ， 


例 14 证 明 : 可 以 仅 用 4 分 和 5 分 邮票 来 组 成 等 于 或 超过 12 分 的 每 种 邮资 。 


解 ” 将 要 用 数学 归纳 法 原理 来 证 明 这 个 结果 。 然 后 给 出 用 数学 归纳 法 第 二 原理 的 证 明 。 
设 PI2) 是 命题 : 可 以 用 4 分 各 5 分 邮票 米 组 成 # 分 邮资 。 

首先 使 用 数学 归纳 法 原理 ， 

基础 步骤: 可 以 用 3 个 4 分 邮票 来 组 成 12 分 邮资 。 

归 商 步 圣 ; 假定 P (mn) 为 真 ， 所 以 可 以 用 4 分 种 5 分 邮票 米 组 成 分 邮资。 若 至 少 用 
了 一 个 4 分 邮票 ， 则 用 一 个 5 分 邮票 代替 它 ， 就 组 成 n +1 分 邮资 。 若 没有 用 任何 4 分 邮票 ， 
则 仅 用 了 5 分 的 邮票 来 组 成 nx 分 邮资 。 因 为 xn 宇 12， 所 以 至 少 用 了 3 个 $5 分 邮票 。 所以， 出 
4 个 4 分 邮票 来 代 殖 3 个 5 分 邮票 ， 就 组 成 了 n+1 分 邮资 。 这 完成 了 归纳 步骤 以 及 根据 数 
学 归纳 法 原理 的 证 明 。 

其 次 ,将 要 使 用 数学 归纳 法 的 第 二 原理 。 将 要 证 明 可 以 组 成 12，13,，14 和 15 分 邮资 ， 
然后 证 明 如 何 对 wx 主 15 来 说 从 n 一 3 分 邮资 得 出 nn +1 分 邮资 。 

基础 要 也 ;可 以 分 别 用 3 个 4 分 邮票 ，2 个 4 分 邮票 种 1 个 5 分 邮票 ，1 个 4 分 邮票 和 2 
个 5 分 邮票 ， 以 及 3 个 5 分 邮票 ， 来 组 成 12，13，14 和 15 分 邮资 。 

归 商 步骤 :; 设 wx 实 15。 根 定 可 以 组 成 分 邮资 ， 其 中 12 志和 nn。 为 了 组 成 n+1 了 分 邮 
次， 用 组 成 x -3 分 邮资 的 邮票 加 上 1 个 4 分 邮票 。 这 完成 了 归纳 步骤 以 及 根据 煞 尝 归纳 法 


第 二 原理 的 证 明 。 
【除了 这 里 描述 的 方法 以 外 ， 还 有 处 理 这 个 问题 的 其 他 方法 。 计 者 能 否 找 出 不 使 用 数学 
归纳 法 的 解 徐 ?) 国 


ii ri 一 qd LE [| 
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注意 位 14 说明 如 何 让 数学 归纳 法 第 二 原理 适应 于 处 理 某 些 情 形 ， 其 中 羽 对 充分 
大 的 呈 值 来 说 归纳 步骤 簿 是 让 玖 的 。 有 具体 说 来 ， 为 了 证 明 对 史 汪 下， 大 十 1， 友 十 2， 
… 玉 说 PP(n) 为 真 ， 其 中 名 是 整数 ， 首 先 证 明 PCE),Plk+1),Plk+2),…,P{/) 
都 为 真 {基础 步骤 )， 然 后 证 明 对 每 个 整数 nn 之 来 说 [ PIE)A P(Ek+1)AP(k+2) 
六 一 Pa+TL) 为 真 【 归 纳 步 骤 )。 鲍 如 ， 人 鲍 14 解答 里 的 第 二 个 证 明 的 基 
奈 步 骤 证 明 P(12),P(13),P(14) 和 P(15) 都 为 真 。 需 要 分 别 地 证 明 这 些 情形 ， 国 
为 归 纲 步 又 证 明 [ (12) 六 PC(13)A…A 和 Pin)j->Pln++1)， 它 仅 当 nn 写 15 时 才 戌 
Et 


在 下 面 几 节 里 将 要 讨论 数学 归纳 法 的 两 个 重要 应 用 。 第 一 个 应 用 涉及 到 定义 序列 而 不 给 
出 明确 的 项 公式 。 第 二 个 应 用 涉及 到 证 明 计算 机 程序 是 正确 的 。 


练习 


. 找 出 前 x 个 正 个 数 之 和 的 公式 。 

2. 用 数学 归纳 法 证 明 在 练习 题 里 找 出 的 公式 。 

3. 用 数学 归纳 法 证 明 : 每 当 n 是 非 贷 整数 时 就 有 
3+3:5+3.52 二 十 3 一 3f52 —1)/4 

. 用 数学 归纳 法 证 明 : 每 当 ”是非 侍 整数 时 束 有 
2—-2.:7+2:72— :+207) "= (1—(—7)*+!1)/4 

. 通过 对 小 的 # 值 检 查 表 达 式 


1 1 1 1 
ea tS 
2 4 $8 2* 


的 值 ， 来 提出 这 个 表达 式 的 公式 。 用 数学 归纳 法 证 明 你 的 结果 。 

6. 通过 对 小 的 n 值 检查 表达 式 
的 值 ， 来 找 出 这 个 表达 式 的 公式 。 用 数学 归纳 法 证 明 你 的 结果 ,. 

7. 证 明 ; 每 当 n 是 正 整数 时 ， 就 有 1?+22+:…+tn 二 n(n+1)(2n +1)/6。 

8. 证 明 : 每 当 x 是 正 整数 时 ， 就 有 13+23+:…+n” 二 [n(n+1)/2]*。 

9. 证 明 : 每 当 n 是 非 负 整数 时 ,就 有 +33++ 玉 + (2n +1)*=(x+1)(2nx+1)r2n+t 
3) 6。 

10. 证 明 : 每 当 n 是 正 整数 时 ,就 有 1:1! +2:2! +…+n"n!l =(n+1)! -1。 

"11, 用 数学 归纳 法 证 明 : 车 训 > 一 1， 则 对 所 有 非 负 整数 x 来 说 1 + nk 所 (1+h)”。 这 称 为 

怕 奴 利 不 等 式 。 

12. 证 明 : 每 当 nn 是 大 于 5 的 正 整 数 时 ， 就 有 3"<n1。 

13. 证 明 ， 每 当 wn 是 大 于 4 的 正 整 数 时 ， 就 有 2”>n”。 

14. 用 数学 归纳 法 证 明 : 每 当 n 是 大 于 1 的 正 整 数 时 ,就 有 nn! < 和。 

15, 用 数学 归纳 法 证 明 ，; 每 当 n 是 正 整 数 时 ， 就 有 

1:2+2.3+:+n(n+t+l}=n(n+1)(tn+2)/3 


| 


下 


Ln 
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一 


T6. 用 数学 归 缚 法 证 有 明 : 1:2:3+2:34 二 "tntntliytn+2}= ntnt+ tnt+2)(n+ 3 
站 

17. 证 明 ; 每 当 ?是 正 整数 时 ， 就 有 二 一 天 十 条 一 二 【一 1 一 【一 1)2 人士 1。 

18. 证 明 : 每 当 nn 是 太 于 1 的 正 整 数 时 ， 了 就 有 


1 1 1 | 
EE 一 一 十 -ss 十 -一 = 
Il+ 1 2 


19. 证 明 : 可 以 仅 用 3 分 邮票 和 5 分 邮票 ， 来 组 成 大 于 7 分 的 正 整 数 分 的 任何 邮资 。 

20. 用 数学 归纳 法 证 明 : 每 当 n 是 非 负 整数 时 ， 就 有 3 整除 n+2n。 

21. 和 用 数学 归纳 法 证 明 ， 每 当 wn 是 非 负 整数 时 ,就 有 5 整除 nn? 一 。 

22 . 用 数学 归纳 法 证 明 : 每 当 n 是 韭 负 整数 时 ,就 有 5 整除 n 一 n。 

“23. 用 数学 归纳 法 证 明 : 每 当 是 正 育 数 时 ， 就 有 mn“ 一 1 被 8 整除 。 

24. 用 数学 归纳 法 证 明 : 每 当 蚌 大 于 3 的 整数 时 ,就 有 n* 一 7n +12 是 非 负 的 。 

25. 用 数学 归纳 法 证 明 ; 每 当 n 是 大 于 或 等 于 2 的 整数 时 .一 个 带 有 ” 个 元 素 的 集合 就 有 > 
(一 1 个 恰好 包含 两 个 元 素 的 子 集 合 。 

26. 用 数学 归纳 法 证 明 ; 每 当 ”是 大 于 或 等 于 3 的 整数 时 ， 一 个 带 有 n 个 元 素 的 集合 ， 就 
有 nln 一 1){x 一 2)%6 个 恰好 包含 三 个 元 素 的 子 集合 。 

27. 用 数学 归纳 法 证 明 : 每 当 * 是 正 整 数 时 , 就 有 > j= n(n+1)(2n+1)(3n?+3n- 
1) 30。 

28. 对 哪些 非 负 整 数 n 来 说 有 nw? 所 n1? 用 数学 归纳 法 证 明 你 的 答案 。 

29. 对 哪些 非 负 整 数 rn 来 说 有 2n + 3 委 2"?9 用 数学 归纳 法 证 明 你 的 答案 。 

30. 用 数学 归纳 法 证 明 : 每 当 w 是正 整数 时 ， 就 有 17A(28) 魏 [13 2 一 1724 
2n)o 

31. a) 确定 仅 用 5 分 邮票 和 6 分 邮票 可 以 组 成 哪些 数量 的 邮资 。 
b》 用 数学 归纳 法 证 明 你 对 a) 的 答案 。 
c) 用 数学 归纳 法 第 二 原理 证 明 你 对 a) 的 答案 。 

32. 公用 10 分 硬币 和 25 分 硬币 可 以 组 成 哪些 数量 的 钱币 ? 

33. 一 种 自动 柜员 机 只 有 20 美元 和 50 美元。 假定 这 种 机 器 有 这 两 种 美元 的 无 限 的 供应 量 ， 
这 种 机 器 可 以 分 发 哪些 数量 的 美元 ”用 数学 归纳 法 的 一 种 形式 证 明 你 的 答案 。 


34, 用 数学 归纳 法 证 明 : 之 /| &2 “一 (一 1)27 +2。 
35. 证 明 : Y， 1 =，。( 在 这 里 求 和 是 在 ”个 最 小 正 整 数 的 集合 的 所 有 和 非 


和 12 
空子 集 上 进行 。 

36. 用 数学 归纳 法 证 明 : 给 定 有 nn +1 个 正 整 数 的 集合 ， 这 些 正 整 数 都 不 超过 2n， 在 这 个 集 
合 里 至 少 存在 一 个 整数 ， 它 整除 在 这 个 集合 里 的 国外 一 个 整数 ， 

37. (本 题 需 要 微 积分 知识 ) 用 数学 归纳 法 证 明 : 每 当 nn 是 正 整 数 时 ， 就 及 zxz}= zx" 的 吉 
数 等 于 nz” !。( 对 归纳 步骤 来 说 ,使 用 叶 数 的 瑟 法 规则 。，) 


38. 假定 


oo 一 am 一 一 一 一 
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其 中 a 和 5 都 是 正 实数 。 证 明 : 对 每 个 正 整数 n 来 说 


I 0 
A 
0) 再 


39. 假定 A 和 了 都 是 方 阵 旦 具有 性 质 AB = BA。 证 明 ， 对 每 个 正 整数 nw 来 说 有 AB* = 
了 二。 

40. 假定 mr 是 让 整数 。 用 数学 归纳 法 证 明 : 车 a 和 5 都 是 整数 且 a 圭 5 《mod 关 )， 则 每 当 
是 非 负 吾 数 时 ， 就 有 a: 三 天 {mod mm )。 

41. 用 数学 归纳 法 证 明 : 若 4|，4,，，…， 上 4 和 互 都 是 集合 ， 则 

CA A ADNB=CAN BUCANN BU-…U(A, NB) 

42. 证 明 ; 若 4i，42，…，A4, 和 Bi，B2，…， 了 .都 是 集 人 台 ， 且 对 站 =1，2，…， nn 来 说 

本 ,一 号 ， 则 


a UAEU Bi b) A AS Bb: 
43. 用 数学 归纳 法 证 明 : 若 六! ， 有 成; ，…，4, 都 是 论 域 UU 的 于 集 ， 则 


UAi=N A 
44. 用 数学 归纳 法 证 明 : 每 当 pl ，p2，…，p, 都 是 命题 时 ， -J {pV po VY … WY 记 ,) 就 等 价 


于 piND prt A pao 
"45. 证明: 每 当 p;，p,;,，"…*， 思 , 都 是 命题 时 ， 


(Cpr pa hp poy)A A(p > pL pA ph hp,_1)™ p,) 


就 是 重 言 式 。 
46. 用 几何 级 数 各 项 之 和 的 公式 来 对 下 面 的 和 求 值 。 

a) 4 二 43 二 43 十 十 填 : 和 

b) 3+3.2 二 32 十 十 39280 

c) 一 2 十 2 一 2 二 二 【一 2 
47. 下 述 的 关于 所 有 马 都 必 相 同 颜色 的 “证 明 ” 的 错误 蚌 什 么 ? 

设 Pln) 是 命题 在 n 苞 马 的 集合 里 所 有 马 都 是 相同 颜色 的 。 显 然 ，P(1) 为 真 。 现 在 假定 
P(r) 为 真 ， 所 以 在 任意 n 匹 马 的 集合 里 所 有 马 都 是 相同 颜色 的 。 考 虑 任意 的 n+1 匹 马 ; 把 
这 些 马 编号 成 1，2，3，…， 为 ，n +1。 现 在 这 些 马 中 的 前 # 匹 必 然 帮 有 相同 颜色 ， 而 且 这 些 
蕊 中 的 后 n 匹 也 必然 都 有 相同 颜色 。 因 为 前 n 匹 马 的 集合 与 后 nx 罗马 的 集合 重重 ， 所 以 所 有 
好 十 1 匹 马 必 然 都 是 相同 颜色 。 这 就 证 明了 P(tn+1) 次 真 并 且 完 成 了 归纳 证 明 。 

"48. 找 出 下 列 证 明 的 错误 : 每 当 a 是 非 零 实数 时 ,就 对 所 有 非 贷 整 数 n 来 这 有 a”=1。 
基础 步骤 : 根据 a 的 定义 ，a" 二 1 为 真 。 

归纳 步 夸 ， 假定 对 满足 不 筷 n 的 所 有 非 负 整 数 & 来 说 a* =1。 然 后 注意 


Ti hd i Pe 
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“49. 通过 证 明 从 和 良 序 性 得 出 数学 归纳 法 第 二 形式 ， 来 证 明 数 学 归纳 法 第 二 形式 是 有 效 的 证 
明 方 法 。 

“50. 证 明 : 为 了 进 明 对 所 有 正 整 数 = 来 说 P(a) 为 真 ， 数 学 归纳 法 的 了 下列 形式 是 有 效 的 证 明 
方法 。 
基础 步骤 : Pt1) 和 三 (2) 都 为 真 。 
归纳 步 驰 ; 对 每 个 正 整 数 nn 来 说 ， 若 Ptn) 和 Pin+1) 都 为 惧 , 则 Pltn+2) 六 其 。 


在 练习 51 和 练习 52 中 ，H, 表示 第 个 调和 数 ， 


“51. 用 数学 归纳 法 证 明 : 每 当 nn 是 非 负 整数 时 ， 就 有 HH,: 硅 1+ nn。 

“52, 用 数学 归纳 法 证 明 : /+ 十:…+H,={n+1)H,—x。 

"53. 证 明 : a (vy nt+1—1), 

“54. 证明: 若 ， 条 直线 中 任何 晰 条 都 不 平行 ， 任 何 三 条 都 不 共 点 ， 则 这 些 直 线 把 平面 分 割 


成 (2 十 天 +2) 2 个 区 域 。 

“55. 设 al，az，…，an 都 是 正 实 数 。 这 些 数 的 算术 平均 全 定义 成 4=(al+as+…T+Teanjv 

;而 这 些 数 的 才 何 平均 值 定义 成 G= (fatar as) 用 数学 归纳 法 证 明 : 和 之 
(ro 

56. 用 数学 归纳 法 证 明 : 每 当 ”是 正 整数 时 ， 就 有 21 整除 4” +5*"  。 

57. 用 数学 妇 纳 法 证 明 第 2.5 节 引 理 2， 该 引 理 说 : 若 户 是 素数 且 户 | elaz…av， 其 中 对 
二 1 ，2，…， 7 来 说 a, 是 整数 ， 则 对 某 个 整数 i 来 婉 pla,t 

“58. 良 序 性 可 以 被 用 来 证 明 : 两 个 正 整数 有 唯一 的 最 太公 因子 。 设 a 和 4 都 是 还 整数 ， 设 
S$ 是 形 如 as + bz 的 正 整 数 的 集合 ， 其 中 s 和 部 是 下 整数 。 

a) 证 明 ， 5 非 空 。 

bj 用 凡 序 性 证 明 :; S 有 最 小 元 c。 

c) 证 明 : 夺 a 是 a 和 站 的 公 因 子 ， 则 #4 是 ce 的 因子 。 

d) 证 明 ; cla 和 cl2a。[ 提 示 : 首先 假定 cha)。 则 a=gqc+r， 其 中 0<r<c。 证 明 > 
筷 S， 这 与 对 rc 的 选择 相 志 盾 。| , 

e) 从 {c) 和 (q) 得 出 : a 和 4 的 最 大 公 因 子 存在 。 通 过 证 明 两 个 正 整 数 的 最 大 公 因 
子 是 唯一 的 ， 来 完成 证 明 。 

“59. 证 明 ; 车 el，a，…，e 是 个 相同 的 实数 ， 则 无 论 在 它们 的 乘积 中 插入 密 少 对 括 
导 ,， 计 算 这 = 个 数 之 积 都 要 使 用 nw -1 次 乘法 。[ 提 示 : 利用 数学 归纳 法 第 二 原理 并 且 
考虑 最 后 一 次 的 滋 法 。 

60. 用 世 形状 的 碎片 去 构造 去 掉 左 上 角 格 子 的 4x4 棋 盘 的 铺 砖 图案。 

61. 用 1 形状 的 碎片 去 构造 去 掉 左 上 角 格 子 的 8x8& 棋 盘 的 铺 砖 图 案 。 

62. 证 明 或 反驳 : 每 当 nn 是 正 整数 时 ， 就 可 以 用 工 形状 的 碎片 宪 全 地 覆 善 下 面 形 状 的 所 有 

棋盘 。 
a) 3x2* bj 6Xx2" Cj 3*Xx3" gd) 6"x6" 
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*63. 证 明 : 用 去 掉 了 一 个 1x1x1 立方 体 的 2x2x2 立方 体 ， 可 以 完全 地 覆盖 去 掉 了 一 个 1 
x1x1 立方 体 的 三 维 2* x2"x27" 棋盘。 

64. 证 明 : 关 >5,， 7 是 奇数 ， 且 ”不 能 被 3 整除 ， 则 用 世 形状 的 碎片 可 以 完全 地 覆盖 去 
择 了 一 个 格子 的 nxn 棋盘 。 

65. 证 明 ; 可 以 用 工 形 状 的 酝 片 来 铺 满 去 挥 了 一 个 角 上 格子 的 $x5 棋盘 。 

66. 找 出 不 能 用 工 形状 的 碎片 来 铺 满 的 去 挤 了 一 个 格子 的 5x5 档 盘 。 证 明 对 这 个 棋盘 来 说 
这 样 的 铺 砖 图 案 不 存在 ， 

67. 设 a 是 整数 而 是 止 整 数 . 证 明 : 满足 a4=ddq+r 和 0 筷 7 < 的 整数 g 和 r 是 唯一 的 。 


在 例 1 里 证 明 过 它们 存在 。 
r768. 用 数学 归纳 法 原理 让 明 : 若 Pt) 为 真 ， 并 且 对 满足 #4 之 & 的 上 白 有 正 整 数 n 来 说 ， 蕴 涵 式 P 


(na) 一 局 ( 人 十 二 为 其 ， 则 对 == 下 渤 十 1 十 2 来 说 了 2) 为 真 ， 其 中 在 是 整数 。 
“69. 你 能 用 良 序 性 证 明 下 面 的 命题 吗 :“ 每 一 个 正 整数 都 可 以 用 不 超过 15 个 英语 单词 来 岳 
证 ? 


3.3 递归 定 艾 


有 时 难以 用 明确 的 方式 来 定义 一 个 对 象 。 不 过 ， 用 这 个 对 象 来 定义 它 日 司 ， 这 也 三 是 容 
易 的 。 这 种 过 程 称 为 递 皮 。 例 如 ， 图 3-9 里 所 示 的 图 画 是 递归 地 产生 的 。 育 先 ， 纵 出 一 幅 原 
来 的 图 画 。 然 后 完成 一 个 过 程 ， 它 在 前 一 幅 图 通 的 中 央 递 闪 地 放 上 里 小 的 图 回 。 


图 3-9 递归 地 定义 的 图 男 
可 以 用 递归 来 定 尽 序列、 函数 和 集合 。 在 前 面 的 讨论 里 用 显 式 的 会 式 来 规定 序列 里 的 
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项 。 例 如 ,对 n=0，1，2，… 来 说 用 a, =2" 来 给 出 2 的 曙 的 序列 。 不 圭 ， 通 过 给 出 这 个 序 
列 的 第 一 项 ， 即 an 二 1， 以 及 从 该 序列 前 面 一 项 来 求 当 前 项 的 规则 ， 即 对 n=0, 1, 2,… 
来 说 esi=2ea， 世 可 以 定义 这 个 序列 。 


3.3.2 递归 地 定义 函数 


为 了 定 包 以 非 贷 整数 集合 作为 其 续 域 的 消 数 ， 就 雪 

1. 规定 这 个 函数 在 0 处 的 值 ， 

2. 给 出 从 较 小 的 整数 姓 的 值 来 求 出 当前 的 值 的 规则 。 
这 样 的 定 疼 称 汐 递归 定义 或 归纳 定 浆 。 

例 1 假定 地 是 用 

fF(0)}=3 

f(tnt+1)}=27f(n)+3 
来 递归 地 定义 的 。 求 出 六 1) ,7(2), 了 (3) 和 (4)。 

解 ” 从 这 个 递归 定义 得 出 

fF(1) =27(0) +3=2:3+3=9 

f(2)=2F(1) +3=2"9+3=21 

fF(3)=27F(2) +3=2-21 +3=45 

Ff(4) =27(3)+ 3=2'45++3=93 | 

许 密 函数 都 可 以 利用 它们 的 递归 定义 来 研究 。 阶 乘 函 数 就 是 一 个 这 样 的 例子 。 

例 2 第 出 阶 丧 撮 数 Fa)=a! 的 归纳 定 交 。 

解 ” 可 以 通过 规定 阶 先 函 数 的 初 值 ， 即 F(t0)=1 ， 并 且 给 出 从 已 (Ca) 求 出 三 (+ 二 的 规 
则 ， 来 定义 这 个 障 数 。 要 得 出 这 个 结果 ， 注意 通 过 梯 以 +1 就 从 nl 计算 出 (n+1)1。 国 
此 ， 所 条 要 的 规则 是 Flin+1)= (n+1)F(n)。 国 

为 了 风 在 例 2 里 求 出 的 递归 定义 来 确定 阶乘 函数 的 一 个 值 ， 出 如 五 (5) =51， 有 必要 
多 次 使 用 说 明 如 和 何 用 下 (nn) 表示 下 (n+1) 的 规则 : 

F(S)=SF(4)=5:4F(3}=5.4.:3F(2)=5:4:3:2F(1) 
=5"4:3:2:1* FIO0})=5.4.3:2:1:1= 120 

一 旦 F(0) 是 出 现 的 唯一 的 函数 值 ， 就 不 需要 任何 更 多 的 归 约 。 剩 下 米 要 懒 的 唯一 捉 情 是 把 


FI(0) 的 仁 插 入 到 公式 里。 
递归 地 定义 的 函数 是 严格 定义 的 。 这 是 数学 归 绵 法 原理 的 一 个 后 困 。( 见 本 市 末 的 练习 
44.) 在 下 面 的 例子 里 给 出 递归 定 交 的 其 他 例子 。 


例 3 给 出 a* 的 递归 定义 ， 其 中 a 是 非 零 实数 而 且 n 是 非 负 整数 。 


解 ” 这 个 递归 定义 包括 两 个 部 分 。 首 先 规定 a2， 妈 a "= 1。 然 后 给 出 从 a” 求 出 a” 的 
规则 ， 即 对 =0，1，2，3，… 来 说 a”*!=a'a”。 这 两 个 等 式 对 所 有 非 全 整数 唯一 地 定义 


Ta"s 秋 
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例 4 给 出 
的 递归 定义 。 
解 ” 这 个 递归 定义 的 第 一 部 分 是 
> a 中 从 
第 二 部 分 是 
Par 映 


大 三 小 上 = 说 


在 妇 数 的 某 些 递归 定义 里 ,规定 了 隔 数 在 前 个 正 整 数 好 的 值 ， 而 且 给 出 了 从 一 个 较 
大 的 整数 之 前 的 部 分 或 全 部 上 个 整数 处 的 函数 值 来 确定 在 该 整数 处 的 函数 值 的 规则 。 从 数 
学 归纳 法 第 二 原理 可 以 得 出 结论 说 这 样 的 定义 产生 严格 定 六 的 范 数 。 ( 见 本 节 末 的 练 
习 45-) 

例 5 斐 波 那 契 5 数 及， 让， 户 ，-… 是 用 等 式 有 =0， 记 =1， 以 及 对 n=2，3，4，… 来 说 
i = ft f,2 
“ 习 ” 来 定义 的 。 斐 波 那 契 数 f,，f3，f4，f;，fs 是 什么 ? 

解 ” 因 为 这 个 定义 的 第 一 部 分 说 站 =0 和 万 =1， 所 以 从 这 个 定 六 的 第 二 部 分 得 出 

f= + fo=l+0=1 
a a 
et a a, 
a 
三 本 

可 以 用 韭 波 那 契 数 的 递归 定 疼 来 证 明 这 些 数 的 许多 性 质 。 在 下 一 个 例子 里 给 出 一 个 这 样 
的 性 质 。 

例 6 证 明 : 每 当主 3 村 就 有 a” “， 其 中 a = (1+Yy5)/2， 

解 ” 可 以 用 数学 归纳 法 第 二 原理 来 证 明 这 个 不 等 式 。 设 P{n) 是 命题 记 站 a” “。 想 朗 
证 明 每 当 ”是 大 于 或 等 于 3 的 整数 时 就 有 P(z) 为 真 。 

首先 ,注意 到 

a<2= 方 ,az=(3+yY5) <3= 广 


加 ”正法 那加 【FEihenacci， 的 1180 一 1228，filius Bonacci 或 “Bonacei 之 子 ” 的 简称 ) ” 斐 披 那 损 也 被 称 为 比萨 的 列 
-:” 鄙 那 旬 【Leonardoy。 他 诞生 在 意大利 的 商业 中 心 比 茧 。 斐 波 那 契 是 一 位 商人 ， 他 遍 游 中 东 各 好， 在 那里 接触 到 阿 
拉 们 赦 学 。 在 他 的 著作 《 算 书 》(Liber Ataci) 中 ， 韭 波 那 契 疝 欧洲 人 介绍 了 阿拉 折 的 数字 记 导 和 算术 的 算法 。 正 昆 在 这 
本 书 单 出 更 了 他 的 著名 的 兔子 问题 {在 第 5.1 节 里 措 述 }。 压 波 那 回 还 写 过 关于 几何 学 和 三 角 学 以 及 关于 丢 番 图 方程 的 各 
种 书 ， 丢 盔 图 方程 是 关于 导 找 方程 的 整数 解 的 。 
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所 以 P(3) 和 PL4) 都 为 真 。 现 在 假定 P(&) 为 真 ， 即 对 所 有 满足 4 二 kn 的 整数 来 说 有 
>at 司 ， 其 中 4 宇 4。 必 须 证 明 P(n+1) 为 真 , 即 f.41>a”!。 因为 g 是 这 -1=0 的 解 
(二 次 方程 求 很 公式 说 明 这 一 点 ) ， 所 以 得 出 a*= a+1。 因 此 ， 

一 wo 一 fa 十 | az ”一 sa > 十 ] ,pz 一 十 
根据 归纳 假设 ， 厂 nr 之 5， 则 得 出 


了 Fa 


国 此 就 有 
frmn= ft fa ta Ta" 

由 此 得 出 Ptn +1) 为 真 ， 证 毕 。 z 说 
注意 ”归纳 步 又 证 明了 每 当主 4 时 ， 从 对 3hn 来 说 P( 庆 ) 为 真 的 假定 就 得 出 P 
(n+1)。 因 此 ,归纳 步 也 没有 证 明 P(3) 一 P(4)。 上 所以， 不 得 不 单独 证 明了 (4) 为 
真 。 


现在 可 以 证 明 : 欧 几 里 德 算法 用 O(log 5) 次 队 法 有 末 求 出 正 整 数 a 和 和 6 的 最 大 公 因 地， 
其 中 daho 


证 理 ] 拉 梅 = 定理 设 e 和 5 是 满足 a 空 5 的 正 整 数 。 则 欧 几 里 德 算 法 为 了 求 出 ged 
ta ,上 5) 而 使 用 的 除法 的 次 数 小 于 或 等 于 5 的 十 进 制 位 数 的 5 倍 。 


证 ”回忆 一 下 ， 当 用 欧 几 里 德 算法 来 求 出 满足 < 之 户 的 gcd (a,5) 时 ， 得 则 了 下 面 的 等 
式 序 列 {其 中 =ro 和 而 586= ri)o 


ro 二 天 1 人 十 产 > DOE rz < "] 


_ ce 
六 ] 一 六 -2 2 十 ri Dr < rr? 


ri-2 Fn-1dn-1l + Tr Or rr 


rn-l rnd 
在 这 里 为 了 求 出 ged(a ,5) 而 使 用 了 n 次 除法 。 注意 商 Ol: G2 is go, -| 家 至 少 是 | 。 页 钼 ， 
Cn- 空 2， 国 为 记 这 陨 草 钥 着 


3 己 ” 加 布 里 术 - 拉 梅 (Gabriel Lame，1795 一 1870) ” 控 柳 于 1813 年 进入 工业 高 等 专科 学校，1817 年 毕业 。 他 在 米 
~ 内 匣 高 等 专科 学 校 继 续 接 受 教 育 ， 寺 1820 年 毕业 。 

在 1820 年 拉 梅 来 到 钥 国 ， 在 那里 被 任命 汶 装 被 得 低 的 公路 与 运输 学 校 的 校长 。 在 惰 国 期 同 他 不 公教 书 ， 而且 还 设计 
道路 和 桥 绕 ,他 在 1842 年 回 到 巴黎 ， 在 那儿 帮助 成 立 一 家 工程 公司 。 不 过 ， 他 很 快 就 离开 这 个 公司 ， 接 受 工 业 高 等 专科 
学 校 的 物理 学 教授 职务 ， 他 担任 这 个 职 劳 直到 1844 年 。 查 任 这 个 职务 期 间 ， 籽 作为 工程 大 加 而 攻 胜 在 与 学 本 无 关 的 事情 
上 ， 担任 煤矿 的 首席 工程 师 并 且 参 与 铁路 建设 。 

控 梅 对 数论 、 应 用 数学 以 及 热力 学 都 作出 了 开创 性 工作 。 他 最 著名 的 工作 包括 引 人 人 曲线 坐标 。 他 在 数论 上 的 上 作 包 
播 对 wn =7 证 明 竟 尔 马 最 后 尘 弄 ， 以 及 证 明 本 六 里 给 出 的 软 几 里 驼 算 法 所 用 除法 次 数 的 上 界 ， 

在 所 有 时 化 痢 是 最 重要 的 数学 家 之 一 高 斯 看 来 ， 拉 梅 是 当时 最 出 色 的 法 国 数 学 家 , 不 过 ， 法国 数学 家 认 汶 他 太 实 际 
化 ,而 法 国 科学 家 则 认为 他 杰 理论 化 。 


br i i 
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寓 3 莫 才学 扔 理 i99 


re] = f2 
rw -12r 2 f= 
rn 2 rr 1 十 ra 二 f3= fa 


rrat rt ff-2= 1 
p=rirrt ra ft f= fr 
由 此 得 出 若 欧 几 里 德 算 法 为 了 求 出 满足 ee 之 疡 的 gecdfa ,5) 而 使 用 了 nn 次 除法 ， 则 上 5 宇 
所 1:1。 从 例 6 中 知道 ,对 >2 来 说 方 :1>m 1 其 中 = 人 (1+vysS)2。 因 此 得 出 问 > os 
另外 ,因为 lngtoa 一 0.208>1xS ， 所 以 可 以 看 出 
logpop > Cn- logmne>{tn m1)/5., 


因此 ,nn 一 1 之 5:logjob。 现 在 假定 5 有 上 个 十 进 数 位 。 则 5 之 10* 而 且 iog105 之 志 。 由 此 得 出 
nn 一 1] 之 5 ， 册 且 因 为 上 是 整数 ， 所 以 得 出 n 志 5k。 让 些 。 口 


因为 6 的 十 进 数 位 数 等 于 Llogio#8 ]+ 1 ， 它 小 于 或 等 于 logio8 + 1 ， 故 定理 1 说 明 求 出 满 
是 4 宇 b 的 gcd(a,5) 所 需要 的 除法 次 数 小 于 或 等 于 5(logio5 + 1)。 二 为 5{logwo 上 +1) 是 
Dfleg5)， 故 可 看 出 每 当 a 六 所 时 ， 欧 几 里 德 算 法 就 用 口 (logp) 次 除法 来 求 出 
gcd(a ,b)o 


3.3,3 递归 地 定 光 集合 


递归 定义 常常 用 来 征文 集合 。 当 这 样 司 时 ， 给 出 初始 的 一 些 元 尺 。 热 后 给 出 用 来 从 已 却 
属于 集合 的 元 素来 构造 集合 的 其 他 元 率 的 规则 。 以 这 种 方式 描述 的 集 台 是 产 恪 定 艾 的 ， 用 瑟 
们 的 递归 定义 可 以 证 明 关 于 它们 的 定理 。 下 面 是 集合 的 递归 定义 的 一 些 例子 。 


例 7 设 S 是 用 
3 了 上 六; 
车 xESEByES, 则 x+yE€E5 
来 递归 地 定 交 的。 证 明 : S$ 是 被 3 整除 的 正 整 数 集 合 。( 注 意 在 这 个 定义 里 隐 合 着 假定 : 所 
有 属于 S$ 的 东西 都 是 用 S 的 递归 定义 里 的 两 个 命题 来 生成 的 。) 

解 ” 设 A 是 被 3 整除 的 所 有 下 整数 的 集合 。 为 了 证 明 A = S， 必 须 证 明 A 是 S 的 子 集 
而 且 S 是 A 的 子 集 。 为 了 证 明 A 是 S 的 子 集 ， 必须 证 明 被 3 整除 的 每 个 正 整 数 都 属 子 5。 
将 要 用 数学 归纳 法 来 证 明 它 。 

设 P{n) 是 命题 ， 3n 属于 S。 基 础 步骤 成 立 ， 因 为 根据 S 的 递 妇 怎 义 的 第 一 部 分 ， 
3x1=3 是 属于 S 的 。 为 了 证 明 归 纳 步 台 ， 假 定 P(n) 为 真 ， 即 3n 展 于 S。 因 汶 3n 属于 5S 
而 且 因 为 3 属于 S， 所 以 从 S 的 递归 定义 的 第 二 部 分 得 出 3n + 3=3(n+1) 也 属于 S。 

为 了 证 明 S 是 A 的 子 集 ， 使 用 S 的 递归 定义 。 首 先 ， 该 定 交 的 基础 步骤 规定 3 属于 5S。 
因为 3=3x1， 所 以 所 有 在 这 个 步骤 里 被 规定 属于 5 的 元 素 都 被 3 整除 。 为 了 完成 证 明 ， 必 
须 证 明 所 有 用 该 递归 定义 的 第 二 部 分 所 生成 的 属于 S 的 元 素 都 属于 4 。 这 和 包括 证 明 每 当 = 
和 yy 都 是 5 中 的 元 素 并 且 假 定 它们 都 属于 4 时， 就 有 xz +y 属于 4A。 现 在 若 x 和 y 都 属于 
太 ， 则 可 以 得 出 3|xz 和 3|»y。 和 根据 第 2.3 节 的 定理 1， 得 出 3|x+y， 证 毕 。 
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200 苹 玲 才学 爱 萎 壁 用 


在 例 了 里 集合 的 递归 定义 是 购 型 的 。 首 先 ， 给 出 一 组 初始 元 素 。 其 次 ， 给 出 从 已 知 属于 
集合 的 元 素来 生成 新 元 素 的 规则 。 在 定义 里 隐 含 着 只 有 在 初始 元 素 中 询 出 的 元 素 ， 或 者 可 以 
用 构造 新 元 素 的 规则 来 生成 的 那些 元 素 才 属于 这 个 集合。 

集合 的 递归 定 尽 的 最 普通 的 用 途 之 一 是 定义 各 种 系统 里 的 合式 公式 。 在 下 面 的 例子 里 说 
明 这 一 点 。 

例 8 由 变量 、 数 字 和 }+ ，-，x*，v，+ 上 中 的 运算 符 《 其 中 < 代表 乘法 ， + 代表 
磁 蝴 } 所 组 成 的 合式 公式 定义 成 

若是 数字 或 变量 , 则 x 是 合式 公式 ; 
若 和 g 是 合式 公式 , 则 {f+g), {ff-g),， (fxg), (fAg) 和 (ff1g) 都 是 合 
TU 
例如 ， 根 据 这 个 定 六 ， 因 鸭 x 和 3 都 是 合式 公式 ， 了 所 区 {r+t3),， (rr 一 3), {xz*3), (zr/3) 
和 (X13) 部 是 合式 公式 。 接 下 来 ,因为 y 也 是 合式 公式 ， 所 惧 ((x+3) + yj)(y 一 (zx*3)) 


等 也 者 是 台 云 公式 。 (注意 (3 人 0) 是 合式 会 式 ， 因 为 在 这 里 只 考虑 语法 。) 国 
例 9 包含 者 T、F、 命 超 琶 元 、 以 及 运算 符 | ，A，Y ， 一 ， 二 | 的 复合 命题 的 合 
式 公式 定义 成 


T、F 和 都 是 合式 公式 ,其 中 p 是 命题 变 元 ; 若 p 利 g 是 合式 公式 ， 则 
(Pp) (PPVY9 Ad) (pda) (pa) 部 昨 合式 公式 。 

例如 ,， 若 p，g 和 r 是 命题 变 元 ， 则 重复 地 使 用 这 个 递归 定义 ， 就 证 明 (p Va),(r AT) 和 (p 
V qj 一 (rT 了 TD) 都 层 合式 公式 ， 图 
在 对 字符 串 的 研究 里 常常 使 用 递归 定义 。 回 和 所 一 下 第 1 章 ， 字 母 表 六 上 的 宇和 首 串 是 六 里 
符号 的 有 穷 序 列 。 当 上 的 字符 串 的 集合 表示 成 交 *。 用 连接 运算 可 以 组 合 两 个 字符 串 。 字 符 
串 x 和 3 的 连接 是 字符 串 z 后 面 接 上 字符 串 vy， 表示 成 zyo 例如 ，r= apre 和 y= cadapbra 

的 连接 是 zy = abracadabra 。 当 证 明 关 于 字符 串 的 结果 时 ， 常 常 使 用 下 而 的 递归 定义 ， 


例 10 字符 素 集 合 的 还 归 定 义 ”字母 表 交 上 的 字符 捉 的 集合 半 *' 递归 地 定 关 成 ' 七 
>,”， 其 中 1 是 不 包含 任何 符号 的 空 串 ， 以 及 每 当 ww * 和 ze 时 ,就 有 wr 全 3 *。 


这 个 定义 的 第 一 部 分 说 明 空 串 属于 于" 。 第 二 部 分 说 明 把 3'* 的 字符 串 与 之 的 符号 连接 
起 来 就 产生 新 的 字符 串 。 加 

字符 串 的 长 度 是 该 字符 串 中 符号 的 个 数 ， 它 也 可 以 递归 地 定义 。 

例 11 给 出 字符 串 w 的 长 度 ! (zw) 的 递归 定义 。 

解 ”字符 串 的 长 度 可 以 定义 成 


1 {A} =0; 
jw = (zi) 二 1 看 了 和 > 而且 xE2。 国 


下 而 的 例子 说 明 在 证 明 里 如 人 和 何 使 用 对 字符 串 的 递归 定义 。 


例 12 用 数学 归纳 法 证 明 : zz = 六 zl)+zv)， 其 中 工 和 yy 属于 > ”， 即 字母 表 交 上 
的 字符 串 的 集合 。 


一 = 
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荔 了 准 恬 学 棒 琴 20] 


解 ”将 要 让 证 明 是 基于 例 I0 里 给 出 的 对 集合 之 ”的 递归 和 定义 。 设 已 (四 是 区 题 : 每 当 
© > 时 怠 有 71(zxy)= 7(x) + i(y)o 

基础 步 属 : 为 了 完成 基础 步骤 ,必须 证 明 P(A) 为 真 。 即 必须 证 明 对 所 有 x 来 说 
有 1(xA)= 72(x)+ 1(AX)。 因 为 对 每 个 字符 串 x 来 说 (2)= x)= 77x)+0= /A(zx)+ 2(4), 所 
以 P(4) 为 真 。 

妇 纳 东 阶 : 为 了 完成 归纳 步骤 ， 假 定 Pty) 为 真 ,而 且 证 明 这 个 假 是 蕴 泣 者 每 当 a€ > 
时 ,就 有 Plya) 为 真 。 需 要 证 明 的 是 ， 对 每 个 a 亡 沁 来 说 有 i(xya)= 2(x)+2(ya)。 为 了 证 
明 这 一 点 ， 注意 根 据 i (wwe) 的 弟 归 定 疼 (古人 策 11 里 纵 出 )， 有 i(xya)= ?lry)+1 和 /1(wa)= 
i(y)+1。 而 且 , 根据 归纳 假设 有 tiry)= (rz)+ 7 (ye 故 得 出 


lzrye)j (rt i +t l= (xr) ti ya), 国 

练习 

1. 求 出 AD，F(2)，F{3) 和 也 4), 夺 f(rn) 弟 归 地 定 久 成 A0)= 1 ， 而 且 对 nn =0,1,2,… 来 
说 


a) flnt+1)= ftn)+2 
by flnt1)-—3f(n) 
ce) flnt+1)=28" 
d) Fan+t+1)= fn) + f(tn)+l 
2, 求 出 F172，F2),， 3) 所 和 fC(5), 奉 了 (nn) 递归 地 定义 成 i(0)=3， 而 且 对 n=0， 
1,2,… 来 说 
ay Fln+1)= -2f(n) 
bj flnt+1)=3f(n)+7 
c) Fln+t+1)= ftn)*—2fF(n)—2 
dj f(n+1)= 3 
3, 求 出 fF(2)， FC3), A(4) 和 和 f(5)。 若 了 递归 地 定义 成 f(0)= 一 1, 了 (1)=2 ， 而且 对 n=1,2 
ay flnt+1)= fn)+3F(n -1) 
b) Fint+1)= fF(n) f(rn—1) 
c) Flnt+1)=3F(n) -4f(n-1) 
d) fF(n+1)=f(n -1)/f(n) z 
4. 求 出 (2), 了 (3), fF(4) 和 fF(5)， 若 了 递归 地 定义 成 A0)= f(t1)=1 ， 而 且 对 二 1,2,… 来 说 
a) Flnt1}= fn)}— Fltn—1) 
b) Feint+1)= fF(n)ftn—1) 
c) flint+1)= f(rn) + f(rno1) 
d) Fint+1)= f(tn)/f tn 1) 
5, 给 出 序列 fa,i 的 递归 定 光 ，zm =1，2，3，…， 天 
a) a, =6n b) a,=2n+1 
ch a, = 10” d) 已 ,一 和 
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202 看 栽 末 学 腕 基 大 万 


. 给 出 序列 ia, 的 递归 定义 ， 关 =1 2，3，…， 和 在 
A) &, = dn —2 bj a,=1+(—1)* 
ce) a, =ntnt+1) d) a, = nr” 
7. 设 下 是 这 样 的 蚂 数 ,使 得 F(n) 是 前 ”个 正 整 数 之 和 。 给 出 F(x) 的 递归 定义 。 
8. 给 出 S, (7 ) 的 递归 定义 ， 即 整数 mm 与 非 负 整数 之 和 。 
9. 给 出 P, fn) 的 递归 定 交 ， 即 整数 m 与 非 持 整数 二 之 积 。 


在 练习 10~17 里 f, 是 第 ”个 碍 省 那 契 数 。 


10. 证 明 : 每 当 wx 是 正 整 数 时 ， 就 有 ff+ 户 +… 十 扬 三 三 廊 :1 

11. 证 明 : 每 当 n 未 正 整 数 时 ， 器 有 万 十 方 十 十- 六 -1= 访 。。 

'12. 证明; 每 当 = 是 正 整数 时 、 就 有 141f-1 一 户 = (一 1)"。 

“13. 证 明 : 每 当 n 是 正 整数 时 ,就 有 f+ f+ + -1f2s 一 fin 

“td. 证明 : 每 当 及 是正 整数 时 ,就 有 一 站 一 一 fn- fn 一 fan-1-1o 

15. 确定 欧 几 里 德 算法 求 出 斐 波 那 契 数 六 和 ,1 的 最 大 公 因 子 所 用 的 除法 次 数 ， 其 中 是 
非 负 整数 。 用 数学 归纳 法 验证 你 的 答案 。 


16. 度 
t 1 
A-[0 


| J 

Cf J 

17. 通过 在 练习 16 里 等 式 的 两 边 取 行列 式 , 证 明 练 习 12 里 给 出 的 季 等 式 。( 本 题 焦 束 于 2 x 
2 姐 阵 的 行列 式 的 概念 。) 

“18. 给 出 函数 max 和 min 的 递归 定 尽 ， 使 得 maxfaiyaz ma 和 minfalyas， ai) 分 别 
是 ?个 数 ai，az，…，as 中 的 最 大 值 和 最 小 值 。 

19. 设 el，e，…，c 和 5 ，5y，-…， bs 都 是 实数 。 用 你 在 习题 18 里 给 出 的 递归 定义 来 

”证明 下 面 的 结果 。 


a) maxt a, — a — dn) = -mintar ds a,) 


定 ， 


A 


bj) maxtay t+ Bryast Bas sor tt Bo}Emxtags ds sya) +t max( hy, has ,hh,) 


c) mint( a 十 而 ] drt bo dy, + hp min(al ,如 An) + min( Bbas ,bn) 
20. 证 明 : 集合 S 是 正 整 数 集 合 。 它 定义 成 : 1ES 而 有 c 每 当 *ES 和 ES 时 就 有 yt+tE 
心 。 


21. 给 出 是 5 的 倍数 的 正 整 数 的 集合 的 递归 定义 。 
22. 给 出 下 述 集合 的 媚 妇 定义 ; 

a) 正 奇数 集合 。 

b》3 的 正 整 数 次 竺 的 集合 。 

c) 整 系数 多 项 式 的 集合 。 
23. 给 出 下 述 集 合 的 递归 定义 : 


TT 和 和 和 和 和 和 和 和 和 和 和 er 
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a) 偶数 集合 。 
b) 与 2 模 3 同 余 的 正 整 数 的 集合 。 
cj 不 能 做 5 整除 的 正 整 数 的 集合 。 


24. 证 明 ， 由 数字 、 变 量 、 以 及 |+ ， 一 ，* ，/,，+ | 里 的 运算 符 所 组 成 的 任何 合式 公式 ， 
部 包含 同样 数目 的 堪 括号 和 右 括 号 。 
25. 定 头 由 集合 表示 集合 的 变量 和 | 一 , U， 门 ，- 上 里 的 运算 符 所 组 成 的 合式 公式 ， 


一 个 字符 捉 的 侧 置 ,是 由 原 字 符 捉 里 的 符号 以 相反 顺序 组 成 的 字符 捉 。 把 字符 捉 ww 的 
倒置 表示 成 ww 。 


26. 求 出 下 面 的 位 囊 的 倒置 。 
ahi O101 
b) 11011 


c) 100010010111 
27, 给 出 字符 串 的 合 置 的 递归 定义 。[ 提示 : 首先 定义 空 捉 的 倒置 。 然 后 把 长 度 为 n +1 的 字 


符 串 w 写成 太 ， 其 中 二 是 长 度 为 = 的 字符 串 ， 并 且 利 用 z 和 yw 来 表示 w 的 倒置 。] 
28. 给 时 (rw tw 二 wo azo 的 递归 证 明 ， 
29, 给 出 起 的 递归 定义， 其 中 w 是 字符 昨 而 i 是 非 秽 整数。 在 这 里 ww'' 表示 字符 捉 w 的 i 
份 复制 品 的 连接 。) 
30. 给 出 回 女 位 串 的 集合 的 惠 归 和 定 这 。 
31. 位 串 集 全 A 定义 成 


AECA: 


其 中 4 是 空 串 。 哪 些 位 串 属 于 A? 

“32. 递归 地 定义 包 会 的 0 比 1 多 的 位 串 的 集合 。 

33. 用 习题 29 和 数学 归纳 法 证 明 : i(w)=i: 1(w)， 其 中 xw 是 位 囊 而 i 是 非 负 整数 。 

“34. 证 明 : 每 当 w 是 位 串 而 i 是 非 负 整数 时 ， 就 有 (rk)i= (zw 即 证 明 一 个 字符 串 的 
倒置 的 i 次 里 是 这 个 字符 串 的 ; 次 宕 的 倒置 。 

35, 下 整数 的 分 折 是 把 = 写成 正 整数 之 和 的 方式 。 便 如 ，7=3+2+1+1 是 7 的 分 拆 。 
设 P;, 等 于 mm 的 不 同 分 拆 的 数目 ， 其 中 和 式 里 项 的 顺序 无 关 紧 要 ， 并 设 已 ,是 把 用 不 
超过 nn 的 正 整数 来 表示 mm 的 不 同方 式 的 数目 。 


A) 证 明 : re 
b) 有 证明 : 了 下面 的 已 ..。 的 递归 定 交 是 正确 的 ， 


上 A m=1 

| =| 
a 各 mn 

| 站 m= 二 n>1 


下 | 
c) 用 这 个 递归 定义 求 出 5 和 6 的 分 拆 数 。 
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座 考证 阿 克 曼 函数 的 一 个 变种 的 下 还 递归 定义 。 这 个 函数 是 根据 德国 数学 家 威 尔 海 姆 ， 
ax 阿 克 曙 的 名 字 来 命名 的 ， 他 是 大 数学 家 大 卫 ' 希 尔 伯 特 的 学 生 。 在 递归 函数 论 中 以 及 
在 涉及 集合 的 并 的 某 些 算法 的 复杂 性 研究 中 ， 阿 克 总 函数 都 起 到 重要 的 作用 。( 这 个 函数 有 
多 种 不 同 的 变种 ， 都 称 为 阿 克 受 函数 ， 并 且 都 有 类 似 的 竹 质 ， 尽 管 它们 的 值 不 一 定 是 相等 


的 。) 
27,， 和 m= 人 0 
0, 若 吉 宇 1 且 n=00 
FY : + 7 
2 若 以 宇 1 导 n=1 


一 1 ,内 ,天 一 1 葵 严 衬 1 且 半空? 


练习 36 一 43 涉及 这 种 形式 的 阿 殉 昌明 数 。 


36. 求 出 阿 克 曼 图 数 的 下 列 值 。 
a) A (1, 0) by A (0, 1) cj A (1, 1) d) A (2, 2) 
37. 证 明 : 每 当 mw 写 1 时 ， 就 有 A(m,2)=4。 
38. 证 明 : 每 当 n 室 1 时 , 就 有 A(1,n)=2". 
39. 求 出 阿 克 坚 函数 的 下 列 值 。 
a) A(2,3) x hb) A(3,3) 
“40. 求 出 A(3,4)。 
“+*41. 证 明 : 每 当 zm 和 nn 都 是 非 负 整数 时 ,就 有 A{m,n+1) 守 Atm,n)。 
"42. 证明 ; 每 当 tmx 和 都 是 非 全 整数 时 ,就 有 Atm+1,n) 守 Alm ,7)。 
43. 证 明 ， 每 当 i 和 ; 都 是 非 负 整数 时 ， 就 有 Ar 门 衬 六 
r744 . 用 数学 归纳 法 证 明 :; 通过 规定 FI0) 和 从 F(n) 获 得 F(n 十 1) 的 规则 ， 所 定居 的 隔 数 
F 是 严格 定 光 的 。 
rz745 . 用 数学 归纳 法 第 二 原理 证 明 : 通过 规定 下 (0)， 以 及 对 =0，1，2，…， 于 来 说 从 
FF 人) 获得 下 (n+1) 的 规则 ， 所 定义 的 睛 数 是 严格 定义 的 。 
46. 证 明 ， 下 述 每 一 个 所 谓 的 对 正 整 数 集 合 上 的 函数 的 遂 归 定义 都 不 能 产生 严格 定义 的 孙 
数 ， 
a) 对 nn 实 1 来 说 F(an)=1+F(|nA2), 而 且 F(1)=1; 
by 对 nn 庄 2 来 说 F(tn)=1+ Fln 一 3), 而 且 F(1)=2 和 FF(2)=3。 
cy 对 nn 实 2 来 说 Fn) 二 1+ Fl(n/2), 而 且 F(1)=1 和 F(2)=2。 
d) 车 nn 基 侦 数 而 且 # 守 2， 则 Flin)=1+ Fln 训 2), 若 nn 是 奇数 , 则 F(xn)=1 一 下 
(天 一 1 以太 下 (=1。 
e) 车 #2 是 侦 数 而 且 #n 守 2， 则 Fl(n)=1+F{n 间 ),， 车 nn 是 奇数 而 且 n 守 3， 则 F(tn) = 
Fl3n 一 1)， 以 及 F(1}=1。 
47. 证 明 : 下 述 每 一 个 所 谓 的 对 正 整数 集合 上 的 函数 的 递归 定义 都 不 能 产 咎 严格 定义 的 疯 数 ， 
a) 对 xx 实 1 来 说 F(tn)=1+ Fltitn+1) 避 J)， 而 且 F(1)=1。 
b) 对 n 宇 2 来 说 Fin)=1+Fln 一 2), 而 HF(1)=0 
c) 对 nn 实 3 来 说 F(xn)=1+FlnA3), 而 且 F(1)=1,F(2)=2, 以 及 F(3)=3。 
d) 若 是 倘 数 而 且 x 宇 2， 则 Fin)=1+ F(x 这), 若 x 是 奇数 ， 则 F(xn)=1+ FF(n 一 2)， 
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而 且 F(1)=1。 
e) 若 x 守 2 则 Fin)=1+F(F(n 一 1)), 而 且 F(1)=2。 
练习 48 一 50 处 理 对 数 函 数 的 迭代 。 像 通常 一 样 ， 设 logn 表示 以 2 为 底 nn 的 对 数 。 函 数 
log' 人 Yn 递归 地 定 立 成 


nn, 者 下 = 站 

je 全 -es (log'* Vm), 人 ]ogtt ln 有 和 是 立 是 为 正 数 
无 定义 ， 其 他 情况 

送 居 对 数 是 孙 数 log” n ， 它 在 n 处 的 信 是 使 得 jog' 2 委 1 的 最 小 的 非 负 整数 不。 


48. 求 出 下 述 的 每 一 个 值 : 

a) iog (216 b) iog'31256 c) log'™7265336 d) log' 11 263536 
49. 对 下 述 的 每 一 个 log ”= 的 值 , 求 出 x 的 值 : 

a 2 bb4 cog dd)16 e256 {£65536 gg) 22048 
50, 求 出 使 得 log " n = 5 的 最 大 整数 n。 确 定 这 个 数 的 十 进 制 位 数 。 


练习 51 一 53 处 理 帮 代 函数 的 值 。 根 是. 大半 是 从 实数 集合 、 正 实数 集合 或 厅 些 其 他 的 实 
数 集 合 到 实 歼 集 合 的 函数 ， 便 得 扩 m) 是 单调 增 的 [ 即 当 于 入 下 时 有 大 (aa) < 了 (m)， 并 且 
对 了 的 定义 域 里 的 所 有 = 来 说 f(a)<ao] 函 数 产 00a) 递 归 地 定义 成 


人 说 ， 在 灰 = 

fn) {a 着 4 

另外 ， 设 c 是 正 实数 。 和 迭代 函数 广 -， 是 为 了 把 了 的 自 变 量 缩小 到 小 于 或 等 于 c 所 需要 的 了 的 
壕 代 次 数 ， 所 以 "(nt) 是 使 得 FCn) 志 ce 的 最 小 的 非 负 整数 素 。 


51. 设 f(n) =n 一 a， 其 中 a 是正 整数 。 求 出 fn) 的 公式 。 当 nn 是 正 整 数 时 ，fi (n) 
的 什 是 什么 ? 

52. 设 fn) = 这。 求 晶 了 Cn) 的 公式 。 当 是正 整 数 时 ， 形 (mn) 的 德 是 什么 ? 

53. 设 Fln)=vn。 求 出 O(n) 的 公式 。 当 xn 是 正 整 数 时 ， 所 (nn) 的 值 是 什么 ? 


练习 44 一 61 处 理 其 些 不 寻常 的 序列 ， 这 些 序列 非 正式 地 称 为 自生 成 序列 ， 它 们 是 用 简 
单 的 递归 关系 或 规则 产生 的 。 具 体 地 说 ， 练 习 54 一 57 处 理 序 列 fa (n)|， 它 定义 成 : 对 
n 宇 1 来 说 a(n}=n 一 alaln 一 1))}, 而 且 a (0) =0。( 这 个 序列 ， 以 及 在 练习 58 和 练习 59 
里 的 序列 ， 都 是 在 道格拉斯 : 志 夫 斯 塔 德 的 畜 钞 的 书 《 豆 德尔 、 埃 会 尔 、 巴赫 【Ho99]」 中 
定义 的 )。 
54. 求 出 在 本 题 前 而 的 说 明 中 定义 的 序列 Ta (nn)1 的 前 10 项 。 
"55. 证 明 : 这 个 序列 蚌 严 格 定 义 的 。 即 证 明 对 所 有 非 负 整数 ww 来 说 a (tn) 是 唯一 地 定义 
的 。 
**56., 证 明 ， afa)y=Lta+l)n 其 中 w=(1-1+A)2。 [提示 : 首先 征明 对 所 有 之 0 来 说 
Cpan — [pn |) + (pr Linl)=16 然后 证 明 对 满足 0 委 <1 和 a 关 1 - 4 的 有 折 有 实数 a 来 
说 L(TE+p)(l-a)i+lLa+kl=il 分 别 考虑 0 和 ax<1-A 和 1 一 ax<a<sl 的 博 
形 。 


Eee dedi ph i i 1 
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“7. 利用 练习 56 的 公式 证明: 芷 pa -Lp 和 1-A 则 at)=aa -1), 否 则 a(n)= 
cf 一 1 二 了: 

58. 求 出 下 面 人 等 个 日 生成 厚 列 的 前 10 项 : 
a】 对 二 宇 1 来 说 c(tn)=n 一 alataltn 一 1))), 而 有 a (0) =0。 
b) 对 ww 宇 1 来 说 a(n)= nn atatatalrn -1))), 和 而且 a (0) =0。 
c 对 二 守 3 来 说 atfn) 二 atn 一 aftn 一 1))+atn-a(ln -2)), 出 a(t1)=1 和 ak) 一 

1 。 

59. 求 出 序列 px(n) 和 产 z) 的 前 10 项 ， 它 们 是 用 下 面 一 对 交织 的 递归 关系 米 定 尽 的 : 对 > 
宇 1 来 说 mn)=n 一 了 mn-1D ftn)=n- mfin-1)),W 有 fF(0)=1 和 mm(0}= 
0 , 


哥伦布 的 自生 成 序列 是 具有 下 述 性 质 的 唯一 非 减 的 正 整数 序列 a1/，a2，a3，"…: 对 每 
个 正 整 数 记 来 说 这 个 厅 列 恰好 包含 的 ai 次 出 现 。 


60. 求 出 哥伦布 的 自生 成 序列 的 前 20 项 。 
“61, 证 明 ， 才 了 ln) 是 使 得 a, = 的 最 大 整数 癌 ， 其 中 a,, 是 再 伦 布 的 上 自生 或 序列 的 第 各 


项 , 则 Fa)= 之 es 而且 六 Fa))= 之 pasa 
G.H. 哈 代 ” 引 人 和 的 对 数 指数 画 数 集 合 半 是 使 得 下 面 性 质 成 立 的 最 小 的 函数 集 


Ar 
口 : 


区 厚 需 : 嘻 轴 得 .哈代 《Gadtrey Harold Hardy，1877 一 1947) 星人 民 出 生 在 英 凡 兰 的 色 雷 的 克 兰 需 ， 基 机 萨 克 ， 
~” 熙 屁 与 索非亚 : 附 尔 "哈代 的 两 个 孩子 中 的 长 子 。 他 的 父 过 是 克 兰 雷 中 学 的 地 理学 与 给 图 教师 ， 膛 教 过 唱歌 课 和 跑 
这 是 妹 。 他 的 母亲 教 钢琴 惕 而 且 帮 助 经 营 为 年 轻 学 生 提供 腾 桨 的 宿舍 ， 哈 和 代 的 父母 亲 对 子女 的 教育 全 力 以 赴 。 当 陪 代 在 
两 岩 开 始 写 出 袁 示 上 百 睛 的 数字 时 ， 就 显示 了 他 的 数字 有 方 。 他 和 一 个 私 和 数学 载 师 而 不 基 上 更 兰 雷 中 学 的 正规 诛 程 。 
当 他 十 三 岁 时 ， 他 转 到 加 彻 斯 特 学 校 ， 被 授予 奖学金 ， 这 是 一 历 私 区 上 高 中 。 他 人 学习 成 绩优 秀 ， 显 下 出 对 鉴 学 的 强烈 次 趣 。 
他 在 1896 年 获得 奖学金 进 人 便桥 的 一 一 学 院 ， 在 学 期 间 儿 次 获奖 ， 于 1899 年 毕业 。 

陪 代 从 1906 年 到 1919 年 在 便桥 天 学 三 一 学 院 担任 数学 讲师 职 芳 ， 然 后 托 任 命 为 牛津 的 几 们 学 的 苏 里 文教 授 。 他 在 
剑桥 变 得 很 不 愉快 .原因 是 在 反 战 活 动 上 与 三 一 学 院 的 著名 哲学 察 和 数学 家 伯 特 兰 ' 多 素 丰 和 和， 以 及 不 喜 戏 繁 南 的 行政 工 
作 ,. 在 1931 垂 他 返回 剑桥 ,担任 纯 数 党 的 配 德 雷 里 安 教 授 ， 一 直到 1942 年 妃 体 为止 ， 他 是 一 个 纯 数 学 亭 并 对 数学 持 存 
卓 尔 不 群 观 点 ， 和 希望 他 的 研究 永远 不 被 应 用 。 其 有 讽刺 意味 的 是 ,他 最 出 名 的 也 许 是 作为 哈代 - 训 伯 格 法 则 的 上 发明 人 之 
-， 这 个 法 出 预言 串 传 模式 。 他 在 这 个 领域 的 工作 是 作为 给 《科学 ? 杂志 的 一 封 人 出现 的 . 在 佑 中 他 用 莘 单 的 代 效 想法 
来 指出 -- 箭 中 苦 学 论文 的 错误 。 昱 代 主 要 在 数论 和 函数 论 方面 敌 工 作 ， 研 究 歼 曼 zeta 卫 疾 、 傅 立时 颖 数 、， 杂 糙 分 布 这 样 
的 课题 。 他 对 许多 重要 问题 必 出 了 重要 的 贡献 ， 比 如 关于 把 正 整数 表示 成 次 星之 种 的 华 林 问 题 ， 以 及 把 奇数 表示 成 一 
个 京 数 之 和 的 问题 。 哈 代 还 因为 与 证 桥 的 同事 约 坦 -EE: 利 特 伍 德 和 著名 的 印度 数学 青 才 斯 里 尼 瓦 萨 - 拉 马 努 金 人 “的 合作 而 
钼 人 们 记 已 。 他 与 利 特 伍德 家 写 了 超过 一 百 篇 论文 。 他 们 的 台 必 引出 这 样 的 笑话 : 在 当时 只 有 二 个 重要 的 英国 才学 家 : 
只 已 ， 利 特 伍 德 和 和 哈 化 - 利 特 伍德 ， 甚 至 有 估计 为 哈代 发 明了 送 掏 的 人 物 利 特 伍 德 ， 因为 在 剑桥 以 外 很 少 看 见 利 特 作 鼻 。 
焉 代 且 有 这 样 的 状 误 ， 字 从 拉 马 努 金 宕 绍 他 的 非常 规 的 但 是 极 有 创造 性 的 结果 中 ， 识别 出 控 马 努 馈 的 天 才 ， 调 其 他 数学 
家 却 没 能 看 出 拉 马 努 金 的 天 十。 哈代 把 拉 马 田 仍 带 到 剑桥 ,合作 写 出 恒 要 的 联 逢 文章 ， 证 朋 了 关于 向 数 的 分 拆 数 的 新 结 
果 。 险 化 对 数学 教育 感 兴 趣 ， 他 的 蔬 《 纯 数学 教 各 》 在 一 十 世纪 的 前 五 十 年 里 诬 深 地 影响 广 数 学 的 本 科 苯 学 。 哈 代 述 写 
过 《一 个 数学 家 的 辩解 )， 在 这 本 书 里 忆 回答 了 这 样 的 问题 :一 个 人 人 是否 值得 把 一 生 都 献 淄 数学 研究 。 这 本 书 征 出 了 险 代 
关于 数学 是 补 么 和 数学 局 什么 的 观点 。 

哈代 对 体育 有 强烈 闪 趣 。 他 是 狂热 的 酸 球 迷 ， 对 分 散 果 得 很 紧 。 籽 的 一 个 独特 的 避 忙 是， 他 不 襄 欢 拍照 【只 和 有 五 张 
照片 是 为 大 所 知 的 }， 也 不 喜欢 镜子 ， 他 一 进 信 旅馆 房间 就 立 则 用 毛巾 把 它们 盖 上 。 
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"明和 数 ftn) 二 a 属于 节 其 中 心 是 一 个 正 实数 ; 

* 明 数 fn) 二 nn 属于 增 ; 

"入 氏 数 六 种 pz(tn) 都 属于 并 , 则 F(a) 一 gtn) 属 于 .和 ; 

" 若 明 数 f(n) 属 于 2, 则 er 属于 间 ; 

* 大 (nn) 属于 六， 而 且 存 在 整数 N 使 得 对 nn 宇 NN 来 说 i(xn)>0 (这 意味 着 f 是 最 终 成 
为 的 )， 则 In Fa 属于 双 其 中 Inz 与 通常 一 样 表 示 x 的 对 数 。 


哈代 证 明 。 对 每 个 不 恒 等 于 0 的 对 数 指数 效 数 来 说 ，f(n) 或 者 是 最 终 成 为 正 的 ， 或 者 
是 最 终 成 为 贷 的 。 他 证 明 车 f(x) 和 g(xn) 都 属于 94, 则 或 者 f{n) 是 ol(g(n)) ,或 者 gln) 是 
ol fn)) ,或 者 fn}) 和 gtn) 有 同样 的 阶 。 


62. 证 明 : 寿 f(n} 和 g(n) 都 属于 攻 ， 则 Ff(n)++ gtn) 属 于 冯 
63. 证明: 着 (nn) 和 g(xn) 痢 属 于 学 而 且 都 是 最 终 成 为 正 的 , 则 f(xn)g(n) 和 F(x)/g(n) 
帮 属 于 J， 利用 每 个 对 数 指数 函数 都 是 或 者 最 终 成 为 正 、 最 终 成 为 人 氏 或 者 恒 等 于 0 的 事 
实 来 证 明 ， 前 面 的 结果 丝 涵 着 任何 两 个 不 恒 等 于 0 的 属于 4 的 隐 数 之 积 与 商都 属于 况 
64. 利用 练习 62 和 练习 63 证明: 每 个 带 实 系数 的 多 项 式 f(n)=asn"t+tas a” 十 十 人 
属于 >。 


本 已 ”斯 里 尼 玉 陡 : 扣 马 努 使 【Sninivasa Ramanuian，1387 一 1920) 著名 的 歼 学 奇才 拉 马 努 金 诞生 得 威 上 在 不 近 马 德 拉 
~” 斯 城 的 南 印 度 。 他 的 父亲 其 布 出 的 职员 。 节 的 母亲 在 地 方 上 的 寺庙 里 唱歌 来 增加 家 庭 收 入 。 拉 马 努 金 在 地 方 二 的 英 
请 学 校 学习 ， 显 了 示 了 他 对 数学 的 天 才 和 基 超 。 在 十 三 为 时 他 就 掌握 了 大 学 生 使 用 的 孝 科 书 。 当 把 十 五 宏 时 ， -位 大 学 牛 借 闪 
他 -本 《 邱 数 学 提 览 》， 拉 马 努 金 决心 横 完 这 本 书 捍 只 有 客 述 而 没有 于 明和 甫 基 的 六 干 者 个 辣 果 ， 杷 写 在 纸 片 卡 ， 以 后 收 执 
起来 成 了 上 笔记本- 他 在 1904 年 从 高 中 毕业 ， 襄 得 马 笠 拉 斯 大 学 的 奖学金 。 他 注册 了 甘 术 专业 的 巢 御 ,但 是 他 忆 顾 数学 而 扰 
略 了 他 的 专 炎 ， 缩 果 去 了 奖学金 。 肝 1904 年 加 1907 年 他 由 次 在 大 党 里 考试 不 吕 格 。 只 在 数学 上 成 绩 好 ,在 这 段 时 间 里 他 在 
笔记 本 甲 写 下 了 记 造 性 的 钴 果 ， 有 时 嫩 新 发 现 了 已 经 发 表 过 的 铺 果 ， 而 其 他 时 候 则 做 出 了 新 的 发 现 ， 

映 于 设 有 大 党 学 位 ， 拉 马 努 金 蕉 以 找到 好 的 工作 。 鸭 了 活命 ， 他 丰 得 木 依 琐 朋 志 们 的 旅 营 ， 他 教 过 学 后 数学 ， 必 是 他 
恬 同 寻常 的 思考 方式 和 不 遵守 考 学 大 网 却 引 来 有 麻烦。 他 在 1909 年 在 包 东 婚姻 中 与 比 他 小 九 岁 的 年 轻 妇 子 铺 婚 。 为 了 养活 自 
己 和 妻子 ， 他 搬 到 马 德 拉 斯 并 且 牧 了 个 工作 。 籽 向 可 能 和 雇 帆 椰 的 人 出 示 他 的 数学 结果 的 笔记 本 ， 但 是 笔记 本 却 车 恼 了 他 们 ， 
不 过 ， 总 统 学 院 的 :位 闭 授 看 出 他 的 和 天才 和 并且 交 持 过 他 - 段 时 间 ， 在 1932 年 他 执 到 做 会 计 员 的 工 攻 ， 挣 微薄 的 薪水 。 

拉 马 努 角 在 这 段 时 间 里 继 纺 他 的 歼 学 工作 ， 谋 且 在 1910 年 在 人 维 印 庶 期 刊 上 和 发 表 了 他 的 第 - 篇 论文 他 认识 到 他 的 工 
作 趋 过 了 印度 数学 家 的 理解 芳 辐 ， 决定 给 最 重要 的 英国 数学 家 瑟 信 。 第 -个 收 到 信 的 数学 察 拒绝 了 他 寻求 帮助 的 要 求 ， 也 是 
在 1913 年 元 月 他 写 以 绍 哈 代 、 队 代 曾 想 扩 铝 拉 马 努 辣 ,但 是 信 中 的 数学 前 题 却 让 险 代 感到 壕 感 ， 尽 管 没 有 证 明 。 他 决定 在 
同 扣 与 合作 者 利 特 伍 忽 的 带 助 下 性 网 地 检查 它们 。 在 性 强 征 罕 之 后 ， 他 们 断定 控 功 努 爹 可 能 基 个 天 才 ， 因 为 他 的 那些 辣 古 
“只 能 是 第 一 流 的 数学 家 写 出 来 的 ; 它们 一 定 是 对 的 ， 由 为 候 如 它们 和 不对， 于 各 就 没有 人 民有 发 阴 它 殷 的 想象 方 .” 

陪 代 为 拉 马 信人 金 安排 了 奖 学 售 ,在 1914 年 把 他 带 到 美 格 兰 。 赔 代 素 自 教 他 数学 分 析 ， 他 们 合作 了 五 年 .证 明了 关于 
整数 的 分 拆 数 的 重要 定理 。 在 这 辟 时 间 里 ， 拉 马 努 金 对 数论 作出 了 重 可 和 贡献， 还 人 在 连 分 数 、 无 穷 级 数 以 及 粒 贺 曲线 方面 
艇 了 工作 。 拉 蕊 鸭 念 对 特定 染 型 的 函数 和 级 元 县 有 人 居 大 的 洞察 力 ， 但 是 他 关于 素数 的 所 谓 的 定理 却 常常 是 错 的 ， 暴 圳 了 
他 对 佬 各 是 正确 证 明 的 悍 糊 观点 。 他 古 蕉 仔 耸 为 后 过 协会 应 员 的 最 年 轻 的 已 员 之 一 。 不 广 的 是 , 在 1917 年 拉丁 筋 人 金 病 得 
很 重 。 当 时 ， 他 被 认为 不 适 诬 英国 的 气 验 并 用 感染 了 肺 绪 横 。 现 在 则 读 为 他 和 患 的 是 维 牛 素 例 辽 镍 ， 起 困 是 拉 马 弩 和 金 严格 
的 素食 主 祥 和 战 时 英国 的 食物 医 壹 ， 他 企 1919 年 四 到 印度 ， 基 使 当 他 离 不 开 床 时 ， 世 继续 研 窒 数学 。 他 基教 徒 玉 月 认为 
他 的 数学 才能 来 自家 庭 的 守护 神 一 一 拉 马 到 里。 他 认为 数学 与 宗教 是 联系 的 。 他 说 ;“ 一 个 等 式 对 我 来 说 恶 无 意义 ， 除 二 
它 表 达 了 神 的 思想 。”1920 年 四 月 他 短暂 的 生命 走 到 了 终点 ， 当 时 他 3 投 崔 。 拉 刀 努 金 留 下 了 写 有 未 发 表 结 果 的 儿 个 笔记 
本 。 这 些 笔记 本 里 的 铺 果 说 明了 拉 马 努 钨 的 洞察 力 ， 但 都 是 快速 的 勾勒 。 者 于 数学 家 花 了 许 密 年 的 研究 来 用 和 轰 和 证 舌 这 


些 党 记 本 里 的 结果 ， 
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65. 证 明 ; 若 fln) 属 于 HY， 并 且 是 最 终 成 为 正 的 ， 则 yi (wn) 属 于 六 
66. 证 明 ， 函数 evmhin* 属 于 六， 


3.4 递归 算法 


有 时 可 以 把 市 有 具体 的 一 组 输入 的 问题 的 解 归 约 到 带 更 小 的 一 组 输入 的 相同 问题 的 解 。 
例如 ， 求 两 个 正 整 数 a 和 5 的 最 太公 因子 的 问题 ， 其 中 5 疡 a， 就 可 以 归 约 到 求 一 对 更 小 的 
整数 ( 即 5 mod a 和 和 a) 的 最 太公 因 子 的 问题 ， 因 六 gcd{B8 mod na,a)= 二 gedta,5)。 当 可 以 
实现 这 样 的 归 约 时 ， 就 可 以 用 一 系列 归 约 来 求 出 原 问 题 的 解 ， 直 到 把 问题 归 约 到 解 基 已 知 的 
某 个 初始 情形 为 目 。 人 例如， 对 求 最 太公 因子 来 说 ， 归 约 持续 到 商 个 数 中 较 小 的 一 个 为 零 ， 因 
为 当 a 六 时 ,， gcd(a ,0)= 4a, 

将 要 看 出 ， 连 续 地 把 问题 归 约 到 带 蝎 小 的 输入 的 相同 问题 这样 的 算法 可 用 来 解决 广泛 
的 问题 。 

定 兴 1 工 奇 一 个 算法 通过 把 间 题 归 约 到 带 更 小 的 输入 的 相同 问题 的 实例 ， 米 解决 原来 的 
问题 ， 则 这 个 算法 称 为 递 类 的 。 

在 下 面 的 例子 里 将 描述 几 个 不 同 的 递归 算法 。 第 一 个 例子 说 明 如 何 构造 递归 算法 从 萎 数 
的 递归 定义 来 求 明 数 的 值 。 

例 1 给 出 计算 ar 的 递归 算法 .其 中 a 是 非 零 实数 而 n 是 非 革 整数。 

解 ” 可 以 让 递归 算法 是 基于 a" 的 递归 定义 。 这 个 定义 说 对 n 六 0 来 说 有 a"''= ar'a’”， 
而 初始 条 件 是 a = 1。 为 了 求 出 wa" ， 就 连续 地 用 这 个 递归 定义 来 缩小 指数 ， 直 到 指数 是 零 为 
正 。 在 算法 工蜂 给 出 这 个 过 程 。 国 


TU EE EE EE RE 


算法 1 计算 a 的 说 归 算 法 
procedure power (a : 非 零 实数 ,xn: 非 负 整 数 ) 


if n=0 then power (a ,n)= 1 


else power(a ,n= a¥ powerta,n—l1) 


下 一 步 给 出 求 最 大 公 因 于 的 递归 算法 。 
例 2 给 出 求 满足 a <5 的 两 个 非 负 整数 a 和 5 的 最 大 会 因 于 的 递归 算法 。 


解 ” 可 以 让 递归 算法 是 基于 时 约 gecdfa ,58) = gcd{bpmoda ,a) 和 和 条件 当 5 光 0 时 gcd(0,5) 
= 二 。 这 样 就 产生 了 算法 2 里 的 过 程 。 国 


算法 2 计算 gcdta ,58) 的 递归 算法 
procedure gcdta ,5: 非 伍 整 数量 x < 5) 
if a =0 then gcd(a ,8)}= 6 

else gcdt a sb)—= gcd(p mod a,a) 


人 
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现在 将 要 给 出 搜索 算法 的 递归 形式 。 

例 3 把 线性 搜索 算法 表达 成 递归 过 程 。 

解 ”为 了 在 搜索 序列 s; ，az，…，an 里 搜索 Xx， 在 算法 的 第 i 步 比较 x 与 a,。 大 x 等 
于 a;， 则 i 是 zx 的 位 置 。 否 则 ， 对 x 的 搂 索 就 归 约 到 在 少 了 一 个 元 率 的 序列 【 即 序 列 a;.,1， 
…， en) 星 的 搜索 。 现 在 给 出 递归 过 程 。 

设 search (i ,7, 廊 ) 是 在 夺 到 aj， A+t1， *'， | 里 搜索 x 的 过 程 。 过 程 的 输入 包括 三 元 组 
(1，n，x)。 营 剩余 序列 的 第 一 项 是 x ， 或 者 知 序 列 只 有 一 项 并 且 它 不 是 x， 则 过 程 在 这 一 
步 终 止 。 若 zx 不 是 第 一 项 而 且 存 在 其 他 的 项 ， 则 执行 同样 的 过 程 ， 但 是 搜索 序列 减少 一 项 ， 
它 是 通过 删除 搜索 序列 的 第 … 项 而 获得 的 。 加 


算法 3 递归 顺序 搜索 算法 


procedure search (i,};,7) 
if a = x then 

focation :一 1 
se if 1 = y then 

iocation := 0 


else 


search {i+ ,7 i) 


例 4 构造 二 久 搜 索 算 法 的 递归 形式 ， 

解 ” 假 定 想 在 序列 a/，a;，…，a; 里 求 出 x 的 位 置 。 为 了 执行 二 义 搜 索 ， 首 先 比 较 - 
与 中 间 项 a 1 41ywjo 车 x 等 于 这 一 项 ， 则 算法 将 终止 。 浊 则 ， 把 搜索 归 约 到 更 小 的 搜索 订 
列 ， 即 车 x 小 于 原 序 列 的 中 间 项 ， 则 归 约 到 序列 的 前 一 半 ， 理 则 扫 约 到 后 一 半 ， 已 经 把 搜 
索 问 题 的 解 归 约 到 带 长 度 近 似 为 一 半 的 序列 的 相隔 问题 的 解 。 翅 二 叉 搜 索 算 法 的 这 种 递归 形 
式 表 达成 算法 4。 加 


算法 4 递归 二 叉 搜 索 算法 
procedure binary search( x,i,i) 
[ 和 :=[ (1 二 站 


if r= a,then 


Ocation := 7 
else if (zr <a,, Bi< rm)then 
binary search (x ,i,m—1) 
else if (x >a, Hij> mj}then 


binary searchlx ,mt+1],i) 


else ocartion := 0 oe 


3.4.2 递归 与 迭代 
阐 归 定义 把 在 正 整 数 寻 的 函数 值 表 达成 在 更 小 的 整数 处 的 函数 值 。 这 意味 着 可 以 设计 递 


"dik ind er 一 
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Co 人 OO 


归 算 法 来 求 出 递归 地 定义 的 函数 在 正 整数 处 的 值 。 
例 5 下 向 的 北 归 过 程 当 输入 套 正 束 数 x 轩 给 出 nl 的 值 。 加 


procedure factorial(n: 下 整数) 


Ee 阶 匀 的 递归 过 程 
if n=l1 then 


farioriat (71 ):= 1 


fartoriat (n= Rn factoriat (nn — 1)} 


] 
| tlse 
| 


存在 男 外 一 种 方式 ， 一 种 方式 ， 从 阶乘 函数 的 递归 定义 求 它 在 整数 处 的 值 。 代 赫 连 续 地 把 计算 归 约 
到 在 更 小 的 整数 处 来 求 函 数 的 值 ， 可 以 从 在 1 妊 的 沿 数 值 开始 ， 连 续 地 应 用 递归 定义 来 求 出 
在 更 太 的 整数 钼 的 也 数值 。 这 样 的 过 程 称 为 先 代 。 换 和 句 话说 ,为 了 用 达 代 过 程 玉 出 nx1， 从 
1【 即 在 1 处 的 阶乘 晒 数 值 ) 开始 ， 连 续 地 蒋 以 每 个 小 于 或 等 于 nz 的 正 整 数 ， 这 个 过 程 显 示 
在 算法 6 里 。 


ee Gp 一 一 


和 
算法 6 阶 滋 的 迭代 过 程 
procedure iterative factorial (tn; 止 整 数 ) 
| 
for 1:=1tonr 
a 


{risnti 


在 执行 了 这 段 代 码 之 后 ， 变 量 zx 的 值 是 n!1。 便 如 ， 执 行 这 个 循环 闪现 之 后 人 第 出 6! =1:2: 
3-4-5:6=720。 

对 递归 地 定义 的 序列 求 值 的 迁 代 方法 ， 比 起 使 用 递归 的 过 程 来 ， 常 常 要 求 较 少 量 的 计算 
[除非 使 用 专门 的 递归 机 器 )。 用 求 第 n 个 非 波 那 兢 数 的 迭代 和 境 归 过 程 来 说 明 这 一 点 。 晶 
先 给 出 递归 过 程 。 


ge i ti 


算法 了 斐 波 那 契 数 的 递归 算法 
procedure 态 pomaccif za: 非 贰 整数 ) 
if x =0then 方 pozaccztDOy 一 修 
else if n = 1then Fiponacci (1):= 1 
else fibonaccitn)= fibonaccitn — 1) + fibonaccit rn — 2) 


a 


当 使 用 递归 算法 求 f, 时 ， 首 先 把 f 表示 成 f -1+ 了 -2。 然 后 把 这 两 个 兢 流 那 回 数 都 摸 成 两 
个 及 面 的 非 波 那 契 数 之 和 。 当 如 或 fi 出现 时， 就 直接 换 战 它 的 值 。 
注意 ， 在 递归 的 每 个 阶段 ， 直 到 获得 fi 或 fo 为 上 上 上， 需要 求 值 的 斐 汶 那 回 数 的 个 数 都 一 


bbs.theithome.com 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com! UUU^A 


中 3 了 3 莫 发 学 次 理 211 


直 翻 倍 。 例 如 ， 当 使 用 这 个 递归 算法 求 出 f 时 ， 就 必须 完 有 
成 图 3-10 里 的 树 形 图 所 说 明 的 全 部 计算 。 这 个 树 包括 用 
fa 标记 的 根 ， 以 及 从 根 到 用 两 个 翡 波 村 契 数 户 和 户 标记 
的 顶点 的 分 交 ， 它们 出 现在 fi 的 计算 的 归 约 里 。 每 个 后 续 
的 妇 约 部 产生 树 里 的 两 个 分 支 。 当 和 直到 训 和 fi 时， 这 种 
分 支 结 束 。 读 者 可 以 验证 一 下 ， 这 个 算法 需要 f,,1 -1 次 
加 法 来 求 出 f,。 

现在 考虑 用 下 面 的 迭代 过 程 来 求 出 f, 所 需要 的 计算 。 ”“ 国 3 昌吉 旧 直 对 所 求人 
量 。 


= = 一 语 


算法 3 计算 斐 波 那 契 数 的 夺 代 算法 


procedure iterative fibonacci(n:; 非 贷 整 数 ) 
if n=0 then y=0 
else 
hegin 
rT 王 必 
4 一 1 
for :一 二 如 1 一 ] 
begin 
TT+Yy 
Ty 
i 
end 


end 


iy 是 第 = 个 斐 波 那 奥 数 | 


这 个 过 程 把 x 官 始 化 成 凉 =0， 把 > 初始 化 成 六 =1。 当 经 过 循环 时 ， 把 = 和 > 之 和 赋 
给 辅助 变量 =。 然后 把 x 研 成 y 的 值 ， 而 把 y 赋 成 辅助 变量 * 的 值 。 因 此 ， 在 经 过 第 一 次 循 
环 之 后 得 出 > 等 于 所 而 yy 等 于 用 + 手 = fr。 男 外 ， 在 经 过 n -1 次 循环 之 后 字 等 于 方 -1 而 
且 y 等 于 fj, (读者 应 当 验 证 这 个 命题 )。 当 nn1 时 ， 用 这 个 选 代 方法 求 出 六 仅仅 使 用 了 > 
-1 次 加 法 。 因 此 ， 这 个 算法 比 递 归 算 法 需要 少 得 多 的 计算 。 

已 经 说 明 当 求 递归 定义 的 耳 数 的 值 时 ， 递 归 算 法 可 能 比 迭 代 算 法 能 要 多 得 多 的 计算 量 。 
有 时 宁愿 使 用 递归 算法 ， 即 使 它 比 迭 代 过 栓 更 低 效 。 特 别 是 ， 当 递归 方法 容易 实现 而 送 代 方 
法 不 容易 实现 时 ， 这 种 说 法 就 是 对 的 。《〈 必 外， 或 许可 以 用 专门 设计 用 来 站 理 递 归 的 机 天 ， 
它们 抵消 了 使 用 选 代 的 好 处 。) 


练习 


1. 给 出 每 当 n 是 正 整数 面 z 是 整数 时 ， 计 算 nz 的 递归 算法 。 
2. 给 出 求 前 ”个 正 束 数 之 和 的 递归 算法 。 
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. 给 出 求 前 x 个 于 奇数 之 和 的 递归 算法 。 

. 弟 出 求 一 个 有 限 个 整数 集 的 最 太 值 的 递归 算法 。 

给 出 求 一 个 有 限 整 数 集 的 最 小 值 的 递归 算法 ， 

设计 一 个 递归 算法 ， 每 当 n，x， 和 xx 都 是 正 整 数 时 ， 它 求 出 x mod mm。 

给 出 每 当头 和 六 者 是正 整 数 时 ， 求 x! mod mm 的 递归 算法 。 

. 给 出 求 出 整数 列表 中 的 众 数 的 递归 算法 。( 人 炊 数 是 列表 中 出 现 得 至 少 橡 其 他 每 个 元 率 一 样 
频繁 的 元 素 .,)】 

. 设计 一 个 递归 算法 ， 它 计算 满足 a 之 5 的 两 个 非 雏 整数 a 和 5 的 最 大 公 因 子 ， 很 如 gedta， 

p=gcd(a,h — au)o 


10, 设计 求 e2 的 递归 算法 ， 其 中 a 是 实数 而 n 是 正 整 数 。[ 提 示 ; 利用 等 式 a?” = (a? )2。] 


11. 对 于 求 a? 的 值 ， 练 习 10 里 的 算法 所 用 的 乘法 次 数 与 算法 1 所 用 的 乘法 次 数 相 比较 的 结 
果 如 何 ? 

“12. 用 练习 10 里 的 算法 ,设计 当 nx 是 非 负 整数 时 求 a” 的 值 的 算法 | 提示 :; 利用 ”的 二 进 
制 展开 式 。j 

“13. 对 干 求 a” 的 值 ， 练 习 12 里 的 算法 所 用 的 匀 法 钦 数 与 算法 1 所 用 的 乘法 次 数 相 比较 的 
结果 如 何 ? 

14. 为 了 求 出 斐 波 那 契 数 f;， 在 算法 7 和 算法 8 里 给 出 的 递归 算法 和 选 代 算法 ， 务 和 白 分 别 使 
用 名 少 次 加 法 ? 

15. 设计 求 一 个 序列 的 第 x 项 的 递归 算法 ， 该 序列 定义 成 : ao= 1，aj = 2， 而 且 对 =2， 
3，4，-… 玉 说 有 a, 二 4a,_1'ad,_z6 

16. 设计 求 练习 15 里 定义 的 序列 的 第 rn 项 的 渤 代 算法 。 

17, 求 练习 15 里 的 序列 的 递归 算法 与 送 代 算法 ， 哪 个 算法 更 有 效 ? 

18., 设计 求 一 个 序列 的 第 n 项 的 递归 算法 ， 该 序 州 定 疼 成 go = 二 1，al =2，a2=3， 而且 对 
二 3， 4，5，…! 玉 说 有 a, = 二 a,_1+a,_2t+a,_36 

19, 设计 求 练习 18 里 定义 的 序列 的 第 n 项 的 迁 代 算法 。 

20. 求 练习 318 里 的 序列 的 递归 算法 与 迭代 算法 ， 叶 个 算法 更 有 效 ? 

21. 给 出 求 一 个 序列 的 第 项 的 递归 算法 和 选 代 算 法 ， 该 序列 定义 成 ao=1，eli :3，asz = 
5， 而 且 a, =a ie a_n。 哪个 算法 更 有 效 ? 

22. 根据 3.3 节 练 习 35 里 给 出 的 甫 归 定 尽 ， 给 出 求 正 整 数 的 划分 数 的 递归 算法 。 

23. 给 出 求 字符 串 的 倒置 的 递归 算法 。( 见 3.3 节 练 习 26 前 面 的 说 明 里 对 位 串 的 倒置 的 定义 。) 

24, 给 出 当 w 是 位 串 时 ， 求 字符 串 roi ( 即 ww 的 ;个 复制 品 的 连接 ) 的 递归 算法 。 

25. 给 出 计算 阿 克 曼 函数 值 的 递归 算法 。[ 提 示 : 见 3,3 节 里 练习 36 前 面 的 说 明 ,] 


3.5 程序 正确 性 


3 > 全 上 


心 


假定 设计 了 解决 一 个 问题 的 算法 ， 而 且 编写 了 实现 它 的 程序 。 如 何 才能 保证 这 个 程序 总 
是 产生 正确 的 答案 ? 在 消除 了 所 有 的 错误 使 得 语法 是 正确 的 之 后 ， 可 以 用 简单 的 输入 来 测试 
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这 个 程序 。 帮 对 任何 简单 输入 来 说 产生 了 不 正确 的 结果 ， 则 它 是 椒 正确 的 。 但 是 即使 对 所 有 
的 简单 输入 来 说 这 个 程序 都 给 出 了 正确 的 答案 ， 它 也 不 一 定 总 是 产生 正确 的 答案 (除非 已 经 
测试 了 所 有 可 能 的 竹 和 人 )。 我 们 需要 一 个 说 明 这 个 程序 总 是 给 出 正确 答案 的 证 明 。 

程序 验证 《 即 称 序 正确 性 的 证 明 )》 使 用 在 本 章 里 描述 的 推理 规则 和 证 明 技 术 ， 和 包括 数学 
归纳 法 。 因 为 不 正确 的 程序 可 能 导致 灾难 性 的 后 果 ， 所 以 已 经 构造 了 大 量 的 方法 来 对 程序 进 
行 验证 。 已 经 作出 证 程序 验证 自动 化 以 便 可 以 用 计算 机 来 完成 它 的 努力 。 不 过 ， 朝 向 这 个 目 
标 才 仅仅 取得 了 有 限 的 进展 。 事 实 上 ,一 些 数学 家 和 和 理论 计算 机 科学 家 争 沦 说 让 复杂 程序 的 
正确 人 性 证 明 宙 械 化 将 永远 是 不 现实 的 。 

本 节 将 介绍 用 来 证 明 程序 为 正确 的 -- 些 概念 和 方法 。 不 过 ， 在 本 书 里 将 不 发 展 程 序 验证 
的 完整 方法 。 本 节 打 算 成 为 对 程序 验证 领域 的 粗略 介绍 ， 它 把 逻辑 规则 、 证 明 技 术 以 及 算法 
的 概念 联系 到 了 一 起 。 


3.5.2 程序 验证 


者 对 每 个 可 能 的 笨 人 来 说 一 个 程序 都 产生 正确 的 输出 ， 则 说 这 个 穆 序 是 正确 的 。 一 个 程 
译 为 正确 的 证 明 包 括 两 个 部 分 。 伸 一 部 分 证 明 : 若 程 序 终 止 ， 则 获得 正确 的 答案 。 证 明 的 这 
一 部 分 确立 了 程序 的 部 分 正确 性 。 证 明 的 第 二 部 分 表明 程序 总 是 终止 。 

为 了 规定 程序 产生 正确 的 输出 是 什么 意思 ， 使 用 两 个 命题 。 第 一 个 是 初始 断言 ， 它 给 出 
输入 值 必须 具有 的 性 质 。 第 二 个 昨 终 结 断 言 ， 它 给 出 假如 程序 做 了 要 求 它 做 的 事情 ， 则 程序 
的 输出 应 当 具 有 的 性 质 。 当 验证 一 个 程序 时 ， 必 须 提 供 适 当 的 初始 断 间 和 终结 断 育 。 


定义 1 车 每 当 对 一 个 程序 或 程序 段 S$ 的 输入 值 来 说 初始 断言 p 为 真 时 ,就 有 对 S$S 的 
笨 出 值 来 说 终结 断言 4 为 真 ， 则 说 S 是 相对 于 pp 和 9g 部 分 正确 的 。 记 号 p1Sig 说 明 程 序 或 
程序 段 S 是 相对 于 初始 断言 » 和 终结 断言 go 部 分 正确 的 。 注释 : 记号 p18S1g 称 为 堆 尔 二 元 
组 ， 因 为 托尼 . 霍 尔 3 引信 了 部 分 正确 性 的 概念 。 


注意 ， 部 分 正确 性 的 概念 与 程序 是 否 终 止 是 无 关 的 ; 它 忆 仅 关 注 看 程序 终止 ， 则 程序 是 


否 做 了 期 待 它 做 的 事情 。 
一 个 简单 的 例子 可 以 说 明 初始 断言 和 终结 断言 的 概念 。 


例 1 证 明 程 序 段 


YT 
之 :二 T+ y 
是 相对 于 初始 断言 p:x=1 和 终结 靳 言 g:z=3 是 正确 的 。 
解 ”假定 p 为 真 ， 所 以 在 程序 开始 时 + = 1。 则 把 y 赋值 成 2， 而 把 xz 赋值 成 + 和 y 值 之 
和 ， 妈 3。 因 此 ，S 是 相对 于 初始 断言 p 和 终结 断言 9 是 止 确 有 的。 因此，piSig 为 其。 加 


"wei 加 安 托 尼 : 填 尔 {C. Anthony R. Hoare，1934 年 生 ) 霍 尔 目前 基 英 格 兰 牛 津 大 学 计算 机 科学 教授 ， 以 及 英国 皇 
有 家 党 会 成 其 。 赴 尔 对 编程 语言 的 理论 和 编程 方法 学 作出 了 许 委 重要 贡献 。 基 于 如 何 证 明 穆 序 相 对 干 它 们 的 规格 说 
明 来 说 为 正确 的 来 定 疼 编程 语 言 ， 他 是 第 一 个 这 样 散 的 人 人。 办 尔 也 是 快速 排序 的 发 明 者 ， 这 大 被 最 普 训 地 使 用 和 李 究 的 
排 岸 算法 之 一 【 见 8.4 节 的 练习 )。 敌 尔 是 计算 机 科学 的 技术 方面 和 社会 方面 的 著名 必 寺 。 
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3.5.3 推理 规则 


一 条 有 用 的 推理 规则 通过 把 一 个 程序 分 成 一 系列 子 程序 ， 然 后 证 明和 拇 个 于 程序 为 正确 的 
来 证 明 这 个 程序 为 正 傅 的 。 

假定 把 程序 S 分 成 子 程 序 $; 和 S$S;。 用 S=S,; S$; 来 表示 S 是 由 Sj 后 接 S$S; 来 组 成 的 。 
假定 已 经 证 明了 $， 相对 于 初始 断言 p 和 终结 断言 g 的 正确 性 ， 以 及 9 相对 于 初始 断言 q 
和 终结 断言 > 的 正确 性 。 由 此 得 出 , 苦 p 为 真 而 且 Si 执行 且 终 止 ， 则 9g 为 真 ; 阁 4 为 真 而 
日 S，,， 执行 且 终止 ， 则 > 为 真 , 因 此， 车 pp 为 真 而 月 S$S= Si1; S; 执行 且 终 止 ， 则 > 为 真 。 
这 条 推理 规则 称 为 会 成 规则 ,此 可 以 搬 述 成 


pl 
在 本 节 后 面 将 使 用 这 条 推理 规则 。 

下 一 步 ， 将 给 出 含有 条 件 语句 和 循环 的 程序 段 的 推理 规则 。 因 为 可 以 把 程序 分 成 程序 
妇 ， 以 便 进行 正确 性 证 明 ， 所 以 这 样 就 能 够 验证 许多 不 同 的 程序 ， 


3.5.4 亲 件 语 癸 


首先 将 要 给 出 条 件 语句 的 推理 规 巾 。 假 定 一 个 程序 段 形 如 
| SA | 


If condition then 
| 


其 中 5S 是 一 个 语 甸 由。 若 condition 为 真 ， 则 5 执行， 而 当 condition 为 假 时 ， 则 8 不 执行 。 
为 了 验证 这 个 程序 段 是 相对 于 初始 断言 p 和 终结 断言 go 来 说 为 正确 的 ， 必须 居 两 件 事情 。 
首先 ， 必 须 证 明 : 当 产 为 真 而 县 condition 也 为 真 时 , 在 SS 终止 之 后 昌 为 真 。 其 次 ， 必 须 证 
明 当 pp 为 真 而 是 condition 为 假 时 ，g 为 真 《 因 为 在 这 种 情形 里 $ 不 执行 。) 

这 奸 缴 下 甸 的 推理 规则 : 


(pA cmditiomn SIo 
(pA condition}— oq 


plif condition then St!o 
下 面 的 例子 说 明 如 何 使 用 这 条 推理 规则 。 
例 2 验证 竹 序 段 


| if x > »y then 
| 二 工 


是 相对 于 初始 断言 和 终结 断言 y 实 x 为 正确 的 。 
解 ” 当 初始 断言 为 真 面 xz >y 时 ， 则 完成 赋值 语句 y := x 。 因 此 ,在 这 种 情形 里 ， 断 吾 
y 记 区 的 终结 断言 为 真 。 另 外 ， 当 初始 断言 为 真 而 之 >? 为 假 ， 因而 x 所 y 时 ， 和 终结 断言 再 次 


de 
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为 真 。 因 此 ， 使 用 这 种 业 型 的 程序 段 的 推理 规则 ， 这 个 程序 是 相对 于 给 定 的 初始 断言 和 终结 
断言 为 正确 的 。 国 


同 理 ， 考 虑 含有 形 如 


if condition then 
D1 


€]se 
2 


的 语 柯 的 程序 ， 藻 condition 为 真 ， 则 执行 S51; 奇 condition 为 假 ， 则 执行 5;,。 为 了 验证 这 
个 程序 段 是 相对 于 初 妨 靳 言 户 和 终结 断言 ?9 为 正确 的 ， 必 须 做 酚 储 事情。 首先 ， 必 须 证 册 : 
当 户 为 真 而 且 condirion 为 真 时 ， 在 5 终止 之 后 9 为 真 。 其 次 ， 必 须 证 明 : 当 pp 为 真 而 且 
condition 为 假 时 ， 在 5S。 终止 之 后 3 为 真 。 这 导致 下 而 的 推理 规则 : 


(pA condition ) Silg 
(pA condition)| Slo 


PI condition then S$) else S$} 0 
下 面 的 例子 说 明 如 何 使 用 这 条 推理 规则 。 
例 3 验证 程序 段 


if 之 <. 册 then 
dhs =— 7 
else 
ubs 二 


是 相对 于 初始 断言 和 终结 断 诗 abs = 二 |z1 为 正确 的 。 

解 ” 必 须 证 明 两 件 事情 。 痢 先 必 须 证 明 : 奎 初 始 断 言 为 真 而 x 之 0， 则 a8s = 1 x |。 这 是 
正确 的 ， 因 为 当 x 过 0 时 赋值 语句 abs = 二-x 让 abs = -根据 定 艾 当 了 和 0 时 它 是 | .zj。 其 
次 必须 证 明 ; 车 初始 断言 为 真 而 x 之 0 为 很 《所 以 + 之 0) 则 ai= |z|。 这 是 正确 的 ,因为 
在 这 种 情形 里 ， 程 序 使 用 赋值 语句 a5s 二 x ， 而 根据 甜 交 ， 当 rt 空 0 有 时 之 是 |x|， 所 以 abs := 
ru 因此， 利用 对 于 这 种 类 型 的 程序 段 的 推理 规则 ， 这 个 程序 是 相对 于 给 定 的 初始 断言 和 终 
结 断 言 为 正确 的 。 加 


3.5.5 循环 不 变量 
下 一 步 将 要 描述 while 循环 的 正确 性 证 明 。 为 了 建立 一 个 
迪 、 


| while concition 
5 


这 种 类 型 的 程序 段 的 推理 规则 ， 要 注意 ，S 反复 执行 直到 condition 变 假 为 止 。 必 须 选择 一 
个 每 次 执行 S 时 都 保持 为 真 的 断言 。 这 样 的 断言 称 为 循环 不 变量 。 换 多 话说 ， 若 (p 人 


pe Lm 


bbs.theithome.com 


DDDU-DDU-DDDDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUUA^A 


216 熙 发 改 学 腕 着 三 内 


condition )1 Sip 为 真 ， 则 p 是 御 环 不 变量 。 
假定 p 是 循环 不 变量 。 若 在 执行 这 个 程序 段 之 前 p 为 真 ， 则 在 程 夺 终 止 语 p 和 con- 
dition 都 为 有 只， 假如 程 友 真 的 终止 。 这 个 推理 规则 天 
(pAcondition) iS| p 


mas 


“pp while condition S| (7 condition A p) 
例 4 而 要 一 个 循环 不 变量 来 验证 当 nn 是正 整数 时 ， 程序 段 
0 


| | 


factoriat 一 1 
while 二 < x 
begin 


1 :二 1+ 1] 


Lm 


farctoriad := fortorialt * 1 


en 


ee er 


终 上 而且 满 是 faciorial = n1。 设 bp 是 命题 “jaectorial = 二 i1 并 且 i 过 wn”"。 我 们 将 用 数学 归 
纳 法 来 证 明 pp 是 循环 不 变量 。 首先 ， 广 意 在 进 人 循环 之 前 p 为 真 ， 因 为 此 时 此 刻 fractoria? 
=]=1! 而 且 1 入 n。 现 在 假定 在 循环 执行 一 次 之 后 p 为 真 而 且 1i < 2。 假 定 while 循环 再 次 
执行 。 首 先 , 把 加 1。 因 此 ，i 仍然 小 于 或 等 于 nw， 因为 根据 归纳 候 设 ， 在 进入 循环 之 前 ; 
nn， 而 且 7 和 都 是 正 整 数 。 勇 外， 把 factorial 设置 成 等 于 (i 一 1}! j= i1， 而 根据 娄 
纳 假 说 它 是 (i 一 1)1。 因 此 ， 上 p 仍然 为 真 。 所 以 疡 是 循环 不 变量 。 换 人 句 话 说， 断言 Lp AT 
nn)]1S!ip 为 真 。 由 此 得 出 piwhile i 之 n SIi[(i 守 x)Apbp] 也 为 真 。 

太 外 ， 在 n 一 1 次 执行 之 后 乱 环 终 上 而 且 满 足 ;= n， 因 为 在 程序 升 始 时 把 i 赋值 成 1， 
每 次 执行 都 向 7 加 1， 而 当 i 汪 n 时 循环 终 上 下。 所 以 ， 在 终止 时 factorial = nl!。 本 


下 面 将 缩 出 最 后 一 个 例子 来 说 明 如 和 何 用 各 种 推理 规则 去 验证 较 长 的 程序 的 正确 性 。 
例 5 将 要 和 阐述 如 何 验 证 计算 两 个 整数 之 积 的 程序 3 的 正确 性 。 


一 


| 


procedure malfiplty (mm，n;: 整数 ) 
_ if n<0 thena :=n 
else a = 

上 三 0 


二 


while £< a 
bepin 
53 


Ti 二 TW 
! 下 :一 皮 十 ] 
| end 
证 地 所 0ihen prodauct 二 一 工 
else product = x 


oo 
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目 怀 是 证 明 在 执行 S 之 后 product 有 值 mn。 遂 过 把 5S 分 成 $= S,; S,; Ss; S4,， 如 SS 
的 程序 清单 所 示 那 样 ， 就 可 以 完成 正确 性 证 明 。 可 以 用 合成 规则 来 建立 正确 性 证 明 。 细 节 将 
留 给 读者 作为 练习 ， 

设 p 是 初始 断言 mr 和 都 是 整数 ， 则 可 以 证 明 当 g 是 命题 p A(a= |n|) 时 , piSjiu 
为 真 。 下 一 步 ， 设 > 有 是 命题 A (k=0)A(x=0)。 容易 验证 ao|1S,!lr 为 臭 。 可 以 证 明 “x = 
mk 而 HRa 和 征 S3 里 的 第 环 不 变量 。 另 外 ， 容 易 看 出 ,在 a 次 竹 环 之 后 循环 终止 而 且 上 & 
=a， 所 以 在 这 时 7 = ma 。 国 为 > 芍 狂 着 rz 三 和 :0 和 0 入 2， 所 以 在 进入 循环 之 前 循环 不 变 
量 为 真 。 因 为 循环 终止 而 且 下 =a， 由 此 得 出 >}s315S 为 真 ， 其 中 S 是 命题 “x+ = ma 和 而且。 
= |n|。” 最 后 ,可 以 证 明 S4 是 相对 于 初始 断言 9 和 和 终结 断言 1 为 正确 的 ， 其 中 上 是 命题 
“product = mno 

把 所 有 这 些 结果 放 到 一 起 来 考虑 ， 因 为 p1Silg,g|1Sylr,r|1Ss1S, 和 SI1S4}t 都 为 真 ， 
所 以 从 合成 规则 得 出 pp 1S} 上 为 真 。 另 外 ， 因 为 所 有 四 个 程序 段 都 终止 ， 所 以 S 的 确 终 
止 。 这 样 就 验证 了 这 个 程序 的 正确 性 。 | 


练习 
1. 证 明 程 序 段 


y’: 二 |] 
sy 
是 相对 于 初始 断言 x =0 和 终结 断言 z = 1 为 正确 的 。 
2. 验证 程 抒 段 
if x < 0 then x := 人 0 
是 相对 于 蔬 始 断 言 和 经 辣 断言 之 0 为 正确 的 。 
3. 验证 程序 段 
关上 
人 
if y 0 then 
之 :二 名 十] 
else 
z= 人 0 
是 相对 于 初 妨 断言 y= 3 和 终结 断言 ==6 为 正确 的 。 
4. 验证 程序 段 
if < yy then 
nit :二 并 
else 
Pin OO— 将 
是 相对 于 初始 断言 下 和 终结 断言 (z 守 yA min = ) V(xz>yA min ==y) 为 正确 的 。 
* 5, 设计 一 条 推理 规则 来 验证 形 如 


if condition 1 then 
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| 
else if conadition 2 then 
3S 


else 
Da 
的 语句 的 部 分 正确 性 ， 其 中 $ ，S ，… ，S， 都 是 语句 块 。 
6. 使 用 在 练 当 5 里 建立 的 推理 规划 去 验证 程序 
if x < then 


y=-2| xl/Ar 
else if x > then 
y=2|xl /x 


else if x = 0 then 
JY 二 2 
是 相对 于 初 妨 断 言 T 和 终结 靳 言 y=2 为 正确 的 。 
7. 用 循环 不 变量 证 明 下 述 计算 实数 > 的 2 次 方 攻 的 程序 是 正确 的 ， 其 中 ” 是正 整数 。 
power := 1 
while 1 n 
bepgin 
poOWwer 一 DT KX 
tr | 
ed 
"8. 证 明 在 3.4 节 里 给 出 的 求 六 的 迁 代 程序 是 正确 的 。 
9. 给 出 在 例 S 下 给 出 的 正确 忻 让 明 有 的 所 有 的 细 三 。 
10. 假定 第 涵 式 po 一 pi 和 程序 断言 p15S1g 都 为 真 。 证 明 poi Sig 也 必然 为 真 。 
11. 假定 程序 断言 p13Siao 和 蕴涵 式 go 一 gi 都 为 真 。 证 明 p1Sigl 也 必然 为 真 。 
12. 下 面 的 程序 计算 商 数 和 余数 。 
”二 
gq :一 
White 了- 之 去 
begin 
r=r—d 
qqg+l 
mt 
验证 它 是 相对 于 初始 断言 “a 和 a 都 是 不整 数 ” 和 终结 断言 “gq 和 > 是 使 得 a = dg+r 
利 0 扎 r 达 4d 的 整数 ”为 正确 的 。 
13. 用 循环 不 变量 去 验证 欧 几 里 德 算法 (2.4 节 算法 1) 是 相对 于 初始 断言 “a 和 # 都 是 正 整 
数 ” 和 各 终结 断言 "x= gcdta ,5)” 为 部 分 正确 的 。 
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关键 术语 和 结果 


术语 

定理 ;可 以 证 明 为 真 的 数学 断言 

猜想 : 真 倡 未 知 的 数学 断言 

证 明 ; 对 定理 为 真 的 说 明 

引 理 : 用 来 证 明 其 他 定理 的 简单 定理 

推论 : 可 以 作为 刚刚 证 明 的 定理 的 后 未 而 被 证 明 的 命题 

推理 规则 : 用 来 从 已 知 的 断言 得 出 结论 的 重 言 式 纺 涵 式 

户 误 : 党 常客 不 正确 地 用 来 得 出 结论 而 且 是 - 种 可 能 式 的 蕴 消 式 

循环 推理 或 回避 问题 : 其 中 一 步 或 放 步 是 基于 被 证 明 的 命题 的 真 值 的 推理 

空 证 明 : 基于 p 为 假 的 事实 而 对 将 泣 式 p 一 9 为 真 的 证 明 

乎 及 证 明 : 基于 9 为 和 牙 的 事实 而 对 蕴 狂 式 aa 为 真 的 证 明 

直接 证 明 : 通过 证 明 当 户 为 真 时 9 必然 为 真 而 进行 的 对 蕴 洱 式 p 一 g 为 真 的 证 明 

间接 证 明 ; 还 过 证 明 当 4 为 假 时 pp 公然 为 假 而 进行 的 对 丝 涵 式 p 王 9g 为 舱 的 证 明 

归 衣 证 明 :; 基于 蕴 少 式 - pp 一 gq 的 真 从 {其 中 4 是 市 盾 式 ) 而 对 命 古 六 为 真 的 证 明 

分 情形 证 明 ; 证 明 每 个 前 件 都 蕴涵 结论 因而 对 脐 件 是 命题 的 析 取 式 的 蕴涵 式 的 汪 帅 

皮 屋 : 使 得 Piz} 为 殷 的 元 素 

数学 归纳 法 : 包括 基础 步骤 和 归纳 步骤 而 对 形 如 YanzENP(a) 的 命题 的 证 明 技 术 

基 砧 步 野 :; 在 用 数学 归纳 法 证 明 YW nx 亏 NP(pp) 的 这 程 里 对 PI1) 的 证 明 

归纳 上 档 对 ， 症 用 数学 归纳 法 证 明和 nNPln) 的 过 程 里 对 Pin) 一 Pltn + 41) 的 证 明 

区 数 的 亲 归 定义 ; 这 样 一 种 孙 数 定义 ,其 中 规定 一 组 初始 的 函数 值 ， 并 规定 从 较 小 整数 处 的 
图 数值 获得 较 大 整数 处 的 图 数值 的 规则 

集合 的 递归 定义 : 这 样 一 种 集合 定义 ， 其 中 规定 集合 里 的 一 组 初始 元 素 ， 并 规定 从 已 知 属于 
集合 的 元 之 获 得 其 他 元 索 的 规则 

说 归 关 法 : 通过 把 问题 归 约 到 带 有 较 小 输入 的 癌 样 问题 而 进行 的 算法 

选 代 : 基于 反 龟 利用 循环 内 的 操作 的 过 程 

程序 正确 性 : 对 过 程 总 是 产生 正确 结果 的 验证 

企 环 不 变量 : 在 循环 的 每 次 执行 期 间 都 保持 为 真 的 性 质 

初始 断言 : 规定 程序 的 输入 什 所 具有 的 性 质 的 命题 

终结 断言 : 规定 若 程 序 正 确 地 工作 则 输出 什 所 应 当 具 有 的 性 质 的 命题 

结 漆 

良 库 性 ; 非 鱼 整数 的 每 个 非 空 集合 痢 有 最 小 元 

数学 归纳 法 原理 : 蔡 Pt1) 为 真 而 且 YaLPO20 一 Pin +1) 1 为 真 , 则 命题 Y nDP(n) 为 真 

数学 归纳 法 第 二 原理 ; 着 P(1) 为 真 和 出 且 Yn[(POD)A… 下 APln)) 一 Pln+1)] 为 真 , 则 命 古 
YnPln) 为 真 


复习 题 
1. a) 描述 一 下 药 涵 式 p 一 g 的 直接 证 明 、 间 接 证 明和 归 订 证 明 分 别 是 什么 意思 。 
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b) 分 别 给 出 命题 :“ 若 4 是 偶数 ， 则 n + 4 是 偶数 ”的 直接 证 明 、 问 接 证 明和 归 诬 证 明 。 

. a) 描述 证 明 双 向 条 件 p**g 的 一 种 方式 。 

b) 证 明 命 题 ;“ 整 数 3n +2 是 奇数 当 生 仪 当 整 数 9m +5 是 惕 数 ， 其 中 4 是 整数 ,” 

. 为 了 证 明 命 题 p, ，p;，，p3 和 ps 都 是 等 价 的 ， 证 明 列 酒 式 ps 一 p2，p3 王 和 pi 一 pp2 都 
是 有 效 的 ,这 样 居 是 否 充 分 ” 大 不 充分 ， 则 给 出 可 用 来 证 明 这 四 个 命题 都 是 等 价 的 另外 
一 组 蕴 洋 式 。 

. 3) 假定 形 如 ¥ xzP(xz) 的 缠 锌 式 为 假 。 如 何 可 以 证 明 它 为 假 ? 

b) 证 明 命 题 :“ 对 每 个 正 幕 数 wn 来 说 ， 数 n”+1 是 索 数 ”为 假 。 
. a) 构造 性 存在 证 明 与 非 梅 造 性 存在 证 明之 同 的 差异 是 什么 ? 
b) 证 明 :“ 对 每 个 整数 nn 来 说 ， 都 存在 大 于 n 的 整数 ， 它 不 能 被 3 和 5 整除 。 你 的 存在 
性 证 明 是 构 益 性 的 还 是 非 梅 造 性 的 ? 
. a) 叙述 一 下 正 整 数 集合 的 良 序 性 ， 
b) 用 该 性 质证 明 : 每 个 正 整数 都 可 以 写成 囊 数 之 积 。 
. a) 你 能 否 用 数学 归纳 法 原理 来 求 出 一 个 序列 的 前 nx 项 之 和 的 公式 ? 
b) 你 能 否 几 数学 归纳 法 原理 来 兰 定 一 个 序列 的 前 ”项 之 和 的 给 定 公式 是 否 正 确 ? 
cj 求 出 前 n 个 正 侦 数 之 和 的 公式 ， 并 昌 用 数学 归纳 法 证 明 它 ， 
. a】 对 哪些 正 整 数 xn 来 说 11n ++17 气 2" 为 真 ? 
b) 用 数学 归纳 法 来 证 明 你 在 af 中 所 做 的 猜想 。 
. &) 仅 用 5 分 和 9 分 的 邮票 .可 以 组 成 哪些 数量 的 邮 畦 ? 
b) 用 数学 归 钢 活 证 明 你 所 敌 的 猜想 。 
c) 用 数学 归纳 法 第 二 原理 证 明 你 所 做 的 猜想 。 
d) 找 出 与 你 在 b 和 cc》 里 所 纵 出 的 证 明 不 同 的 对 你 的 猜想 的 证 明 。 
10. 给 出 使 用 数学 归纳 法 第 二 原理 的 证 明 的 三 个 不 同 的 例子 。 
11. a) 解释 一 下 为 什么 若 通过 规定 六 1) 以 及 从 站 nr 一 1) 求 出 站 霹 的 规则 来 递归 地 定义 一 个 
靖 数 ， 则 这 个 除数 是 严格 定 必 的 。 
b) 纵 出 孙 数 rn) = (n+1)1 的 如 有 归 定 六 。 
12. a) 给 出 斐 波 那 契 数 的 递归 定义 。 
b) 证 明 : 每 当 ” 关 3 上 时， 就 有 所 > 史 “, 其 中 广 是 斐 波 那 禹 序列 的 第 项 而 w=(1+ 
Y5)72。 
13, ay 解释 一 下 为 什么 车 通过 规定 si 和 ay 以 及 对 站 =3，4，5，… 玉 说 认 @ ，as， 
as_! 求 ea 的 规则 来 递归 地 定义 一 个 序列 ， 则 这 个 序列 是 严格 定义 的 。 
by 车 ai=1,as=2, 以 及 对 ma =3,4,5… 末 说 es =a +a +…+ealy 试 求 出 es 的 和 值 。 
14. 给 则 两 个 例子 说 明 对 出 元 索 和 运算 符 组 成 的 不 同 集合 来 说 ， 如 何 促 妇 地 定义 合式 公式 
的 。 
15. a) 给 出 字符 串 长 度 的 递归 定义 。 
b) 用 a) 的 递归 定义 来 证 表 !{zy)=71(x)+i(y)。 
16. a) 什么 是 递归 算法 ? 
bp) 描述 计算 序列 里 个 数 之 和 的 递归 算法 。 
17. 描述 计算 两 个 正 整 数 的 最 太公 因子 的 递归 算法 。 
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18. a) 测试 一 个 计算 机 程序 ， 看 看 对 某 些 输入 值 来 说 它 是 否 产 生 了 正确 的 输出 ， 是 否 这 样 
就 验证 了 这 个 程序 总 是 产生 正确 的 输出 ? 
hb) 证 明了 一 个 计算 机 程序 是 相对 于 初始 断言 和 终结 断言 为 部 分 正确 的 ， 是 否 这 样 就 驻 
证 了 这 个 程序 总 是 产生 正确 的 输出 ”车 不 是 ， 则 还 需要 证 明和 什么 别 的 东西 ? 
19. 你 可 以 用 什么 技术 来 证 明 长 的 计算 机 程序 是 相对 于 初始 断言 和 终结 断言 为 部 分 正确 
的 ? 
20. 入 么 是 循环 不 变量 ?如 何 使 用 循环 不 变量 ? 


补充 练习 


证 明 : 两 个 奇数 之 积 还 是 奇数 。 

证 明 ; y5 是 无 理 数 。 

. 证 明 或 及 驭 : 两 个 匹 理 数 之 和 还 是 元 理 数 。 

让 明 凑 皮 驶 ; 每 妆 n 是 下 整数 时 ，n*+ n+1 就 是 素数 , 

判定 下 面 的 论证 是 否 有 效 ; 若 nn 大 于 5， 则 pn* 大 于 25。 因 此 ， 若是 整数 而 且 wn? 大 于 

25， 则 得 出 n 大 于 5。 

6. 证 明 当 xn 不 能 被 $5 整除 时 ， 

把 一 个 不 能 被 5 整除 的 整数 除 以 5 时 ， 每 一 种 非 零 余数 对 应 一 种 情形 ， 

7. 用 分 情形 证 明 .|] xy|=|x| |y|so 

8. 把 万 兰 数 定 义 成 : ua1 = 二 1 和 ;一 2。 另外， 在 确定 了 小 于 x 的 整数 是 否 龙 兰 数 之 后 ， 若 
?2 可 以 唯一 地 瑟 成 两 个 不 同 的 龙 兰 数 之 和 ， 则 让 = 等 于 下 一 个 尤 兰 数 。 注 意 zy =3，zps 
=4, ws=6 和 和 ws =8o 

a) 求 出 前 20 个 尤 兰 数 。 

b) 证 明 存 在 无 穷 多 个 尤 兰 数 。 

9. 给 出 构造 性 的 让 明 : 在 在 多 项 式 P(x) 使 得 P(x1)= yi,P(x2) 3 yo" ;P(rx,) = y, ;其 中 

Zl" Tn Yl， 94 都 是 实数 。 


on 上 一 


[提示 ; 设 P(x)= > ( [> = yo) 


10. 证 明 : 每 当 > 是 正 整数 时 就 有 134334534 (n+1202a2+4 
11. 证 明 : 每 当 是正 整数 时 ,就 有 1*:2 +2:2i+3:232+ 十 2 1 二 (nxn 一 1)-:2*+1, 
12. 证 明 : 每 当 wn 是 正 整 数 时 ， 就 有 


1 5 


二 ES 
1.3 3 (2n -1)(2x+1) 2n+ 
13. 证 明 : 每 当 是 正 整数 时 ,就 有 


1 了 


1.4 4.7 ET | 
14. 证 明 : 每 当 wn 是 大 于 4 的 正 整 数 时 ,就 有 2">n*+n。 
15. 用 数学 归纳 法 证 明 : 每 对 nx 是 大 于 9 的 下 整数 时 ， 就 有 2” 六 2。 
16. 求 出 整数 NN， 使 得 每 当 n 大 于 NN 时 ,就 有 2" >n*。 用 数学 归纳 法 证 明 你 的 结果 是 证 


确 的 。 


= ”一 一 一 ma i i _ [hm ph 上 rrr = 下 
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17. 用 数学 归纳 法 证 明 : 每 当 » 是 正 整 数 时 ,就 有 ~ 是 a -pb" 的 因子 ， 

I8, 用 数 党 归纳 法 证 明 : 每 当头 是 非 负 整数 时 ， 就 有 9 整除 nx” + (PT+T) 十 【7 十 

2 

19. 其 术 级 数 是 形 如 a，at+d,，a+24，…，a+ nd 的 序列 ， 其 中 a 和 4 都 是 实数 。 用 数 
党 归纳 法 证 明 : a+(tatd)+…+(a+t+nd)={n+1)(2a + nd) 人 2 给 出 了 算术 级 数 的 项 
之 和 的 公式 。 

20, 假定 对 了 =1，2，… ,nn 来 诗 & 三 BD(mod m)。 用 数学 归纳 法 下 明 : 


a) > Q, = > bi(mod m) 


b) To,= Tomod m) 


we 国 区 定 哪些 翡 波 那 契 孝 是 偶数 ， 用 数学 归纳 法 的 一 种 形式 来 证 明 你 的 猜想 。 

“22. 确定 哪些 斐 波 那 契 数 能 向 3 了 3 整除， 用 数学 归纳 法 的 一 种 形式 来 证 明 你 的 猜想 。 

“23. 证 明 : 对 所 有 非 负 整数 站 来 说 六 疡 + 大 人 六 = 六 :1， 其 中 天 是 非 负 整数 而 县 六 表 
示 第 i 个 辈 波 那 契 数 。 
上 户 卡 斯 歼 的 序列 定义 成 : =2， 让 =1， 似 及 对 n=2，3，4， 下 来 说 1 = _1+1, .2 


24. 证 明 ; 每 当 nx 是正 整数 时 ,就 有 f+ 所 12= 41,+1， 其 中 六 入 分别 是 第 i 个 斐 波 那 契 
数 和 第 i 个 卢 卡 斯 数 。 
25. 证 明 : 每 当 * 是非 人 灸 整数 而 且 7 是 第 i 个 卢 卡 斯 数 时 ,就 有 702 ++ + 


2 
"26. 用 数学 归纳 法 证 明 ; 任意 个 连续 正 整数 之 积 能 散 n! 整除 。 [提示 : 利用 恒等式 x 
【得 十 1 天 十 天 一 7 =(Cm—UDm(mti)--tm+t mn tmtmt+ili(m 


F 天 一 2 一 1 
27. 用 数学 归纳 法 证 明 ; 每 当 nn 是 正 整 数 时 ， 就 有 [cos TY +isin 了 )2= cos mrT+isin nro 
[提示 : 利用 恒等式 cos {a+b) =ecosa cosb-sina sing 和 sin (ut+h)} = sin a Cos 而 
+ cos a + sin 8。] 
"28. 用 数学 归纳 法 证 明 ; 每 当 2 是 正 整 数 而 且 sin(z 2) 天 0 时， 就 有 cos jx = cos| (x 
+ xr |sin(nr/2}sin( xz) 


表 卡 下 91 也 数 定 区 成 : 对 所 有 正 整 数 nn 来 说 应 用 规则 
nC—10 苦 半 >100 
Min | MU AI1D) 若 ms100 
29. 通 计 连续 地 使 用 M(x ) 的 定义 规则 来 求 出 
a) M(102) by M{101) ec M(99) d) M(97) e} MI{87) ff} Mt(76) 
“30. 证 明 : 函数 M (nn) 是 严格 定 多 的 从 正 整 数 集合 到 正 整 数 集合 的 本 数 。[ 提 示 : 证 明 
对 所 有 满足 z 委 101 的 正 整 数 x 来 说 都 有 MCn) =91。] 
31. 每 当 n 是 正 整 数 时 就 有 


-3_1 
十 一 一 十-… 十 一 了 一 了 


po tt 


Wn id Fr 
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下 面 给 出 的 证 尖 是 否 正 确 ? 为 你 的 特 案 给 出 理由 。 
基础 步骤 : 当 n=1 时 结果 为 真 ， 因 为 
上 3 1 


l.2 2 1 
归纳 步骤 :; 假定 对 nn 来 说 结果 为 真 ， 则 
TR A Ey te 
因此 ， 若 对 n 来 说 结果 为 真 ， 则 对 wn +1 来 说 结果 为 真 。 证 毕 。 
32. 一 种 村 图 玩具 是 通过 把 可 以 村 在 一 起 的 图 片 合 并 成 块 来 完成 的 。 每 次 当 把 一 个 图 片 加 
人 一 个 块 时 ,或 者 当 把 两 个 块 合并 时 ， 就 算 懒 一步。 时 数学 归纳 法 的 第 二 种 形式 证 明 ， 
无 论 如 何 完成 各 步 ， 组 车 舍 有 nn 个 图 片 的 树 图 玩具 都 恰好 需要 nw 一 1 步 。 
“33. 证明: 车 在 n 个 圆 中 每 酚 个 都 恰好 相交 于 两 点 ， 而 任意 三 个 圆 都 没有 公共 点 ， 则 这 些 
阁 把 平面 划分 成 n* 一 n+2 个 区 域 。 
“34. 证明: 车 在 = 个 平面 中 任意 三 个 都 有 公共 点 ， 而 任意 四 个 都 没有 公共 点 ， 则 这 些 平面 
把 三 维 空 间 划 分 成 (n”+5n +6) 上 个 区 域 。 
"35, 用 良 序 性 证 明 ; yw2 是 无 理 数 。 [提示 ; 假定 v2 是 有 理 数 。 证 明 形 如 52 的 正 整数 组 成 的 
集合 有 最 小 元 a 。 然 后 证 明 a y2 一 a 是 具有 这 种 形式 的 更 小 的 正 幕 数 。] 
36. 和 若 一 个 集合 的 每 个 非 空子 集合 孝 有 最 小 元 ， 则 这 个 集 人 台 是 良 序 的 。 判 断 下 面 的 每 个 集 
侣 是否 良友 的 。 
a) 整数 集合 
b) 大 于 一 100 的 整数 的 集合 
c) 正 有 理 数 集合 
d) 分 母 小 于 100 的 正 有 理 数 的 集合 
37, 证明: 夺 把 数字 归纳 法 原理 作为 一 条 公理 ， 则 可 以 证 明和 良 序 性 ， 
38. 证明; 数学 归纳 法 的 第 一 和 各 第 二 原理 蚌 等 价 和 的 ， 即 从 一 个 灌 理 是 有 效 的 就 可 以 证 明 另 
外 一 个 原理 是 有 效 的 。 
39. a) 证 有 明 : 车 a1,Q2,… ,tn 都 是 正 整 数 ， 则 gcd (aj e231 dn) 2 gcd{a1, qr") 
a pe _ |, ))o 
b) 利用 a) 和 欧 几 里 德 算法 来 建立 一 个 递归 算法 ， 计 算 个 正 整 数 的 最 大 公 因 
= 
“40. 描述 一 个 递归 人 算法， 把 关 个 正 整 数 的 最 大 会 因子 写成 这 些 整 数 的 线性 组 合 。 
“41. 求 出 f(x) 的 显 式 公式 ,其 中 F(1)=1, 而 自荐 ma 之 2, 则 Fa)= Pa-i)+2n 一 1。 用 数 
学 归纳 法 证 明 你 的 结果 。 
“42. 给 出 由 所 会 有 的 上 0 是 二 的 两 人 入 的 位 串 所 组 成 的 集合 的 递归 定义 。 
43. 设 S 是 位 溃 的 集合 ， 它 递归 地 定义 成 : A 人 S， 以 及 荐 XES5, 则 0xES，x{ES， 其 中 
A 是 空 串 ， 
a) 求 出 S 中 所 有 长 度 不 超过 5 的 串 。 
b) 给 出 对 5S 中 元 案 的 显 臣 描述 。 
44. 设 5 是 字符 囊 的 集合 ， 它 递归 地 定义 成 abc 全 S，bac ES，acb€E5, 以 及 阁 xES 则 


bbs.theithome.com 


DDDU-DDU-DDDDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUUA^A 


224 基 度 逆 学 及 竣 辜 用 


awrtE ss, adrcEs, arneEs 和 radcE Ss, 
4a) 求 出 S 中 长 庶 为 8 或 更 短 的 所 有 申 。 
b) 证 明 : s 中 每 个 元 率 都 有 能 被 3 整除 的 长 度 。 


和 由 所 月 平衡 的 持 号 串 组 成 的 集合 递归 地 和 定 习 成 : A 万 B， 其 中 是 空 蝇 ,车 x，yEB， 
WM x) EB, ryEB, 


45. 求 负 所 有 带 4 个 或 更 少 符号 的 平衡 的 括号 串 。 
46. 用 归纳 法 证 明 : 各 x 是 平衡 的 括号 捉 ， 则 在 x 里 堪 丘 号 的 个 数 等 于 石 括号 的 个 数 。 在 
括 导 捉 的 集合 上 定义 函数 N: 
N(A)=0, N(O=1,N(O)—=—1, 
Niuy)= Ntu)}+ N(vw), 
其 中 4 是 空 早 ，w 和 ww 都 是 加。 可 以 证 明 N 是 严格 定义 的 。 
47. 求 出 
al N(O)  b) NO)})0O)() c} NCUCOCO) d) NCOCUEON OY) 
“48. 证 明 : 括号 串 ww 是 平衡 的 ， 当 自私 当 入 (ww) = 和 ， 而 县 每 当 站 是 弛 的 前 继 { 即 证 
二 uv) 时， 就 育 NUa) 守 0， 
49, 给 出 一 个 求 所 有 包含 = 个 或 更 少 符号 的 平衡 的 括号 品 的 递归 算法 。 
50. 着 a=5, 则 gcd ta， 5) =a; 奉 a 和 6 都 是 侦 数 ， 则 ged(a ,5)=2gcdla 人 这 ,5 人 2); 若 
a 是 俏 数 而 已 是 奇数 ， 则 gedfla ,2)= (a 这 ,5); 帮 a 和 上 5 部 是 奇数 则 gcd{a,5) = gcd(5 
a ,b)。 根 据 上 述 事 实 ， 纵 出 一 个 求 满足 a 所 5 的 两 个 非 负 整数 & 和 5&5 的 最 大 公 因 子 的 递 
归 算 法 。 
51. 验证 程序 段 
if x y then 
Ty 
是 相对 于 初始 断言 工 和 终 续 断言 x 去 y 为 正确 航 。 
“2. 建立 一 条 验证 递归 程序 的 推理 规则 ， 并 用 它 去 验证 在 3.4 节 给 出 的 汶 算 阶乘 的 递归 程 


序 。 
计算 机 题目 
编写 带 有 下 述 输 入 与 输出 的 程序 。 


1. 给 定 几 何 级 数 <，ar，ar ，…，ar"， 求 出 它 的 各 项 之 和 。 

2., 给 定 非 负 整 数 x， 求 出 个 最 小 的 正 整 数 之 和 。 

“3. 给 定 去 掉 一 个 2 x2" 烙 子 的 棋盘 ， 用 工 形状 的 拼 片 构造 这 个 棋盘 的 铺 夸 系统。 

4. 对 含有 变量 z+，y 和 x 以 及 运算 符 |+,* ,/, -| 的 表达 式 来 说 ， 生 成 所 有 带 有 x 个 或 

更 少 符号 的 合式 公式 。 

5. 生成 所 有 带 有 ?个 或 更 少 符号 的 命题 的 合式 公式 ， 其 中 每 个 得 导 是 工 、 了 了 、 谷 题 变 量 请 和 
9 之 一 或 扫 ，VYV，A, 一 ， 人 | 里 的 一 个 运算 符 。 

6. 给 定 一 个 字符 串 ， 求 出 它 的 倒置 。 

7. 给 定 实数 a 和 非 负 整数 了 ， 用 递归 求 a”。 
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8. 给 定 实数 a 和 非 负 整数 x， 用 递归 求 a*"。 


"9. 给 定 实数 a 和 非 负 整数 x， 利 用 的 二 进 制 展开 式 和 计算 a? 的 递归 算法 来 求 a"。 

10. 给 定 两 个 不 全 为 零 的 整数 ， 用 递归 求 它们 的 最 大 公 因 子 。 

11, 给 定 整数 的 列表 和 元 素 .x ， 用 线性 搜索 的 递归 实现 求 在 这 个 列表 中 的 位 置 。 

12. 给 定 整数 的 列表 秋元 素 = ， 用 二 又 搜索 的 递归 实现 求 x 在 这 个 列表 中 的 位 置 。 

13. 缘 定 非 负 整数 nx ， 用 迁 代 来 求 第 ww 个 韭 波 那 契 数 , 

14. 给 定 非 负 整 数 x， 用 递归 来 求 第 = 个 辈 波 那 契 数 。 

15. 给 定 一 个 正 整 数 ， 求 出 这 个 整数 的 划分 的 数目 。( 参 见 3.3 区 练习 33。) 

16, 给 定 正 整数 入 得 站， 求 出 阿 克 曼 国 数 在 (天 ,2 让 的 值 Am mm)。( 知 风 3.3 节 练习 36 
前 面 的 说 明 。) 


计算 和 研究 
用 计 算 稳 序 或 你 已 经 编 窟 的 程序 做 下 面 的 习题 。 


. 对 2 和 10000 验证 崩 德 巴 顽 猜想 ， 它 断言 每 个 正 货 数 ”都 是 两 个 素数 之 和 。 

. 对 满足 mn 过 20 的 所 有 正 整 数 x 求 出 n! + 1 的 最 小 素 因子 。 

. 对 满足 n 尘 10 的 每 个 正 整 数 n 求 出 景 小 的 w 个 连续 的 合 数 ， 

. 一 个 古老 而 未 解 类 的 猜想 说 存在 无 穷 多 对 人 挛 生 素数 ， 即 相差 为 二 的 素数 。 你 能 找 出 多 少 
对 李 生 素数 ? 

5. 确定 哪些 辈 波 那 契 数 能 被 5 整除、 哪些 能 被 7 整除、 哪些 能 被 11 整除 。 证 明 你 的 猜想 是 

正确 的 。 
6. 用工 形 状 的 拼 片 对 去 掉 一 个 格子 的 16 x 16，32 x 32 和 64 x 864 的 稳 如 构造 铺 砖 系 


上 


探索 用 虐 形状 的 拼 片 可 以 完全 地 覆盖 哪些 棋盘 。 

著名 的 难题 3x + 1 猜想 (也 称 为 科 拉 兹 猜想 以 及 许多 其 他 的 名 字 ) 说 ， 无 论 你 从 诗 个 整 
数 x 开始， 对 函数 fz) 进行 迭代 ,其 中 奇 xz 是 偶数 风 六 < = x 人 避 ， 在 工 是 奇数 则 六 (xx) 
= 3xw 二 1 ， 结果 总 是 产生 整数 1。 对 尽 可 能 多 的 正 整数 验证 这 个 猜想 . 

9. 阿 克 曼 图 数 的 哪些 什 基 足够 小 的 ， 合 得 你 能 够 计算 它们 ? 

10, 比较 一 下 递归 地 计算 斐 波 那 问 数 与 迭代 地 计算 它们 所 需要 的 运算 次 数 或 时 间 。 


与 作 题 自 
利用 本 书 以 外 的 资料 ， 针 对 干 面 的 内 容 写 出 址 文 。 


. 描述 一 下 数学 归纳 法 的 起 源 。 哪 些 是 使 用 它 的 第 一 批 和 人 ? 他 们 把 它 用 在 万 些 问题 上 ? 

2. 在 过 去 的 20 年 里 ， 基 于 太 量 的 计算 机 计算 ， 已 经 证 明了 若干 重要 的 定理 。 讨论 一 下 这 样 
的 证 明 的 有 效 性 ， 并 县 措 述 围绕 基干 主 算 机 计算 的 证 明 的 争论 。 

3. 逻辑 编程 利用 推理 规则 ， 在 用 量词 .谓词 和 逻辑 联结 词 表 示 的 合 题 上 操作 。 解 释 一 下 逻 
辑 编 程 的 基本 概念 和 如 和 何在 人 工 知 能 里 利用 它 。 用 编程 语言 PROLOG 说 明 它 的 用 
Se 

4.“ 自 动 定理 证 明 ” 昨 用 计算 机 来 机 械 地 证 明定 理 的 任务 。 讨 论 一 下 自动 定理 证 明 的 目标 和 


5 0 请 


Te 


bbs.theithome.com 
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应 用 ， 以 及 在 发 展 自动 定理 证 明 问 上 所 取得 的 进步 ， 

5. 描述 一 下 雷 明 :人 村 伦 开发 的 现代 撑 辑 游戏 WFF'N PROOF 的 规则 {因为 它 是 在 20 世纪 60 
年 代 中 期 出 版 的 ， 你 也 许 不 得 不 从 旧 物 品 里 找 一 售 )。 给 出 在 wb N PROOF 里 包含 的 游 
戏 的 一 些 例 子 。 

6. 在 3.27 的 绒 导 里 使 用 的 二 形 状 的 拼 片 ， 是 哥伦布 在 1954 年 引入 的 多 元 多 米 庄 骨 l 脾 的 一 
些 例子 。 描 述 一 下 关于 用 多 元 多 米 庄 骨牌 铺 满 棋 玲 的 一 些 问 题 和 有 关 的 结果 。 

7, 描述 一 下 在 递归 害 义 的 理论 中 以 及 在 集合 并 集 算法 的 复 末 性 分 析 中 ， 对 阿 殉 曼 沿 数 的 使 
用 情况 。 

38. 描述 一 下 在 刘易斯 ' 卡 洛 尔 的 著作 中 所 找到 的 其 些 塑 辑 问题 ， 并 且说 明 一 下 如 和 何 使 用 推理 
规则 去 解决 这 些 癌 题 .。 

9. 讨论 一 下 用 来 证 明 程 序 正确 性 的 各 种 方法 中 的 一 些 方法 ， 并 且 把 它们 与 3.5 节 描 述 的 堆 
尔 方 法 进行 比较 。 

10, 解释 一 下 如 何 扩充 程序 正确 性 的 想法 和 概念 ， 去 证 明 操 作 系 统 是 安全 的 。 
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第 4 章 计 数 

组 侣 数学 这 一 研究 个 体 安排 的 学 科 ， 是 离散 数学 的 重要 部 分 。 旱 在 17 世纪 就 开始 了 这 
类 课 蓝 的 研究 ， 当 时 在 赌博 游戏 的 研究 中 出 现 了 组 全 问题 。 枚 举 ， 具 有 确定 性 质 的 个 体 的 计 
数 ， 是 组 合 数 学 的 一 个 重要 的 部 分 。 我 们 必须 对 个 体 计 数 来 求解 许多 不 辣 类 型 的 问题 ， 倒 
如 ， 用 计数 确定 算法 的 复杂 性 。 计数 也 用 于 确定 是 否 存 在 着 能 够 充分 满足 需求 的 电话 号 码 或 
因特网 址 。 此 外 ,计数 技术 也 广泛 用 了 于 计算 事件 的 概率 。 

4.1 节 将 要 研究 的 基本 计数 规则 可 以 求解 各 种 各 样 的 问题 。 例 如 ， 我 们 可 以 用 这 些 规则 
来 计数 美国 各 种 不 同 可 能 的 电话 号 码 ， 计 算 机 系统 中 允许 使 用 的 登录 密码 ， 以 及 在 比赛 结束 
时 赛跑 运动 员 的 不 同 的 名 次 。 另 一 个 重要 的 组 合 工 具 是 篇 草原 理 ， 我 们 将 放 在 4.2 节 研 究 。 
这 个 原理 指出 ， 当 把 物体 放 在 盒子 里 时 ， 若 物体 比 合子 多 ， 那 么 存在 一 个 盒子 包含 着 至 少 两 
个 物体 。 例 如 ， 我 们 可 入 用 这 个 原理 证 明 在 15 个 或 者 更 多 的 学 生 中 至 少 有 3 人 出 生 在 相同 
的 星期 几 。 

我 们 可 以 把 许多 计数 问题 用 集合 中 个 体 的 有 序 或 无 序 安排 来 描述 。 这 些 安排 称 作 排列 和 
组 合 ， 在 许多 的 计数 问题 中 都 会 用 到 它们 。 剂 如 ,在 2000 个 学 生 参 加 的 考试 竞赛 中 最 终 将 
有 100 个 获胜 者 被 洲 请 赴 宣 ,我 们 可 以 要 举 将 被 洲 请 的 100 个 学 生 的 可 能 的 组 合 ， 以 及 最 终 
10 名 获奖 者 的 产生 方式 。 

我 们 可 以 使 用 计数 技术 分 析 赌 和 一 游 戏 ， 如 扑克 ， 我 们 也 可 以 使 用 这 些 技术 来 确定 抽奖 获 
胜 的 概率 ， 例 如 一 个 人 从 前 48 个 正 整 数 中 选取 6 个 数 中 奖 的 概率 。 

组 合 数 学 的 另 一 个 问题 涉及 到 生成 某 个 特定 类 型 的 所 有 排列 。 这 在 计算 机 模拟 中 通常 其 
很 重要 的 。 我 们 将 设计 算法 来 生成 各 种 类 型 的 排列 。 


4.1 计数 的 基础 


一 个 计算 机 系统 的 登录 密码 由 ,7 或 8 个 字符 组 成 。 每 个 字符 必须 是 数字 或 字母 表 中 
的 字母 。 每 个 密码 必须 至 少 包 会 一 位 数字 ， 间 有 多 少 个 密码 ? 回 管 这 个 问题 及 各 种 各 样 的 其 
他 计数 问题 所 需要 的 撤 术 将 在 这 一 三 耻 入 。 

整个 数学 和 计算 机 科学 中 存在 着 计数 问题 。 例 如 ， 我 们 必须 计数 成 功 的 实验 销 末 和 有 所 有 
可 能 的 实验 结果 以 确定 离散 事件 的 概率 。 我 们 需要 计数 某 个 算法 用 到 的 操作 笋 来 研究 它 的 时 


间 复 淋 性 。 
在 这 一 节 我 们 将 引 人 基 本 的 计数 技术 。 这 些 方法 是 几乎 有 所 有 计数 技术 的 基础 。 


4.1.2 基本 的 计数 原则 


我 们 将 提出 两 个 基本 的 计数 原则 。 然 后 我 们 将 说 明 怎 样 用 它们 来 求解 许多 不 间 的 计数 
问题 。 
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NE 


求 和 法 则 如 果 完 成 第 -一 项 任务 有 = 种 方式 ， 第 二 项 任务 有 my 种 方式 ， 并 且 这 两 项 
任务 不 能 同时 完成 、 那 么 完成 第 一 项 或 第 二 项 任务 有 mi + ny 种 方式 ， 

下 面 的 例子 说 明 怎 样 使 用 求 和 法 则 。 

例 1 收 定 要 选 一 位 数学 教师 或 数学 专业 的 学 生 作 为 校 委 会 的 代表 .如果 有 37 位 数学 
教师 和 83 位 数学 专业 的 尝 生 ， 那 么 这 个 代表 有 索 少 种 不 同 的 选择 ? 

解 ”完成 第 一 项 任务 ， 选 一 位 数学 教师 ， 可 以 有 37 种 方式 。 完 成 第 二 项 任务 ， 选 一 位 
数学 专业 的 和 学生， 有 83 种 方式 。 根 据 求 和 法 则 ， 结 果 有 37+83- 120 种 可 能 的 方式 来 挑选 
这 个 代表 。 国 

我 们 可 以 把 求 和 法 则 推广 到 多 于 两 项 在 务 的 情况 。 根 定 企 务 了 ，T;，.…，T, 分别 有 
ni1，12，… ，N,, 种 完 威 的 方式 ， 并 且 任 何 两 项 任务 都 不 能 同时 做， 那么 洁 成 其 中 -- 项 任务 
的 方式 数 是 jn 十 2 十 … 十,。 正 如 例 2 和 秽 3 所 示 ， 这 个 推广 的 求 和 法 则 在 计数 问题 中 是 
常 第 用 到 的 这 个 求 和 法 则 可 以 从 两 个 集合 的 求 和 法 则 使 用 数学 轨 纳 法 加 以 证 明 ({ 见 节 后 的 
练习 S3) 。 

秽 2 一 个 学 生 可 以 从 三 涉 表 中 的 一 个 表 选 择 一 个 计算 机 课题 。 这 三 个 表 人 对 别 包含 23， 
15 和 19 个 可 能 的 课题 。 那 么 被 选择 的 课题 中 能 有 驳 少 种 ? 

解 ”这 个 学 生 有 23 种 方式 从 第 一 个 表 中 选择 课题 ， 有 15 种 方式 从 第 二 个 表 中 选择 课 


题 ， 有 19 神 方式 从 第 三 个 表 中 选择 课题 。 因 此 ， 共有 23+15+19=57 种 选择 课题 的 方式 。 
国 


例 3 在 下 面 的 代码 被 执行 后 的 值 是 什么 ? 


上 k 守 0 
for 11 二 1 to 1 


| kk:=k+1 


for :; 二] to n; 


一 一 一 一 


玉 二 此 十 ] 


for 2, 一 to 天。 


是 


解 让 的 初 值 是 0。 这 个 代码 块 由 六 个 不 同 的 循环 构成。 循环 中 的 每 次 执行 ，& 都 要 加 
1。 令 了 是 执行 第 ; 个 循环 的 任务 。 因 为 第 i 个 循环 被 执行 n; 次 ， 所 以 任务 T; 可 以 用 ;种 
方式 完成 。 由 于 任何 两 个 任务 不 能 同时 执行 ， 求 和 法 则 证 明 的 最 后 重 ， 即 完成 任务 了 人 
二 1,2,-…,m) 的 方式 数 是 二 ni 十 … 十 no 国 


求 和 法 则 可 以 用 集合 的 语言 表述 如 下 ; 如 果 Al，A;，…， 和 站。 昆 椒 交 的 集合 ， 那 么 在 其 
并 集中 的 元 素数 是 每 个 集合 的 元 素数 之 和 。 为 把 这 种 表述 与 求 和 法 则 联系 起 来 , 令 了 是 从 A， 
旧 三 1,2,…, 7) 中 选取 一 个 元 素 的 任务 。 有 |Ai| 种 方式 做 T。 由 于 任何 两 个 任务 不 可 能 同时 
做 ， 根 据 求 和 法 则 ， 从 其 中 某 个 集合 选择 一 个 元 素 的 方式 数 ， 即 在 并 集中 的 元 素数 是 
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[AUA UpUA[=| A++ AAA 十 十 | 有 | 
这 个 等 式 仅 适 用 于 隔 题 中 的 集合 是 不 相交 的 情况 。 当 这 些 集 全 含有 公共 元 素 时 情况 要 复杂 得 
儿 。 本 节 的 后 面 将 对 这 种 情况 进行 简要 的 讨论 ， 更 深入 的 讨论 放 在 第 5 章 。 
当 一 个 过 程 是 由 独立 的 任务 组 成 时 适用 于 匀 积 法 则 。 
和 溢 积 法 则 假定 一 个 过 程 可 以 被 分 解 成 两 个 任务 。 如 果 完 成 第 一 个 任务 有 zi 种 方式 ， 
在 第 一 个 任务 完成 之 后 有 n3 种 方式 完成 第 二 个 任务 ， 那 么 完成 这 个 过 程 有 nn; 种 方式 。 


下 面 的 例子 显示 怎样 来 使 用 冬 积 法 则 。 


例 4 用 一 个 字母 和 一 个 不 超过 100 的 正 束 数 给 礼堂 的 座位 编导 。 那 么 不 同 纺 号 的 座位 
最 包 有 名 少 ? 

解 给 一 个 座位 编号 的 过 程 由 两 个 任务 组 成 ， 即 从 26 个 字母 中 先 选 择 一 个 字母 分 配给 
这 个 座位 ， 然 后 绸 从 100 以 内 的 正 整 数 中 选择 一 个 整数 分 配 第 它 。 乘 积 法 则 表明 一 个 座位 可 
以 有 26:100=2600 种 不 同 的 编号 方式 。 因 此 .不同 编号 的 座位 数 至 多 是 2600。 

例 5 某 个 计算 机 中 心 有 32 台 微 机 ， 每 台 微机 有 24 个 端口 。 问 在 这 个 中 心里 有 多 少 个 
不 同 的 单机 端口 ? 

解 ”选择 一 个 端口 的 过 程 由 两 个 任务 组 成 。 首 先 挑 一 台 微 机 ， 然 后 在 这 人 台 微 机 上 挑 一 个 
端口 。 困 为 有 32 种 方式 选择 微机 ， 而 不 管 选择 了 哪 台 向 机， 又 有 24 种 方式 选择 疾 口 ， 由 条 
积 法 则 宸 明 有 768 个 端口 。 国 

径 常 会 用 到 推广 的 乘积 法 则 。 人 必定 一 个 过 程 由 执行 任务 了 ，T;,，-…，T。 来 完成 。 旭 
果 在 完成 任务 T| ，T， ，.…， 了 1 之 后 用 和 种 方式 来 完成 Ti， 那么 完成 这 个 过 程 有 nn2' 
… -天 ， 种 方式 。 可 以 由 两 个 任务 的 匀 积 法 则 通过 数学 归纳 法 证 明 推 广 的 飞 积 法 则 【 见 节 后 
的 练习 54)。 

例 6 有 密 少 个 不 同 的 了 位 二 进 制 串 ? 

解 每 位 可 以 是 0 或 1， 有 机 种 选择 方式 。 因 此 ， 乘 积 法 则 表明 总 共有 2’ = 128 个 不 同 
的 7 位 二 进 制 串 。 国 

例 7 如 果 每 个 车 牌 由 3 个 字母 后 跟 3 个 数字 的 序列 构成 (任何 字母 的 序列 都 人 允许 ， 即 
使 它们 是 令 人 讨厌 的 )， 那 入 有 包 少 个 不 同 的 有 效 的 车 牌 ? 

解 ” 对 3 个 字母 中 的 每 个 字母 有 26 种 选择 ,对 3 数字 中 的 每 个 数 宇 有 10 种 选择 。 因 
此 ， 由 和 匀 积 法 则 总 共有 26-26-26:10:10:10=17576 000 个 可 能 的 车 牌 。 翻 


例 8 计数 画 数 。 从 一 个 n 元 集 到 一 个 t 元 集 存在 多 少 个 图 数 ? 

解 ”一 个 画 数 对 于 定义 域 中 mx 个 元 素 中 的 每 个 元 素 部 要 选择 陪 域 中 个 元 素 中 的 一 个 
元 素来 对 应 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 存在 na"n=n” 个 从 mm 元 集 到 元 集 的 罗 数 。 到 

例 9 一 对 一 函数 。 从 一 个 m 元 素 集 合 到 一 个 元 素 集 合 存 在 多 少 个 一 对 一 辆 数 ? 


解 ”首先 注意 旬 当 jm > 时 入 有 从 mm 元 集 色 元素 集合 的 一 对 一 嫩 数 。 现 在 令 产科 
假设 定义 域 中 的 元 案 是 js Has rs Hao 有 天 种 方式 选择 函 煞 在 位 1 的 值 。 因为 蛆 数 是 一 
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对 一 徇 ， 可 雇 有 nn- 1 种 方式 选择 孙 数 在 ay 的 值 (因为 被 aj 用 过 的 值 不 能 再 用 )。 一 般 地 ， 
有 nn 一 上 + 上 种 方式 选择 函数 在 a 的 慎 。 由 匀 积 法 则 ， 从 一 个 mw 元 集 到 一 个 n 元 集 存在 着 
n(n 一 Cn 一 2 (nn 一 十 个 一 对 一 孙 数 ，。 四 


例 10 电话 编号 计划 。 在 北美 电话 号 治 的 格式 是 由 一 个 编号 计划 规定 的 。 一 个 电话 
于” 屿 码 由 10 个 数字 组 成 ， 这 些 数 字 有 一 个 3 位 的 地 区 代码 ， 一 个 3 位 的 局 代码 ， 以 及 
一 个 4 位 的 话机 代码 。 出 于 信号 的 考虑 ， 在 一 些 数字 上 有 某 种 限制 。 为 了 规定 侈 许 的 格式 ， 
令 妨 表 了 示 可 以 在 0 到 3 之 间 任 意 选 取 的 数字 ，N 表示 可 以 在 2 到 9 之 间 选 取 的 数字 , 而 Y 
表示 必须 取 0 或 1 的 数字 。 下 面 讨 论 两 个 编导 计划 ， 分 别称 为 老 计 划 和 新 计划 { 老 计 划 是 
20 世纪 60 年 代 梧 内 的 , 已 经 繁 新 计划 代替 了 ,但 目前 对 新 号 码 需 求 的 迅速 增长 甚至 使 得 这 
个 新 讨 划 也 将 显得 陈旧 了 )。 正 如 将 要 证 明 的 ， 新 计划 允许 使 用 更 多 的 导 三 。 


在 老 计 划 中 ， 地 区 代码 、 局 代码 和 话机 代码 的 格式 分 别 为 NYX，NNX 和 XXXX。 在 
新 计划 中 ， 这 些 代码 的 格式 分 别 为 NXX，NXX 和 XXXX。 在 若 计 划 和 新 计划 下 可 能 有 客 少 
个 不 同 的 北美 电话 导 码 ? 

解 ” 由 乘积 法 则 ,格式 为 NYX 的 地 区 代码 有 8'2:10=160 个 ,格式 为 NXX 的 地 区 代 
码 有 8-10-10= 800 个 。 类 似 地 ， 由 乘积 法 则 ， 存 在 8:8:10=640 个 格式 为 NNX 的 局 代码 
和 8:10-10=800 个 格式 为 NXX 的 局 代 铭 。 乘 积 法 则 也 表明 存在 普 10:10-10'10= 10 000 个 
格式 为 XXXX 的 话机 代码 。 

因此 ， 再 次 使 用 乘积 法 则 ， 结 果 在 老 计 划 下 存在 

160:640,10 000 = 1 024 000 000 
个 不 同 的 北美 有 效 的 电话 号 个 。 在 新 计划 下 存在 
800.800.10 000= 6 400 000 000 
个 不 同 的 电话 号 码 ， | 


例 11 执行 下 面 的 代码 以 后 上 的 值 是 什么 


二 DD 
for 11 汪 1 to | 


for 1; = 1 to n> 


for 1, 二 1 to 天， 
上 二 上 走 十 上 | | 0 
解 & 的 初 值 是 0。 这 个 散 套 的 循环 每 执行 一 次 ,就 加 1。 令 了 ,表示 执行 第 i 个 循环 
的 任务 ,那么 循环 执行 的 次 数 就 是 完成 任务 了 ，T,，.…，T, 的 方法 数 。 因 为 对 每 个 整数 
1 过 人 n,， 第 ;个 循环 都 执行 一 次 ,执行 任务 T，j==1，2，…， 加 ， 的 方法 数 就 是 


了 一 


m 。 由 乘积 法 则 ， 这 个 揪 套 的 循环 执行 了 wj na…aw 次 。 因 此 上 最 后 的 值 是 nzz…nans。 加 


例 12 计数 有 窃 集 的 子 集 。 用 乘积 法 则 证 明 一 个 有 穷 集 S 的 不 同 的 子 集 数 是 2”。 


解 设 S5 时 有 穷 集 。 按 任意 的 顺序 将 S 的 元 素 列 成 一 个 表 。 考 感到 在 3 的 子 集 和 长 为 
1S1 的 二 进 制 串 之 闻 存 在 着 一 对 一 的 对 应 ， 即 奶 果 表 的 第 i 个 元 素 在 这 个 子 集 里 期 该 子 集 对 


1 
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应 的 二 进 制 串 的 第 ; 位 为 1， 否则 这 位 为 0。 由 乘积 法 则 ， 存 在 着 2 个 长 为 |S1 的 二 进 制 
串 。 因 此 |P(S)1=211。 久 

乘积 法 则 也 常用 集合 的 语言 表述 如 下 : 如 果 A;，A;，..…，A, 是 有 穷 集 ， 那么 在 这 些 
集合 的 笛 卡 儿 积 中 的 元 素数 是 每 个 集合 的 元 素数 之 积 。 为 把 这 种 表述 与 乘积 法 则 联系 起 来 ， 
注意 到 在 笛 卡 儿 积 A1X As x .… x 有 A, 中选 一 个 元 素 的 任务 是 通过 在 A1 中 选 一 个 元 素 ，A， 
中 选 一 个 元 素 ，…，A4,。 中 选 一 个 元 素来 完成 的 。 由 乘积 法 则 得 到 

ATX Azsx x Asl= A | A A 

比较 复杂 的 计数 问题 ”许多 计 数 问题 不 能 仅仅 使 用 求 和 法 则 或 者 乘积 法 则 来 求解 。 但 是 ， 许 
多 复 染 的 计数 问题 可 以 使 用 这 两 个 法 则 来 求解 。 


例 133 在 计算 机 语言 BASIC 的 某 个 版 本 中 ， 变量 的 名 字 是 含有 一 个 或 两 个 字符 的 村 和 号 
申 ， 其 中 的 大 写 和 小 写字 母 是 不 加 区 分 的 【一 个 字符 或 者 取 自 26 个 英文 字母 ， 或 者 取 自 10 
个 数字 )。 此 外 ， 变 量 名 必须 以 字母 作为 和 开始 ， 并 且 必 须 和 由 两 个 字符 构成 的 用 于 程序 设计 
的 5 个 保留 字 相 人 区别。 在 BASIC 的 这 个 版 本 中 有 多 少 个 不 局 的 亚 量 省 ? 


解 ” 令 V 等 于 在 这 个 BASIC 成 本 中 的 不 同 的 变量 名 个 数 ，V 是 单子 符 的 必 量 名 个 数 ， 
Vv 是 两 个 字符 的 变量 名 个 数 。 那 么 由 求 和 法 则 ，V = V+ V2。 由 于 单字 符 变 量 名 必须 是 
字母 ， 故 Vj =26。 又 根据 乘积 法 则 存在 26-36 个 以 字母 打头 以 字母 数字 结尾 的 2 位 字符 串 。 
但 是 其 中 $5 个 不 包含 在 内 ， 因 此 V,=26-36 一 5=931。 从 而 在 这 个 BASIC 版 本 中 存在 Y= 
Vi+ VY 二 26+931=957 个 不 同 的 变量 名 。 区 


例 14 计算 机 系统 的 每 个 用 户 有 一 个 6 到 8 个 字符 构成 的 登录 密码 ， 其 中 每 个 字符 是 
一 个 大 写字 母 或 者 数字 ， 且 每 个 密码 必须 至 少 包 会 一 个 数字 。 有 多 少 可 能 的 密码 ? 

解 ” 令 PP 是 可 能 的 密码 总 数 ， 有 日 P。，Pjs，P; 分 别 表 示 6, 7 或 8 位 的 可 能 的 密码 数 。 
由 求 和 法 则 ，P = P。,+ Py + P。。 我 们 现在 找 P。，P; 和 Pe. 直接 找 Ps 是 困难 的 。 而 找 厂 个 
大 写字 母 和 数字 构成 的 字符 串 数 是 容易 的 ,其 中 包 人 洛 那 些 没 有 数字 的 串 在 内 ， 然 后 从 中 减 去 
没有 数字 的 串 数 就 得 到 Ps 。 由 乘积 法 则 ，6 个 字符 的 串 数 是 36 ， 而 没有 数字 的 学 符 串 数 是 
26"。 因 此 ， 

Pe=36° —26°=2 176 782 336— 308 915 776 =1 867 866 560 
类 亿 地 得 到 
P;=36’ 26’=78 364 164 096 —8 031 810 176 =70 332 353 920 


机 
一 368 268 一 2 812 109 907 456 — 208 827 064 576=2 612 282 842 880 


及 而 ， 
P= P+ P+ Pe=2 684 483 063 360 加 


澡 例 15 计数 因特网 网 址 。 在 由 计算 机 的 物理 网 络 互 连 而 构成 的 因特网 中 ， 每 台 计 算 
机 (或 者 更 精确 地 说 是 计算 机 的 每 个 网 络 连 接 ) 被 分 配 一 个 因特网 地 址 。 目 前 正在 使 

用 的 网 际 协议 版 本 4 {IPv4) 中 ,一 个 地 址 是 一 个 32 位 的 二 进 制品 。 它 以 网 络 标 识 “(netid) 

开始 ， 后 面 跟随 着 主机 标识 《hostid) ， 该 标识 把 一 个 计算 机 认定 为 某 个 指定 网 络 的 成 员 。 
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根据 网 络 标识 和 主机 标识 位 数 的 不 则 使 用 3 种 地 址 形式 ， 用 于 最 大 网 络 的 A 类 地 址 ， 
由 必 后 跟 7 了 和 位 的 网 络 标 识 和 和 24 位 的 主机 标识 构成 。 用 于 中 等 规模 网 络 的 电 类 地 址 ,由 10 后 
由 14 位 的 网 络 标 误 利 16 位 的 主机 标识 构成 。 用 于 量 小 网 络 的 蕊 类 地 址 ， 由 110 后 跟 21 个 
的 网 络 标 识 和 8 位 的 主机 标识 构成 。 由 于 特定 用 途 对 地 址 有 着 某 些 限 制 1111111 在 态 类 网 
络 的 网 络 标识 中 是 无 效 的 ， 全 0 和 全 1 组 成 的 主机 标识 对 任何 网 络 都 是 无 效 的 。 因 特 网 上 的 
一 台 计 算 机 有 一 个 A 类 、BHB 类 或 忆 类 地 址 。( 除 了 和 类 、 孔 类 和 CC 类 地 和 址 外 ， 还 有 卫 类 地 址 
入 类 地 址 。D 类 地 址 在 多 台 计算 机 同时 编 址 时 用 于 铸 路 广播 ， 它 由 1110 后 跟 28 位 组 成 。 
E 类 地 址 为 将 来 应 用 , 由 11110 后 跟 27 位 组 成 。 不 会 把 了 和 上 类 地 址 分 配给 因 特 疯 中 的 … 
台 计 算 机 作为 IP 地 址 ,) 图 4-1 显示 了 IPw4 的 编 址 。(A 类 和 忆 类 网 络 标识 的 数量 限制 已 经 
使 得 IPv4 编 址 不 够 用 了 ; 将 代替 IPv4 的 IPv6 使 用 128 位 地 址 来 解决 这 个 问题 。) 

对 因特网 上 的 计算 机 有 和 多少 不 同 的 有 效 TPv4 地 址 ? 


位 数 Dn 1 2 3 4 3 16 24 31 
A 类 | 0 网 络 标识 主机 标识 
B 类 网 络 标识 主机 标识 | 


a00 
30065 5 
ee 可 

图 4-1 国 特 网 地 下 (JPv4 ) 


解 令 是 因特网 上 计算 机 的 有 效 地 址 数 ，Xas，Xn 和 Xr 分 别 表 示 和 类 、 了 类 和 总 类 
的 有 效 地 址 数 。 由 求 和 法 则 ， 祥 = 闫 + 于 p 二 六 co 

为 了 找到 4。， 由 于 1111111 是 无 效 的 ， 故 存在 2 -1= 127 个 A 类 的 网 络 慰 识 。 对 于 每 
个 网 络 标识 ， 存 在 2 -2=16777 214 个 主机 标识 ,这 是 由 于 全 0 和 全 1 组 成 的 主机 标识 是 
无 效 的 。 因 此 ，X。=127:16 777 214=2 130 706 178。 

为 了 找到 X 和 Xr， 首 先 注意 到 存在 22=16384 个 日 类 网 络 标识 和 2 “=2 097 152 个 
C 类 阐 络 标识 。 对 每 个 B 类 网 络 标 识 存 在 着 2* 一 2=65 534 个 主机 标识 ， 而 对 每 个 C 类 网 络 
标识 存在 着 28 -2 二 254 个 主机 标识 ， 这 也 是 考虑 到 全 0D 和 全 1 组 成 的 主机 标识 是 无 效 的 。 
因而 ，Xa=1073 709 056，Xr= 532 676 608。 我 们 可 以 断言 IPv4 有 效 地 址 的 总 数 是 基 = 
X +Xr+TXC=21307061478+1073 709 056+ 532 676 608=3737 091 842, 项 


4.1.3 客 斥 原理 


当 同 时 做 两 个 任务 时 ， 我 们 不 能 使 用 求 和 法 则 来 计数 完成 其 中 一 个 任务 的 方式 。 把 对 每 
个 任务 的 方式 数 加 超 来 将 导致 计数 结果 的 增 大 ， 因 为 完成 公共 任务 的 方式 被 计数 了 两 次 。 为 
了 正确 地 计数 完成 其 中 一 个 任务 的 方式 ， 我 们 先 把 完成 每 个 任务 的 方式 数 加 起来 ， 然 后 再 减 
去 完成 公共 任务 的 方式 数 。 这 个 技术 叫做 容 斥 原理 。 例 16 显示 了 我 们 可 以 怎样 用 这 个 原理 
来 求解 计数 问题 。 
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例 16 以 1 开始 或 者 以 00 结束 的 8 位 二 进 制 符号 串 有 老少 个 ? 


解 ”第 一 个 任务 ， 构 造 以 工 开始 的 8 位 二 进 制 字符 串 ， 完 成 它 有 2 = 128 种 方式 ， 这 是 
由 和 溢 积 法 则 得 到 的 。 因 为 第 一 位 只 有 一 种 选择 方式 ， 而 其 他 了 位 中 的 每 位 有 2 种 选择 方式 。 

第 二 个 任务 ， 构 造 以 00 结束 的 8 位 二 进 制 字符 种 ， 完 成 它 有 2 =64 种 方式 ， 这 也 是 由 
乘积 法 则 得 到 的 。 因 为 前 6 位 的 每 位 有 2 种 选择 方式 ， 而 最 后 两 位 只 有 一 种 选择 方式 。 

闻 时 完成 两 个 任务 ， 构造 以 1 开始 以 00 结束 的 8 位 二 进 制 符 导 绅 ， 完 成 它 有 2 =32 种 
方式 。 这 里 也 使 用 了 乘积 法 则 ， 因 为 第 一 位 只 有 一 种 选 法 ， 最 后 两 位 也 只 有 一 种 选 法 。 因 
而 ， 以 1 开始 或 者 以 00 结束 的 8 位 三 进 制 符号 串 个 数 ， 即 完成 第 一 或 第 二 个 任务 的 方式 数 ， 
等 于 128+64 一 32- 160。 加 

我 们 可 以 用 集合 的 语言 表述 这 一 计数 原理 。 令 4 和 A; 是 集合 ，T, 是 从 4, 选择 一 个 
元 素 的 任务 ， 了 7, 是 从 A, 选择 一 个 元 素 的 任务 。 完 成 了 | 有 | 及 | 种 方式 ， 完成 T;， 有 1A,| 种 
方式 。 完 成 了 | 或 了 的 方式 数 是 完成 Ti 的 方式 数 与 完成 了 的 方式 数 之 和 减 去 同时 完成 
T;，T, 两 个 任务 的 方式 数 。 因 为 存在 |AlU A;| 种 方式 完成 全 | 或 了 ，|Al 门 A;| 种 方式 回 
时 完成 T, 和 了 ，， 我 们 有 有 

1A.UA,| Ai| 十 | A | 一 141 门 有 ;| 
这 就 是 在 1.5 节 纵 出 的 计数 两 个 集合 并 集中 元 泰 的 公式 。 

容 斥 原理 可 以 推广 来 求 完成 x 个 不 同 任 务 中 的 一 个 任务 的 方式 数 ， 或 者 换 一 种 说 法 ， 
就 是 找 个 集合 的 并 集中 的 元 素数 ， 其 中 wn 是 正 整 数 。 我 们 将 在 第 5 章 研 究 这 个 容 斥 原理 
和 它 的 某 些 广泛 应 用 。 


4.1.4 树 转 

可 以 使 用 树 图 求解 计数 问题 。 一 梨 树 由 根 、 从 0 
根 出 发 的 许多 分 支 以 及 可 能 从 其 他 分 支 端点 出 发 的 | D 
新 的 分 支 构成 〔 我 们 将 在 第 8 章 详细 地 研究 树 )。 0 


为 了 在 计数 中 使 用 树 ， 我 们 用 一 个 分 支 表示 每 个 可 
能 的 选择 ， 用 树叶 表示 可 能 的 结果 。 这 些 树叶 是 某 
此 分支 的 端点 ， 从 这 些 端点 不 再 进一步 分 支 。 ， 
| 
例 17 有 多 少 不 会 连续 两 个 1 的 4 位 二 进 制 ' 
串 ? 
解 图 4-2 的 树 图 给 出 了 所 有 不 含 连续 两 个 1 
的 4 们 二 进 制 串 。 我 们 看 出 存在 8 个 不 含 连续 两 个 
| 的 4 位 二 进 制 串 。 | 
例 18 在 两 个 队 《 队 , 和 队 ，) 之 间 的 决赛 至 多 由 5 次 比赛 构成 。 先 胜 3 次 的 队 赢 得 决 
赛 。 决 赛 可 能 出 现 多 少 种 不 同 的 方式 ? 
解 ” 在 图 4.3 的 树 图 中 以 每 次 比赛 的 得 胜 者 给 出 了 决赛 可 以 进行 的 所 有 方式 ,我 们 看 到 
有 20 种 不 同 的 决赛 的 方式 。 国 


如 


0 


第 1 也 第 2 位 第 3 位 第 4 位 
图 4-2 不 售 连 续 两 个 1 的 4 位 二 进 制 串 
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以 .1 
队 1 
队 2 
2 
以 .2 
以 1 
队 1 羽 
wl 队 2 队 2 
以 | 
队 
队 站 一 、 共 2 
队 2 
队 22 附 1 
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练习 


1. 一 个 学 院 

a 

车 丙 个 代 表 ， 全 但 一 个 是 数学 专 业 的 有 男 一个 是 让 机 和 和 < 
2. 一 个 办 公 大 楼 有 27 a So 
每 层 有 37 个 办 公 

人 室 ， 那 笃 在 这 个 大 

楼 里 有 多 少 个 办 公 

办 公 室 ? 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com! UUU^A 


中 4 萤 寺 才 235 


3. 一 次 多 项 选 拌 考试 包含 10 个 问题 。 每 个 问题 有 4 个 可 能 的 管 案 。 
a) 在 这 次 考试 中 如 果 每 个 问题 者 要 回答 ， 一 个 学 生 回答 这 些 问题 可 能 有 多 少 种 方式 ? 
b) 在 这 次 考试 中 如 果 人 允许 某 些 答案 空缺 ， 一 个 学 生 回 答 这 些 问题 可 能 有 多 少 种 方式 ? 
4. 某 种 商标 的 衬衫 有 12 种 颜色 ， 有 男 式 和 女 式 2 种 样式 ， 每 种 样式 有 3 种 大 小 型 号 问 这 
些 衬 衫 有 多少 种 不 同 的 类 型 ? 
5, 从 纽约 到 丹佛 有 5 条 不 同 的 航线 ， 而 从 地 佛 到 旧金山 有 7 条。 如 果 选 一 个 到 丹佛 的 航班 ， 
接着 选 一 个 到 旧金山 的 航班 ,那么 从 纽约 经 丹佛 到 旧金山 的 旅行 有 多少 种 不 同 的 可 能 性 ? 
6, 从 波士顿 到 底特律 有 4 条 汽车 主干 线 ， 而 从 底特律 到 洛杉矶 有 6 条。 那么 从 波士顿 经 底 
特 律 到 洛杉矶 的 汽车 主干 线 有 多 少 条 ? 
7. 如 果 用 3 个 字母 作为 姓名 的 开 潜 ， 人 们 可 以 有 和 多少 种 不 同 的 选择 ? 
8. 如 果 这 3 个 字母 不 介 许 重复 ， 人们 可 以 有 和 多少 种 不 同 的 选择 ? 
3. 如果 这 3 个 字母 以 A 开始 ， 人 们 及 可 以 有 和 多少 种 不 癌 的 选择 ? 
10. 8 位 二 进 制 电 有 针 少 个 ? 
11. 首尾 都 是 1 的 10 位 二 进 制 串 有 多 少 个 ? 
12. 位 数 不 超 过 6 的 二 进 制 串 有 凶 少 个 ? 
13. 位 数 不 超 过 n 的 且 全 由 1 组 成 的 二 进 制 串 用 少 个 ?这 里 的 是 止 整数 。 
14. 首尾 都 是 1 的 = 位 二 进 制 岂 有 多 少 个 ?这 里 的 n 是 正 整 数 。 
15. 位 数 不 超 过 4 且 由 小 写字 母 攀 成 的 束 有 狗 少 个 ? 
16. 出 4 个 小 写字 人 母 构 成 且 合 有 字母 x 的 串 布 多 少 个 ? 
17. 由 5 个 ASCII 码 构 成 且 至 少 (在 符号 位 ) 也 会 一 个 人 @ 字 符 的 串 有 和 多少 个 ? ( 注 : 有 128 
个 不 同 的 ASCII 码 。) 
18. 有 多少 个 小 于 1000 的 正 整 数 
a) 被 了 7 了 整除? 
b) 被 了 整除 但 不 被 11 整除 ? 
c) 同时 被 7 和 11 整除 ? 
d) 被 7 或 11 整除 ? 
ey 恰好 被 7 或 11 中 的 一 个 数 整 除 ? 
1) 既 丰 被 7 整除 ， 也 不 第 11 整除 ? 
名 售 有 不 同 的 数字 ? 
h) 含有 不 同 的 数字 且 是 偶数 ? 
19. 有 和 多少 个 正 整 数 怡 有 3 个 十 进 制 数字 ， 即 包含 在 100 到 999 之 间 的 数 
a) 被 7 了 整 际 ” 
b) 是 奇数 ? 
c) 有 相同 的 3 个 十 进 制 数字 ? 
d) 不 被 4 整除 ? 
ce) 被 3 或 4 整除 ? 
f) 不 被 3 也 不 被 4 整除? 
g) 被 3 整除 但 不 被 4 整除 ? 
h) 被 3 洁 4 著 除 ? 
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20. 有 老少 个 正 整 数 怡 有 4 个 小 进 制 数字 ， 即 包含 在 1000 到 9999 之 间 的 数 
a) 被 9 整除” 
b) 是 偶数 ? 
c) 有 不 同 的 十 进 制 数 字 ?”. 
d) 不 被 3 整除? 
e) 被 3 或 7 整除? 
1) 不 被 5 也 不 被 7 整除 ? 
g) 外 5 整除 但 不 被 7 整除? 
h) 锌 5S 和 7 整除? 
21. 有 允 少 个 串 含 有 3 个 十 进 制 数字 且 
a) 同一 数字 不 能 出 更 3 次 ? 
b) 以 奇数 字 开 始 ? 
c) 怡 有 2 个 数字 是 4? 
22. 有 多 少 个 上 串 含有 4 个 十 进 制 数 字 和 且 
a) 同一 数字 不 出 现 两 次 ? 
b) 以 偶数 字 结 束 ? 
c) 怡 有 3 个 数字 是 9? 
23. 一 个 委员 会 有 50 个 州 构 成 ， 每 个 州 可 从 州长 或 两 个 参议 员 中 选 一 个 参加 ， 有 和 多少 种 不 
同 的 方式 ? 
24. 用 3 个 数字 后 中 3 个 字母 或 者 3 个 字母 后 跟 3 个 数字 可 枸 成 包 少 种 车 牌 ? 
25. 用 2 个 字母 后 眼 4 个 数字 或 者 2 个 数字 后 跟 4 个 字母 可 构成 儿 少 种 车 牌 ? 
26. 用 3 个 字母 后 跟 3 个 数字 或 者 4 个 字母 后 跟 2 个 数字 可 构成 多 少 种 车 牌 ? 
27. 用 2 个 或 3 个 字母 后 跟 2 个 或 3 个 数字 可 构成 多 少 种 车 牌 ? 
28. 由 8 个 草 语 字母 可 构成 多 少 个 由 ? 
a) 如 果 字 母 可 以 重复 
b) 如 果 字 母 不 能 重复 
cj) 如 有 果 字 母 可 以 重复 有 以 和 开始 
d) 如 打字 母 不 能 重复 上 且 以 和 开始 
e) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 义 开 始 和 结束 
1) 如 果 字 母 可 以 重复 和 且 开 始 于 BO( 按 此 次 序 》 
g) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 BO( 按 此 次 序 ) 开 始 和 结束 
h) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 BOI 按 此 次 序 》 开 始 或 结束 
29. 由 8 个 英语 字母 可 构成 多少 个 岂 ? 
al 如 果 宇 母 可 以 重复 且 不 包含 元 音字 母 
b) 如 果 字 和 母 不 能 重复 县 不 包 售 元 音字 母 
c) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 元 音字 母 开始 
d) 如 果 字 母 不 能 重复 且 以 元 音字 母 开始 
ec) 如 果 字 和 母 可 以 重复 且 包 会 至 少 一 个 元 音字 母 
人 如 果 字 母 可 以 重复 且 和 包含 恰好 一 个 元 音字 和 母 
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g} 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 义 开 始 并 至 少 包 含 一 个 元 音字 母 
h》 如 果 字 母 可 以 重复 有 旦 以 芭 开 始 和 结束 并 至 少 包 含 一 个 元 音字 三 
30, 从 10 元 素 集 合 到 舍 有 下 述 元 素数 目的 集合 有 多少 个 不 同 的 函数 ? 


a) 2 b) 3 Cj 4 d) 5 
31. 从 5 元 素 集 合 到 售 有 下 述 元 素数 的 集合 有 多 洗 一 对 一 的 困 数 ? 
a) 4 b) 5 6) 6 d) 7 


32. 从 集合 站 ,2,…,n| 到 集合 10,1! 有 多 少 个 隆 数 ? 这 里 的 nn 是 正 整 数 。 

33. 从 集合 生 ,2,…,n|} 到 集合 人 0,1i1 有 多 少 个 满足 下 列 条 件 的 臣 数 ? 这 里 的 = 是 正 整数 。 
a) 是 一 对 一 的 
b) 对 1 和 ;nn 赋值 为 0 
c) 对 恰好 一 个 小 于 革 的 正 整 数 赋值 为 1 

34. 从 5 无 泰和 集合 到 售 有 下 述 元 素数 的 集会 有 多 少 个 部 分 困 数 ( 见 1.6 节 的 练习 )? 


> 


a) 1 b)》 2 c) 5 d) 9 
35. 从 m 元 素 集 全 到 ”元素 集合 有 多 少 个 部 分 画 数 ( 见 1.6 市 的 练习 )” 这 里 的 mm 和 nn 是 
正 整 数 。 


36.100 个 元 素 的 集合 有 多 少 个 子 集 的 元 素数 多 于 1? 

37. 如 果 一 个 字符 捉 反 转 后 所 得 结果 与 原 米 的 字符 串 一 样 ， 就 称 它 是 一 个 回 文 。 有 多少 个 长 
为 世 的 二 进 制 串 是 回 文 ? 

38. 在 一 个 婚礼 上 摄影 师 从 10 个 人 中 安排 后 个 人 在 一 排 拍 照 ， 其 中 新 娘 和 新 郎 也 在 这 10 个 

大 中 ， 如 果 满 足下 述 条 件 ， 有 和 多少 种 安排 的 方式 ? 

a) 新 娘 必 须 在 照片 中 

b) 新 娘 和 新 即 必 须 都 在 照搬 中 

c) 新 娘 和 新郎 恰 好 一 个 在 照片 中 
. 在 一 个 嫩 礼 上 摄影 师 安排 6 个 人 在 一 排 拍照 ， 包 会 新 娘 和 新 郎 在 内 ， 如 果 满 足下 述 条 
忻 ， 有 密 少 种 安排 的 方式 ? 

a) 新 娘 必 须 在 新 好 旁 边 

b) 新 娘 不 在 新 好 汶 边 

c) 新 娘 在 新 郎 左边 的 某 个 位 置 

40. 有 和 多少 个 7 位 二 进 制 串 以 2 个 0 开始 或 以 3 个 1 结束 ? 

41. 有 和 多少 个 10 位 二 进 制 串 以 3 个 0 开始 或 以 2 个 0 结束 ? 

“42, 有 多少 个 10 位 二 进 制 串 包含 5 个 连续 的 0 或 者 5 个 连续 的 1? 

“43. 有 多 少 个 8 位 二 进 制 串 包 售 3 个 连续 的 0 或 者 4 个 连续 的 1? 

44. 离散 数学 班 的 每 个 学 生 都 是 计算 机 科学 或 数学 专业 的 ， 或 者 是 同时 修 这 两 个 专业 的 。 如 朱 
有 38 个 是 计算 机 科学 专业 的 【〈 包 舍 司 时 修 两 个 专业 的 )]，23 个 是 数学 专业 的 {包含 同时 做 
两 个 专业 的 )，7 个 同时 修 两 个 专业 的 ， 那 么 这 个 班 有 多 少 个 学 生 ? 

45, 有 多 少 个 不 超过 100 的 正 整数 能 被 4 或 6 整除 ? 

46. 在 慷 程 序 设计 语言 中 的 变量 名 是 一 个 字符 串 ， 可 以 包 禽 大写 字母、 小写 字母 、 数 字 或 下 
横 线 。 此 外 ,字符 目的 第 一 个 字符 必须 是 字母 《大 写 或 小 写字 母 ) 或 下 横 线 。 如 果 一 个 
变量 名 由 它 的 前 8 个 字符 确定 ， 那 么 在 CC 语言 中 可 以 命名 争 少 个 不 同 的 变量 ? {注意 ， 
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变量 名 包 傅 的 字符 数 可 以 少 于 8 个 )。 
47. 假定 在 将 来 的 某 个 时 间 世 界 上 的 每 部 电话 将 被 分 配 一 个 号 码 ， 这 个 号 码 包 全 一 个 1 到 3 
伍 数 宇 的 形 如 义 ，XX 或 XXX 的 国家 人 代码， 后面 跟随 着 一 个 10 位 数字 的 形 如 NXX 一 
NXX 一 XXXX 的 电话 各 码 (如 例 10 所 描述 的 }。 在 这 个 编码 计划 中 全 世界 将 有 多 少 个 
不 同 的 有 效 电话 号 码 ? 
48. 使 用 树 图 找 出 不 含 3 个 连续 的 4 位 二 进 制 串 的 个 数 。 
49, 有 多少 种 不 同 的 方式 排列 字母 a,，5，c 和 dd ， 使 得 5 不 紧 跟 在 a 的 后 边 ? 
50. 使 用 树 图 找 出 世 弄 职业 德 球 大 赛 可 能 出 现 的 方式 数 ， 其 中 7 场 中 先 胜 4 场 的 队 赢 得 这 个 比赛 。 
51. 使 用 树 图 确定 13,7,9,11,24| 的 子 集 数 使 得 子 集中 的 元 素 之 和 小 于 28。 
"$2 . 使 用 乘积 法 则 证 明 对 于 wn 个 变量 的 命题 存在 2* 个 不 同 的 真 值 表 ， 
53, 从 两 个 任务 的 求 和 法 则 使 用 数学 归纳 法 证 明 关 于 mx 个 任务 的 求 和 法 则 。 
54. 从 两 个 任务 的 习 积 法 则 使 用 数学 归纳 法 证 明 关 子 六 个 任务 的 乘积 法 则 。 
55. 具有 条 边 的 是 多 边 形 有 和 多少 条 对 角 线 ? (如 果 在 和 多边形 内 或 边界 的 每 两 个 顶点 的 联 线 
完全 在 这 个 集合 之 内 ， 则 称 为 同 多 边 形 。) 
55. 因特网 中 的 数据 以 数据 报 传输 ， 数 据 报 是 由 二 进 制 位 的 数据 块 构 成 的 。 每 个 数据 报 包 合 
有 头 信息 和 数据 区 。 头 信息 最 多 被 分 成 14 个 不 同 的 域 (详细 说 明 很 多 事项 ， 包 括 发 送 
和 接受 地 址 }， 数 据 区 包含 被 传输 的 实际 数据 。14 个 头 信息 域 中 有 一 个 头 长 度 域 (表示 
为 HLEN)， 根 据 协 议 规 定 是 4 位, 它 说 明了 以 32 位 为 一 个 数据 块 的 水 信息 长 度 。 便 
如 ， 如 果 HLEN=0110,， 那么 涉 信 息 由 5 个 32 位 的 数据 块 构 成 。14 个 头 信息 域 中 的 另 
一 个 域 是 16 位 的 总 长 度 域 (表示 为 TOTAL LENGTH)， 它 说 明了 以 位 为 单位 的 整个 数 
据 报 包含 头 信 息 和 数据 区 在 内 的 总 长 度 。 数 据 区 的 长 度 是 数据 报 的 总 长 度 减 去 涉 的 长 度 ，。 
a) TOTAL LENGTH 的 最 大 值 (16 位 长 ) 确定 了 因特网 数据 报 议 字 节 (8 位 的 数据 
块 ) 为 单位 的 最 大 总 长 度 。 这 个 值 是 多 少 ? 

b) HLEN 的 最 大 值 (4 位 长 ) 确定 了 头 售 息 忆 32 位 数据 块 为 单位 的 最 大 总 长 度 ， 这 个 
值 是 多 少 ? 以 字 节 为 单位 的 最 大 的 头 信 息 的 总 长 度 是 老少 ? 

c) 最 小 的 【最 通常 的 ) 头 长 度 是 和 0 宁 节 .因特网 数据 报 的 数据 区 以 字 节 为 单位 的 最 大 
总 长 度 是 多少 ? 

d) 如 果 头 长 上 度 是 20 个 字 节 并 且 总 上 长度 是 尽 可 能 地 长 ， 那 么 在 数据 区 可 以 传输 多 少 个 不 
同 的 字 节 串 ? 


4.2 名 梨 原理 


4.2.1 引言 


假定 一 群 的 子 飞 人 一 组 多 集 安 欢 。 鸡 某 原理 表明 如 果 镶 子 数 比 多 巢 数 多 ， 那 么 一 定 至 
x” 少 有 一 个 鸟巢 里 至 少 有 2 只 驴子 ( 见 图 4-4)}。 当 然 ， 这 个 原理 除了 名 子 和 名 巢 外 也 
串 以 用 于 其 他 对 象 。 

定理 1 移 烛 原理 如 果 上 + 上 个 或 更 多 的 物体 放 和 人 个 盒子 ,那么 至 少 有 一 个 盒子 包 
含 了 2 个 或 更 多 的 物体 。 

证 ”假定 上 个 盒子 中 没有 一 个 盒子 包含 的 物体 多 于 1 个， 那么 物体 总 数 至 多 是 二， 这 与 
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至 少 有 下 + 1 个 物体 政 盾 。 图 


镶 间 原 理 也 叫做 犹 利克 莱 抽 大原 理 ， 以 19 世纪 的 德国 数学 家 狄 利克 蒜 = 命名 ， 他 经 常 
住 工作 中 使 用 这 个 原理 。 下 面 的 钢 子 说 明了 了 镶 巢 原理 是 怎样 使 用 的 。 


a) by cy 
国 4-4 和 角 子 比价 暴 多 


例 1 在 一 组 367 个 大 中 一 定 至 少 有 2 个 人 有 相同 的 生日 ， 这 是 由 于 愉 有 366 个 可 能 的 


生日 。 男 
例 2 在 27 个 英文 单词 中 一 定 至 少 有 2 个 单词 以 同一 个 学 母 开 始 ， 因 为 英文 字母 表 中 
只 有 26 个 字母 。 区 


例 3 如 果 考 试 给 分 是 从 0 到 100， 班 上 必须 有 老少 个 学 生 才 能 保证 在 这 次 期 终 考 试 中 
至 少 有 2 个 学 生得 到 相同 的 分 数 ? 

解 ” 期 终 考 试 有 101 个 分 数 。 铝 梨 原 理 证 明 在 102 个 学 后 中 一 定 至 少 有 2 个 学 生 具 有 相 
同 的 分 数 ， 图 


4.2.2 推广 的 谷 虑 原理 


饮 巢 原理 指出 当 物 体 比 盒子 多 时 一 定 至 少 有 2 个 物体 在 同一 个 盒子 里 。 但 是 当 物 体 数 超 
过 盒子 数 的 倍数 时 可 以 狼 述 更 多 的 结果 。 例如 ， 在 枉 给 21 个 十 进 制 数字 中 一 定 有 3 个 是 相 
同 的 。 这 是 由 于 21 个 物体 被 分 配 到 10 个 盒子 里 ， 那么 某 个 盒子 的 物体 --- 定 多 子 2 个 。 

定理 2 推广 的 鸟巢 原理 ”如果 NN 个 物体 放 人 上 & 个 盒子 ， 那么 至 少 有 一 个 盒子 包 官 了 全 
少 [N 玫 1 个 物体 。 

证 ” 想 定 没有 盒子 包含 了 比 TN/% | 一 1 多 的 物体 ， 那 么 物 栖 总 数 至 多 是 

K(TN/EI—1)<E((CN/AR}+1)- 1D)=N 

六 里 用 到 不 等 式 [N/AE {NA 全)+1。 这 与 存在 有 总 数 N 个 物体 六 后。 轿 


下 面 的 重子 显示 了 推广 的 锣 莫 原理 是 起 样 使 用 的 。 


1 村 0， 工匠 利 克 革 (Lejenue Diriwchlet,18053 一 1859) 狼 利 克 革 诞生 存 德 国 科 降 附 近 的 一 个 法 国家 许 . 他 在 巴黎 
“一” 大 学 学 习 并 且 在 布 菜 斯 劳 大 学 和 柏林 大 学 工作 。1855 年 他 在 可 于 根 太 学 继 高 斯 的 职位 。 据 说 狄 利克 莱 是 第 -个 党 
操 20 年 前 高 斯 的 “ 算 学 研究 ”的 人 。 据 说 他 手 这 总 有 一 份 抄 什 ， 肥 合 旅 行 时 也 不 例外 。 狐 利克 莱 在 数论 中 有 许多 重要 的 
发 现 ， 纪 括 在 算术 级 数 an + 5 中 存在 无 限 多 素数 的 定理 ， 这 里 的 a 和 请 互 素 。 他 对 于 “一 5 的 情况 证 明了 费 马 的 最 后 的 
定理 ， 即 方程 zx + y: = x 不 存在 非 平凡 的 整 数 解 。 狄 利克 莱 也 对 分 析 必 出 了 许多 黄 献 。 
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例 4 在 100 个 人 中 至 少 有 [100712]=9 个 人 生 在 同一 个 月 . | 


例 5 如 果 有 5 个 可 能 的 成 绩 A，B, C, 了 D 和 FF, 那么 在 一 个 离散 数学 班 里 最 少 要 包 少 
个 学 生 才 能 保证 至 少 5 个 学 生得 到 相同 的 分 数 ? 

解 ”为 保证 至 少 和 个 学 生得 到 相同 的 分 数 所 需 的 最 少 学 生 数 是 使 得 [NS 1= 6 的 最 小 
整数 N。 这 样 的 最 小 整数 是 N=5.:3+1=26。 于 是 ，26 是 保证 至 少 6 个 学 生得 到 相同 的 分 
数 所 需 的 最 少 学 生 数 。 加 

例 6 为 保证 一 个 州 的 2500 万 个 电话 有 不 同 的 10 位 电话 号 码 所 需 地 区 代码 的 最 小 数 是 
多 少 ? {假定 电话 号 码 是 NXX - NXX 一 XXXXN 形式 ， 其 中 前 3 位 是 地 区 代码 ，N 表示 从 2 
到 9 的 十 进 制 连续 数字 ， 不 表示 任何 十 进 制 数字 )。 

解 有 800 万 个 形 如 NXX - XXXX 的 不 同 的 电话 号 码 (可 4,1 节 的 例 10 所 显示 的 )。 
因此 ， 由 推广 的 驻 自 原理 ， 在 2500 万 个 电话 号 码 中 ， 至 少 [25 000 000 心 000 000 1 个 一 定 
有 同样 的 电话 号 码 。 因 而 至 少 需 要 4 个 地 区 代码 来 保证 所 有 的 10 位 号 码 是 不 同 的 。 国 


4.2.3 巧妙 使 用 镶 早 原理 


在 锣 全 原理 的 许多 有 趣 应 用 中 必须 用 某 种 廿 妙 的 方式 选择 放 作 盒子 的 物体 。 下 而 将 描述 
这 样 的 一 些 应 用 。 

例 7 在 30 天 的 一 个 月 里 ， 茶 棱 球 队 一 天 至 少 打 一 场 比赛 ,但 至 多 打 45 场 。 证 明 一 定 
有 连续 的 若干 天 内 这 个 队 恰 好 打 了 14 场 。 

解 令 a; 是 在 这 个 月 的 第 ; 天 或 第 i 天 之 前 所 打 的 场 数 ， 则 al ，a:，…，ai 是 不 同 正 
整数 的 一 个 过 增 序 列 ， 其 中 1 过 ca 和 妥 45。 从 而 al+14，as+14，…，eal ld4 也 是 不 同 正 整 
数 的 一 个 递增 序列 ， 其 中 15 所 4a, + 14 扫 59。 

60 个 正 整 数 al，a，…，aio，al+14，ay+14，…，ua+14 全 都 小 于 或 等 于 59。 因 
此 ， 由 甬 巢 原理 有 两 个 正 整 数 相 等 。 因 为 整数 a,(j = 1,2,…:30) 都 不 相同 ， 并 且 @ + 14(7 = 
1,2,-…,30) 也 不 相同 ， 一 定 存在 下 标 i 和 j 满足 a, = a,+ 14。 这 意味 着 从 第 ;+1 天 到 第 i 


天 怡 好 打 了 了 14 场 比赛 。 | 
例 8 证 明 在 不 超过 2x 的 任意 m+1 个 正 幕 数 中 一 定 枉 在 一 个 正 整 数 被 男 ~-- 个 正 整 数 
整除 。 


解 把 n+1 个 整数 41，a2，…，a 中 的 每 一 个 都 写成 2 的 医 与 一 个 奇数 的 滋 积 。 换 人 旬 话 
说 , 令 a 一 2%， j= 二 1，2，…， n+1， 其 中 点 是 非 负 整数 ，g 是 奇数 。 整数 gj ，gs，-… 
qa+1 都 是 小 于 2n 的 正 奇数 。 因 为 只 存在 ”个 小 于 2” 的 正 奇数 ， 由 和 仿 介 原理 ，g1，9;，… 
gn+1 中 必 有 网 个 相等 。 于 是 ， 存 在 整数 ;i 和 使 得 g; = gq 。 令 gi 与 g, 的 公共 值 是 a4， 那么 a: 
=2%q，a; =2%qo 因而 ， 若 不 所 霹 ， 则 a; 整除 ay; 若 记 > 下 ， 则 a 整除 a。 国 

巧妙 的 应 用 名 巢 原理 证 明了 在 不 同 整数 的 序列 中 存在 着 确定 长 度 的 递增 或 递减 子 序 列 。 
在 给 出 这 个 应 用 之 前 先 回 顾 某 些 定义。 假定 cl ，az，…，ean 是 实数 序列 。 它 的 一 个 子 序 别 
是 形 为 a; ，a; ，…，am 的 序列 ， 其 中 1 志 记 所 <…<im 伟 N。 因 此 一 个 子 序列 是 从 初始 


. TT pp de -is 一 一 - 
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序列 得 到 的 序列 ， 按 照 原 来 的 顺序 选取 初始 序列 的 某 些 项 ， 也 许 要 排除 其 他 的 项 。 如 果 这 个 
序列 的 每 一 项 都 大 于 它 前 面 的 项 ， 就 称 为 严格 还 增 的 ; 如 果 每 一 项 都 小 于 它 前 面 的 项 ， 就 称 
为 严格 递减 的 。 

定理 3 每 个 由 %+1 个 不 同 实数 构成 的 序列 都 包含 一 个 长 为 n +1 的 严格 递增 子 序列 
或 严格 递减 子 序列 。 

在 定理 证 明之 前 先 给 出 下 面 的 例子 。 

例 9 序列 8,，11, 9，1, 4, 6,，12，10, 5, 7 包含 10 项。 注意 和 到 10=3:+1， 存 在 四 
个 长 为 4 的 递增 子 序列 ， 即 1，4, 6，12; 1, 4, 6, 7; 1，4, 6，10 和 和 和 1, 4，5，7。 也 存 
在 一 个 长 为 4 的 递减 子 序列 ， BE 11， 9 a, 1 | 

现在 给 出 定理 的 证 明 。 

证 令 Hl Hi az,2+1+ 是 十 l 个 不 同 实 数 的 序列 。 和 序列 中 的 每 一 项 位 上 联系 着 
一 个 有 序 对 ， 即 (i ，di)y， 其 中 i 是 从 ai 开始 的 最 长 的 递增 子 序列 的 长 度 ， 且 di 是 从 a， 
开始 的 最 长 的 递减 子 序 列 的 长 度 。 

很 定 没有 长 为 n +1 的 递增 或 递减 子 序列 。 那 公 i 和 dd; 都 是 小 于 或 等 于 = 的 正 整数 ， 
=1， 2 机 n* +1。 因此 ， 由 飞 积 法 由 ， 关于 (gs di ) 存在 n” 个 可 能 的 有 序 对 。 根据 
镶 呈 原理 ，n*+1 个 有 序 对 中 必 有 两 个 相等 。 换 句 话说， 存在 项 a, 和 e, ，*<!+， 使 得 ;= 1 
相 ,= d,。 我 们 将 证 明 这 是 不 可 能 的 。 由 于 序列 的 项 是 不 网 的 ,不 是 a, 拖 a, 就 是 a, > a,o 


如 果 a 之 a,， 那 公 由 于 i,=i， 那么 把 a 加 到 从 a, 开始 的 递增 于 序列 前 面 就 构造 出 一 个 从 
这 ， 开始 的 长 鸭 i 二 ] 的 递增 子 序 列 。 从 而 产生 序 盾 。 类 似 地 ， 如 果 :i 可 以 证 明 dd, 一 十 
太 于 吕 ， 从 而 也 产生 了 矛盾 。 中 | 


最 后 的 鲍 子 说 明了 怎样 把 扒 的 篇 巢 原 理 用 于 组 合 数学 的 重要 部 分 拉 姆 赛 理 论 ， 它 是 以 
英国 数学 家 拉 姆 赛 ” 而 命名 的 。 一 般 地 说 ， 拉 姆 赛 理 论 可 用 于 处 理 集 合 元 素 的 子 集 分 配 
问题 。 

例 10 很 定 一 组 有 6 个 人 , 任意 两 个 人 或 者 是 骨 友 或 者 是 敌人 。 证 明 在 这 组 人 中 或 存 
企 3 个 人 彼此 都 是 朋友 ， 或 存 信 3 个 人 税 此 都 是 柄 人 。 


解 令 有 是 6 个 人 中 的 一 人， 组 里 其 他 5 个 人 中 至 少 有 3 个 人 是 A 的 朋友 ,或 至 少 有 
3 个 人 是 A 的 敌人 。 这 可 从 推广 的 访 曲 原理 得 出 ， 因 为 当 5 个 物体 被 分 成 两 个 集合 时 ， 其 
中 的 一 个 集合 至 少 有 |5 必 1=3 个 元 素 。 车 是 前 一 种 情况 ,很 定 586, 忆 和 DD 是 A 的 朋友 。 如 
果 这 3 个 人 中 有 2 个 人 也 是 期 友 ， 那 么 这 2 个 人 和 A 构成 彼此 是 朋友 的 3 人 组 否则，8B， 
C 和 口 构成 彼此 为 本人 的 3 人 组 。 对 于 后 一 种 情 沉 的 证 明 ， 当 A 存在 3 个 或 更 多 的 柄 人 时 
可 以 用 类 似 的 方法 处 理 。 | 


口 畜 兰 克 : 波 拉 姆 富 * 拉 姆 赛 (Feank Plumpton Ramsey，1903 一 1930) 拉 姆 讲 是 便桥 马 档 达 林 学 院 校 长 的 儿 工 ， 
“~…” 在 温 彻 斯 特 和 特 里 尼 特 学 院 受 过 教育 。1923 全 毕业 以 后 ， 他 应 聘 在 全 桥 皇 家 学 院 工作 ， 并 在 那里 度 过 余生 。 拉 姆 
赛 对 昭 理 逻 辑 作 出 了 重要 的 页 献 。 我 们 现在 所 称 的 拉 姐 赛 理 论 是 由 他 在 “一 个 形式 杜 辑 问题 ”的 论文 中 所 发 表 的 申明 的 
组 台 论 辩 引 起 的 。 拉 姆 赛 也 对 经 济 数 学 理论 作出 了 贡献 。 他 作为 在 数学 基础 廊 面 的 优秀 讲师 府 受 到 注意 。 他 上 抱 于 36 岁 ， 
他 的 死 使 得 数学 界 和 剑桥 大 学 失去 了 一 个 才华 模 盖 的 年 轻 学 者 。 
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练 洒 


1. 假定 周末 不 排 课 ， 证 明 芷 任 一 组 6 门 课 中 一 定 有 2 门 课 安排 在 同 --“ 天 上 课 。 

2. 如 果 一 个 班 有 30 个 学 生 ， 证 明 至 少 2 个 学 生 的 姓 以 同一 个 字 村 开头 ， 

3. 摧 展 里 有 - : 打 标 色 的 短 宗 和 一 打黑 色 的 短 铂 ， 全 都 没有 配 好 对 。 一 个 人 在 黑暗 中 随机 职 
出 一 些 袜子 。 

a) 必须 取 老 少 只 袜子 才能 保证 至 少 有 2 只 袜子 是 同色 的 ? 
b》 必 须 取 多 少 只 袜子 才能 保证 至 少 有 2 只 袜子 是 黑色 的 ? 

4. 一 个 兢 里 有 10 个 红 球 和 10 个 蓝 球 。 一 个 女士 不 看 着 球 而 随机 地 选取 . 

a) 她 必须 选 和 多 分 个 球 才能 供 证 至 少 有 3 个 球 是 同色 的 ”? 
b) 她 必须 选 多 少 个 球 才 能 保证 至 少 有 3 个 球 是 蓝 色 的 ? 

5. 证 明 在 任意 5 个 整数 中 《不 一 定 是 连续 的 ) 有 2 个 整数 被 4 除 的 余数 相等 。 

6. 设 4 是正 整数 ,证 明 在 任意 一 组 4 +1 个 整数 中 【不 一 定 是 连续 的 ) 有 2 个 整数 被 4 除 
的 余数 相等 。 

7. 设 nn 是正 整数 。 证 明 在 任意 一 组 ”个 连续 的 正 整 数 中 恰好 有 1 个 镍 n 整除 ， 

8. 证 明 如 果 f 是 从 S 到 荆 的 函数 ,其 中 S 和 了 是 有 穷 集 , 满足 | S | > | 了 工 |， 那么 在 
S 中 存在 元 素 :， 和 s; 使 得 f(s1) = f(s52), 战 者 换 句 话说 ，f 不 是 一 对 一 的 。 

9. 在 一 个 大 学 里 每 个 学 生来 自 50 个 州 中 的 一 个 州 ， 那 么 必须 有 多 少 个 学 生 注 册 才 能 保证 至 
少 有 100 个 学 生来 自 同一 个 州 ? 

“10. 设 (x,, yj)(i=1,2,3,4,5) 是 xy 平面 上 一 组 具有 整数 坐标 的 $ 个 不 同 的 点 。 证明 至 少 
有 一 对 点 的 联 线 中 点 的 尚 标 是 整数 。 

了 11. 设 (x, yc (72=1,2,3,4,5,6,7,8,9) 是 zyz 空间 中 一 组 具有 整数 坐标 的 9 个 不 同 的 
点 。 证 明 至 少 有 一 对 点 的 联 线 中 点 的 坐标 是 整数 。 

12. 至 少 需 要 多 少 个 有 序 对 (a ,5) 才 能 保证 存在 两 个 有 序 对 (al,#1) 和 (uw;,b2), 使 得 al mod 
5=a; mod 5, 并 有 目 #1 mod 5= 6; mod 5o。 

13. a) 如 果 从 前 8 个 正 整数 中 选 5 个 整数 一 定 存在 一 对 整数 其 和 等 于 9. 
by 如 时 不 是 选 5 个 向 是 选 4 个 整数 ，a) 的 结论 还 正确 吗 ? 

14. a) 奶 果 从 前 10 个 正 整 数 中 选 7 个 整数 一 定 至 少 存 在 2 对 整数 其 和 等 于 11。 
by 如 果 不 是 选 了 个 而 是 选 65 个 整数 ，a) 的 结论 还 正确 冶 ? 

15. 一 个 公司 在 仓库 储存 产品 。 仓 库 中 的 存 铺 柜 由 它们 的 通道 、 在 通道 中 的 位 置 和 货架 来 指 
定 。 整 个 仓库 看 和 个 通道 ， 每 个 通道 85 个 水 平 位 置 ， 每 个 位 置 5 个 贷 架 。 公司 产 品 数 
至 少 是 多 少 才 能 使 得 在 同一 个 存 悄 柜 中 至 少 有 2 个 产品 ? 

16. 一 条 街道 上 有 51 所 房子 ， 每 所 房子 的 地 址 在 1000 到 1099 之 间 《1000 与 1099 包括 在 
内 )。 证 明 至 少 有 2 所 房子 的 地 址 是 连续 的 ， 

"1 7. 设 x 是 无 理 数 。 证 明 对 于 某 个 不 超过 nn 的 正 整 数 ;， 在 jz 和 到 产 最 近 的 整数 之 间 的 差 
的 绝对 值 小 于 1/n。 

18. 在 序列 22，5,7,，2，23，10，15，21，3，17 中 找 出 一 个 最 长 的 递增 子 序 列 和 一 个 最 
长 的 递减 子 序 列 - 

1 . 构造 16 个 正 整 数 的 序列 使 得 它 没 有 5 项 的 递增 或 递减 子 序列 。 
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20. 如 果 101 个 不 同 身 高 的 人 站 在 一 条 线 上 ， 证 明 可 能 找到 11 个 人 人， 他 们 站 在 线 上 的 高 度 
是 按 递 增 或 者 递减 顺序 。 

"21. 用 伪 码 描述 一 个 算法 产生 一 个 不 同 整数 的 序列 的 最 大 递增 或 递减 子 序 剂 。 

22. 证 明 在 任 一 组 5 个 人 中 (其 中 任 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 政 人 人 }, 不 一 定 有 3 个 人 彼此 
都 是 朋友 或 者 3 个 人 彼此 都 是 柄 人 人 。 

23, 证 明 在 任 一 组 10 个 人 中 {其 中 任 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 柄 人 和信)， 或 存在 3 个 人 彼此 都 
是 朋友 ， 或 存在 4 个 人 刍 此 都 是 敌人 入 ,并 且 存 在 3 个 人 徙 此 是 敌人 ,或 存在 4 个 人 答 此 
是 朋友 。 

24. 使 用 练习 23 证 明 在 任 一 组 20 个 人 中 【其 中 任 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 敌人 人 )， 或 存在 4 
个 人 彼此 都 是 朋友 ， 或 存在 4 个 人 彼此 都 是 敌人 。 

25. 证 明 在 加 里 福 尼 亚 州 【人 口 2500 万 ) 至 少 有 4 个 人 姓 的 前 3 个 字母 相同 ， 并 且 他 们 生 
在 一 年 的 同一 天 {但 个 -- 定 是 同一 年 )。 

26. 证 明 如 果 美 国 工 薪 阶 层 有 100 000 000 大 的 芽 资 伏 于 ] 000 000 美元 ， 那 么 去 年 有 2 个 人 
的 工资 怡 好 相交 (准确 到 美 分 )。 

27, 一 个 大 学 有 38 个 不 同 的 时 间 段 来 安排 课程 ， 如 果 有 677 门 不 同 的 深 程 ， 那么 需要 名 少 
个 不 同 的 教室 ? 

28. 一 个 计算 机 赂 络 由 6 台 计 算 机 组 成 。 每 台 计 算 机 至 少 直接 连接 到 一 台 其 他 的 计算 机 。 证 
明 网 络 中 至 少 有 两 台 计 算 机 直接 连接 相同 数目 的 其 他 计算 机 ， 

29. 一 个 计算 机 网 络 由 6 台 计 算 机 组 成 。 每 台 计 算 机 直接 连接 到 零 台 或 者 更 多 的 其 他 计算 
机 。 证 明 网 络 中 至 少 有 两 台 计 算 机 直接 连接 相间 数目 的 其 他 计算 机 。 

“30. 证 明 在 至 少 2 个 人 的 聚会 中 ， 存 在 2 个 人 认识 人 数 相 同 的 其 他 人 人 。 

31 . 一 个 摔 足 选手 是 75 小 时 之 内 的 冠军 。 该 选手 一 小 时 至 少 赛 一 场 ， 但 总 共 不 超过 125 场 。 
证 明 存 在 着 连续 的 若干 个 小 时 使 得 该 选手 怡 好 进行 了 24 场 比赛 。 

“32. 如 果 练 习 31 中 的 24 被 替换 如 下 ， 命 题 是 否 为 真 ? 
a) 2 b) 23 c) 25 d) 30 

33, 如 果 了 是 从 5 到 了 的 函数 ,其 中 S$S 和 人 是 有 穹 集 ， 并 且 关 =| 党 | 7 人 | |， 那么 证 明 至 少 
存在 S 的 wn 个 元 素 映 到 个 的 同一 个 值 。 即 存在 S 中 的 元 素 ;5,，s;，…，sm 使 得 
Fisi)= ftsa)= = f(s )e 

34. 假定 一 个 小 学 院 的 离散 数 学 班 中 有 9 个 学 生 。 
a) 证 明 这 个 班 一 定 至 少 有 5 个 田 掌 生 或 苟 少 有 5 个 女 学 生 。 
b》 证 明 这 个 班 一 定 至 少 有 3 个 男 学 生 或 至 少 有 7 个 女 学 生 。 

35. 假定 在 25 个 学 生 的 离散 数学 班 中 每 个 学 生 是 一 年 级 、 二 年 级 或 三 年 级 学 生 。 
ay 证 明 在 这 个 班 里 至 少 有 9 个 一 年 级 学 生 , 至 少 9 个 二 年 级 学 生 , 或 至 少 9 个 三 年 级 


b) 证 明 在 这 个 班 里 至 少 有 3 个 一 年 级 学 生 ， 至 少 19 个 二 年 级 学 生 ， 或 至 少 5 个 三 年 级 
学 生 。 
36， 设 His Ha "7 是 正 整数 。 证 明 如 果 nl 十 n+ n+ 十 二 个 物体 放 到 E 个 盒 于 
里 ， 则 对 某 个 i(i =1,2,…,t,) 第 i 个 盒子 包含 了 至 少 n, 个 物体 。 


"37. 以 推广 的 鲍 梨 原理 为 基础 的 定理 3 的 证 明 概 述 在 这 个 练习 中 。 使 用 的 记号 与 教科 书 中 
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的 证 明 一 样 。 

a) 很 定 忆 太 nn ,到 =1，2，…，n* +1。 和 使 用 推广 的 铝 间 原理 证 明 存 在 n+ 1 个 项 al， 
ah， Gentl 识 是 ii 二 二 i414 其 中 1 人 kik 人 tle 

b) 证 明 a > a ,1， j=1，2，-…，n。 [提示 : 假定 wu < a ,,， 证 明 这 将 推出 i > 
i ， 的 耶 盾 。 

c) 使 用 aa) 和 6) 证 上 明 ， 如 果 没 有 长 为 n +1 的 递增 子 序 列 ， 那么 一 定 有 同样 长 的 递减 
于 厅 肇 . 


4.3 排列 与 组 合 


假定 一 个 网 球 队 有 10 个 选手 ， 教 练 必须 选择 5 个 选手 外 出 到 夯 一 个 学 校 参 加 比赛 。 此 
外 ， 教 练 还 必须 准备 4 个 选手 的 排名 表 来 进行 4 场 单打 比赛 。 在 这 一 节 ， 将 提出 一 些 方法 来 
计数 无 序 挑选 5 名 外 出 比赛 选手 的 各 种 组 合 和 参加 4 场 单打 比赛 的 不 同 的 4 个 选手 的 排名 
表 。 更 一 般 地 ， 将 引入 计数 一 个 有 穷 集 的 不 司 个 体 的 无 序 选 择 和 有 序 安 排 的 技术 。 


4.3.2 排列 
"ww! 不 同 个 体 集 合 的 一 个 排列 是 这 些 个 体 的 一 种 有 序 安排 。 我 们 也 对 集合 的 某 些 元 案 的 有 
< 序 安 排 感 兴 超 。 一 个 集合 的 7 个 元 素 的 有 序 安排 叫做 zx- 排列 。 

例 1 设 $=11,2,3i。3，1, 2 是 S 的 一 个 排列 ，3,2 是 S 的 一 个 2- 排 列 。 里 
一 个 n 元 集 的 排列 数 记 为 P(n,r)。 我 们 可 以 使 用 乘积 法 则 求 出 Pln,r)。 

定理 1 具有 个 不 同 元 紊 的 集 从 的 六 排列 数 是 

Pinsr}=n(tn mln -2)-.-..{n—r+1) 

证 ”选择 这 个 排列 的 第 一 个 元 素 扣 以 有 n 种 方法 ， 因 为 集合 中 有 nm 个 元 素 。 选 择 排列 
的 第 二 个 元 素 有 = -1 种 方法 ， 由于 在 使 用 了 为 第 一 个 位 置 挑 出 的 元 素 之 后 集合 里 还 留 下 了 
2 一 1 个 元 素 。 类 似 和 地， 选择 第 三 个 元 案 有 一 2 种 方法 ， 依 此 类 推 ， 直 到 选择 第 个 元 素 恰 
好 有 一 ++1 种 方法 。 因 此 ， 由 飞 积 法 则 ， 存 在 


ntn—i1j{fn m2).. (nm—r+t+1) 


~ Jr- 


个 集合 的 x- 排列 。 区 


以 定理 1 得 出 
Plinyr}=na(n -ln -2)-- (nxn-rtl)=nlAnrn— rr)! 
特别 的 有 P(n ,nx)= nn!。 我 们 将 用 一 些 例 子 说 明 这 个 结果 。 
例 2 有 密 少 种 不 同 的 方式 从 革 个 网 球 队 的 10 个 选手 中 挑选 4 个 不 同 的 选手 参加 4 场 
网 球 比 赛 ? 注意 这 里 说 的 比赛 是 被 排序 的 。 


解 ” 管 案 是 10 元 集 的 4- 排列 数 。 由 定理 1， 结果 是 PP (10, 4) =10:9'8.7=5040。 厂 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com! UUU^A 


蔓 4 莫 矿 乾 245 


例 3 已 定 有 8 个 赛跑 运动 员 。 第 一 名 得 到 一 校 金 牌 ， 第 二 名 得 到 一 校 银 牌 ， 第 二 和 名 得 
到 一 校 网 牌 。 如果 比 赛 可 能 出 现 所 有 吕 能 的 结果 ， 有 老少 种 不 同 的 颂 奖 方式 ? 

解 ”全 上 奖 方式 就 是 8 元 集 的 3- 排 列 数 。 因 此 存在 已 48， 3) =8:7.6=336 种 可 能 的 颌 
奖 方式 。 图 

例 4 假定 -个 女 推 销 员 要 访问 8 个 不 同 的 城市 。 她 的 访问 必须 从 某 个 指定 的 城市 并 
始 ， 和 但 对 其 他 7 个 城市 的 访问 可 以 按照 好 想 要 的 任何 次 序 进 行 。 当 访问 这 些 城市 时 ， 这 个 玄 
推销 员 可 以 有 和 多少 种 可 能 的 次 序 ? 

解 ” 由 于 第 一 个 城市 是 确定 的 ， 而 其 他 了 个 城市 可 以 是 任意 的 顺序 ， 故 城市 之 间 可 能 的 
路 径 数 是 7 个 元 束 的 排列 数 。 因 此 ， 这 个 女 推 销 员 有 71!1 -7:6:5.4:3:2:1=5040 种 方式 选 
择 她 的 旅 行 。 比 如 说 ， 如 果 这 个 女 推 销 员 想 要 在 城市 中 找 出 具有 最 短 哈 离 的 路 径 ， 并 有 旦 她 对 
每 一 条 可 能 的 路 径 计 算 总 有 距离， 那么 她 必须 考虑 5040 条 路 径 。 圈 


4.3.3 组 合 
集合 元 素 的 一 个 组合 是 从 这 个 集合 无 序 选取 的 个 元 素 。 于是， 简单 地 说 ， 一 个 
“ xs” 六 组 合 是 这 个 集合 的 一 个 个 元 素 的 子 集 。 
例 5 设 5 是 集合 11,2,3,4}， 那么 |1,3,41 是 S 的 一 个 3- 组 合 。 国 
具有 个 不 同 元 素 集 合 的 :组合 数 记 为 Ctn,r)。 
例 6 二 汶 la,58,c,aq| 的 2- 组 合 是 a,bpila,cila,dl1i5b,cjib,d! 和 1!c,d1l6 个 子 集 ， 
我 们 有 C(4,2)=6， 画 
我 们 可 以 用 美 于 集合 的 +- 排列 数 的 公式 确定 有 元 集 的 x 组 合 数 。 为 此 只 需 注 意 到 集合 
的 -排列 可 以 按 下 述 方法 得 到 ， 首先 枸 成 集合 的 六 组 人 台 ， 接 着 排列 这 些 组 台中 的 元 素 。 下 
面 的 定理 给 出 了 Ctzyr) 的 值 ， 它 的 证 明 就 是 基于 这 个 观察 。 
定理 2 设 上 是 下 整数 ，yv 是 满足 0 过 > 扫 员 的 整数 ， 辣 元素 集 人 台 的 六 组 合 数 等 于 


nl 


Be 
rl {nrn-r)! 
证 ”可 流 如 下 得 到 这 个 集合 的 排列 。 先 枸 成 集合 的 Cin, 个 rr- 组合， 然后 以 Pln， 
r) 种 方式 排序 每 个 x- 组 会 中 的 元 素 ， 这 可 以 用 P(r,r) 种 方式 来 做 。 因 此 ， 
Pln,r)= Ctnsr) Pr,r) 
这 就 推出 
, Plnyr) nlAn- or)! nl 
Cm pr I ln 
下 面 的 推论 对 计算 一 个 集合 的 让 组 合 数 是 有 和 帮助 的 。 
推论 1 设 n 和 +r 是 满足 7r 夺 nn 的 非 负 整数 ,那么 Cln,r)= Ctln,n 一 rr)， 


证 ”由 定理 2 得 到 


nl 
Car 
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和 


汪汪 汪汪 清洲 /于 潮 汪汪 汪汪 汪汪 时 淹 是 拓 呈 让. 不 省 淹 量 
I -nr)l] tno—r)!r! 


因此 ，C(n,r)= Cn,yn -rr)o 国 
诗 一 个 半死 素 集 全 的 天 组 台数 也 有 另 一 和 神 营 用 的 记号 ， 即 
(») 
r 
这 个 数 也 叫做 二 项 式 系 数 。 使 用 二 项 式 系 数 这 个 名 字 是 由 于 这 些 数 作为 系数 出 现在 形 如 {a 
+zp) ”的 二 项 式 舌 的 展开 式 中 ,在 这 一 市 的 后 面 我 们 将 讨论 二 项 式 定 理 ， 它 把 一 个 二 项 式 的 
笑 表 示 成 与 二 项 式 系 数 有 关 的 项 之 和 。 
例 7 有 名 省 种 方式 从 10 个 选手 的 网 球 队 中 选择 5 个 选手 外 出 参加 在 另 一 个 党校 的 
比赛 ? 
解 ” 管 案由 10 元 素 集合 的 $- 组 台数 给 出 。 根 据 定 理 2， 这 个 组 合 数 是 
101 
S151 
例 8 为 发 展 学 校 的 离 酸 数学 课程 到 选中 一 个 委员 会 ， 如 果 数 学 系 有 9 个 教师 ， 计 算 机 
科学 系 有 11 个 教师 。 而 这 个 委员 会 要 由 3 个 数学 系 的 教师 和 4 个 计算 机 科学 系 的 教师 组 成 ， 
那么 有 多 少 种 选择 的 方式 ? 
解 ” 由 乘积 法 则 ， 管 案 是 9 元 素 集 合 的 3- 组 合 数 与 11 元 素 上 集合 的 4- 组 合 数 之 种。 根据 
定理 2， 选择 这 个 委员 会 的 方式 数 是 


| 
C(9,3)C(14) = T84330=27720 图 


= 232 | 


C10,5)= 


4.3,4 二 项 式 系 数 
本 节 将 讨论 二 项 式 系 数 的 某 些 更 重要 的 性 质 。 要 讨论 的 第 一 个 性 质 是 -个 重要 的 恒等式 。 
定理 3 帕斯卡 恒等式 设 革 和 上 是 满足 # 六 上 的 正 整 数 ， 那 么 有 
CintiE)= Cn,k-1)+Ctn,k) 
证 假定 天 是 包 舍 着 + 个 匹 素 的 集 人 各。 令 a 是 开 的 一 个 元 素 有 利 $S= TT 一 ial。 注意 到 
荆 的 包 会 个 元 率 的 于 集 有 C(n+1, 直 个 。 然 而 芽 的 售 个 元 素 的 子 集 或 者 包含 a 和 ; 中 的 
上 一 1 个 元 素 ， 或 者 不 包含 a 但 包含 5 中 的 坟 个 元 素 。 由 于 S 的 一 1 元素 子 集 有 CC(n,k 一 
1) 个 ， 故 丁 会 a 在 内 的 元 素 子 集 有 C(n ,kk 1) 个 。 叉 由 于 S 的 有 元 素 于 集 有 Cn ,上 上) 个 ， 
故 工 的 不 会 ga 的 元 子 集 有 C(n, 上 个。 从 面 得 划 ， 
Cint+l,,kE}=Ctn,k -1+tCO(tn,gk) 器 
注意 这 里 络 出 了 四 斯 卡 恒 等 式 的 一 个 组 全 证 上 朋 。 也 可 以 从 关于 C( 人 nr 的 公式 通 
过 代数 推 予 米 证 明 这 小 恒等式 【 见 节 订 的 妖 习 47)， 
由 斯 卡 恒等式 是 二 项 式 系 数 以 三 角形 表示 的 几何 排 刻 的 基础 ， 如 图 4-5 所 示 。 
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这 个 二 角形 的 第 nn 行 由 二 项 式 系数 

的 下 站 下 
组 成 。 
这 个 三 角形 叫做 帕斯卡 ”三 角形 。 帕 斯 卡 恒等式 证 明 ， 当 这 个 三 角形 中 两 个 相 邻 的 二 
+ 2” 项 式 系数 相 加 时 ， 就 产生 了 下 一 行 在 这 些 两 个 系数 之 间 的 二 项 式 系数 。 

除了 由 斯 卡 恒等式 以 外 ， 二 项 式 系 数 也 有 许多 其 他 的 伍 等 式 。 这 里 只 稻 述 另外 两 个 恒 等 
式 ， 同 时 给 出 组 合 证 明 。 其 余 的 恒等式 可 以 在 方 后 的 练习 中 找到 ， 


定理 4 设 # 是 正 整 数 ， 那 么 
DCCn,k)=2" 
证 nn 元素 集 合 总 共有 2* 个 不 同 的 子 集 。 每 个 子 集 中 有 0 个 ,1 个 ,2 个 ，… 虐 下 个 
元 素 。0 元 素 子 集 有 Cl(ln,0) 个 ,1 元素 子 集 有 Cin 1) 个 ，2 元 案子 集 有 Cixw,2) 个 ，-… ,而 
n 元 紊 子 集 有 Ctn,n) 个 。 估 好， 


SS Cn,k) 
(5) 
( (1) 
(3) 0) 0 由 及 斯 卡 恒等式 J 
中 (UN r=) 1 
(0) 0) G3) 0) G) | 4 
G) ©) (3 G3) (0 (3) 1 0 0 5 
(0) (1) (2) (3) (2 全 (8) ! 6 1 2 1 6 | 
(0) (71) (27) (7) (7) (7) (2) (5 ) | 7 2 35 3 2| 7 1 
C3) (7) (2) (5) (3) (5) (8) (3) (8) | 8 0 6 


a) b) 


图 4-5 帕斯卡 三 艇 


斯 卡 (Biawse Pascal ,1623 一 1662) 帕斯卡 在 外 年 时 就 显现 出 他 的 才能 ， 员 然 他 的 父亲 【对 解析 几何 有 过 客 
“项 建树 ) 为 了 鼓励 他 在 其 他 方面 的 兴趣 ， 不 让 他 接 雹 数学 书 。 帕 斯 卡 16 岁 时 发 现 了 圆锥 曲线 中 的 -个 重要 结果 。 
18 风 他 设计 了 一 部 计算 性 ， 如 造 后 将 其 出 卖 。 帕 斯 卡 和 费 尔 马 一 道 黄 定 了 现代 概率 论 的 基础 。 在 他 的 工作 中 有 对 现今 称 
尖 崭 斯 卡 三 角形 的 一 . 些 改 再 。1654 年 帕斯卡 故 弈 了 对 数学 的 过 求 ， 转 而 研究 挤 学 。 在 那 以 后 ， 他 只 有 一 次 重 返 数学 。 一 
个 隐 上 ， 因 剧烈 牙痛 而 心 迷 音 乱 ， 他 想 通过 研究 押 线 性 质 来 甸 解 疼痛 。 不 可 思议 的 是 牙痛 居 热 诚 退 了 ， 人 地 把 这 - -点 着 成 


上 天 替 成 研究 歼 学 的 障 示 。 
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计数 了 x 元 素 集合 的 子 集 的 总 数 ， 从 而 证 明了 


TCCn,k) -2 
定理 5 范 德 蒙 德 昼 等 式 设 澡 ，n 和 r+ 是 非 负 整数 ， 其 中 + 不 超过 芭 或 n， 那 么 


fi 十 nr)= Cm,r -hIC(n,k) 


注意 ”这 个 恒等式 是 由 18 世纪 的 数学 家 亚历山大 一 会 费 尔 ' 范 德 索 德 号 发 现 的 。 

证 假定 在 第 -- 集 人 台中 有 mm 个 项 ， 第 二 集合 中 有 1 个 项 。 从 这 两 个 集合 的 并 集中 取 > 
个 元 素 的 方式 数 是 C(n + mr ,r)。 从 并 集中 取 > 个 元 素 的 另 一 种 方式 是 先 从 第 一 个 集合 中 取 
上 个 元 素 ， 接 着 从 第 二 个 集合 中 取 > -上 个 元 素 ， 其 中 在 是 满足 0 所 所 7 的 整数 。 用 乘积 
则 ， 这 可 以 用 C(Om ,kj)C(n,r 一 名 ) 种 方式 完成 。 所 以 ， 从 这 个 并 集中 选取 个 元 素 的 总 方 
式 数 等 于 


CU 十 nr)= DCCm,r—k)C(n,k) 
这 就 证 明了 范 德 蒙 德 恒等式 。 
4.3.5 二 项 式 定理 


认 二 项 式 定 理 纵 出 了 二 项 式 守 的 展开 式 的 系数 。 一 个 二 项 式 只 不 过 是 两 项 的 和 ,例如 + 
A 二 we《 这 些 项 可 以 是 常数 与 变量 的 积 ,但 这 里 先 不 考虑 。) 下 面 的 例子 说 明 为 什么 有 这 
个 定理 。 


例 9 (z+y)? 的 展开 式 可 以 使 用 组 合 推 理 而 不 是 用 三 个 项 的 乘法 得 到 。 当 (x + y) = 
(z+y)(x+y)(r+y) 被 展开 时 ， 把 所 有 四 第 一 个 和 的 一 项 、 第 二 个 和 的 一 项 与 第 二 个 利 
的 一 项 产生 的 冬 积 加 起 来 。 从 而 出 现 了 形 如 x*，x*y，xy” 和 y 的 项 。 为 得 到 形 如 ys 的 
项 ， 在 每 个 和 里 必须 选择 一 个 +， 只 有 一 种 方式 能 做 到 这 一 点 。 因 此 ， 乘积 中 * 项 的 系数 
是 1。 为 得 到 形 如 x*y 的 项 ， 必 须 从 三 个 利 中 的 两 个 和 里 选 z《 而 因此 在 万 一 个 和 里 选 yx 
于 是 ， 这 种 项 的 个 数 是 三 个 个 体 的 2- 组 合 数 ， 即 C(3,2)。 类 亿 地 ， 形 如 zy 项 的 个 数 是 二 
个 和 中 选 一 个 来 提供 x 的 方式 数 【 而 另 两 个 和 中 都 要 选 y)， 有 C(t3,1) 种 方式 能 够 做 到 这 一 
点 。 最 后 ,得 到 六 的 唯一 的 方式 是 三 个 和 的 每 一 个 都 选择 y, 怡 好 有 一 种 方式 能 够 做 到 这 

(r+ty) rt yt+3ry +y 页 
现在 叙述 二 项 式 定 理 。 

定理 6 二 项 式 定理 设 < 和 y 是 变量 ，* 是 正 整数 ， 那 么 


局 ” 亚 片山 大 -会 费 尔 . 范 德 蒙 逢 【Alexandre - Theophile Vandermonde，14735- 一 1796) 范 德 些 德 由 十 是 一 个 体 绊 名 
“~ 病 的 孩子 。 他 的 医生 父亲 让 他 从 事 音 乐 职业 。 但 是 后 来 ， 他 对 数学 越 来 赵 感 兴趣 ， 他 的 完整 的 数学 工作 了 包 售 在 
1771 一 1772 年 发表 的 4 箱 洽 文中。 这些 论 立 包括 了 在 方程 求 根 、 行 列 式 理论 以 及 骑 上 旅行 癌 题 【《 在 7.5 节 的 练 可 中 介绍 ) 
的 基础 下 献 。 范 德 替 德 对 数学 的 兴趣 只 持续 了 孟 年 。 后 来 ， 他 在 和 声学 . 寒 首 实验 以 及 钢 的 制造 等 方面 发 表 论 文 。 他 也 
对 政治 发 生 了 兴趣 . 参加 法 国 革命 事业 .并且 在 政府 中 挂 任 了 于 个 址 同 的 职务 。 
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(Xx y}” = Cn je diy 
Pe 


_ fin HY -| ny 2 nl on. A 
oj: | y+ (3) 7 + jz 人 
证 这 里 给 出 定理 的 组 人 台 证 明 。 当 乘积 被 展开 时 其 中 的 项 都 是 下 述 形式 : rz /y， j= 
上，1，2，.… 7。 为 计数 形 如 x”!y 的 项 数 ， 观 察 到 必须 从 不 个 和 中 选 站 -个 地 【是 而 
乘积 中 其 他 的 ;个 项 都 是 y) 才能 得 到 这 种 项 。 因 此 ，zx" /yi 的 系数 是 Cltn,n 一 j)) = Ctn， 
7}。 定 理 得 证 。 
下 面 的 例子 给 出 二 项 式 定 理 的 应 用 ， 
例 10 (zt+y) 的 展开 式 是 什么 ? 
解 ” 由 二 项 式 定 理 得 到 
(1+xr)" = C4 ry 
= C4,0) r+ C4, Driyt+ C4,2) 7 y + C4,3) ry + C(4,4)y: 
= t+4dr i yt+6r y tdry + oy 图 
例 11 在 (x+ sy) 的 展开 式 中 rz 的 系数 是 什么 ? 
解 ” 由 二 项 式 定 理 得 到 这 个 系数 是 


223 
C25,13)= T311771 121 = 200 300 | 
例 12 在 (ar-3y) 关 的 展开 式 中 xz 人 的 系数 是 什么 ? 


解 ”首先 注 意 到 这 个 表达 式 等 于 (2z + (一 3y))“。 由 二 项 式 定理 ， 我 们 有 


(2z+(-33))5= > C25 ) (27) i( -3y) 
因此 ， 当 j= 13 时 得 到 展开 式 中 zx“y 的 系数 ， 即 


C25,13)27( -3)3 = — T3123 加 
可 用 二 项 式 定理 给 出 定理 4 的 男 一 个 证 明 。 这 个 定理 指出 ， 只 要 n 是 正 整 数 ， 就 有 
BoC(nsk)=2" 


证 使 用 二 项 式 定理 可 以 看 出 
"={1+1)"= ZoC(n, kl =H-0Ctn,k) 


这 正 是 需要 的 结果 。 
二 项 式 定理 也 可 以 用 于 证 明 下 面 的 恒等式 ， 
定理 7 设 nn 是 正 整 数 ， 那 么 
SCCn,k)=0 
证 ”由 二 项 式 定理 得 出 
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i 


0=(( -1)+ 1)"= Cn EC hs SC(n,£)( 1) 口 
从 而 证 明了 定理 。 


练习 


. 列 出 ja ,5,c|l 的 所 有 排列 。 
, 集合 la,5,c,d,e,f,g1 有 针 少 个 排列 ? 
a,b,c,ad,e,f,5| 有 和 多少 个 排列 以 a 结尾 ? 
. 令 S=11,2,3,4,5]}。 
a) 列 击 的 所 有 3- 排列 。 
hy》 列 出 5 的 所 有 3- 组 合 。 
5. 求 出 下 面 每 个 排列 数 的 值 
a) P(6,3) b) P(6,5) ch P{8,1) 
dj 了 (8,S) e) P(8,8) f) P(10,9) 
6. 求 出 下 面 每 个 组 合 数 的 值 
a) C5,1) b) C5,3) ¢) CISB,4) 
d) C(8,8) e) C(8,0) f) C(12,6) 
7. 求 出 9 元素 集 合 的 5- 排列 数 。 
8. 如 果 不 允 许 并 记名 次 ， 在 结束 比赛 时 $ 个 赛跑 运动 员 有 多 少 种 不 同 的 排名 次 序 ? 
9. 在 一 场 12 匹 马 的 赛马 中 ， 如 果 所 有 的 比赛 结果 都 是 可 能 的 ， 对 于 第 一 各 、 第 二 名 和 第 三 
名 有 多 少 种 可 能 性 ? 
10. 有 6 个 不 间 的 人 竞选 州长 。 有 和 多少 种 不 同 的 深 序 在 选票 上 打印 竞选 省 的 和 名字? 
11. 一 个 组 有 个 男士 和 x 个 女士 。 如 果 把 他 们 男女 相间 地 排 成 一 排 ,， 有 包 少 种 方式 ? 
12. 有 名 人 少 种 不 问 的 方式 选择 两 个 小 于 100 的 正 整 数 ? 
13, 有 多 人 少 种 不 同 的 方式 从 英语 字母 表 中 选择 5 个 字母 ? 
14. 一 个 10 元 素 集 合 有 和 多少 个 子 集 含有 人 奇数 个 元 素 ? 
15. 一 个 100 个 元 素 的 集合 有 多 少 个 子 集 包 会 的 元 素 儿 于 2 个? 
16. 有 和 多少 个 10 位 二 进 制 申 
a) 恰好 有 3 个 0? 
b) 0 和 上 的 数目 相等 ? 
c) 至 少 有 7 个 1? 
d) 至 少 有 3 个 1? 
17. 把 编号 为 1，2，…，100 的 100 张 票 卖 给 100 个 不 同 的 人 人 来 抽奖 。 有 4 项 不 同 的 奖 ， 包 
括 1 项 大 此 《到 塔 希 提交 旅游 }) 。 如 果 满 足下 面 的 条 件 ， 有 才 少 种 不 同 的 抽奖 方式 ? 
a) 没有 限制 。 
b) 拿 47 号 泰 的 人 说 了 大 蜂 。 
c) 拿 47 号 累 的 人 该 枉 一 项 蜂 。 
d) 拿 47 号 票 的 人 没 赢 奖 。 
e) 拿 19 和 47 号 票 的 人 都 赢 了 奖 。 


上 


Tr Rr rt He | 
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{) 拿 19，47 和 73 号 票 的 人 都 属 了 蜂 。 
E) 拿 19，47，73 和 97 号 昧 的 人 都 赢 了 奖 。 
h) 拿 19，47，73 和 97 号 票 的 人 都 没 赢 奖 。 
ij) 人 章 19，47，73 或 97 号 标的 人 说 了 大 奖 。 
j) 拿 19 和 47 号 标的 人 盛 了 上 蜂 ， 但 拿 73 和 97 与 标的 人 没有 及 将 ， 
18, 一 个 合 球 队 的 13 个 人 参加 一 场 比赛 。 
a) 有 和 多少 种 方式 选 10 个 选手 上 场 ? 
b) 有 多 少 种 方式 从 13 个 参赛 的 人 中 分 配 0 个 选手 的 位 置 ? 
c) 13 个 出 席 的 人 中 有 3 个 交 士 。 如 果 上 场 的 选手 中 必须 要 求 至 少 有 一 个 女士 ， 那么 有 
多 少 种 方式 选择 10 个 选手 ? 
19., 一 个 俱乐部 有 23 个 成 员 。 
a) 有 和 铸 少 种 方式 从 中 选择 4 个 人 作为 董事 会 成 员 。 
b) 有 和 包 少 种 方式 从 中 选 出 俱乐部 的 主席 、 副 主席 、 书 记 和 司库 ? 
20. 一 个 教授 写 了 40 道 离散 数学 的 直 假 判定 题 。 在 这 些 题 中 有 17 个 命题 为 真 。 如 果 可 以 按 
照 任 意 次 序 排 列 这 些 题 ， 可 能 有 案 少 种 不 同 的 答案 ? 
21 . 用 不 超过 100 的 正 整 数 构成 4- 排列， 其 中 有 多 少 个 排列 包 售 3 个 连续 的 整数 ? 
ai) 这 里 的 连续 指 按照 整数 通常 的 顺序 ， 并 且 这 些 连 续 莫 数 可 能 被 排列 中 的 其 他 整数 分 开 。 
hb 这 里 的 连续 不 但 指 整 数 是 连续 的 ， 而 且 它 们 在 排列 中 的 位 置 也 是 连续 的 。 
22. 一 所 学 校 的 数学 又 有 7 各 女 教 师 和 9 名 男 教 师 。 
a) 有 多 少 种 方式 从 中 选 出 $ 人 的 委员 会 ， 并 使 其 中 包 禽 至 少 1 名 女 教 师 ? 
by 有 多少 种 方式 从 中 选 出 5 人 的 委员 会 ， 并 使 其 中 包含 至 少 1 名 女 教 师 和 至 少 一 各 肯 
教师 。 
23. 英语 字母 表 中 包含 21 个 辅音 和 5 个 元 音 。 由 英语 字母 表 的 6 个 小 写字 厨 可 构成 多 少 字 
符 串 使 得 它们 包 介 
a) 怡 好 工 个 元 彰 ? 
b) 恰好 2 个 元 音 ? 
ce) 至少 1 个 元 音 ? 
d) 至 少 2 个 元 音 ? 
24. 由 英语 字母 表 中 的 6 个 小 写字 母 可 构成 多 少 字符 串 使 得 它们 包含 
a) 字母 a? 
b) 字母 w 和 6? 
c) 字母 a 和 5， 其 中 a 在 & 前 边 的 邻接 位 置 ， 辣 时 所 有 的 字母 者 不 相同 ? 
d) 字母 a 和 二， 其 中 = 在 5 左边 的 某 个 位 置 ， 局 时 所 有 的 字母 都 不 相同 ? 
25. 假定 某 个 系 包含 10 名 男士 和 15 和 名 女士 。 有 和 多少 种 方式 组 成 一 个 6 人 委员 会 且 使 得 它 合 
有 相同 数量 的 男士 和 女士 ? 
, 假定 某 个 系 包 含 10 和 名 男士 和 15 和 名 女士 。 有 和 多少 种 方式 组 成 一 个 6 人 委员 会 且 使 得 它 会 
有 的 女士 比 男 士 儿 ? 
27,. 有 名 少 个 二 进 制 串 怡 好 和 包含 8 个 0 和 10 个 1， 如 果 每 个 0 后 面 上 必须 紧 跟 着 一 个 1? 
28. 有 和 多少 个 二 进 制 申 怡 好 包含 5 个 0 和 14 个 1， 如 果 每 个 0 后 面 必 须 紧 跟 者 两 个 1? 
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29. 有 和 多少 个 10 位 二 进 制 电 包含 至 少 3 个 1 和 和 至少 3 个 07 
30. 有 案 少 种 方式 从 联 台 国 中 刘 择 12 个 国家 成 为 理事 国 且 使 得 3 个 选 白 45 个 国家 的 一 组 ， 
4 个 选 自 57 个 国家 的 一 组 ， 其 他 的 选 日 竹下 的 69 个 国家 ? 
31. 有 和 多少 种 方式 用 3 个 字母 后 跟 3 个 数字 组 成 汽车 牌照 并 且 没 有 一 个 字母 和 数字 出 现 
2 次? 
32. 6 个 人 围 着 一 个 圆桌 就 座 ， 如 果 通 过 旋转 圆桌 而 使 得 就 座 方 式 从 一 种 变 成 另 一 种 ， 就 认 
为 它们 是 同一 种 方式 ， 那 么 有 赂 少 种 不 同 的 就 座 方 式 ? 
33. 如 果 n 和 是 正 整 数 ， 证 明 
Cintl,k)=(nt+l Cn,E-1)k 
使 用 这 个 恒等式 构造 一 个 二 项 式 系 数 的 归纳 定义 。 
34. 证 骨 如 果 已 是 一 个 素数 且 & 是 一 个 整数 ,使 得 1 所 上 委 户 -1， 则 疡 整除 CC( 记 ,天 )。 
35. 求 (xz + wy) 的 展开 式 。 
36. 求 在 《zz +y) 的 展开 式 中 的 zs 如 的 系数 。 
37. 在 〈z +y) 的 展开 式 中 有 客 少 个 项 ? 
38. 在 (1+ xz)"' 中 x" 的 系数 是 什么 ? 
39. 在 (2 一 +z)" 中 zx? 的 系数 是 什么 ? 
40. 在 (3x+2y)!' 中 xy? 的 系数 是 什么 ? 
41. 在 (2x 一 3y) 吕 中 zy 的 系数 是 什么 ? 
“42. 给 出 一 个 关于 (x 二 17z) 的 展开 式 中 x* 系数 的 公式 ， 其 中 大 是 一 个 整数 。 
“43. 给 出 一 个 美 于 (x? 一 1A/r) 吕 的 展开 式 中 zt 系数 的 公式 ， 其 中 让 是 一 个 整数 。 
44. 帕斯卡 三 角形 中 包含 二 项 式 系 数 C(10,)，0 志 衣 志 10 的 行 是 
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 
用 帕斯卡 公式 计算 出 在 帕斯卡 三 角形 中 紧 接 这 行 下 面 的 另 一 行 。 
45. 帕斯卡 三 角形 中 包含 二 项 式 系 数 Ct9,k)(0 志 E909) 的 行 是 什么 ? 
46. 设 nn 是 正 整 数 。 什 么 是 最 大 的 二 项 式 系 数 C(tn,r)? 这 里 的 > 是 小 于 或 等 于 = 的 非 负 整 
数 。 证 明 你 的 管 案 是 正确 的 ， 
47. 使 用 关于 C(tn,r) 的 公式 证 明 帕 斯 卡 恒 等 式 。 
48. 证 明 恒 等 式 CUn retrgy=etz geCftr 一 rr-) ,其 中 mr 和 下 都 是 非 负 整数 ， 
满足 r 夺 nn 和 太志 r。 
a) 使 用 组 合 论 证 。 
5) 使 用 关于 ?= 元 素 集合 的 + 组 合 数 公式 为 基础 来 论证 。 
“49. 证明 
ECCntk,k)= Cntrtl,r) 


其 中 mn 和 + 是 正 整 数 。 
a) 用 组 合 论 证 。 
b) 用 帕斯卡 恒等式 。 
50. 证 明 如 果 nn 是 正 整 数 ， 则 Ct2n,2)=2C(n,2}+n”。 
a) 使 用 组 合 论 证 。 
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b) 通过 代数 推 守 。 

"$1 ， 给 出 关于 > Cin, 有 ) = n2* 的 组 合 证 明 。[ 提 示 : 以 两 种 方法 计数 选择 一 个 委员 会 
然后 选择 这 个 委员 会 领导 的 方式 数 。 

“2 , 销 出 甘于 ?COn = nC(2n 一 1,7 一 1) 的 组 合 证 明 [提示 : 用 两 种 方法 计数 选 
择 一 个 委员 会 的 方式 数 ， 如 果 这 个 委员 会 有 1 个 成 员 ， 要 求 这 些 成 员 选 目 n 个 数学 教 
授 和 和 个 计算 机 科学 教授 并 使 得 委员 会 的 主席 是 数学 教授 ,| 

53. 证 明 集 合 和 具有 奇数 个 元 素 的 子 集 数 与 具有 偶数 个 元 素 的 子 集 数 相等 。 

“54. 使 用 数学 归纳 法 证 明 二 项 式 定 理 。 

55. 在 这 个 练习 里 我 们 将 要 计数 xy 平面 上 在 原点 和 (mm ,nj) 点 之 间 的 路 短 数 。 这 些 路 径 由 一 
系列 步 构成 ， 其 中 每 -~- 步 是 向 右 或 者 向上 移动 一 个 单位 (不 允许 向 左 或 问 下 移动 )。 下 
图 给 出 了 两 条 这 种 从 (0,0) 到 (5,3) 的 路 径 。 


3,3) (3,3) 


(0,0) {DO) 
al b) 


a) 证 明 上 述 每 条 这 种 类 型 的 路 径 可 以 用 由 mm 个 0 和 nn 个 1 组 成 的 二 进 制 串 表示 ， 其 中 
0 表示 向 右 移动 一 个 单位 ，1 表示 向 上 移动 一 个 单位 。 
b) 从 a) 推断 存在 着 CCm + n,n) 条 所 求 类 型 的 路 答 。 

56, 用 练习 5 证明 C(n,) 二 Clin,n 一 ), 其 中 是 一 个 整数 ,满足 0 上 k 扎 n。| 提 示 : 考 虑 
在 练习 55 中 所 述 的 从 {0,0) 到 (Cn 一 亡 ,) 和 从 (0,0) 到 (,n 一 的 路径 数 ,] 

57, 使 用 练习 55 证 明定 理 4。[ 提 示 ; 计数 练习 55 所 描述 的 那 种 n 此 路 径 数 。 每 条 路 径 必 须 
在 一 个 (nn 一 庆 ,) 点 结束 ， 其 中 =0, 1 2,，…，76] 

58. 使 用 练习 55 证 戎 帖 斯 卡 恒 等 式 。 [提示 : 显示 一 条 在 练习 55 所 描述 的 那 种 从 (0，0) 
到 (nn 二 1 一 名 , 岂 ) 并 通过 (nn 十 1 一 让, 此 一 1 点 或 (n 一 1,) 点 但 不 同时 道 过 这 两 点 的 路 径 ,] 

59. 使 用 练习 55 证 明 练 习 49 中 的 恒等式 。|[ 提 示 : 首先 注意 到 从 (0,0) 到 (n+1,7) 的 有 路径 数 
等 于 Ca +i+r,r)。 其 次 ,按照 开始 向 上 走 上 二 个 单位 分 别 计数 每 -类 路 径 ， 其 中 大 = 
0，1，2，…，r， 然 后 对 结果 求 和 。 

“60. 如 果 人 允许 并 列 名 次 ，4 匹 马 参加 马赛 有 多 少 种 比赛 结果 ? 《注意 由 于 允许 并 列 名 次 ，4 
匹 马 中 和 多少 匹 并列 都 是 可 能 的 。) 

"61. 有 6 个 人 人参 如 100 码 冲 齐 。 如 果 介 许 并 列 名 次 ， 有 名 少 种 方式 授 子 3 块 奖牌 ? ( 跑 得 最 
快 的 人 得 金牌 ， 怡 好 只 被 一 个 人 超过 的 人 得 银牌 ， 恰 好 被 两 个 人 起 过 的 人 得 铜牌 .) 

*62, 为 避免 世 界 杯 足 球 绵 标 赛 总 决赛 中 出 现 并 列 名 次 ,通常 采用 下 述 过 程 。 每 个 队 按 照 预 定 
的 顺序 选 出 5 名 球员 。 每 个 球员 罚 一 个 球 ， 第 一 队 的 球员 先 罚 ， 接 着 第 二 队 的 球员 再 沿 ， 
依照 指定 的 顺序 依次 交替 罚球 。 如 果 在 10 次 罚球 后 得 分 还 相等 ， 再 次 重复 这 个 过 程 。 如 果 
在 20 次 罚球 后 得 分 仍旧 相等 ， 进 行 加 赛 时 间 的 射门 ， 第 一 个 得 分 的 队 得 胜 ， 
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a) 如 果 比 赛 进 行 第 一 轮 的 10 个 罚球 ,并 且 这 轮 比 冤 针 束 时 一 个 队 不 可 能 与 另 一 个 队 
得 分 相等 ,那么 有 和 多少 种 不 间 的 得 分 方案 ? 

b) 如 果 比 赛 进 行 第 二 轮 的 10 个 罚球 ， 对 第 一 - 轮 和 第 二 轮 罚 球 可 能 用 少 种 不 同 的 得 
分 方案 ? 

c) 如 果 上 比赛 在 两 轮 每 队 神 5 个 球 的 加 赛 以 后 最 多 再 射 1] 10 次 ,那么 整个 加 赛 过 程 可 
能 有 和 多少 种 得 分 方案 ? 

"63. 如 来 一 个 序列 的 前 铝 干 项 如 下 列 出 ， 对 于 它 的 第 n 项 确定 一 个 与 二 项 式 系 数 有 关 的 公 
式 。[ 提 示 : 对 帕斯卡 三 角形 的 观察 有 助 于 问题 的 求解 。 虽 然 以 这 一 组 给 定 的 项 作为 开始 
的 序列 有 无 数 多 个 ， 但 下 面 列 出 的 每 个 序列 邵 是 所 求 的 那 种 序列 的 开始 。 

ah 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 

bj 1, 44, 10, 20, 35, 56, 84, 120, 165, 220, …: 

ce) 1, 2, 6, 20, 70, 252, 924, 3432, 12870, 48620,… 

d} |, 1, 2, 3, 6, 10, 20, 33, 70, 126, :: 

ey 1, 1,1, 3, 1, 5, 15, 35, 1, 9, -* 

1) 1, 3, 15, 84, 495, 3003, 18564, 116280, 735471 ，4686825 ，… 


4.4 离散 概率 


4.4.1 引言 


组 台 学 与 概率 论 有 着 共同 的 起 源 。 概 率 论 初始 的 发 展 是 在 17 世纪 ， 当 时 的 法 国 数学 家 
布 菜 斯 :帕斯卡 对 某 些 赌博 游戏 进行 了 分 析 。 就 是 在 这 些 研 究 中 帕斯卡 发 现 了 二 项 式 系 数 的 
各 种 性 质 。 在 18 世纪 ， 法 国 数 学 家 拉 普 拉 斯 9 也 研究 赌博 ， 并 划 把 事件 的 概率 定义 为 成 功 
的 针 昌 除 以 可 能 的 结果 所 得 的 商 。 例 如 ， 一 个 崩 子 撕 出 奇数 点 的 概率 就 是 成 功 结果 的 个 数 
一 一 即 出 再 奇数 点 的 个 数 除 以 可 能 结果 的 个 数 一 一 即 骨 子 可 能 出 现 的 不 同方 式 数 。 有 5 种 可 
能 的 结果 , 即 1, 2，3,， 4，S 利 6， 其 中 恰好 3 种 是 成 功 的 结果 , 即 1,， 3 和 5。 央 此 ,和 恬 子 
丘 出 奇数 点 的 概率 是 3“6=12。 (注意 这 里 恨 定 所 有 结果 的 可 能 性 是 相等 的 ,或 者 换 句 话 
说 ， 般 子 是 均 与 的 。) 

这 一 节 我 们 的 讨论 将 局 限于 具有 可 能 性 相等 的 有 限 多 个 结果 的 实验 。 这 将 侈 许 我 们 使 用 
拉 普 拉 斯 关于 事件 概率 的 定义 。 我 们 将 在 4.5 节 继 续 研 究 概率 ， 姥 里 研究 的 是 具有 有 限 多 个 
结果 但 结果 的 可 能 性 不 一 定 相 等 的 实验 。 在 4.5 节 我 们 也 和 将 引入 窒 率 论 中 的 一 些 关 键 概 念 ， 
包含 条 件 概 率 ， 事 件 的 独立 性 、 随 机 变量 以 及 期 望 值 。 


i 名 ” 皮 埃 尔 :! 西 壹 : 扩 普 拉 捧 iPicrre Simon Lapnlace,1749 一 1827)】 拉 普 拉 斯 出 身 于 一 个 低下 时 请 时 谋 家族 。 他 在 章 
:9 年 于 一 所 教会 学 校 受 到 教育 。16 岁 他 进入 凯 轧 大 学 学 习 神 学 。 但 星 不 久 他 就 意 六 到 他 真正 感 兴 趣 的 是 数学 。 在 完 
成 学 业 以 后 ， 人 能 在 饥 恩 大 学 担任 临时 教 加 。 在 1769 年 他 成 为 巴黎 陆军 学 校 的 数学 教授 ， 

拉 普 拉 斯 由 于 他 对 天 体力 学， 天体 运 动 研究 所 作出 的 页 献 而 闻名 于 世 。 地 的 《天 体力 学 的 特征 》 被 认为 尾 十 九 世 纪 
初期 艇 伟 天 的 科学 著作 之 一 。 控 兽 拉 斯 是 概率 论 的 莫 基 人 之 一 ， 他 也 对 数理 统计 学 作出 了 许多 项 献 。 他 把 在 这 个 领域 的 
工作 写成 《概率 论 的 起 论 分 析 》 . 书 ， 书 中 一 个 上 件 的 概率 被 定义 为 实验 所 希望 的 结果 数 与 总 结果 数 之 比 。 

控 普 拉 斯 也 由 于 他 的 政治 灵活 性 而 著称 。 地 结 后 忠实 于 法 兰 丙 共和 国 ，、 拿 玻 合 和 路 易 十 八 党 帝 。 这 使 得 他 在 苇 国 大 
革命 前 、 革 命 期 间 和 革命 后 部 成 果 卓 著 。 
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4.4.2 有 有限 概率 


一 次 实验 是 一 个 过 程 ， 这 个 过 程 将 从 一 组 可 能 的 结果 中 得到 一 个 结 采 。 实 验 的 样本 空间 
是 可 能 结果 的 集合 。 一 个 事件 是 样本 空间 的 子 集 。 现 在 叙述 拉 普 拉 斯 关于 具有 有 限 多 个 可 能 
结果 的 事件 的 概率 定义 。 


定 炙 1 ~-- 个 事件 互 是 具有 相等 可 能 性 结果 的 有 限 样本 空间 3 的 子 集 ，E 的 概率 是 
ptE)=1E|/S|, 


下 面 再 给 出 一 些 蛮 子 。 
例 1 一 个 缸 蜂 有 4 个 蓝 球 种 5 个 红 球 。 从 缸 星 取出 一 个 蓝 球 的 概 府 是 狗 少 ? 


解 ”为 计算 这 个 概率 ， 首 先 考虑 存在 9 个 可 能 的 结果 ， 这 些 可 能 的 纺 朱 中 有 4 个 得 到 蓝 
球 。 因 此 ， 取 一 个 蓝 球 的 概率 是 479。 加 


例 2 丧 两 个 仍 子 使 得 其 点 数 之 和 等 于 7 的 概率 是 多 少 ? 


解 ” 当 毛 两 个 骨 子 时 总 共有 36 种 可 能 的 结果 。( 这 是 由 乘积 法 则 得 到 的 ， 因 为 每 个 山 子 
有 6 个 可 能 的 结果 ， 当 掷 两 个 鹏 子 时 总 共有 外 =36 种 结果 。) 存在 有 6 种 成 功 的 结果 ， 即 
(1，6)，(2，S)，(3，4)，(4，3)，(5，2) 和 (6，1)， 其 中 第 一 和 第 二 个 航 于 的 点 数 用 一 
个 有 序 对 来 表示 。 因 此 ， 当 两 个 均匀 的 明 子 被 拖 时 ，7 出 现 的 概率 是 6/36= 176。 图 


全 例 3 在 一 种 彩票 里 ， 当 人 们 挑 的 4 个 数字 按照 正确 的 次 序 与 一 de 
个 数字 匹配 时 他 们 就 中 了 大 奖 。 如 果 只 有 3 个 数字 匹配 ， 他 们 就 中 了 比较 小 的 奖 。 一 个 人 帮 
大 奖 的 概率 是 多 少 ” 赢 小 奖 的 概率 是 多 少 ? 


解 ”只 有 一 种 方式 使 得 所 选择 的 4 个 数字 都 正确 。 由 乘积 法 则 ,， 有 10 = 10000 种 方式 
选 四 位 数 。 因 此 ， 赢 大 奖 的 概率 是 1710000 =0.0001。 

4 个 数字 中 怡 好 选 对 了 3 个 数字 的 能 够 赢 小 奖 。 为 了 使 得 3 个 数字 和 正信， 而 不 是 4 个 数 
字 正 确 ， 必 须 恰 好 上 个 数字 出 错 。 可 以 先 求 选 4 个 数字 旦 除了 第 i 个 数 宁 之 外 都 与 挑 出 的 数 
字 抱 配 的 方式 数 ， 这 里 的 ;=1, 2，3,， 4， 然 后 对 它们 求 和 。 根 据 求 和 法 则 ， 就 能 得 到 恰好 
选 对 3 个 数字 的 方式 数 。 为 计算 使 得 第 一 个 数字 不 匹配 的 选 法 数 ， 注意 对 第 一 个 数 子 有 9 种 
可 能 的 选择 (除了 一 个 正确 的 数字 外 )， 而 其 他 的 每 个 数字 具有 一 种 选择 ， 即 对 这 些 位 置 的 
正确 数字 。 因 此 ， 选 择 4 个 数字 使 得 第 一 个 数字 出 错 而 后 3 个 数字 正确 的 有 9 种 方式 。 类 似 
地 ， 有 9 种 方式 选择 4 个 数字 而 使 得 第 2 个 数字 出 错 ，9 种 方式 使 得 第 3 个 数字 出 第 ，39 种 
方式 使 得 第 4 个 数字 出 错 。 从 而 总 共有 36 种 方式 选择 4 个 数字 并 恰好 使 得 其 中 的 3 个 是 正 
确 的 。 于 是 ， 一 个 人 赢 小 奖 的 概率 是 36710 000 二 9/2500 一 0.0036。 图 


例 4 现在 有 许多 彩票 使 那些 从 前 n 个 正 整 数 中 选 对 65 个 数 的 人 得 到 特别 大 奖 ， 这 里 的 
n 通常 在 30 到 50 之 间 。 一 个 人 从 4 可 0 个 数 中 选 对 6 个 数 的 概率 是 多 少 ? 


解 ” 只 有 一 个 及 组 合 。 从 和 0 个 数 中 选 6 个 数 的 总 方法 数 是 
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4401 _ 
341 61 
因此 ， 取 出 一 个 赢 组 人 台 的 概率 是 1/3 838 380， 近 似 等 于 0 .00000026。 区 
内 我 们 可 以 使 用 目前 开发 的 技术 找到 扑克 游 号 中 菜 些 有 牌 的 概率 。 一 副 脾 有 52 张 ， 分 成 
人 避 ”13 类 ， 每 类 4 张 。 这些 类 是 2,，3, 4, 5, 6,， 7, 8,， 9,， 10, ]. Q, 下 和 和 A。 还 有 4 
套 花 色 ， 即 黑 桃 、 梅 花 、 红 心 和 方块 ， 每 套 包 含 13 张 ， 并 且 每 套 里 每 类 只 有 1 张 牌 。 


例 5 如 果 5 张 为 一 手 牌 ， 从 52 张 牌 中 选 一 手 牌 有 和 多少 种 不 同 的 牌 ? 
解 若 5 张 为 一 手 牌 ， 存 在 C4S2,5)=2 598 960 种 不 同 的 牌 。 四 
例 6 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 如 果 其 中 的 4 张 牌 是 同一 类 的 ， 找 出 这 种 牌 的 概率 。 


解 ”由 蒋 积 法 则 ,5 张 牌 中 4 张 牌 是 同类 的 数目 就 是 选取 一 类 的 方式 数 ， 从 该 类 的 4 张 
牌 中 选取 4 张 牌 的 方式 数 与 选 第 5 张 牌 的 方式 数 之 积 ， 即 
[13 CCA ,47C048 1) 
由 于 $ 张 牌 总 共存 在 C(52,5) 种 ， 一手 牌 中 包 合 4 张 同类 有 牌 的 概率 是 


Cit3,lCt4,47C048,17 13:1:48 ,, 
C22 508 o60 350( 近 似 等 于 0.00024} 用 


例 7 一 于 牌 包 会 一 个 完全 的 族 ， 即 3 张 在 同一 类 日 其 余 2 张 在 男 一 类 的 概率 是 多 少 ? 


解 ”由 蒋 积 法 则 ， 包含 一 个 元 全 的 族 的 牌 数 是 有 序 的 选取 两 个 类 的 方式 数 ， 第 一 类 的 4 
张 牌 选 3 张 的 方式 数 和 第 二 类 的 4 张 牌 选 2 张 的 方式 数 之 积 。 (注意 两 类 的 次 序 是 有 关 的 ， 
俩 如 3 张 只 和 2 张 各 与 3 张 各 和 2 张 昌 是 不 同 的 。j 可 以 看 出 包 会 一 个 完全 的 族 的 牌 数 是 

POIl3,2)C(4,3)C(4,2) = 13*12:4-6= 3744 


因为 存在 2 598 960 手 牌 ， 一 个 完全 的 族 的 概率 是 


CH 6) = = 3 838 380 


3744 
2 598 960 《近似 等 于 0.0014) 。 


4.4.3 事件 组 合 的 概率 


我 们 可 以 使 用 计数 技术 得 到 从 其 他 事件 导出 事件 的 概率 。 


定理 1 设 玉 是 样本 空间 S 的 一 个 事件 。 事件 (事件 E 的 补 事 件 ) 的 概率 是 
p(E)=1- p(E) 
证 ”为 求 出 事件 FE 概率， 注意 iFE|=|1S| 一 1E|。 因 此 ， 


p(E)=-S et- 1 p(E) 


当 直 接 的 方法 不 适用 时 可 以 用 另 一 种 策略 来 找事 件 的 概率 。 不 用 确定 这 个 事件 的 概率 ， 
但 可 以 确定 它 的 补 事件 的 概率 。 这 党 各 是 更 答 吻 做 到 的 ,正如 下 面 的 俩 子 所 显示 的 。 


例 # 随机 生成 一 个 10 位 二 进 制 序列 ， 其 中 至 少 1 薄 是 站 的 概率 是 名 少 ? 
解 设 玉 是 10 位 中 至 少 一 位 是 0 的 事件 。 那 么 玉 是 所 有 的 位 都 是 1 的 事件 。 因 为 样本 
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室 间 是 所 有 10 位 二 进 制 串 的 集合 ， 从 而 得 到 
plE}=1— p{E) 


| 
TS 
] 
2 
= 
1 024 
_ 1023 
”1024 
所 以 ， 包 会 至 少 一 位 0 的 二 进 制 囊 的 概率 是 1023/1024。 直 接 使 用 定理 1 找到 这 个 概率 是 相 
当 醛 难 的 。 国 


我 们 也 可 以 求 出 两 个 事件 的 并 集 的 概率 。 

定理 2 设 瑟 | 和 ,是 样本 空间 的 事件 ,那么 
pIEIUEFED)= p(E)+ p(E2)— plENE,) 

证 使 用 1.4 节 给 出 的 关于 两 个 集合 的 并 集 的 元 素数 公式 得 到 
[EE;|=|E|+|E| -|FENE,| 


因此 ， 
p(EIUE) = ior 
|E, | + |E;|—|ENME,| 
[| 
Bi ,IEz| TEL 本 
1s| 1S| [S| 
= ptE)+ p(tE)- p(EfIE,) 大 
例 9 随机 从 一 组 不 超过 100 的 正 整数 中 选 出 一 个 正 整 数 使 得 它 能 被 2 或 整除 的 概率 
是 多 少 ? 


解 ” 设 玉 | 是 选 出 一 个 能 被 2 整除 的 数 的 事件 ，E, 是 选 出 一 个 能 被 5 整 队 的 数 的 事件 。 
那么 FUE, 是 能 被 2 或 5 整除 的 捉 件 ，E 门 上 ;是 能 被 2 和 5 同时 整除 的 事件 ， 换 莫 话说 ， 
即 能 被 10 整除 的 事件 。 由 于 1 王 i| =50，|E21 =120|1， 且 [RD 门 E 一 10， 从 济 得 色 

pl(EIUED) = p(ED+ pIE)— pLENE,) 


3020,10 
-00 * 106 * 106 


5 
4.4.4 概率 的 鹤 理 


一 个 通常 的 问题 是 确定 两 个 捉 忻 中 哪 一 个 更 有 可 能 发 生 ? 分 析 这 些 事件 的 概率 可 能 是 复 
杂 的 。 下 面 的 例子 描述 了 一 个 这 种 类 型 的 问题 。 它 讨论 了 一 个 起 源 于 电视 剧 “让 我 们 做 一 次 
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交易 ”的 着 名 问题 。 


请 雍 全 10 Monty 大 厦 的 3 门 难题 。 候 定 你 是 一 个 游戏 节目 的 竞争 者 ， 你 有 机 会 馈 一 个 
< ”大 奖 。 要 求 你 从 3 骨 门 中 选 一 个 打开 ， 大 奖 就 在 其 中 其 扇 门 的 后 面 。 一 旦 你 选中 了 某 
肩 门 ， 游 戏 节日 主持 人 知道 每 凯 门 后 面 是 什么 ， 他 就 如 下 进行 。 首 先 , 不 管 你 是 否 选择 了 启 
大 奖 的 门 ， 他 打开 另外 两 扇 门 中 的 一 扁 没 有 奖 的 门 (如果 两 向 门 都 没有 奖 ， 随 机 选择 … 肩 )。 
然后 他 问 你 是 否 愿意 换 另 外 一 扇 门 。 你 应 该 用 什么 策略 ?你 应 该 换 一 肩 门 还 是 坚持 原来 的 先 
择 ， 或 者 这 无 关 紧要 ? 

解 ” 你 选 对 了 门 的 概率 (在 主持 人 打开 一 扁 门 并 且 问 你 是 否 想 改 变 之 前 ) 是 1/3， 因 为 
这 3 户 门 成 为 正确 的 门 的 可 能 性 相等 。 一 旦 游戏 节目 主持 人 打开 另外 两 肩 门 中 的 一 扁 ， 这 是 
正确 的 门 的 概率 不 变 ， 因 为 他 总 是 打开 后 商 没 有 大 奖 的 门 。 

你 选 错 门 的 概率 就 是 大 奖 在 你 没有 选 的 两 扇 门 中 某 一 扇 后 面 的 概率 。 因此， 你 选 错 了 站 
的 概率 是 2/3。 如 果 你 选 错 了 ， 那 么 当 游 戏 节目 主持 人 打开 -~ 和 扁 门 向 你 显示 大 奖 不 在 它 的 后 
面 时 ， 大 奖 一 定 在 另 一 凯 门 的 后 面 。 若 你 原来 的 选择 是 错 的 并 且 改 变 了 门 ， 邦 么 你 总 能 户 。 
因此 ， 通 过 改变 门 ， 你 赢 的 概率 是 2/3。 换 句 话说 ， 当 节目 主持 人 给 你 这 样 做 的 机 会 时 ， 你 
总 应 该 改变 门 ， 这 使 得 你 赢 的 概率 增加 了 一 信 。 加 


练习 


. 从 一 副 牌 中 选 出 1 个 A 的 概率 是 儿 少 ? 

. 拂 山 子 时 出 现 6 点 的 概率 是 多 少 ? 

. 从 前 100 个 下 整数 中 随机 选 出 1 个 在 数 的 概率 是 包 少 ? 

. 从 一 年 {366 天 ) 中 随机 选 出 1 天 在 4 月 的 概率 是 多 少 ? 

. 当 措 2 个 骨 子 时 ， 其 点 数 之 和 是 偶数 的 概率 是 多 少 ? 

. 从 一 副 牌 中 选 1 张 牌 ， 使 得 它 是 1 张 和 A 或 1 张 红 心 的 概率 是 多 少 ? 

. 拂 6 次 硬币 全 部 头像 向 上 的 概率 是 名 少 ? 

. 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 红心 A 的 概率 是 名 少 ? 

, 一 手 扑 克 牌 有 S$ 张 ， 其 中 不 包含 红心 只 的 概率 是 多 少 ? 

10. 一 卑 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 方块 2 和 黑 桃 3 的 概率 是 密 少 ? 

. 一 手 扑 友 牌 有 3 张 ， 其 中 包含 方块 2、 黑 桃 3、 红 心 6、 梅 花 10 和 红心 K 的 概率 是 多 少 ? 

12. 一 手 扑 殉 凰 有 5 张 ， 其 中 恰好 包 售 1 张 点 的 概率 是 密 少 ? 

13. 一 手 扑 克 牌 有 S 张 ， 其 中 至 少 和 包含 1 张 A 的 概率 是 多 少 ? 

14. 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 5 类 不 同 的 牌 的 概率 是 多 少 ? 

15, 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 2 个 对 子 {两 类 不 同 的 牌 中 每 类 有 2 张 、 第 三 类 牌 是 第 5 
张 ) 的 概率 是 多 少 ? 

16. 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 一 手 同 花 ， 即 $ 张 牌 的 花色 相同 的 概率 是 多 少 ? 

17. 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 一 个 顺 子 ， 即 5 张 牌 的 类 是 连续 的 概率 旦 案 少 ” {注意 可 
以 将 A 看 作 顺 子 A-2-3-4-5 中 的 最 低 牌 ， 也 可 以 看 作 顺 子 10-J-Q-K-A 中 的 最 高 牌 。) 
18. 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 一 个 同花顺 子 ， 即 5 张 牌 的 类 是 连续 的 也 是 同一 花色 的 概 

率 是 密 少 ? 


人 


-一 
pk 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUU^A 


让 4 全 并 迪 259 


“19 . 一 手 扑 克 牌 有 $ 张 ， 其 中 包 合 5 张 不 同类 的 牌 且 不 包 舍 一 个 同 花 或 一 个 顺 子 的 概率 是 
多 少 ? 

20. 一 于 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包 会 一 个 皇家 的 同 花 ， 即 同一 花色 的 10,， Jj]，Q, KK 和 和 A 的 概 
率 是 多 少 ? 

21. 一 个 角 子 据 6 次 不 出 现 届 数 点 的 概率 是 多 少 ? 

22, 随机 选取 一 个 不 超过 100 的 正 整数 能 够 被 3 整除 的 概率 是 多 少 ? 

23. 随机 选取 一 个 不 超过 100 的 正 整 数 能 够 被 5 或 了 整除 的 概率 是 多 少 ? 

24, 求 从 不 超过 下 述 整 数 的 正 整数 中 选 对 6 个 整数 来 赢 彩 票 的 概率 ， 这 里 不 管 选 择 整 数 的 


je 


顺序 。 
a) 30 by 36 c] 42 d) 48 

25. 求 从 不 超过 下 述 整 数 的 正 整数 中 选中 6 个 整数 来 赢 彩 票 的 概率 ， 这 时 不 管 选 择 整 数 的 
顺序 。 


a) SO b) 52 c) 56 d) 60 

26. 求 从 不 超过 下 述 整 数 的 正 整数 中 选 错 6 个 整数 的 概率 ， 这 里 不 管 选择 整数 的 顺序 ， 
a) 40 b) 48 cj 56 d) 64 

27, 求 从 不 超过 下 述 整 数 的 正 整数 中 选 6 个 整数 ， 并且 怡 好 选 对 1 个 的 和 概率， 这 里 沾 管 选择 
整数 的 顺序 。 
al d40 b) 48 Cc) 5 d) 64 

28. 在 宾 力 法 尼 亚 超 级 彩票 中 ， 买 彩票 的 人 要 从 前 80 个 正 整 数 中 选 出 7 个 数 。 如 末 这 7 了 个 
数 是 在 由 宾 方 法 尼 亚 彩 票 委员 会 选 出 的 11 个 数 之 中 就 能 赢 太 疾 ， 那么 一 个 人 谨 太 奖 的 
概率 是 多 少 ? 

29. 在 一 种 超级 彩票 中 ， 如 果 买 彩票 的 人 选中 的 8 个 数 正 是 计算 机 从 不 超过 100 的 正 整 数 中 
选 出 的 数 就 能 中 彩 。 买 彩票 的 人 赢 这 种 超级 彩票 的 概率 是 多 少 ? 

30, 由 计算 机 从 工 到 40 之 间 (包括 1 和 40 在 内 ) 选 出 5 个 数 ， 如 果 某 人 选中 了 其 中 的 5 个 

(但 不 是 6 个) 数 就 能 获奖 ， 那 么 获奖 的 概率 是 多 少 ? 

. 在 轮 盘 赌 中 ， 旋 转 一 个 有 38 个 数 的 轮 盘 ， 其 中 18 个 数 是 红 的 ，18 个 数 是 于 的 ， 万 外 两 
个 既 不 红 也 不 黑 的 数 是 0 和 00。 当 轮 盘 转动 时 它 停 在 任何 特定 数字 的 可 能 性 是 1738。 
a) 轮 盘 停 在 1 个 红 数 的 概率 是 多 少 ? 

b) 轮 盘 旋转 2 次，2 次 都 停 在 1 个 黑 数 的 概率 是 多 少 ? 
cj 轮 盘 停 在 0 或 00 的 概率 是 多 少 ? 
d) 轮 盘 旋转 5 次 ，5 深 都 不 停 在 0 或 00 的 概率 是 多 少 ? 

ce) 某 次 转动 轮 盘 停 在 1 和 6 之 同 ( 包 会 1 和 6 在 内 ) 的 某 个 数字 ,但 下 次 转动 轮 盘 不 
停 在 这 些 数 字 之 间 的 概率 是 多 少 ? 

32, 所 2 个 锅子 总 点 数 为 8 或 掷 3 个 骨 子 总 点 数 为 8， 哪 种 可 能 性 更 大 ? 

33. 掷 2 个 骨 子 总 点 数 为 9 或 挪 3 个 山子 总 点 数 为 9， 哪 种 可 能 人 性 更 大 ? 

34, 设 EF， 入 ;是 两 个 事件 ， 如 果 p (Ei 门 E2) = p(E1)p(E2)， 就 称 Fi 和 王 : 是 独立 的 。 
当 一 梳 硬 币 被 抛掷 3 次 时 所 有 可 能 的 结果 构成 一 个 集合 ， 如 果 把 这 个 集合 的 子 集 看 作 事 
件 ， 勿 定 下 面 的 每 一 对 事件 是 否 是 独立 的 。 

a) 五 ;; 第 一 次 硬币 头像 向 下 ; EE;: 第 二 次 硬币 头像 向 上 。 


3 


pp 
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b) EE:; 第 一 次 硬币 头像 向 下 ; FE,: 在 连续 3 次 中 有 2 次 但 不 是 3 次 头像 向 上 。 
c) 1: 种 二 次 硬币 头像 向 下 ; FE,: 在 连续 3 次 中 有 2 次 但 不 是 3 次 头像 向 上 ， 
(我 们 将 在 4.5 节 更 深入 地 研究 事件 的 独立 性 。} 

35. 解释 下 面 的 名 子 销 在 什么 地 方 。 在 Monty 大 厦 三 门 难题 里 ， 因 为 刹 下 了 两 个 门 ， 你 选 的 
第 一 个 门 后 向 是 大 奖 的 概率 与 没有 打开 的 另 两 个 门 后 面 是 大 蜂 的 概率 都 是 1 2。 

36, 假定 在 Monty 大 厦 难 题 中 不 是 3 个 门 而 是 4 个 门 。 当 知道 每 个 门 后 面 是 什么 的 主持 人 打 
开 一 个 铸 门 并 有 卫 络 你 机 会 改变 选择 时 ， 你 不 做 改变 并 且 赢 了 大 奖 的 概率 是 锡 少 9 在 你 级 
有 选 的 3 个 门 镜 下 2 个 时 ,你 把 原来 选 的 门 疏 为 这 两 个 门 之 一 并 且 赢 得 大 疾 的 概率 是 
多少? 


4.5 概率 论 


在 节 4.4 我 们 引信 了 事件 概率 的 概念 。({ 回 忆 一 下 ， 一 个 事件 是 一 次 实验 的 可 能 结果 的 

了 于 集 。) 我 们 按 腿 拉 普 拉 斯 的 记号 定义 事件 下 的 概率 
p(E)= ST 

即 互 中 的 结果 数 除 以 结果 总 数 。 这 个 定义 假定 所 有 结果 的 可 能 性 都 是 相等 的 。 但 是 许多 实 
验 结果 的 可 能 性 并 不 相等 。 例 如 ， 一 个 硬币 很 可 能 是 不 均匀 的 ， 因 而 出 现 头 像 向 上 的 次 数 党 
常 是 问 下 次 数 的 两 倍 。 类 似 地 ， 一 个 线性 搜索 的 输入 是 一 个 元 素 和 一 个 表 ， 这 个 元 素 在 天 里 
或 不 在 表 里 的 可 能 性 依赖 于 输入 是 怎么 产生 的 。 在 这 种 情况 下 怎样 建立 关于 事件 可 能 性 的 模 
型 呢 ? 这 一 节 我 们 将 要 说 明 当 结果 的 可 能 性 不 相等 时 为 研究 实验 概率 应 该 怎样 定义 结果 的 
慨 率 。 

假定 一 个 均匀 的 硬币 被 搓 4 次， 第 一 次 它 的 头像 向 上 。 给 定 了 这 个 信息 ， 头 像 3 次 向 上 
的 概率 是 什么 ?为 了 回 党 这 个 或 者 类 似 的 问题 ， 我 们 将 引入 条 件 概 率 的 扫 念 。 已 知 第 一 次 头 
像 向 上 能 改变 3 次 头像 向 上 的 概率 吗 ? 如果 不 是 ， 这 两 个 事件 就 叫做 独立 的 ， 本 节 的 后 面 将 
茧 学 到 这 个 概念 。 

许多 问题 谈 到 一 个 与 实验 结果 有 关 的 特定 数值 。 鲍 如 ， 当 我 们 掷 100 次 硬币 时 ， 恰 好 出 
现 40 次 头像 的 概率 是 多 少 ? 我 们 应 该 预期 出 现 多 少 次 头像 ? 在 这 一 - 节 我 们 将 要 学 习 随 机 变 
量 ， 它 是 把 数值 与 实验 结果 联系 起 来 的 函数 ， 而 它们 的 加 权 平 均 叫 做 期 鹿 值 。 


4.5.2 概率 赋值 
域 3 是 时 个 具有 有 穷 个 或 可 数 个 结果 的 实验 的 样本 空间 。 我 们 对 每 个 结果 ; 赋 子 一 个 
慨 率 p(s)， 使 得 满足 以 下 两 个 条 件 : 
(i 0 寺 p{ts) 守 1, 对 每 个 ;ES 
(ii) Spls}=1 
条 件 (i) 说 明 每 个 结果 的 概率 是 一 个 不 超过 1 的 非 负 实数 。 条 件 (ii) 说 明 所 有 可 能 结果 的 
概率 之 和 应 该 是 1， 即 当 我 们 做 这 个 实验 时 这 些 结 果 之 一 一 定 出 现 。 这 是 拉 普 拉 斯 定 久 的 一 
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一 


般 化 。 在 拉 普 拉 斯 定义 中 对 2 个 结 归 中 的 每 一 个 都 峰 给 17m 的 概率 。 的 确 ， 当 使 用 拉 普 拉 
斯 关于 绪 果 的 可 能 性 相同 的 概率 定 闵 时 条 件 (i) 和 (ii) 是 满足 的 { 见 练习 4)。 
注意 到 当 在 x 个 可 能 的 结果 x ，x,，.…，Xx, 时 ,这 两 个 要 满足 的 条 件 是 


(1) 站 ss, 对 11 ,2 ,1 


(ii plri)=1 

为 了 建立 实验 的 模型 ， 对 结果 s 赋 的 概率 户 (5 应 该 等 于 出现 次 数 队 以 实验 进行 的 次 
数 。 当 这 个 数 无 限 增加 时 ， 就 取 极 卫 。( 我 们 将 假定 讨论 的 所 有 实验 有 着 平均 可 预料 的 结果 ， 
以 使 得 这 个 极限 存在 。 我 们 也 假定 一 个 实验 的 结果 成 功 与 否 与 前 面 的 结果 无 关 。) 

注意 在 这 一 节 我 们 将要 求 可 能 的 站 果 数 是 有 限 的 。 使 用 无 限 序列 可 以 类 人 羽 地 处 理 

可 数 的 无 限 个 结果 ， 正 如 节 未 的 练习 37-40 所 显示 的 。 我 们 将 不 讨论 结果 业 合 不 是 

离散 时 的 事件 机率， 例如 当 一 个 事 件 的 结果 可 能 是 任何 实数 时 。 在 这 种 情 沈 下 ， 对 

于 事件 概率 的 研究 通常 要 求 微 积分 。 

我 们 可 以 建立 实验 的 模型 ,在 这 种 实验 中 结果 具有 相同 的 可 能 性 , 或 者 不 相同 但 各 以 选 
择 一 个 适当 的 函数 p(s)， 正 如 例 1 所 示 。 

例 1 当 一 个 均 押 的 硬币 被 掷 时 ， 结 果 互 【 头 像 问 上 ) 和 结 采 醋 {头像 问 下 ”应 该 赋 艰 
什么 概率 ? 当 硬 币 不 均匀 而 使 得 出 现 头 像 向 上 的 次 数 常 常 是 向 下 的 两 悄 ， 对 这 些 事件 又 应 该 
赋予 什么 概率 ? 

解 ” 对 于 均匀 的 硬币 ， 当 硬币 被 据 时 头像 向 上 的 概率 等 于 涉 像 自 下 的 概率 ， 这 两 个 事件 
具有 相同 的 可 能 性 。 因 此 ， 我 们 对 这 两 个 结果 中 的 任何 一 个 都 赋 给 1 的 概率 ， 即 p(H)= 
ptT)=12。 

对 于 不 均 名 的 硬币 我 们 有 


pl(H)=2p(T) 
由 于 
pIH)+ p(T)=1 
从 出 得 出 
2p{T}+ p(T}=3p(T)=1 
最 终 有 p(T)=1 人 3 和 pC(H}=2/3。 中 | 
现在 我 们 把 事件 的 概率 定义 成 在 这 个 事件 中 结果 的 概率 之 和 。 
定义 1 事件 玉 的 概率 是 在 上 中 结果 的 概率 之 和 ， 即 
plE)= p(s) 
注意 当 事 件 5E 中 有 个 结果 时 ， 妈 如 果 E= alyazy…,aal;: 则 p(E)- -1pla,)e 
例 2 候 定 一 个 钥 子 是 不 均匀 的 (或 经 装填 的 ) 使 得 3 山 现 的 次 数 是 其 他 数字 的 两 倍 ， 


1 = De— Pr ed Ed kh 
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但 其 他 5 个 数 出 现 的 可 能 性 相等 。 当 我 们 抠 这 个 角子 时 出 现 冶 数 的 概率 是 多 少 ? 
解 ”我 们 想 要 找到 事件 已 = 11,3,51 的 概率 。 由 本 节 末 的 练习 2， 我 们 有 
pl)= p62)= p(4)=p(5)= p(6) =17,.p(3) > 2/7 
从 而 得 出 
p{E}D= pl) + pt3)+t p51AA+2A1 TI 人 7 国 


当 和 事件 是 等 可 能 的 并 且 存 在 有 限 少 个 可 能 的 结果 时 ， 在 这 一 节 纵 出 的 事件 概率 的 定义 
(定义 1) 与 拉 普 拉 斯 的 定 兴 【4.4 节 定 义 1) 一致 。 为 此 ， 假定 存在 n 个 等 可 能 的 第 采 ; 由 
于 这 些 概 率 之 和 是 1， 因 此 每 个 可 能 结果 的 概率 是 1/a。 人 很 定 事 件 五 包含 六 个 结 朱 ， 根 据 
定 必 ||， 


1 _m 
plE) -BL 
由 于 |E|= mr 和 |S|= 二 n， 从 而 有 
A IE! 
piE)= n 1189| 


这 是 事件 EE 的 拉 普 拉 斯 的 概率 定义 。 
4.5.3 事件 的 组 合 
当 我 们 使 用 定义 1 来 定义 事件 概率 时 ， 在 4.4 节 中 事件 组 合 的 概率 公式 继续 保持 。 例 
各，4.4 节 定理 1 断 吾 
plE)=1— p(E) 
其 中 到 是 事件 五 的 补 事件 。 当 用 定义 1 时 这 个 等 式 也 成 立 。 为 此 只 需 注 意 到 n 个 可 能 结 琳 
的 概率 之 和 是 1， 且 每 个 结果 或 在 成 在 FE 中 ,但 不 能 同时 在 两 者 之 中 。 因 而 
Ppls)=1= p(E)+(E) 
所 以 ，p{E}=1- p(E). 
根据 拉 普 拉 斯 的 定义 ， 由 4.4 节 定 理 2， 我们 有 
plEIUE2)= p(ED+p(E)- P(E NE,) 


其 中 下 | 和 上 E; 是 样本 空间 S 的 事件 。 当 我 们 按照 这 一 节 的 作法 定义 事件 的 概率 时 等 式 也 成 
立 。 为 此 ， 注 意 到 p(ElUE,) 是 在 EE;, 中 结果 的 概率 之 和 。 当 结 朱 x 内 属于 El 和 上 上， 
中 的 一 个 集合 但 不 同时 属于 两 个 集合 时 ，p (tx) 恰好 内 出 现在 p(t) 或 pt) 的 一 个 和 里 。 
当 结 果 x 同时 在 El 和 Ey 中 时 ，p (xz) 出 现在 p(E1) 的 和 里 ，p(E;) 的 和 里 ， 也 出 现在 p(E， 
和 门 ;}) 的 和 里 。 因 此 它 在 右边 出 现 了 1+1-1=1 次 。 所 以 。 左边 与 右边 相等 。 


4.5.4 人 条件 概率 


假定 我 们 据 3 次 硬币 并 且 所 有 的 8 种 可 能 都 是 等 可 能 的 。 此 外 ,假定 我 们 知道 第 一 次 据 
硬币 头像 向 下 的 事件 下 已 经 出 现 了 。 在 给 定 这 一 信息 后 ， 事件 玉 ， 即 头像 品 下 出 现 奇 数 次 
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的 概率 是 什么 ? 因为 第 一 次 祁 硬 币 的 头像 癌 下 ， 只 有 4 种 可 能 的 乡 果 : TTT，TTH,，THT 
和 THH，, 其 中 日 和 工分 别 表示 涉 像 问 上 和 向 下 。 藉 像 问 下 出 现 奇 数 次 只 有 结果 了 TT 和 
THH。 由 于 8 个 结果 的 概率 相等 ， 在 给 定 出 现 的 条 件 下 ，4 种 可 能 的 结果 的 每 一 个 也 应 
该 有 相等 的 概率 14。 这 就 告 激 我 们 ,在 给 定 下 出 现 的 条 件 下 应 该 对 EE 的 概率 赋值 2/4 = 
1/2。 这 个 概率 叫做 魏 定 下 的 条 件 下 F 的 符 件 概率 。 

一 般 说 来 ， 为 了 找 出 给 定 下 的 条 件 下 五 的 条 件 概 率 ， 我 们 用 下 作为 样本 空间 。 作 为 要 
出 现 的 EE 的 一 个 结果 ,这 个 结果 也 必须 属于 人 门 ff。 出 于 这 一 考 虚 ， 我 们 得 到 下 述 

定义 2 设 记 和 FF 是 具有 pl(F)>0 的 事件 。 给 定 F 的 条 件 下 下 的 条 件 概 率 记 作 
P(EIF)}, 定义 为 


让 (五 门下) 
三 1 pF) 


例 3 随机 生成 4 位 的 二 进 制 串 以 使 得 16 个 位 捉 都 是 等 可 能 的 ， 那 么 在 毕 定 串 的 第 一 
位 是 人 和 的 条 件 下 ,包含 至 少 两 个 连续 0 的 串 的 概率 是 雪 少 ? (我 们 假定 0 位 和 1 位 是 等 可 能 
的 。) 

解 设 下 是 包含 至 少 2 个 连续 0 的 4 位 二 进 制 串 的 事件 ， 下 是 4 位 二 进 制 串 的 第 一 位 
是 0 的 事件 。 那 么 在 给 定 第 一 位 是 0 的 条 件 下 ， 包含 至 少 2 个 连续 浊 的 4 位 二 进 制 串 的 概率 
是 


_ pLENEF) 
plEIF) p{ FY 


由 于 关门 FE= 10000，0001，0010，0011，01001,， 故 p(EN 站 FF)=5A6。 因 为 以 0 开始 的 4 
上 位 二 进 制 串 有 8 个 ， 因 而 (F)} =8z16=1 和 2。 所 以 ， 


~ 36_ 3 


例 4 在 至 少 有 1 个 男孩 的 条 件 下 ， 一 个 有 2 全 孩子 的 家 庭 有 2 个 男孩 的 条 件 概 率 是 多 
少 ? 假定 BB，BG，GB 和 GG 是 等 可 能 的 ， 其 中 B 代表 男孩 ，5G 代表 女 护 。 

解 设 瓦 是 有 2 个 孩子 的 家 庭 有 2 个 男孩 的 事件 ， 已 是 一 全 有 2 个 擅 子 的 家 庭 至 少 有 1 
个 胃 孩 的 事件 。 国 而 EE=18B|,F=188,BG,GB|, 并 且 EN 站 FF=1BBI。 由 于 4 种 可 能 性 是 
等 可 能 的 , 帮 p{F)=3/4 且 pl(ENF)=1/4。 从 而 可 以 断言 


1 plEMNF)Y 1/4_1 
P(EIF)=T TF) 7 3/4- 3 十 


4.5.5 独立 性 


假设 一 个 硬币 被 所 了 4 次， 正如 我 们 关于 条 伴 概 率 讨论 的 引言 中 所 描述 的 。 是 否 知 道 第 
一 次 毛 出 的 头像 向 下 (事件 F) 改变 了 奇数 次 头像 向 下 【事件 五 ) 的 概率 ? 摘 句 话 菩 ，p 
(EIF)= ptE}? 由 于 请 IF)=12 和 PE)=122, 这 个 等 式 对 事件 己 和 F 是 有 效 的 。 因 
为 这 个 等 式 成 立 , 我 们 说 玉 和 下 是 独立 事件 。 

由 于 ptE1F)}= p(ENF)/p(F), 问 是 和 否 p(E1F)= p(tFE) 与 向 是 否 p(E[lF)= 
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Pp(E)p(l(F) 是 一 样 的 。 从 而 得 到 下 面 的 定 羡 。 

定 灾 了 章 件 玉 和 F 是 独立 的 ， 当 且 仅 当 p(ENF)= p(E)p(F)。 

例 $ 很 设 正 是 随机 产生 以 一 个 1 开始 的 4 位 二 进 制 串 的 事件 ,FF 是 随机 产生 包含 入 数 
个 涪 的 二 进 制 串 的 事件 。 如 果 16 个 4 位 二 进 制 品 是 等 可 能 的 和 FF 是 独立 的 吗 ? 

解 以 1 开始 的 4 位 二 进 制 种 有 8 个 :1000,1001,1010,1011,1100,110t1,1110 和 1111， 
包含 价 数 个 0 的 4 位 二 进 制 哩 也 有 8 个 : 0000，0011，0101，0110，1001，10310，1100， 
tl111。 因 为 4 位 二 进 制 串 有 16 个 ， 故 

pliE)= p(t(F)}=8/A6=1/2 
由 于 EN 站 FF = 11111 ,1100,1010,1001| ,因此 
p(ENF)=4/A6=174 
因为 
p({ENMNF)=1/4= (02)(172)= p(E)p(F) 
我 们 断定 到 和 是 独立 的 。 上 

例 56 和 俩 4 类似 ,假定 一 个 家 许可 以 有 两 个 孩子 的 4 种 情况 是 等 可 能 的 。 事 人 忻 王 是 有 
两 个 孩子 的 家 庭 有 两 个 男 共 ,事件 下 是 有 两 个 孩子 的 家 庭 至 少 有 一 个 男孩 , 王 和 了 是 否 
独立 ? 

解 ” 因 为 广 =18Bj ,我 们 有 p(E)=1A4。 在 例 4 我 们 证 明了 pp(F)=3A4 和 p(t(ENF) 
=1/4。 由 于 p(E 站 F)=1A4 关 3A16= (174)(374)=p(E)p( 下 ), 事 人 忻 EE 和 下 不 是 外 
立 的 。 | 

例 7 事件 五 是 某 个 有 三 个 孩 于 的 家 庭 有 男孩 也 有 女孩 ,下 是 有 二 个 护 子 的 家 庭 有 
至 包 有 一 个 男孩 。 假 定 一 个 家 庭 可 能 有 三 个 孩子 的 8 种 方式 是 等 串 能 的 ,五 和 FF 古 
否 独 立 ? 

解 一 个 家 许可 能 有 三 个 孩子 的 8 种 方式 是 BBB ,BBG , BGB ,BGG , GBB ,GBG, GOB,， 
GGG ,每 一 种 的 概率 都 是 1/8。 因 为 E = {BBG, BGB, BGG, GBB, GBG,GGB|,F = 1BGG, 
CBG ,GOB ,GGG ,¥HAENF= (BGG ,GBG,GGB),A 人 而 p(E)=6/8- 3/4,p(F)=4/8= 
12,H pl(ENF)=3A。 由 于 


p(ENF)=B- 半 7p(E)p(F) 
可 以 断言 EE 和 下 是 独立 的 。( 这 个 结论 似乎 是 令 人 人 惊奇 的 。 的 确 ， 如 果 我 们 改变 护 子 数 ， 结 
论 可 能 不 再 成 立 。 见 节 末 的 练习 19,) 攻 


4.5.6 伯 努 利 实验 与 二 项 式 分 布 
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项 具有 两 种 可 能 结果 的 实验 就 叫做 一 次 信和 努 利 实验 。 它 是 以 詹姆斯 : 怕 努 利 命 名 的 ， 他 对 
慨 率 论 作出 了 重要 的 贡献 。 一般 地 说 ,一 次 伯 努 利 实 验 的 一 个 可 能 的 结果 叫做 成 功 或 失败 。 
如 条 疡 是 一 次 成 功 的 概率 ，4 是 一 次 失败 的 概率 ， 那么 p+g=1。 

当 一 个 实验 由 n 次 独立 的 伯 努 利 实验 组 成 时 ， 许 多 问题 下 以 通过 确定 到 次 成 功 的 概率 
来 解决 。 考 虑 下 面 的 例子 。 


例 8 一 术 硬 币 是 不 均 义 的 ， 以 至 于 出 现 头 像 的 概率 是 2/3。 假 定 每 次 掷 硬币 是 独立 的 ， 
当 掷 7 次 硬币 时 恰好 4 次 出 现 头 像 的 概率 是 多 少 ? 


解 ” 当 一 榴 硬 而 被 所 7 次 时 存在 2'=128 种 可 能 的 结果 ,7 次 中 有 4 次 出 现 头 像 的 方式 
数量 C7,4).。 因 为 7 次 按 币 是 独立 的 ,每 一 个 这 样 的 结果 都 有 概率 (2/3)+(173)3。 因 此 ,， 从 
好 4 次 出 现 头 像 的 概率 是 


C7,4) 02/3 /3Y = 


_ S00 
-F183 图 
参照 在 例 8 中 使 用 的 推理 ， 我 们 可 以 建立 下 面 的 定理 ， 它 告诉 我 们 在 n 次 独立 的 伯 努 
利和 实验 中 有 次 成 功 的 概率 。 
定理 1 在 中 次 独立 的 怕 努 利 实验 中 有 上 天 次 成 功 的 概率 在 成 功 概率 为 训 ， 失 败 概率 为 9 
的 nn 次 独立 的 伯 努 利 实 验 中 有 次 成 功 的 概率 是 


Cln,k)po” * 

证 ” 当 执 行 n 次 伯 努 利 实验 时 ， 结 果 是 元 组 (11 ,#3,… ,#4) ,其 中 i = S (成 功 } 或 二 
= 下 (失败)，i 二 1，2，.…，n。 由 于 nn 次 实验 是 独立 的 ， 由 上 次 成 功 和 nn 一 上 次 失败 (以 
任何 顺序 ) 组 成 的 每 个 ”次 实验 结果 的 概率 是 ptrqg""*。 因 为 由 S 和 下 构成 的 包含 站 个 5 
的 妹 元 组 有 CC 人 2) 个 , 大 次 成 功 的 概率 是 


C{lnskR) pro" * 口 

我 们 将 成 功 概率 为 bp、 失败 概 率 为 o=1 一 p 的 nn 次 独立 的 伯 努 利 实验 中 有 大 次 成 功 的 

概率 记 作 5(&;n, 户 )。 作 为 上 有 的话 数 ， 我 们 把 这 个 隙 数 称 为 三 项 式 分 布 。 定理 1 告诉 我 们 ， 
plkin, p= Cn,k) pg *o 


例 93 当 产 生 10 位 二 进 制品 时 ， 若 产生 一 位 0 的 概率 是 0.9， 一 位 1 的 概率 是 0.1， 且 
每 一 位 的 产生 是 独立 的 ， 那么 产生 恰好 8 位 0 的 概率 是 多 少 ? 


Pr 


加 笛 姆 斯 : 伯 努 利 (James Herneouli,1654 一 1705) 人 努 利 又 名 雅 各 布 ， 诞生 在 瑞士 的 巴塞 尔 。 他 是 怕 努 利家 族 的 
位 点 越 的 数学 家 之 一 ( 见 8.1 节 数 学 家 的 伯 弩 利家 谱 )。 划 从 地 父亲 的 意愿 ， 科 娩 斯 学 习 了 神学 并 且 担 任 了 神 
职 。 则 和 他 父亲 的 愿望 相反 ， 他 也 研究 数学 和 天 文学 。 从 1676 到 1682 年 他 这 及 欧洲 旅行 ,获释 了 数学 和 科学 的 最 新 恬 现 ， 
他 在 1682 年 返回 巴塞 尔 ， 创 立 了 数学 和 科学 学 校 。1687 年 他 被 任命 为 蕊 守 尔 大 学 的 数学 教授 ， 间 在 这 个 习 置 族 革 一生。 
篇 姆 斯 - 伯 努 利 最 知名 的 著作 是 《Ars Conectandi》， 发 表 在 他 死 后 8 年 。 在 这 本 著作 中 他 描述 了 在 概率 论 和 术 举 中 的 
已 知 结果 ， 并 常常 对 已 知 靖 果 提供 男 外 的 证 明 。 这 本 着 人 帮 也 包 会 了 概率 论 对 机 会 对 第 的 应 用 和 关 十 著名 的 天 数 定 理 的 介 
缁 。 这 条 定理 才 述 了 如 果 =*>0， 当 = 挛 得 任意 天时 ， 事 性 正在 5 次 实验 中 出 再 的 次 数 瞪 以 wn 的 比 与 ptE) 的 盖 在 6 之 内 


的 概率 接近 十 1。 
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解 ”由 定理 1， 愉 好 产生 8 位 0 的 概率 是 


5(8;10.0.9)= C00,8) (0.90)00.1)*=0.1937102445 图 
注意 当 执 行 n 次 独立 的 伯 努 利 实 验 时 ， 对 于 万 =0，1，2，…，n， 存 在 记 次 成 功 的 机 
率 之 和 等 于 


DC k) pq" *- (pt+o)”—!1 
显然 应 度 旭 此 。 在 这 串 等 式 中 的 第 一 个 相等 是 二 项 式 定 理 的 结果 ， 第 二 个 相等 是 由 于 
了 一 一 疡 - 
4.5.7 随机 变量 


许多 问题 部 涉及 到 一 个 与 实验 结果 相关 的 数值 。 例 如， 我 们 可 能 想 知 道 当 随机 产生 10 
位 二 进 制 串 时 含 9 个 1 的 概率 ,或 者 我 们 想 知 道 挪 20 次 厂 币 时 有 11 次 头像 向 下 的 概率 。 为 
了 研究 这 类 问题 我 们 引信 随机 变量 的 概念 。 


定 兴 4 一 个 随机 亦 量 是 从 实验 的 样本 空间 到 实数 集 的 函数 。 即 是 说 ， 一 个 随机 变量 对 
每 个 可 能 的 结果 赋 一 个 实数 值 。 
注意 ”一 个 随机 变量 是 一 个 函数 ,而 不 是 一 个 变 萤 ,并且 它 也 不 是 随机 的 1 


例 10 候 设 一 个 硬币 被 掷 3 次 。 令 X(b9 是 出 现 头像 的 个 数 ， 其 中 :上 是 结果 。 那 么 随机 
变 甚 XX(7?) 取 但 如 下 : 


X(HHH)=3 
xX(HHT)= X(HTH)= XCHH)=2 
X(TTH)= X(THT)= X(HTT)=1 
X(TTT)=0 国 
例 11 设 X 是 掷 一 对 仍 子 时 的 出 现 的 点 数 之 和 。 那 么 这 个 随机 变星 对 36 个 可 能 的 结果 
(i, 门 取 什 么 值 ? 这 里 的 i 和 j 分 别 表示 当 据 两 个 仙 子 时 第 一 个 和 第 二 个 艇 子 出 现 航 点 数 。 


解 随机 变量 XX 取 值 如 下 : 
Xl1,1))}=2 
X((1,2)) = X(t(2,1))=3 
X{(1,3))= X((2,2))X((3,1))=4 
NC,4)) = X23)) = KC(3,2)) = X(t4,1))=5 
XC(1.5)) = X24)) = X33))= X42)) = XS,1))=6 
XC,6)) = XE,5)) = KX{((3,4)) = KX(C4,3)) = X((5,2)) = KX((6,1))=7 
NX(2,.6)) = (3,5)) = XC(4,4)) = XC((S,3))= X(t(6,2))=8 
XCC3,6)) = X((4,5)) = X54)) = X((6,3))}= 9 
X((4,6)) = KE(5,5))= XC(C6,4)) = 10 
XS,6)) = X((6,5))=11 
XxX((6,6))= 12 加 
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a 


4.5.8$ 期 望 信 


许多 问题 可 以 用 我 们 所 期 望 的 随机 变量 的 取 值 ， 战 者 更 精确 地 说 是 用 随机 变量 在 六 量 
~” 实验 中 的 平均 值 来 表示 。 这 类 问题 包含 : 当 毛 100 次 硬币 时 预期 会 出 现 儿 少 次 头像 ? 
在 表 中 线性 查找 -个 元 率 时 预期 的 比较 次 数 是 多 少 ? 为 研究 这 类 问题 我 们 直人 关于 一 个 随机 


实 量 的 期 望 值 的 概念 。 
定义 5 随机 变 租 X(t;) 在 样本 空间 5 的 期 望 信 (或 期 望 】 等 于 
FE(X)= SPUs)X(s) 
注意 当 样 本 空间 S 有 nn 个 元 素 时 ，S= jrj yroye sr] (NX) Dp(r)X(r,)。 
注意 这 里 我 们 仅 关 心 与 有 限期 望 值 相 关 的 随机 变量 。 


例 12 -- 个 均匀 的 硬币 被 施 了 3 次 。 令 3 中 8 种 可 能 缚 果 的 样本 空间 ，X 是 随机 变量 ， 
它 对 结果 的 赃 值 是 结 果 中 的 头像 数 。 那 么 和 的 期 望 全 是 什么 ? 


解 ”在 例 10 中 我 们 列 出 了 指 3 次 硬币 时 X 对 8 个 可 能 结果 的 值 ,。 由 于 硬币 是 均匀 的 且 
每 次 掷 硬 币 是 独立 的 ， 每 个 结果 的 概率 痢 是 1/8。 因 此 ， 


E(xX) = (XCHHH) + XCHHT)+ XCHTH) + X(THHY + X(TTH) 


+ R(THT)}+ XCHTT}+ X(TTT)) 


= (3+2+2+2+1+1+1+0) 


当 一 个 实验 有 相对 较 少 的 结果 时 ， 我 们 可 以 直接 从 定义 计算 随机 变量 的 期 望 信 ， 正 像 在 
例 12 中 所 敌 的 。 但 是 ， 当 一 个 实验 有 许多 结果 时 ， 直 接 由 定义 计算 随机 变量 的 期 望 值 可 能 
是 不 方便 的 。 换 一 种 作法 ,我们 可 以 将 随机 变量 的 信 相 等 的 实验 结果 分 成 组 来 找 随机 变量 的 
期 望 值 。 特 别 地 ， 和 假设 站 是 值 域 为 X(S) 的 随机 变量 ，p (X= r) 是 随机 变量 区 取 值 7 的 概 
率 。 因 此 ，p{ 久 =7) 是 使 得 (s)= > 的 结果 s 的 概率 。 从 而 得 到 


E(X)= 2 plXR=r)r 


+ 于 三 宇 


例 13 和 14 说 明了 这 个 公式 的 用 法 。 在 例 13 中 我 们 将 找 出 掷 两 个 均 写 的 能 子 出 更 的 点 数 之 
和 的 期 望 值 。 在 例 14 中 ,我 们 将 乒 出 当 执行 次 伯 努 利 实验 时 成 功 滩 数 的 期 望 值 。 


例 13 当 措 一 对 均匀 的 锅子 时 所 出 现 的 点 数 之 和 的 期 望 值 是 什么 ? 


解 设 久 是 随机 变量 ， 它 等 于 毛 一 对 山子 所 出 现 的 点 数 之 和 。 在 讽 11 我 们 列 出 了 这 个 
空 验 的 36 个 结果 的 愉 。X 的 值 域 是 12,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}。 由 例 11 我 们 廊 
p(X=2)= p(X=12)=1/36 
p{R=3)= p{X=11)=2/36=1/8 
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p(X=4)= p(X=10)=3/36=17/12 
p(X=5)= p(X=9)=4/36=17/9 
ptX=6)= p(X=8)=5/36 
p(X=7)=6/36=16 


把 这 些 值 带 作 公式 ,得 


| 13. 工 +4. 工 +5- 工 +6, 之 + 了 ,二 


EX) 一 236+318+4 12+3 + 6 新 7 
9 1 1 ] 
ta6t9°g+ 10 .1 十 1 18 二 12 36 
例 14 当 执 行 次 们 努 利 实验 时 成 功 次 数 的 期 望 值 是 什么 ? 这 里 p 是 每 次 实验 成 功 的 


概率 。 


解 仿生 是 等 于 ”次 实验 中 成 功 次 数 的 随机 变量 。 由 定理 1 我 们 看 到 户 ( 左 = 二 )=C(n， 
上 ) pg” *。 于 是 把 随机 变量 赋值 相同 的 结果 分 到 一 组 ， 并 根据 分 组 来 求 随机 变量 的 期 望 慎 


的 公式 ， 我 们 有 
E(X)= Shp(X=&) 
= DC(n,k) pg 
= nC -1,4—1)p:g"* 
- np Cn 1,k— 1)p lo 
ov a 
= ee q)™ 
es 
证 明 的 第 三 个 等 式 是 由 4.3 市 的 绒 习 33 导出 的 Ctn,k)= 二 nC(ln 一 1, 一 1)AE 得 到 的 。 第 五 


个 等 式 是 将 ;= 一 1 代入 求 和 的 序 标 使 得 当 让 从 1 变 到 nn 时 7 从 0 并 到 ;一 1 得 到 的 。 第 六 
个 等 式 是 从 伯 努 利 定 理 得 出 的 。 第 上 七 个 等 式 是 由 于 p+g = 1。 由 这 个 计算 ， 可 以 断言 到 的 


期 望 仁 等 于 np。 这 意味 看 在 n 次 刘 努 利 实 验 中 现 期 的 成功 次 煞 是 zp。 加 
定理 2 建立 了 期 望 从 的 某 些 有 用 的 性 奈 ， 包 括 随 机 变量 之 和 的 期 望 全 就 是 它们 的 期 望 什 
之 和 。 


定理 2 如 果 总 和 YY 是 在 样 椒 空 间 S$S 上 的 随机 变量 , 那 么 FE(X+Y)=E(X)y+E(Y)。 
此 处， 如 果 XX 是 S$ 上 的 随机 变量 ，i =1, 2，…，n，n 是 正 整 数 , 那么 (XX)= ECXI)+ 
玉 { 训 y) 十 .… 十 (NX, )。 进 而 如 果 a 和 上 5 是 实数 ， 那么 E{faX+5)= aF(X)+ 思 。 


证 第 一 个 结果 可 耳 接 从 期 望 值 的 是 义 得 出 ， 因 为 
ELCX+Y)= Spls)( X(ts)+ Ys)) 
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= p(sIX(s)+ Ophsy Yhs) 
= E(tX}+E(Y) 
从 两 个 随机 变量 的 情况 出 发 使 用 数学 归纳 法 就 能 容易 地 得 到 具有 ”nm 个 随机 变量 的 结论。 
最 后 ， 由 于 本 esp(ls)=1, 有 E(aX+6)= 2 espls)(aX(ts)+hb)=aD esp(s) KX(s)+ 
bocesp(ls)=aB(X)+bo | 


定理 2 对 于 计算 期 望 值 可 能 是 很 有 用 前 ， 因 为 许多 随机 变量 是 简单 随机 变量 的 和 ， 正 如 
例 15 和 16 所 显示 的 。 


鲍 15 用 定理 2 找 出 挪 一 对 均 句 的 战 子 时 所 出 现 的 点 数 之 和 的 期 望 值 〈 在 俩 13 中 没有 
使 用 这 个 定理 也 求 出 了 这 个 值 )。 


解 ” 设 XI 和 Xs 是 随机 变量 ， 其 中 X,((i,7)) = i, 六 pL((i,j))==;, 使 得 区 | 是 第 一 个 规 
子 上 出 现 的 点 数 ，X, 是 第 二 个 骨 子 上 出 现 的 点 数 。 容 易 看 界 ， 因 为 (1 +2+3+4+5+6)76 
=21/6=772, 所 以 (XI1) = (Xs) = 二 772。 当 撕 两 个 骨 子 时 出 现 的 两 个 点 数 之 和 就 是 和 
X, + 及 ,根据 定理 2， 这 个 和 的 期 望 值 是 E(XI + 六 2) = EE(XI) + EBX)7/2+77/2=7。 痢 

例 16 在 例 14 中 ， 当 执行 n 次 伯 努 利 实验 时 成 功 次 数 的 期 望 值 由 直接 计算 证 明 是 np， 
这 里 p 是 每 次 实验 成 功 的 概率 。 证 明 这 个 结果 也 可 以 使 用 定理 2 得到。 


解 设 X 是 随机 变量 。 如 果 1; 是 成 功 ，X(ti,t2,… 24) 二 1 ;如 末 i 是 失败 ，X, (i， 
ty ta) =0。Xi 的 期 望 值 是 E(Xi)=1:p+0'(1 一 pp)=p,i=1,2,…,no 令 久 = XI1+X， 
+… 十 X, 司 得 X 计 数 当 执行 x 以 伯 努 利 实 验 时 成 功 的 次 数 。 把 定理 2 用 于 个 随机 变量 
的 和 ， 就 证 明了 E(X)=E(XI)+ E(X2)+..+E(X,)=np。 国 


我 们 已 经 讨论 了 独立 事件 。 我 们 现在 将 定义 什么 是 两 个 随机 变量 的 独立 性 。 
4,5.9 独立 随机 变量 
定义 6 随机 变量 X 和 Y 在 样本 空间 S 上 是 独立 的 ， 如 作 
plR(s)= rH Ys)=r2) = p(X{s)= ri pO(Y(s) = +2) 
换 钉 话说 ， 对 一 切实 数 "| 和 +，，X(s)=7ri 且 Y(s)=7; 的 概率 等 于 X(s)= rj 的 概率 与 Y 
(5)= rz 的 概率 之 积 。 
例 17 例 15 的 随机 变量 XU 和 XX; 是 独立 的 吗 ? 
解 设 $S=11,2,3,4,5,6] ,i,j 属于 S。 由 十 撕 一 对 骨 子 有 36 个 可 能 的 结果 并 且 每 个 结 
果 是 等 可 能 的 ， 夏 
p(XI=i X=7)=136 
及 由 于 第 一 个 蜗 子 出 更 i 和 第 二 个 骨 子 出 现 j 的 概率 都 是 1 即 p(X1=i)=1% 自 p(X 
二 7) = 二 176, 从 府 有 
p(XNI=iHCX,=;7)=1/36=(1/6)(01/6) = p(X = i)p(X2 = 7) 
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因此 X 和 XX, 是 独立 的 。 国 
例 18 证 明 随 机 变量 XI 和 天 =XI+X; 不 是 独立 的 ， 其 中 Xi 和 多; 的 定义 在 例 15 中 
给 出 。 


解 因为 区 /= 1 的 会 尺 是 第 一 个 骨 子 出 现 点 数 为 1， 这 就 推出 两 个 骨 子 的 点 数 之 和 不 柯 
能 等 于 12， 所 以 p(X 二 1 且 X=12)==0。 男 一 方面 ， p(X1==1})=1 作 和 和 p(X=12)= 1/36。 
国 此 ，pf(X=1 且 和 =12) 天 站 (XI=1) p(X=12)。 这 个 反例 证 明了 Xi 和 外 不 量 独 立 的 。 
加 

两 个 独立 的 随机 变量 之 积 的 期 望 值 是 它们 的 期 望 值 之 积 ， 正 如 定理 3 所 述 ， 


定理 3 如 果 X 和 YY 是 样本 空间 S$S 上 的 独立 的 随机 变量 ,那么 E(tXY)=E(X)E(Y)。 
证 因为 站 和 Y 了 是 独立 的 随机 变量 ， 由 随机 变量 的 定 闵 得 到 


E(XY)= ZX(s) Yls)pls) 
= ba rira: plXR(s}=r1H Y(ts)=r,) 


rE NIB rE YIS] 


一 之 riro pt ROS)= rijp( Y(ts)= ro) 


rE NMS. rE YUS) 


= | 23 rip(X(s)=7) -| 2 rap( Ys)= ra 


后 区 { r, {与 } 


= E(X}ELY) 国 
定理 得 证 。 
4.5.10 方差 


“太一 个 随机 变量 的 期 望 值 告 诉 我 们 的 是 它 的 平均 值 ， 介 是 并 没有 说 明 它 的 值 的 分 布 范 
2 围 。 例 如 ， 如 果 基 和 YY 是 集合 S= 11,2,3,4,5,6| 上 的 随机 变量 ， 对 所 有 的 s ES 有 X 
(s) 二 0, 且 若 s 人 E11,2,3} 则 YY(5)= 一 1; 若 S 志 14,5,61 则 Y(s)=1 那么 区 和 和 YY 的 期 望 值 都 是 
0。 但 是 随机 变量 X 永远 等 子 0， 而 随机 变量 Y 总 是 与 0 相差 1。-- 个 随机 变量 的 方差 带 助 
我 们 刻 划 一 个 随机 变量 的 值 的 分 布 范围 。 
定义 7 设 X 是 样本 空间 上 的 随机 变量 。XX 的 方差 记 为 V(X) , 且 

V(X)= (AX(s) —E(X)) p(s) 


X 的 标准 差 定义 为 vy ViK), 记 人 必 s( 六 )。 
下 面 的 定理 提供 了 关于 随机 变量 的 方差 的 一 个 有 用 的 简单 表达 式 。 
定理 4 如 果 XX 是 样本 空间 S 上 的 随机 变量 ,那么 V(X)= E(X’)- E(X’)。 
证 ”注意 到 
V(X)= SX(s) - ECX) p(s) 
一 XC) pls) -2E(X) EXC p(t EC(X) Spls) 
-EFE(X2Y -2E(X)E(X)+E(XY 
= E(X’}- E(X) 
在 倒数 第 二 步 我 们 使 用 了 ,ce ,p(s) =1 这 一 事实 。 国 
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例 19 一 个 但 努 利 实验 成功 则 Xi =1, 和 失败 则 X(t) = 0 如 果 请 旦 成 功 的 概率 ， 那么 
随机 变量 X 的 方差 是 什么 ? 

解 ” 因 为 XX 取 值 只 能 为 0 和 1， 因 此 X*(:)= (1:)。 于 是 ， 

VEIN)= EFE(X)- E(X) = p- p=p(l- pp)= po 略 

例 20 随机 变量 XX((i,j;))=2i 的 方差 是 什么 ? 这 里 狗 i 和 ; 分 别 是 毛 两 个 骨 子 时 第 一 
个 仙 子 和 第 二 个 山子 上 出 现 的 总 数 。 

解 ”我 们 将 使 用 定理 4 求 出 站 的 方差 。 为 此 ， 我 们 需要 找到 和 和 X 的 期 望 值 。 注 意 
到 当 赴 =2,，4,6, 8，10，12 寺 p( 训 = 外) 是 1%， 否 则 为 8， 因而 有 

E(X)=(2+4+6+8+10+12)/6=7 
种 
EC(CX’)=(2+4+6 +8 +10+12)/= 12 乃 
由 定理 4 得 
V(X)=E(X’)- E(X):=182/3 -49=35/3 用 

男 一 个 有 用 的 关于 方差 的 事实 是 ， 两 个 独立 的 随机 变量 的 和 的 方差 是 它们 的 方差 之 和 。 
例如 ， 这 个 结果 可 用 于 计算 wz 个 独立 的 伯 努 利 实验 结果 的 方差 ， 

定 锂 5 如 果 半 和 YY 是 样本 空间 S 上 两 个 独立 的 随机 变量 ,， 奢 么 V(X+ YY)= VLKX)+ 
V{Y}。 此 让， 如 果 对 于 正 整 数 n，, 是 S 上 两 两 独立 的 随机 变量 ，; =1,2,-…,n ,那么 
WE 十 这 十 十 六 ) = Yi VK) 十 "=e 十 V(X, )o 

证 由 定 埋 4 有 

V(X+Y)=FE((XR+ YT)})— EC(X+ YY) 


从 而 有 


V(X+ Y=E(XI+2XY + YY) {E(X)+ EC(Y)Y 
= F(X:)}+2E(( XY}+ ECY) -EC(X)Y—2E(X)IE(Y}-—- E(YY: 


因为 六 和 YY 是 独立 的 ， 由 定理 3 有 EXKY)= EE(X)E(Y), 从 而 得 到 
V{X+t YY)=(E(X)-—- ECX)Y+(E(Y)— FE(Y)’) 
= V(X)+V(Y) 
具有 x 个 两 两 独立 的 随机 变 蝇 的 情况 可 以 使 用 数学 归纳 法 证 骨 ; 这 个 证 明 留 给 读者 完成 。 量 
例 21 设 搓 两 个 股子 时 随机 变量 X 的 伟 是 X((i,j))=i+j, 其 中 i 是 第 一 个 骨 于 出 现 
的 点 数 ，; 是 第 二 个 骨 子 出 现 的 点 数 。 求 X 的 方差 和 标准 差 。 
解 设 X 和 X 是 掷 休 子 的 随机 变量 ， 其 中 XI 1 站 DJ)=iXa007=7yo 那么 正如 
例 17 所 证 明 的 ，X = XI+X 和 天 与 X 都 是 独立 的 。 由 定理 $3 得 到 V(X)= V(XI)+ 
V(X;)。 按 和 例 20 类 杞 的 简单 计算 与 本 章 后 的 补充 练习 43 告诉 我 们 , V(XI)=V (XX) 二 
35A12。 因 上 此， V(X)=35/2+35A/2=35/ HB ol R= 36 天 


-一 =p si a 
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了 其 州 玫 学 尼 草 司 用 


我 们 现在 求 随机 变量 的 方差 ， 该 随机 变量 计数 执行 二 次 独立 的 伯 努 利 实验 时 的 成 功 
次 数 。 

例 22 当 执 行 n 次 独立 的 伯 努 利 实验 时 ,什么 是 计数 成 功 次 数 的 随机 变量 的 方差 ? 这 
里 p 是 每 次 实验 成 功 的 概率 。 

解 设 点 1 是 随机 次 量 ， 且 和 震 是 FE 成 功 则 其 (ta = ,者 是 ts 具 牙 刚 R,({r)， 
ta 一。 今 不 二 总 | + 所 十 和 十 入。 , 慰 么 X 计数 在 并 次 实验 中 的 成 功 次 数 ， 由 定理 5 
得 到 W(X) = VCRI)+ V(X2) + … 二 V(X,)。 使 用 例 19， 有 V(X,)= pq,i=1,2,…,no。 从 
而 得 竺 V(X)= npg。 是 


4.5.11 切 引 雪夫 不 等 式 


一 个 随机 变量 的 取 值 与 它 的 期 望 值 距离 狗 远 ? 下 面 的 定理 叫做 切 比 雪夫 不等式， 它 对 随 
机 变量 的 值 与 它 的 期 望 值 之 差 超 过 某 个 指定 量 的 概率 提供 了 一 个 上 界 ， 有 屿 于 回答 这 个 问题 。 


定理 6 切 比 雪夫 不 等 式 设 下 是 在 样本 空间 S 上 的 概 襟 陋 数 为 p 的 渭 机 变量 。 如 果 y 
pl| Xs)} — E(X)|r}E VX) /Ar 
证 设 上 是 事件 
A= 1sESIK(s)— E{(X)|Fr| 
我 们 想 要 证 明 的 是 p(A) 志 V(X)/r* 。 注 意 
V(X)= (XC) E(X)) ps) 
= XC ECXI PO) + SAX(s) ~ ECX)) p(s) 
在 这 个 表达 式 中 的 第 二 个 和 是 非 负 和 的， 因为 它 的 每 个 被 加 数 是 非 负 的 。 六 因为 对 于 A 中 的 
每 个 元 素 ;s， 有 (X(s)】- EE(X))* 宇 yr*, 这 个 表达 式 的 第 一 个 和 至 少 是 写 ,e ar*pls)。 国 此 ， 
V(r) 宕 这, nar pls)= rip(BA)o 这 正 是 我 们 想 证 明 的 。 口 


尽管 切 比 雪夫 不 等 式 能 用 于 任何 的 育 机 变量 , 但 对 于 随机 变量 的 秆 大 大 超过 其 均值 的 概 
率 往往 不 能 提供 一 个 实际 的 估计 。 这 可 以 由 下 面 的 例子 说 明 。 


和 守 中 切 比 雪夫 (Pafnuty Lvovich Chebyshev，1821 一 1894) 切 比 雪夫 诞生 在 骸 罗 斯 。 他 的 名 素 是 一 个 曾经 与 拿 琶 
“7 个 战斗 过 的 退役 军官 。1832 年 ， 这 个 家 庭 带 着 九 个 巷子 鬼 到 莫斯科 。 他 在 莫斯科 的 家 果 学 完了 高 中 课程 ， 进 入 了 
莫斯科 大 学 的 物理 学 数学 系 。 必 为 一 个 学 生 ， 他 提出 了 一 种 新 的 方法 求 方程 的 近 亿 根 ，1841 年 他 以 莫斯科 太 学 毕业 ， 获 
科 娄 学 学 位 ， 并 和 且 继 凌 他 的 学习 ,在 1843 年 通过 硕士 考试 并 在 1846 年 完成 地 的 磺 士 沦 六。 

1847 年 ， 切 比 雪 去 受聘 为 圣 被 得 堡 大 学 的 一 个 助教 。 在 1847 年 他 写 了 一 简 论 立 并 通过 竺 将。1860 年 他 成 为 至 彼得 
堡 太 学 的 教授 ， 并 一 直 工 作 到 1882 年 。 他 在 1849 年 写 的 存 关 同 余 理论 的 著作 对 数论 的 发 展 是 很 有 影响 的 。 人 关于 圳 数 
分 布 的 研究 工作 是 开创 性 的 。 他 证 明了 上 臣 川 【Bertrand) 的 猜想 ， 即 对 每 个 整数 n >3， 存 在 一 个 在 mm 和 2n 一 2 之 间 的 案 
数 。 切 比 雪 堪 提出 了 -- 些 新 的 思想 ， 后 来 用 这 些 思 想 证 明了 之 数 定理 。 切 比 雪 去 用 名 项 式 必 号 数 过 近 的 工作 ， 广泛 地 用 
于 计算 机 巾 对 函数 的 求 什 。 切 比 雪 去 也 对 力学 感 兴 趣 。 他 研究 了 怎样 通过 机 机 抹 合 将 旋转 运动 转换 成 直线 运动 。 切 比 雪 
夫 用 三 个 连 杆 的 近似 直线 运动 实现 平行 运动 。 
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例 23 设 X 是 当 气 一 个 均匀 角 子 时 的 随机 计量 ，X 的 值 就 是 出 现 的 数字 。 我 们 有 玉 
( 革 )=7 这 人 ( 见 船 15) 和 W(X)=35712 (网 和 枫 20)。 因 为 外 的 可 能 取 值 是 1,2,3,4,5 和 5,， 下 
(X) =7A/，X 不 可 能 比 它 的 均值 多 5 必 。 因 此 ， 如 上 宁 r 之 5 人 2,p(| 基 -7 刘 | 宇 r)=0。 册 切 
比 雪夫 不 等 式 知 道 p(|XX- 7 有 21 宇 r) 夺 (35A12)/r*。 例如， 当 x=3 时 ,， 切 比 雪夫 不 等 式 告 
诉 我 们 p( 针 -7 有 2| 守 3) 夺 (35712)A9=35/108。 这 是 一 个 很 差 的 人 生计 ,因为 p( 关 -7 人 2| 宇 77 
2) =0。 国 


4.5.12 平均 状态 下 的 计算 复杂 性 


计算 一 个 算法 在 平均 状态 下 的 计算 复杂 性 ， 可 以 转变 成 计算 一 个 随机 变量 的 期 望 值 。 设 
一 个 实验 的 样本 空间 是 可 能 输入 a,(j = 1,2,…,z) 的 集合 ， 且 令 随 机 变量 X 对 a, 赋值 是 a 
作为 输入 时 该 算法 用 到 的 操作 次 数 。 基 于 我 们 对 输入 的 了 解 ， 对 每 个 可 能 的 输入 w 赋 给 一 
个 概率 p(a,)。 那 么 该 算法 在 平均 状态 下 的 复杂 性 是 

E(X)= pla}X(a,) 

这 就 是 X 的 期 望 值 。 

在 例 24 中 我 们 将 显示 怎样 求 线性 搜索 算法 在 不 同 假 设 下 的 计算 复杂 性 ， 这 些 假设 与 被 
搜索 的 元 素 在 表 中 的 概率 相关 。 

例 24 线性 搜索 算法 在 平均 状态 下 的 计算 复杂 性 ”给 定 元 素 x 入 个 不 同 实数 的 表 。 
在 2.1 节 描述 的 线性 搜索 算法 通过 把 这 个 元 素 与 表 中 的 每 个 元 素 进 行 比 较 来 查找 z+。 当 工 
被 找到 或 者 检查 了 所 有 的 元 隶 并 确定 z 不 在 表 中 时 算法 结束 。 如 果 zx 在 表 中 的 概率 是 p， 并 
且 xz 是 表 中 个 元 素 的 概率 相等 ， 那 么 这 个 线性 搜索 算法 在 平均 状态 下 的 复杂 度 是 什么 ? 
(存在 n+ 1 种 可 能 的 输入 这 个 数 在 表 中 有 * 种 ， 不 在 表 中 也 作为 一 种 。) 

解 ”在 2.2 节 例 4 我们 证 明了 如 果 z 等 于 表 中 的 第 i 个 元 豪 要 用 2i+ 1 次 比较 , 在 2.2 


节 例 2 中 又 证 有 明了 如 果 x 不 在 袁 中 要 用 2n +2 深 比 较 。x 等 于 表 中 第 i 个 元 素 a, 的 概率 是 
An，X 不 在 表 中 的 概率 有 是 g=1- 关 。 从 而 得 到 线性 搜索 算法 在 平均 状态 下 的 计算 复杂 性 是 


FE =3p/n+t+Sp/nt.-.+ (2n+1)p/n+{2n+2)g 


= (3+5+. + (2n+1))+ (2n+2)g 


=P((n+1)? -1)+(2n+2)g 

= pln+2)+{2nx+2)g 
(第 三 个 等 式 是 由 于 3.2 节 的 例 2。) 讽 如 ， 当 之 和 保证 在 表 中 有 时， 有 户 =1 (对 每 个 ji， zz 二 a 
的 概率 是 1An} 和 ga =0。 因 此 玉 = n+2， 正 如 我 们 在 2.2 节 例 4 所 证 明 的 。 

当 x 在 表 中 的 概率 pp 是 1 这 时 , 可 知 g=1-p=1 人 这， 从 而 EE=(n+2)/2+n+1= (3n 
+d4) 。 类 似 地 ， 如 果 x 在 表 中 的 概率 是 3/4， 我 们 有 pp = 人 因此 五 =3(5 二 
2YA4+ (n+1)/= (5n +8) 4, 

最 后 ， 当 x 保证 不 在 吉 中 时 ， 有 =0 和 z=1 从 而 得 到 下 =2n+2， 这 并 不 奇怪 ， 因 
为 我 们 必须 搜索 整个 的 表 。 国 


ep ai -Prh a mm =- 
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274 本 发 慢 学 驱 基 三 有 局 


练习 

1. 当 乓 一 个 不 均匀 的 硬币 时 如 果 出 现 头 像 的 可 能 性 是 不 出 现 头 像 可 能 人 性 的 3 人 悦 ， 那 么 出 更 
头像 的 概率 是 多 少 ? 未 出 现 头 像 的 概率 是 多 少 "” 

2. 妆 搓 一 个 不 均匀 的 蜗 子 时 如 果 出 现 3 点 的 可 能 人 性 是 其 他 5 点 数 中 每 个 点 数 的 2 信 ， 求 出 
每 种 结果 的 和 概率。 

3. 当 手 一 一 个 不 均匀 的 伐 子 时 和 如果 出 现 2 或 4 点 的 可 能 性 是 出 现 其 他 4 个 点 数 中 某 个 数 的 3 
倍 ， 求 出 每 种 结果 的 概率 。 

4. 证 明 当 缩 果 是 等 可 能 的 时 候 ， 条 件 ( 间 和 (ii 在 拉 普 拉 斯 的 概率 定义 下 是 满足 的 。 

5. 撞 一 对 从 子 ， 第 一 个 仍 子 出 更 4 点 的 概率 是 27， 第 二 个 般 子 出 更 3 点 的 概率 是 2/， 旦 
每 个 骨 子 出 现 其 他 点 数 的 概率 是 1 了。 当 2 个 般 子 被 元 时 点 数 之 和 等 于 7 的 概率 是 
多 少 ? 

6. 很 设 和 下 是 事件 ,满足 ptE)=0.8,p(F})=0.6, 证 明 疡 (下 门下 ) 六 由 ,4。 

7. 证 明 如 果 五 和 下 是 事件 ,那么 p(ENMNF) 宇 p(E)+ pt) 一 1。 这 就 是 邦 费 罗 尼 不 和 车 式 。 

8. 使 用 数学 归纳 法 证 明 下 述 一 般 性 的 邦 弗 软 尼 不 等 式 : 


p{EfTESNMN--E NE EPIED) + pl(E2): + plE}- Cn-1) 


其 中 Ei ,EF2,…,E; 是 ?个 事件 。 
9. 证 明 如 内 EE1, 玉 ;,… ,EE 是 一 个 有 限 样本 空间 的 事件 ， 那 么 


piEUEDU.-.-. UE Ep(ED+ ptE)+...+ p(E,) 


这 就 是 布 东 和 不等式。 
10. 如 果 玉 和 下 是 独立 的 事件 ， 证 明 玉 和 下 也 是 独立 的 事件 。 
]1. 如 果 玉 和 下 是 独立 的 事件 ,证明 或 反 证 天 和 F 也 必须 是 独立 的 事件 ， 


广 等 了 二 ~14 水 及 了 一 组 人 里 至 少 两 个 人 有 相同 生日 的 概率 。 


“ “12. 假定 所 有 的 366 天 作为 生日 具有 相同 的 可 能 性 ，2 个 人 有 相同 生日 的 概率 是 多 少 ? 

“13. a) 假定 366 天 的 每 一 天 作为 生日 是 等 可 能 的 ， 那么 在 一 组 m 个 人 里 至 少 2 个 人 有 相同 
生日 的 概率 是 多 少 ? [提示 : 找 出 在 一 组 个 人 里 所 有 人 的 生日 都 不 相同 的 概率 。] 
b) 要 使 得 至 少 两 个 人 的 生日 相等 的 概率 大 子 1/2 需要 多 少 个 人 ? 
只 有 闲 年 有 2 月 29 日 。 能 被 4 整除 但 不 能 被 100 整除 的 都 是 闽 年 ， 能 被 100 整除 但 不 
被 400 整除 的 不 是 周年 ， 能 被 400 整除 的 是 闭 年 。 
a) 对 于 生日 应 该 用 哪 种 概率 分 布 来 反映 2 月 29 日 出 现 次 数 的 多 少 ? 
b) 用 这 个 概率 分 布 回答 练习 13 的 a) 中 所 问 的 问题 。 

15. 给 定 撞 硬币 第 一 次 的 头像 在 上 ， 当 一 个 雹 名 的 硬币 搜 邱 $ 次 时 恰好 4 次 头像 在 上 的 条 件 
概率 是 什么 ? 

16. 给 定 搓 硬 币 常 一 次 的 头像 在 下 ， 妆 一 个 均匀 的 硬币 被 搓 5 次 时 恰好 4 次 头像 在 上 的 条 件 
概率 是 什么 ? 

17, 给 定 第 一 位 是 1， 湖 机 产生 4 位 二 进 制 串 并 使 得 它 至 少 包 会 2 个 连续 的 0 的 条 件 概 率 是 
什么 ? 
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18, 随机 产生 3 位 二 进 制 早 ， 设 是 这 个 串 合 有 奇数 个 1 的 事件 ， 下 是 这 个 中 以 1 开始 的 事 
件 。E 钊 FF 是 独立 的 吗 ? 

19. 设 瑟 和 FF 分别 表 示 有 nn 个 孩子 的 家 庭 问 时 有 男孩 和 女孩 以 及 至 多 有 1 个 男孩 的 事件 。 在 
下 述 每 种 条 件 下 五 和 下 是 独立 的 吗 ? 
4a) 站 二 了 b) n=4 Cj nr 二 5 

20. 假定 一 个 孩子 是 男孩 的 概率 是 0.51， 且 诞生 在 一 个 家 庭 的 孩子 的 性 别 是 独立 的 。 一 个 圾 
庭 有 5 个 孩子 ， 那 么 
a) 怡 有 3 个 男孩 的 概率 是 什么 ? 
b) 至 少 有 1 个 男孩 的 概率 是 什么 ? 
c) 至 上 少 有 1 个 女孩 的 概率 是 什么 ? 
d) 所 有 的 孩子 有 相同 性 别 的 概率 是 什么 ? 

21. 一 组 6 个 大 玩 “ 单 人 出 局 ”的 游戏 来 确定 谁 买 茶点 。 每 个 人 掷 一 个 均匀 的 硬币 。 如 采 一 
个 大 掷 出 的 结果 不 和 组 中 任何 其 他 人 相同 ， 这 个 人 就 必须 买 茶点 。 在 掷 过 一 次 硬币 以 后 
出 现 这 种 单 人 人 出 局 的 概率 是 儿 少 ? 

22 .随机 产生 不 包含 0 的 10 位 的 二 进 制 串 ， 如 果 每 位 的 产生 是 独立 的 。 求 出 下 列 每 种 情 狐 
下 的 概率 ， 
a) 一 位 为 0 和 为 1 是 等 可 能 的 。 
b) 一 个 为 1 的 概率 是 0.6。 
c) 第 i 位 为 1 的 概率 是 172'， i=1, 2, 3,.…， 10。 

23. 求 有 5 个 孩子 的 家 庭 没 有 男 护 的 概率 ， 如 果 护 子 的 性 别 是 独立 的 ， 且 
4&) 一 个 男孩 和 一 个 女孩 是 等 可 能 的 。 
b) 一 个 男孩 的 概率 是 0.51。 
c) 第 i 个 孩子 是 男孩 的 概率 是 0.5t 一 (2/100)。6 

24. 随机 产生 一 个 以 1 开始 或 以 00 结尾 的 10 位 二 进 制 串 ， 如 果 每 位 的 产生 是 独立 的 ， 分 别 
求 在 22 题 a) ,b) 和 c) 辐 样 条 件 下 的 概率 。 

25, 按照 习题 23a),b) 和 ec) 同样 的 条 性， 分 别 求 出 有 5 个 孩子 的 家 庭 中 第 1 个 孩子 是 男孩 或 
者 最 后 2 个 防 子 是 女孩 的 概率 。 

26 . 求 出 在 下 述 每 种 情况 下 执行 ”次 独立 的 伯 努 利 实验 时 的 概率 ， 其 中 每 次 实验 的 成 功 概 率 
为 po 
a) 没有 1 次 成 功 的 概率 。 
b) 至 少 1 次 成 功 的 概率 。 
c)】 至 多 1 次 成 功 的 概率 ， 
d) 至 少 2 次 成 功 的 概率 。 

27. 求 出 在 下 述 每 种 情况 下 执行 x 次 独立 的 伯 努 利 实验 时 的 概率 ， 其 中 每 次 实验 的 成 功 概率 
为 po 
a) 没有 1 次 失败 的 概率 。 
b) 至 少 1 次 失败 的 概率 。 
c) 至 多 1 次 失败 的 概率 ，。 
d) 至 少 2 次 失败 的 概率 。 
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28,. 当 一 个 均匀 的 硬币 被 搓 10 次 时 ， 预 期 出 现 多 少 次 头像 在 上 ? 

29. 当 一 个 均 勾 的 锅子 被 掷 10 次 时 ， 预 期 出 现 客 少 次 硬 点 ? 

30. 一 个 硬币 是 不 均匀 的 ， 使 得 六 出 头像 在 上 的 概率 是 0.6， 当 撞 10 次 时 预期 出 现 多 少 次 头 
像 在 上 ? 

31. 掷 2 个 不 均匀 的 骨 子 ， 基 中 3 点 出 现 的 次 数 是 其 他 每 个 点 数 的 2 和信。2 个 骨 子 现 期 出 现 
的 点 数 和 是 什么 ? 

32. 如 果 彩 票 包含 了 从 集合 11,2… ,50| 选 出 的 5 个 中 疾 数 字 就 赢 奖 1000 万 美元 ， 否 则 不 中 
奖 ， 那 么 买 1 美元 彩票 中 燃 的 期 望 值 是 多少 ? 

33. 离散 数学 课程 的 期 末 考 试 有 50 道真 假 判 断 题 ， 每 道 题 2 分: 还 有 25 道 多 选 题 ， 每 道 帧 
4 耸 。 于 达 正 确 回答 判断 题 的 概率 是 0.9， 正 确 回 管 多 选 是 的 概率 是 0.8。 她 在 期 来 考试 
预期 的 分 数 是 多 少 ? 

34. 当 拂 3 个 均匀 的 骨 子 时 预期 出 现 的 数字 和 和 是 多少 ? 

35. 有 2 个 不 同 整数 的 表 ， 很 设 zx 在 这 个 表 中 的 概率 是 2/3， 且 x 等 于 表 中 任何 元 素 的 概率 
相等 。 求 由 线性 搜索 算法 找 z 或 确定 它 不 在 表 中 所 用 的 平均 比较 次 数 。 

"36 . 有 nn 个 不 同 整 数 的 表 ， 和 假设 x 是 表 中 第 i 个 元 素 的 概率 为 i /ntn+1)j。 求 由 线性 搜 
索 算法 找 x 或 确定 x 不 在 表 中 使 用 的 平均 比较 次 数 。 


本 节 我 们 已 经 研究 了 具有 有 限 多 个 结果 的 实验 。 在 练习 37 一 40 我 们 将 研究 共有 可 数 多 
个 结果 的 实验 。 指 一 个 硬币 直到 它 不 出 现 涉 像 为 止 。 这 个 实验 的 样本 空间 是 


IT ,HT, HHT, HRBHT, HHHHT ,| 
硬币 椒 出 现 头 像 的 概率 是 pp。 


37. 在 掷 % 次 硬币 后 实验 结束 ， 即 出 现 xn -1 次 涉 像 和 1 次 非 涉 像 的 概率 是 多 少 ? 

38. 证 明 据 硬币 所 有 可 能 结果 的 概率 之 各 是 1。 

39. 至 多 掷 m 次 硬币 就 使 实验 结束 的 概率 是 多少 ? 

40. 司 实 验 结束 所 需要 搁 硬 币 次 数 的 期 望 值 是 多 少 ? 

41. 在 一 个 晚会 FE ，? 个 人 把 他 们 的 帽子 挂 在 柜子 的 幅 架 上 。 帽 子 且 乱 放 的 ， 且 每 个 人 随机 
地 选择 一 顶 。 预 期 有 多 少 人 能 够 恰好 选 到 自己 的 帽子 ? 

42. 设 X(s) 是 随机 变量 ， 对 所 有 的 ES,X(s) 是 非 负 整数 ， 且 A 是 满足 X(s) 汪 上 的 事件 。 
证 明 E(X)= > y_1P(AL)o 

43. 当 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 10 次 时 出 现 头 像 在 上 次 数 的 方差 是 什么 ? 

44. 当 一 个 均匀 的 般 子 被 掷 10 次 时 出 现 6 点 的 次 数 的 方差 是 什么 ? 

45. 设 X 是 掷 #a 个 硬币 时 计数 非 头 像 次 数 和 头像 次 数 之 差 的 随机 变量 。 
a) X， 的 期 望 值 是 什么 ? 
b》 多, 的 方差 是 什么 ? 

46. 提 殿 一 个 例子 说 明 当 两 个 随机 变量 不 独立 时 ， 它 们 的 和 的 方差 不 一 定 等 于 它们 的 方差 之 
相 。 

47. 设 X 是 样本 空间 S$S 上 的 一 个 随机 变量 ， 县 对 所 有 的 ;ES 有 X(s) 之 0。 证 明 对 每 个 正 实 
数 a 有 p{X(s) 汪 a) 达 (XK) Aa。 这 个 不 等 趟 叫 杷 尔 可 夫 不 等 武 。 

48. 假设 一 个 灌 装 厂 一 天 灌 装 苏打 饮料 的 听 数 是 一 个 随机 变量 。 它 的 期 望 值 基 10000， 方 卷 
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是 1000。 
a) 使 用 马尔 可 去 不 等 式 (练习 47) 得 到 该 厂 在 某 一 天 灌 装 听 数 超过 11000 的 概率 的 上 
界 。 
by 使 用 切 比 雪 去 不 等 式 得 到 该 厂 在 某 一 天 漠 装 听 数 在 9000 到 11000 之 间 的 概率 的 下 界 。 
49. 假 次 一 个 回收 中 心 一 天 回收 的 镀 涉 盒 数 是 一 个 随机 计量 , 它 的 期 望 值 是 50000， 方 差 是 
2500， 
a) 使 用 马尔 可 去 不 等 式 〈 练 习 47) 得 到 该 中 心 在 革 一 天 回收 向 头 盒 超 过 55000 的 概率 
的 上 办， 
by 使 用 切 比 雪 去 不 等 式 提 供 该 中 心 在 某 一 天 回收 的 镀 头 盒 数 在 40000 到 60000 之 间 的 
概率 的 下 界 。 


两 个 随机 变量 X 和 Y 在 样本 空间 5S 的 协 方差 记 作 Cov(X,Y) ,定义 为 消 机 变量 ( 广 一 
EF(X))(Y 一 E{Y)}) 的 期 望 什 ， 凤 Cov(X,Y) 二 E((X-E(X))(Y-E(Y)))。 


50. 证 明 Covy( 羡 ,了 ) = E(XY) 一 E(X}E(Y), 并 使 用 这 一 结果 证 明 ， 如 果 外 和 Y 是 独立 的 
随机 变量 则 CovfX ,Y) =0。 

51. 证 有 明 V(X+Y)= V(X)+ V(Y)+2Cov(X, Y), 

52, 如 果 久 和 Y 是 具有 X((i,7))=27i 和 和 Y((i,y))=i+j 的 随机 变量 ， 基 中 i 和 j 是 部 两 个 
均 名 的 骨 子 时 出 现在 第 一 和 第 二 个 骨 子 上 的 点 数 , 求 Cov( + Y)。 


4.6 一 般 性 的 排列 和 组 合 


4.6.1 引言 


在 许多 计数 问题 里 元 素 可 以 被 重复 使 用 。 例 如 ， 一 个 字母 或 一 个 数字 可 以 在 一 个 车 牌 中 
多 次 使 用 。 当 选 一 打 多 纳 圈 时 ， 每 种 可 以 被 重复 地 选择 。 这 与 本 章 前 面 讨论 的 计数 问题 形成 
对 照 ， 因 为 那里 我 们 只 考虑 每 个 项 至 多 可 以 使 用 一 次 的 排列 和 组 合 。 在 这 一 届 我 们 将 显示 沪 
样 求解 元 素 可 以 多 次 使 用 的 计数 问题 。 

还 有 ， 某 些 计数 问题 涉及 到 不 可 区 别 的 元 素 。 例 如 ， 为 计数 单词 SUCCESS 的 字母 可 能 
被 重新 排列 的 方式 数 ， 必 须 考虑 相同 字母 的 放置 。 这 又 与 前 面 讨论 的 所 有 元 紊 都 被 认 为 是 不 
同 的 计数 问题 大 相 径 庭 。 在 这 一 节 ， 我 们 将 描述 怎样 求解 某 些 元 素 是 不 可 区 别 的 计数 问题 。 

此 外 ,在 这 一 节 我 们 也 将 解释 怎样 求解 另 一 类 重要 的 计数 问题 ， 即 计数 把 不 同 的 元 双 放 
人 盒子 的 方法 数 的 问题 。 这 种 问题 的 一 个 例子 是 把 扑克 牌 发 给 4 个 玩 牌 人 的 不 同 的 方式 数 。 

把 在 本 章 前 面 描述 的 方法 与 这 一 节 引 人 的 方法 一 起 考虑 ， 就 构成 一 个 求解 广泛 的 计数 问 
题 的 有 用 的 工具 箱 。 当 把 第 5 章 讨论 的 新 的 方法 再 加 到 这 个 库 里 ， 你 将 能 够 求解 在 广泛 的 赋 
究 领 域 中 产生 的 大 多 数 计数 问题 。 


4.6.2 有 量 复 的 排列 
当 人 允许 重复 时 考虑 下 面 计 数 问 题 的 例子 。 
例 1 用 英语 字母 可 以 构成 多 少 个 半 位 罕 符 串 ? 
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解 ” 因 为 有 26 个 字母 ， 且 每 个 字母 是 以 被 重复 使 用 ， 由 乘积 法 则 可 以 看 出 存在 26” 个 
+ 位 字符 溃 。 国 

下 向 的 问题 涉及 概率 ， 也 涉及 有 重复 的 排列 。 

例 2 一 个 负 包含 5 个 红 球 和 7 个 蓝 球 ,， 如 果 一 个 球 取 出 以 后 又 放 辐 斌 里 ， 那么 从 这 个 
和 里 连续 取出 3 个 红 球 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 因 为 每 次 取 球 时 有 $ 个 红 球 在 缸 里 ， 根 据 乘 积 法 则 ， 成 功 的 结果 数 〔 即 取出 了 个 红 


球 的 方式 数 ) 是 3。 又 因为 每 次 取 球 时 和 里 都 是 12 个 球 ， 取 球 的 结果 总 数 是 12 。 于 是 ， 
所 求 的 概率 是 引 A12* = 12571728。 这 是 一 个 放 问 抽样 的 例子 。 图 


下 面 的 定理 给 出 了 当 人 站 许 重复 时 一 个 nn 元素 集 合 的 7- 排 列 数 。 
定理 1 有 其 有 mm 个 物体 的 集合 多 许 重 复 的 +- 排 列 数 是 n"。 


证 ” 当 允 许 重复 时 ,在 xr- 排列 中 对 + 个 位 置 中 的 每 个 位 置 有 x 种 方式 选择 集合 的 元 宫 ， 
因为 对 每 个 选择 ， 所 有 n 个 物体 都 是 有 效 的 .因此 ,出 乘积 法 则 ， 当 人 允许 重复 时 存在 n" 个 
排列 。 


4.6.3 有 午 和 舞 的 组 合 


考虑 下 面 元 素 人 允许 香 复 的 组 全 实例 。 


例 3 从 包含 苹果 、 机 子 和 梨 的 兢 时 选 4 个 水 果 。 如 果 选 择 水 果 的 顺序 无 关 ， 且 只 关心 
水 果 的 类 型 而 不 管 是 该 类 型 的 哪 一 个 水 果 ， 那 么 当 硕 中 每 类 水 条 至 少 有 4 个 时 有 多 少 种 选 


法 ? 
解 ” 为 了 求解 这 个 问题 ， 我 们 列 出 选择 水 果 的 所 有 本 能 的 方式 。 共 有 15 种 方式 : 
4 个 苹果 4 个 橙子 4 个 梨 
3 个 苹果 ，1 个 稳 子 3 个 革 果 ，1 个 梨 3 个 橙子 ，1 个 苹果 
3 个 检 子 ，1 个 各 3 个 梨 ，1 个 苹果 3 个 梨 ，1 个 楼 子 
2 个 苹果 ，2 个 橙子 2 个 苹果 ，2 个 梨 2 个 恰 子 ，2 个 梨 
2 个 苹果 ，1 个 柚子 ，1 个 梨 2 个 己 子 ,1 个 苹果 ，1 个 梨 2 个 梨 , 1 个 苹果 ,，] 
个 橙子 
这 个 解 是 从 3 个 元 素 的 集合 1 六 果 , 检 子 , 课 | 中 人 允许 重复 的 4- 组 合 数 。 加 


为 求解 这 种 类 型 的 更 复 淋 的 计数 问题 ， 我 们 需要 计数 一 个 = 元 素 集 合 的 短 组 合 的 一 般 
方法 。 在 例 4 中 ， 我 们 将 给 出 这 一 方法 。 

例 4 从 包含 1 美元，2 美元 、5 美元 ，10 美元 、20 美元 、50 美元 及 100 美元 的 钱 拒 中 
选 5 张 纸币 ， 有 和 多少 种 方式 ? 假定 不 管 纸币 被 选 的 次 序 ， 同 种 币值 的 纸币 都 是 不如 区 别 的 ， 
并 且 至 少 每 种 纸币 有 5 张 。 

解 ” 因 为 纸币 被 选 的 次 序 居 无 关 的 且 ?了 种 木 同类 型 的 纸币 都 可 以 选 5 次 ， 问 题 涉 及 的 是 
讨 数 从 了 个 元 素 的 集合 中 爷 许 重复 的 3- 组 合 数 。 列 出 所 有 的 可 能 性 将 是 簿 味 的 ， 因 为 存在 许 


多 的 解 。 相 反 ， 我 们 将 给 出 一 种 方法 米 计数 多 许 重复 的 组 合 数 。 
假设 一 个 零钱 合子 有 了 个 隔 间 ， 每 个 保存 一 种 纸币 ， 如 图 4-6 所 示 。 这 些 隔 间 被 56 块 甩 
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板 分 开 ， 下 如 图 中 所 画 的 。 每 选 拌 1 此 纸币 就 对 应 于 在 相应 的 隔 闻 里 放置 1 个 标记 。 图 4-7 
针对 选择 5 张 纸币 的 3 种 不 同方 式 给 出 了 这 种 对 应 ， 其 中 的 竖 线 表示 6 个 隔 板 ， 星 表示 5 张 
纸币 。 

选择 5 张 纸币 的 方法 数 对 应 于 安 
排 6 条 坚 线 和 5S 颗 星 的 方法 数 。 因 
此 , 选择 $ 张 纸币 的 方法 数 就 是 从 
11 个 可 能 的 位 置 选 5 颗 星 位 置 的 方 
法 数 。 这 对 应 于 从 含 11 个 物体 的 集 
合 中 无 序 地 选择 5 个 物体 的 方法 数 ， 

To -1 2 $100 $50 和 各 1 5 之 1 
吕 以 有 CI11,5) 种 方式 。 因 此 存在 II 


11! 
C(I1,5)= 37 61= 462 
种 方式 从 有 了 7 类 纸币 的 谷中 选择 5 张 纸币 。 图 


下 面 的 定理 将 这 个 讨论 一 般 化 。 


Dod 


| 


#| | |xx| lel|* 


图 4-7 选择 5 张 纸币 方式 的 实例 


定理 2 从 x 个 元 素 的 集合 中 允许 重复 的 组合 有 Cin 二 xr 一 1,7) 个 。 

证 ” 当 人 允许 重复 时 nn 元 素 集合 的 每 个 x- 组 合 可 以 用 有 一 1 条 竖 线 和 vr 颗 星 的 表 表 示 。 这 
n 一 1 条 竖 线 是 用 来 标记 ”个 不 同 的 单元 。 每 当 集 合 的 第 ;个 元 素 出 现在 组 合 中 ， 第 i 个 单 
元 就 包 合 一 颗 星 。 例 如 ，4 元 素 集 合 的 一 个 6- 组 合用 3 条 竖 线 和 6 晒 星 来 硼 朱 。 这 里 

闭关 | 半 || 关 闫 凑 

代表 了 人 恰 包 含 2 个 第 一 元 素 、1 个 第 二 元 素 、0 个 第 二 元 素 和 3 个 第 四 元 素 的 组 合 。 

正如 我 们 已 经 看 到 的 ， 和 包含 n 一 1 条 竖 线 和 + 颗 星 的 每 一 个 不 同 的 表 对 应 于 x 元 聚集 合 
的 允许 重复 的 一 个 组合。 这 种 表 的 个 数 是 Cin - 1+r,r)， 因 为 每 个 表 对 应 于 从 包 舍 > 颗 
显 和 n 一 1 条 竖 线 的 一 1+r 个 位 置 中 取 r 个 位 置 来 放 + 颗 星 的 一 种 选择 。 口 
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EE ed 


下 面 的 例子 说 明定 理 2 是 起 样 使 用 的 。 


例 5 设 一 家 甜点 店 有 四 种 不 则 类 型 的 甜点 ， 那 么 从 中 选 6 块 甜点 有 和 多少 种 个 同 的 方 
式 ? 假定 内 关心 甜点 的 类 型 ， 而 不 管 是 哪 一 块 甜点 或 者 选择 的 次 序 。 


解 ” 选 择 6 抉 甜点 的 方式 数 是 共有 4 类 元 素 集 人 台 的 6- 组 台数 。 册 定理 2， 这 等 于 
C4d+6—1,6)= C9,6) 
由 于 


加 _ 987 
C(9,6)= C(9,3)=T73 -84 


选择 6 块 垂 点 的 不 同方 式 数 有 84 种 。 艾 
定理 2 也 可 以 用 于 求 给 定 线 性 方程 的 整数 解 的 个 数 。 这 可 以 由 下 面 的 例 于 来 说 明 ， 


例 1 方程 x, + x;+ x3":11 有 和 多少 个 和 解 ?” 其 中 x |，x; 和 za 是 非 员 整 茹 。 

解 ” 为 计数 解 的 个 数 ， 注 意 到 一 个 解 对 应 了 从 3 元 素 集 合 中 选 上 1 个 元 素 的 方式 .以 使 
得 ri 选 自 第 -- 类 ，x, 选 自 第 二 类 ，x; 选 自 第 二 类 。 因 此 ， 解 的 个 数 等 于 3 元 如 集合 允 计 
重复 的 11- 组 会 数 。 由 定理 2 仔 在 


=78 
个 解 。 

当 对 变 元 加 上 限制 时 也 可 以 求 出 这 个 方程 的 解 的 个 数 。 例 如 ， 当 灾 元 是 满足 .ri 之 1，-3 
之 2，Xx;3 实 3 的 整数 时 ， 我 们 也 可 以 求 出 这 个 方程 的 解 的 个 数 。 泪 足 此 限制 的 方程 的 解 对 应 
子 11 个 项 的 选择 ， 使 得 项 x| 取 自 第 一 类 ， 项 X。 取 自 第 二 类 ， 项 zs 取 上 自 第 三 类 ， 并且 第 
一 类 元 素 至 少 取 1 个 ， 第 二 类 元 素 至 少 取 2 个 ， 第 三 类 元 素 至 少 取 3 个。 因此， 先 选 1 个 第 
一 类 的 元 素 ，2 个 第 二 类 的 元 素 ，3 个 第 三 类 的 元 素 ; 然后 再 多 选 $ 个 元 素 。 由 定理 2， 可 


以 用 
_ _76 
C(t = = 070 2 = =2l 
种 方式 做 到 。 于 是 ， 对 给 定 限制 的 方程 存在 21 个 解 。 莉 


下 面 的 鱼子 说 明了 怎样 计数 在 确定 变量 值 时 产生 的 允许 重复 的 组 台数， 这 个 变量 当 每 次 
执行 某 个 徐 套 循环 时 它 的 值 都 会 增加 。 


例 7 在 下 面 的 伪 码 被 执行 后 点 的 值 是 什么 ”? 


0 


:二 0 
for z ] 二 1ton 


for i> := 1 to ii 


for ;二 to 1m -1 


:二 是 二 1 
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解 的 初 什 是 0， 且 对 于 一 组 满足 
1 
的 整数 i ，i，，--.，1i,,， 每 次 执行 这 个 腊 套 循环 时 & 的 值 就 加 1。 这 种 整数 的 组 数 是 从 i]， 
2,.… ,nl 中 允许 重复 地 选择 mm 个 整数 的 方式 数 。( 因 为 一 旦 这 组 幕 数 选 定 以 后 ， 如 果 控 非 降 
序 排列 它们 ， 这 就 唯一 地 确定 了 一 组 对 i ，i,_;，-…，il 的 赋值 。 相 反 ， 每 个 这 样 的 赋值 
对 应 了 一 个 唯一 的 无 序 集合 。) 所 以 由 定理 2 得 出 在 代码 被 执行 后 E = Ctn+w 一 1,1m)。 要 
从 一 个 天 元 素 集 合 中 ， 人 允许 重复 和 不 重复 地 选择 > 个 元 案 ， 其 有 序 和 无 序 的 选择 数 的 


公式 在 表 4-1 给 出 。 
表 4-1 人 允许 和 不 允许 重复 的 组 合 与 排列 


类 型 允许 重复 公式 

排列 不 oe | 
组合 ~ 二 

一 排列 是 ar 

组合 是 于 


4.6.4 具有 不 可 区 别 物体 的 集合 的 排列 


在 计数 问题 中 某 些 元 率 可 能 是 没有 区 别 的 。 在 这 种 情况 下 必须 小 心 避免 重复 计数 。 考 虑 
下 面 的 例子 。 

例 8 重新 排序 单词 SUCCESS 中 的 字 苹 能 构成 名 少 个 不 同 的 串 ? 

解 ” 因 为 SUCCESS 中 的 某 些 字母 是 重复 的 ， 竺 案 并 不 是 了 个 字母 的 排列 数 。 这 个 单词 
包 会 3 个 S$S, 2 个 C,， 1 个 U 和 1 个 玉 。 为 确定 重新 排序 单词 中 的 字母 能 构成 多 少 个 不 同 的 
品 ， 首 先 ， 注意 到 3 个 S$ 可 以 用 C(7,3) 种 不 同 的 方式 放 在 7 个 位 置 中 ， 科 下 4 个 空位 。 然 
后 可 以 用 C(4,2}) 种 方式 放 2 个 C， 留 下 2 个 空位 。 又 可 以 用 Ct2,1) 种 方式 放 口 ， 和 留 下 1 个 空 
位 。 因此， 放下 只 有 C(1,1) 种 方式 。 从 而 ， 由 狗 积 法 则 ， 产 生 的 不 同 的 串 数 是 


| 7 4 2 1 
C(7,3)C(4:2)C42: DC 1)= 37 32 TIT TD 


了 1 
人 和 人 
= 420 图 
使 用 和 前 面 例 子 同 样 的 推理 ， 能够 证 明 下 面 的 定理 。 
定理 3 设 类 型 1 的 相同 的 物体 有 xn 个， 类 型 2 的 相同 的 物体 有 rn; 个，…， 类 型 下 的 
相同 的 物体 有 入 人 个， 那么 个 里 体 的 不 癌 排 列 数 是 
nt! 


nlnx2al nn! 


证 为 确定 排列 数 ， 首 先 注意 到 可 以 用 C(tn ai) 种 方式 在 站 个 位 置 中 放 类 型 1 的 二 个 
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物体 ， 镜 下 il 个 室 位 。 淮 后 用 上 (az 本 zi ,zi 种 方式 放 类 型 2 的 物体 ， 狮 下 1 HI 2 
个 空位 ， 继 续 放 类 型 3 的 物体 ，…， 类 型 -1 的 物体 ， 直 到 最 后 可 用 C(tn 一 ni 一 nn2 一 … 一 
ne 种 方式 放 类 型 上 的 物体 。 因 此 由 乘积 法 则 ， 不 亲 排 列 的 总 数 是 


CnsnjCtn oo A ne Cin Hn 
1 
nltn -nl 天 人生 一 一 nel0! 
| 
7 
- nins!...n,! 是 


4.6.5 把 物体 放 人 盒子 


有 些 计 数 问 题 可 以 通过 极 举 把 不 同 的 物 悼 放 人 不 同 的 盒子 的 方式 数 来 求解 。 考虑 下 面 的 
例 二 ， 其 中 物体 是 牌 且 “盒子 ” 基 玩 牌 人 的 于 。 
例 9 有 多少 种 方式 把 52 张 标 准 的 扑 郊 牌 发 给 4 个 人 使 得 每 个 人 S 张 牌 ? 


解 ”我 们 将 使 用 乘积 法 则 求解 这 个 问题 。 开 始 ， 第 一 个 人 得 到 5 张 牌 可 以 有 C(t52,5) 种 
方式 。 第 二 个 人 得 到 S 张 牌 可 以 有 47,5) 种 方式 ， 因 为 只 剩 下 47 张 牌 。 第 三 个 人 得 到 5$ 
张 牌 可 以 有 上 (42.5) 种 方式 ， 最 后 ， 第 四 个 人 得 到 S 张 牌 可 以 有 Cf37 ,5) 种 方式 。 因 此 ， 发 
给 4 个 入 每 人 5 张 牌 的 方式 总 数 是 


52! .47! .42! 37 
人 


52! 
3131313132 1 


注意 例 9 的 解 寺 于 S2 个 物性 的 排列 数 ， 这 些 物 体 分 成 3 个 不 同 的 糯 ， 其 中 四 美 ， 

每 类 有 5 个 相同 的 物体 ， 第 五 类 有 32 个 物体 。 可 以 通过 在 这 种 排列 和 给 人 发 牌 之 

间 定 叉 一 个 一 一 对 应 来 说 明 这 个 等 式 。 为 定义 这 个 对 应 首先 把 牌 从 1 到 纶 排序 。 

然后 将 发 给 第 一 个 人 的 牌 与 分 配给 第 一 类 物体 在 排列 中 的 位 置 对 应 类似 地 ， 发 给 

第 二 、 第 三 和 第 四 个 人 的 牌 分 别 与 第 二 、 第 三 、 第 四 类 的 物体 所 分 配 的 位 置 对 应 。 

没有 发 给 任何 人 的 牌 与 第 五 类 物体 所 分 本 的 位 置 对 应 、 读 者 应 该 能 够 验证 这 是 一 个 

es 

例 9 是 涉及 把 不 同 的 物体 分 配 到 不 同 的 盒子 的 一 个 典型 的 问题 。 这 些 不 同 的 物体 是 52 
张 隆 ,5 个 不 同 的 盒子 是 4 个 人 的 手 和 其 余 的 牌 。 涉 及 把 不 同 的 物体 分 配 到 不 同 的 例子 的 计 
数 问题 可 以 使 用 下 徊 的 定理 求解 。 

定理 4 把 个 不 同 的 物体 分 皮 到 上 个 不 同 的 例子 使 得 n; 个 物体 放 人 人 盒 于 i (i =1,2,…， 
&) 的 方式 数 等 于 


定理 的 证 明 留 给 读者 【 见 练 习 43 和 441 。 
练习 
1. 从 -- 个 3 无 素 集合 中 人 允许 重复 地 有 序 选 取 5 个 元 罕有 和 多少 种 不 同 的 方式 ? 
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2. 从 一 个 5 元 率 集 合 中 允许 重复 地 有 序 选 取 5 个 元 素 有 和 多少 种 不 同 的 方式 ? 
3. 6 个 字母 的 字符 串 有 老少 个 ? 

4. 但 大 一 个 学 生 上 从 一 堆 包 好 的 二 明治 中 随机 选 1 块 二 明治 作为 咎 儿 。 如 果 有 6 种 :明治 并 
月 选择 二 明治 的 次 序 无 关 ， 在 一 周 的 7 天 里 这 个 学 生 选 择 三 明治 有 多少 种 不 同 的 方式 ? 
5. 分 配 3 种 工作 给 5 个 雇员 ， 如 果 每 个 雇员 可 以 得 到 1 种 以 上 的 工作 ， 那么 有 多少 种 不 同 

的 方式 ? 
. 从 - -个 3 元素 集合 中 人 允许 重复 地 无 序 选 季 5$ 个 元 素 有 客人 少 种 不 同方 式 ” 
. 从 一 个 5 元素 集合 中 允许 重复 地 无 序 选 取 3 个 元 素 有 和 多少 种 不 同上 方式 ? 
, 从 一 个 商店 的 21 种 多 纳 图 中 选择 12 个 多 纳 图 有 客 少 种 不 同 的 方式 ? 
, 一 个 自 吉 饼 店 有 洋 荔 百 吉 饼 、 器 票子 百 圳 饼 、 鸡 蛋 百 吉 饼 、 咸 味 巨 吉 饼 、 粗 制 介 胡 百 二 
饼 、 芝 上 肥 百 言 饼 、 葡 萄 干 百 吉 饼 和 普通 自 吉 饼 。 有 和 针 少 种 方式 选择 
a) 6 个 百 吉 饼 ? 
b) 12 个 百 吉 饼 ? 
c) 24 个 百 吉 饼 ? 
dj 12 个 百 吉 饼 ， 并 且 每 类 至 少 有 1 个 ? 
c) 12 个 百 吉 饼 ， 并 且 至 少 有 3 个 鸡 重 百 言 饼 和 不 超过 2 个 咸 味 百 吉 饼 ? 
10, 一 个 新 月 形 面 包 贞 有 普通 新 月 形 和 面包 、 村 桃 新 月 形 面 也 、 巧 克 力 新 月 形 面 包 、 桂 仁 新 月 
形 面 包 、 芋 果 新 月 形 面 包 和 椰 菜 新 月 形 面 包 。 有 多少 种 方式 选 拌 
ai ]2 个 新 月 形 面 包 ? 
Pb) 36 个 新 月 形 面 包 ? 
c) 24 个 新 月 形 面 包 ， 并 且 至 少 每 类 有 2 个 ? 
d) 24 个 新 月 形 面包 ,并 有 昌 不 超过 2 个 椰 菜 的 ? 
e) 24 个 新 月 形 面 包 ， 并 有 旦 至 少 5 个 巧克力 的 和 至 少 3 个 杏仁 的 ? 
f) 24 个 新 月 形 面色， 并 且 至 少 1 个 普通 的 ， 至 洗 2 个 楼 桃 的 ， 至 少 3 个 巧克力 的 ,至 
少 1 个 杏仁 的 ， 译 少 2 个 苹果 的 和 不 超过 3 个 挪 菜 的 ? 
11. 一 个 小 猪 储 钱 钠 包 含 100 个 相同 的 1 美 分 和 8 个 相同 的 5 美 分 硬 有 用， 从 中 选 8 个 硬币 有 
多 少 种 方式 ? 
12. 如 果 一 个 小 猪 储 钱 饶 有 1 美 分 、5 美 分 、10 美 分 、25 美 分 和 50 美 分 每 便利 ， 那 么 2 个 
硬币 有 多 少 种 不 同 的 组 合 ? 
13. 一 个 出 版 商 有 3000 本 离散 数学 书 ， 如 果 这 些 书 是 没有 区 别 的 ， 那 么 将 这 些 书 存储 在 3 
个 库房 有 多 少 种 方式 ? 
1t4. 设 z1，x2，xs 和 xz 是 非 负 整数 ， 方 程 
工 1 十 E272+ rst ra= 17 
有 和 多少 个 解 ? 
15. 方程 
二 
有 多 少 个 解 ?” 其 中 xz,{i=1,2,3,4,5) 是 非 仙 整数 ， 并且 和 使 得 
ah XI] 
b) ze2, i=ly 2 3, 4 5 


下 
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cj 0s zs 反 ]0 
d) 0 区 1S 袜 了，1s 所 44， 荆 15 
16. 方程 
TI rst wat rat rst T= 20 


有 老少 个 解 ? 其 中 r (=1,2,3,4,5,6) 是 非 负 整数 ， 并 且 使 得 


a) Xx:1, 7=]1, 2, 3, 4, 5, #6 
b) zl rr, rq X44, Xs Le 
c) 二 


d) x1<8, r2>8 

17. 有 和 多少 10 位 三 进 制 数字 (0，1 或 2) 早 怡 含有 2 个 0、3 个 1 和 5 个 2? 

18. 有 和 多少 20 位 十 进 制 数字 串 含 有 2 个 0、4 个 1、3 个 2、1 个 3、2 个 4、3 个 5、2 个 了 和 
3 个 9? 

19, 假设 一 个 大 家 庭 有 14 个 孩子 ,包括 2 组 三 胞 胎 ,，3 组 双胞胎 ， 以 及 2 个 单 胞 胎 。 这 些 防 
子 坐 在 一 排 椅子 上 ， 如 果 相 同 的 三 胞 胎 或 双胞胎 的 孩子 不 能 互相 区 分 ,那么 有 案 少 种 
方式 ? 

20. 不 等 式 

Wall 
有 多少 个 解 ” 其 中 x!，x2 和 rs 是 非 负 整数 [提示 ; 引 人 人 辅助 变量 .r4 使 得 ri + ra + x 
+ x4=11.] 

21. 有 多 少 个 小 于 1 000 000 的 正 整 数 其 数字 之 和 等 于 19? 

22. 有 和 多少 个 小 于 1 000 000 的 正 整 数 恰好 一 个 数字 等 于 9 有 目 数 字 之 和 等 于 13? 

23. 一 次 离散 数学 的 期 终 考 试 有 10 道 题 。 如 果 总 分 数 是 100 且 每 道 题 至 少 $5 分， 那么 有 多 
少 种 方式 来 分 配 这 些 题 的 分 数 ? 

24. n 个 物体 有 r 种 不 同 的 类 型 ， 证明 有 Clin+t+r 一 gi 一 gy 一 一 gg 一],n-gq 一 gs 
一 雪 ,) 种 不 同 的 无 序 选 择 ， 使 得 该 选择 至 少 有 gi 个 1 型 的 物体 ，o 个 2 型 物体 ，…,， uv， 
个 + 型 物体 。 

25. 如 果 被 传送 的 二 进 制 串 必 须 以 1 开始， 必须 有 另外 3 位 1 (使 得 传送 的 1 共有 4 位 }， 必 
须 包 含 总 共 12 位 0， 必须 每 个 1 后 面 至 少 上 跟随 2 个 0 那么 有 允 少 个 不同 的 二 进 
制 串 ? 

26. 司 用 MISSISSIPPI 中 的 所 有 字母 可 以 构造 案 少 个 不 同 的 串 ? 

27. 使 用 ABRACADABRA 中 的 所 有 字母 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 串 ? 

28. 使 用 AARDVARK 中 的 所 有 字母 日 所 有 的 3 个 A 必须 连续 ,那么 可 以 构造 多 少 个 不 同 
的 串 ? 

29. 使 册 ORCNO 中 的 某 些 或 全 部 字母 可 以 构造 密 少 个 不 同 的 哇 ? 

30. 使 用 SEERESS 中 的 字母 可 以 构造 多 少 个 至 少 含 $ 个 字符 的 串 ? 

31, 用 EVFERGREEN 中 的 字母 可 以 构造 多 少 个 至 少 会 7 个 字符 的 申 ? 

32. 使 用 5 个 1 和 8 个 0 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 二 进 制 申 ? 

33. 一 个 学 生 有 3 个 芒果 、2 个 盔 木 瓜 和 2 个 狼 猴 桃 。 如 果 这 个 学 生 每 天 吃 1 个 水 果 ， 并 量 
只 考 忠 水 果 的 类 型 ， 那 么 有 多 少 种 不 同 的 方式 吃 完 这 些 水 果 ? 
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34. 一 个 教授 把 40 本 数学 期 刊 放 入 4 个 盒子 ， 每 盒 10 本 ， 分 配 这 些 期 刊 有 包 少 种 方式 ? 

a) 如 果 每 个 盒子 被 编号 使 得 它们 是 可 区 分 的 。 

b) 这 些 盒 了 是 相 阐 的 ， 使 得 它们 是 不 可 区 分 的 。 

35, 有 包 少 种 不 向 的 方式 在 xyz 空间 上 从 原点 (0,0,0) 到 达 (4,3,5) 点 ?这 个 旅行 的 每 一 步 县 
在 x 正方 向 称 动 一 个 单位 ，y 正方 向 移动 一 单位 ,或 者 = 正方 向 移动 一 个 单位 。 (kz， 
y， zz 负 方 向 的 称 动 是 禁止 的 ， 即 不 允许 回头 。) 

36, 有 多少 种 不 同 的 方式 在 xyzw 空间 上 从 原点 (0,0,0,0) 到 达 (4,3,5,4) 点 ? 这 个 旅行 的 每 
一 步 是 在 zx，y，z= 或 正方 向 移动 一 个 单位 。 

37, 把 - 副 标 准 的 52 张 拼 克 牌 发 给 5 个 人 ， 每 个 人 得 到 了 张 牌 ， 有 多 少 种 方式 ? 

38. 在 打 桥 牌 时 ， 把 一 副 标 准 的 52 张 赣 发 给 4 个 人 人 ， 有 和 甸 少 种 不 同 发 牌 的 方式 ? 

39. 当 把 一 副 标 准 的 52 张 牌 发 给 4 个 入 时 ， 若 使 得 每 个 人 有 一 手包 便 1 个 A 的 牌 ， 这 种 要 
准 是 多 少 ? 

40. 12 本 书 放 在 4 个 不 同 的 书架 上 有 和 多少 种 方式 ? 

a) 如 果 这 些 书 是 同一 种 书 。 

b) 如 果 所 有 的 书 都 不 同 ， 并 且 考 虚 这 些 书 在 书架 上 的 位 置 。[ 提 示 : 把 这 件 事 分 成 12 
个 任务 完成 ， 放 每 本 书 是 一 个 任务 。 先 用 1，2，3，4 表示 这 些 书架 , 用 为 ，i=1， 
2，.…，12， 表 示 书 。 把 5, 放 到 1,， 2，3，4 中 某 个 数 的 右边 。] 

41. # 本 书 放 在 上 个 不 同 的 书架 上 有 密 少 种 方式 ” 

a) 如 果 这 些 书 是 同一 种 书 。 

b》 如 果 所 有 的 书 都 不 同 ， 并 且 考 虑 这 些 书 在 书架 上 的 位 置 。 

42, 12 本 书 在 一 个 书架 上 排 成 -一 排 。 从 中 选 5 本 书 并 且 使 得 没有 2 本 书 相 邻 有 密 少 种 方式 ? 
[提示 : 将 选 的 书 用 竖 线 表示 ， 没 有 选 的 书 用 星 号 表示 ， 计 数 合 5 条 竖 线 和 7 了 园 星 且 没 
有 2 条 竖 线 相 邻 的 序列 数 ,] 

“43. 通过 先 把 物体 放 人 第 一 个 盒子 ， 然 后 把 物体 放 和 人 第 二 个 盒子 ，…， 的 方法 ， 使 用 乘积 
法 则 证 明定 理 4。 

*44. 通过 下 面 的 方法 证 明定 理 4。 有 x 个 物体 ， 其 中 类 型 为 i 的 相间 的 物体 有 nn; 个，i=1， 
2，,…, 天 。 先 把 这 个 物体 的 排列 和 把 这 些 物 栖 放 到 个 盒子 且 使 得 盒子 i 含有 ,个 
物 栖 的 分 配 之 间 建 立 一 一 对 应 ， 这 里 的 i =1，2，…， 上 足 ， 然 后 使 用 定理 3。 

“45, 在 这 个 练习 中 我 们 将 通过 在 两 个 集合 之 阳 建 立 一 一 对 应 来 证 明定 理 2。 这 两 个 集合 分 别 
是 集 台 S= 11,2,… ,ni 的 允许 重复 的 r+- 组 合 的 集合 和 集合 T= 11,2,3,… ,n+r 一 1 的- 
组 合 的 集合 。 

a) 把 S$ 的 允许 重复 的 +- 组合 中 的 元 素 排 成 一 个 递增 序列 所 x ;入 … 守 xz,。 证 明 对 这 个 
序列 的 第 上 项 如 上 上 一 1 而 构成 的 序列 是 严格 递增 的 。 断 言 这 个 序列 由 工 的 x 个 不 同 
的 元 素 构 成 。 

by 证明 在 a) 所 描述 的 过 程 在 S 的 允许 重复 的 六 组 合 的 集合 与 工 的 天 组 合 的 集合 之 间 
定义 了 一 一 对 应 。[ 提 示 : 通过 把 了 揭 满 足 1 委 zi< za 二 < Tsa+r-l 的 和 组 合 
| x1, X21,| 与 从 第 天 个 元 素 减 去 上 -1 工 得 到 的 S 的 允许 重复 的 一 组 合 相 联 系 ， 
证 明 这 个 对 应 是 可 逆 的 j。 

cj 断言 存在 着 Ca +r 一 1,7) 个 nn 元素 集合 的 爷 许 重 复 的 汪 组 合 。 
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46. 有 多 少 种 方式 把 5 个 不 同 的 物体 放 到 3 个 相同 的 盒子 里 ? 

47. 有 和 多少 种 方式 把 5 个 相同 的 物体 放 到 3 个 相同 的 盒子 里 ? 

48, 念 (x1+ .rz 十 -… 十 Xm) ”的 展开 式 中 把 所 有 的 同类 项 合并 以 后 用 少 个 不 同 的 项 ? 
49. 证明 多 项 式 定 理 ， 如 果 ”是 正 整 数 ， 则 


(x 十 .rz 十 tm) 


" 7 
= > 人 rn 
ee 


其 中 


Cnnism2. HH,,) = 


是 多 项 式 系 数 ， 
50. 求 (x+ y+ xz)” 的 展开 式 。 
si. 求 【rz+y+zg)n 中 的 sy2ss 的 系数 。 
52. 在 (z+y+z) 中 的 展开 式 中 有 多 少 个 项 ? 


4.7 生成 排列 和 组 合 


本 至 前 几 节 已 经 描述 了 各 种 类 型 的 排列 和 组 合 的 计数 方法 ,但 基 有 时 候 需 要 生成 排列 和 
组 合 ， 而 不 仅仅 是 计数 。 考 虑 下 面 三 个 问题 。 第 一 ， 假 设 一 个 销售 商 必 须 访 问 6 个 城市 。 应 
孩 控 时 什 么 顺序 访问 这 些 城市 而 使 得 总 的 旅行 时 间 最 少 ” 确定 最 好 顺序 的 一 种 方法 就 是 确定 
6! =720 种 不 同 顺 序 的 访 癌 时间 并 且 选 择 具有 最 小 旅行 时 间 的 访问 顺序 。 第 二 ， 仍 定 6 个 
数 的 集合 中 茶 些 数 的 和 是 100。 找 出 这 些 数 的 一 种 方法 就 是 生成 所 有 2° = 64 个 子 集 并 且 检 
查 它 们 的 元 素 和 。 第 三 ， 假 设 一 个 实验 室 有 95 个 雇员 ， 一 个 项 目 需 要 组 12 人 组 成 的 有 
23 种 特定 技能 的 雇员 。 (每 个 雇员 可 能 有 一 种 或 多 种 技能 。) 找 出 这 组 雇员 的 一 种 方法 就 是 
找 出 所 有 的 12 个 座 员 的 小 组 ， 然 后 检查 他 们 是 否 有 所 需要 的 技能 。 这 些 例子 都 说 明 为 了 求 
解 问题 常常 需要 生成 排列 和 组 合 。 


4.7.2 生成 排列 


任何 2 无 素 集 合 可 以 与 集合 11,2,3,.…,#zl 建 立 一 一 对 应 ， 我 们 可 以 如 下 列 出 任何 > 
“3 元素 集合 的 所 有 排列 : 生成 w 个 最 小 正 整 数 的 排列 ， 然 后 用 对 应 的 元 素 蔡 换 这 些 整 
数 。 已 经 建立 了 许多 不 同 的 算法 来 生成 这 个 集合 的 n1 个 排列 。 我 们 将 要 描述 的 算法 是 以 
11,2，…2i 的 排列 集 人 台 的 字典 顺序 为 基础 的 。 控 照 这 个 顺序 ， 如 果 对 于 基 个 点 ，1 扫 有 < 过 证 ， 
al 一 Di ae et = iu 近 那么 排列 alc2 和 pa, 在 排列 5 总 5 的 前 这 。 
换 甸 话说 ， 如 果 在 n 个 最 小 正 整 数 集 合 的 两 个 排列 不 等 的 第 一 位 置 ， 一 -个 排列 的 数 小 于 第 
二 个 排列 的 数 ， 那 么 这 个 排列 按照 字典 顺序 排 在 第 二 个 排列 的 前 边 。 

例 1 集合 1,2,3,4, 引 的 排列 23415 在 排列 23514 的 前 边 ， 因 为 这 两 个 排列 的 两 位 相 
回 ， 但 第 一 排列 在 第 三 位 置 中 的 数 是 4， 小 于 第 二 排列 在 第 三 位 置 中 的 数 $。 类 似 地 ， 排 列 
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41532 在 排列 52143 的 前 边 ， 加 


生成 |1,2,…,n | 的 排列 的 算法 基础 是 从 一 个 给 定 排列 aaz…ew 按照 字典 须 序 构造 下 一 
个 排列 的 过 程 。 我 们 将 说 明 怎 样 做 到 这 一 点 。 首 先 假设 as。 1 所 4a， 交换 we，1 和 av 可 得 到 
一 个 更 大 的 排列 。 没 有 其 他 的 排列 既 大 于 原来 的 排列 并 且 又 小 于 这 个 通过 变换 a,_ | 与 ev 得 
到 的 排列 。 鲍 如 ， 在 234156 后 面 的 下 一 个 最 大 的 排列 是 234165。 另 一 方面 ， 刘 有 果 av -1>> 
ae , ， 那 么 由 交换 这 个 排列 中 的 最 后 两 项 不 可 能 得 到 一 个 更 大 的 排列 。 看 看 排列 中 的 最 后 3 个 
束 数 ， 如 果 ar<a。 ii， 那 冬 可 以 重新 安排 这 后 3 个 数 而 得 到 下 一 个 最 大 的 排列 。4a4, .1 和 
a, 中 比较 小 的 数 大 于 a,_;。 先 把 这 个 数 放 在 位 置 n 2， 然后 把 镜 下 的 那个 数 和 和 a, > 按照 
递增 的 顺序 放 到 最 后 的 两 个 位 置 , 例 如， 在 234165 后 面 的 下 一 个 最 大 的 排列 是 
234516。 

另 一 方面 ， 如 果 a, .>a;_1 { 且 a,_1 六 a,)， 那么 不 可 能 由 安排 在 这 个 排列 的 最 后 三 
项 而 得 到 更 大 的 排列 。 基 于 这 个 观察 ， 可 以 描述 一 个 一 般 的 方法 ， 对 于 给 定 的 排列 a as*… 
a, 依据 字典 顺序 来 生成 下 一 个 最 大 的 排列 。 首 先 ， 拷 到 整数 c, 和 e+ 使 得 aij<a+1 且 


-A 
即 在 这 个 排列 中 的 最 后 一 对 相 邻 的 整数 ， 使 得 这 个 对 的 第 一 个 整数 小 于 第 二 个 整数 。 然 后 ， 
把 4141， Qa;+2;…，4s 中 大 于 a) 的 最 小 的 整数 放 到 第 7 个 位 置 ， 再 按照 递增 顺 厚 从 位 置 ; 
+1 到 吉 询 出 a ,ar Qj42， …， 4 中 其 余 的 整数 ， 这 就 得 到 依照 字典 顺序 的 下 一 个 最 
大 的 排列 。 容 易 看 出 ， 设 有 其 他 的 排列 大 于 排列 ala,…eav 而 小 于 这 个 新 生成 的 排列 。 (对 
这 一 事实 的 验证 留 给 谈 者 作为 练习 。) 

例 2 在 362541 后 面 按 照 字典 顺序 的 下 一 个 最 大 排列 是 什么 ”? 

解 ”使 得 <a+1i 的 最 后 一 对 整数 a, 和 ai 是 as=2 和 a=5。 排 列 在 2 右边 大 于 2 的 
最 小 整数 是 e。=4。 因 此 4 被 放 在 第 三 位 置 。 然 后 整数 2，5 和 1 依 递 增 吴 序 放 到 最 后 3 个 
位 置 ， 即 这 个 排列 的 最 后 3 个 位 置 是 125。 于 是 ,下 一 个 排列 是 364125。 国 

六 和 牛 成 整数 1，2，.…，w 的 nn! 个 排列 ， 按 照 字 上 典 顺 序 由 最 小 的 排列 ， 即 123… 关 开 
始 ， 连续 施 用 *! -1 次 生成 下 一 个 最 大 排列 的 过 程 ， 就 得 到 n 个 最 小 的 整数 按 字典 顺序 的 
所 有 排列 。 

例 3 按 字 上 典 磊 序 生 成 整数 1，2，3 的 排列 。 

解 ” 从 123 开始 ， 由 交换 3 和 2 得 到 下 一 个 排列 132。 下 一 步 ， 因 为 3>2 和 1<3， 排 
列 在 132 中 的 3 个 整数 ， 把 3 和 2 中 较 小 的 放 到 第 一 个 位 置 ， 然 后 按 递增 顺序 把 1 和 3 放 到 
位 置 2 和 3 而 得 到 213。 跟 着 213 的 是 231， 它 是 由 交换 1 和 3 得 到 的 ， 因 为 1<3。 下 一 个 
最 大 的 排列 把 3 放 在 第 一 位 置 ， 后 面 是 1 和 2 按 递增 顺序 排列 ， 即 312。 最 后 ， 交 换 1 和 2? 
得 到 最 后 一 个 排列 321。 | 

算法 1 显示 了 在 给 定 排列 不 是 最 大 的 排列 nn-1 xn 一 2… 21 时 ， 在 它 的 后 面 按 照 字 典 
顺序 找到 下 一 个 最 大 排列 的 了 过程。 
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[a 按 字 典 顺 序 生 成 下 一 个 最 大 排列 
procedare next permzaztatiofaeiaz ean! il | 的 排列 不 等 于 nn 一 1 *… 21) 
7 二 nn-l1 
while ca, > a,+l 
j 一 1 
1j 是 便 得 e 过 ai 的 最 大 下 杯 | 
让 :一 nn 
while a > a 
太一 下 一 ] 
1as 是 在 ai 右边 大 于 最 小 正 整数 | 
交换 a) 和 a 
YY 一 1 十 
while rs 
begin 
交换 a, 和 a， 
P= gl 


s :一 十] 
| 


end 
| 这 把 在 第 j 位 后 边 的 排序 尾部 按 递增 虎 序 置 放 1 


4.7.3 生成 组 合 


人 一 个 有 穷 集 的 元 素 的 所 有 组 合 呢 ? 由 于 一 个 组 合 仅 代 就 是 一 个 子 集 ， 我 
科 可 以 利用 在 1aj,a2s… ai] 各 位 二 进 制 串 之 间 的 对 应 。 

如 果 as 在 子 集中 ， 对 应 的 二 进 制 串 在 位 置 上 有 一 个 1 如果 a 不 在 子 集中 ， 对 应 的 
进 制 串 在 位 置 有 一 个 0。 如 由 可 以 列 出 所 有 的 = 位 二 进 制 串 ， 那 么 通过 在 子 集 和 二 进 制 串 
之 则 的 对 应 就 可 以 列 出 所 有 的 子 集 。 

一 个 往 二 进 制 串 也 是 一 个 在 0 到 2" 一 1 之 间 的 整数 的 二 进 制 展开 式 。 按 照 它们 的 二 
进 制 展开 式 ， 作 为 整数 根据 递增 版 序 可 忆 烈 出 这 2” 一 1 个 二 进 制 岂 。 为 牛 成 所 有 的 位 二 
进 制 展开 式 ， 从 具有 n 个 0 的 二 进 制 囊 000…00 开始 。 然 后 ， 继 续 找 下 一 个 最 大 的 展开 式 ， 
直到 得 到 111…11 为 止 。 在 每 一 步 找 下 一 个 最 大 的 二 进 制 展开 式 时 先 确 定 从 右边 起 第 一 个 不 是 
1 的 人 位置。 然后 把 这 个 位 置 右 边 的 所 有 的 1 变 成 0， 并且 将 这 第 一 个 0 (从 右边 数 ) 变 成 1。 


例 4 找 出 在 10 0010 0111 后 面 的 下 一 个 最 天 的 二 进 制 串 。 


解 ” 这 个 电 从 右边 数 不 是 1 的 第 1 位 是 从 右边 起 的 第 4 位。 把 这 一 位 变 成 1 并且 将 它 后 
面 所 有 的 位 变 成 0。 这 就 生成 了 下 一 个 最 大 的 二 进 制 囊 10 0010 1000， | 


午 戌 在 B15, 2966 后 面 的 下 一 个 最 大 的 二 进 制品 的 这 程 给 出 在 算法 2 中。 
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procedure rect it SEE _1bs 2 1P0} 不 等 于 11…11 的 二 进 制 串 ) 
i 一 1 
while &. =1 
begin 

;二 0 

i := i+] 


| 
| 2 


| b=1 

下 面 将 给 出 生成 集合 红 ,2,3,… ,nn1 的 x- 组 合 的 算法 。 一 个 -组 合 司 以 表示 成 一 个 序列 ， 
这 个 序 到 按照 递增 的 顺序 包含 这 个 子 集 中 的 元 素 。 使 用 在 这 些 序列 上 的 字典 顺序 可 以 列 出 这 
些 -组合 。 在 aia;…a; 后 面 的 下 一 个 组 合 可 以 按 下 面 的 方法 得 到 : 首先 ， 找 到 序列 中 使 得 
ai 天 # 一 + 十 ?的 最 后 元 素 a ， 然 后 用 a;+1 人民 蔡 a, 且 对 于 7=2+1, i+2,…， 了 用 ai+} 
-+1l 代 替 a;。 请 读者 证 明 这 就 按 字典 硕 序 生成 了 下 一 个 最 大 的 组 合 。 下 面 的 例子 说 明了 
这 个 过 程 。 

例 5 找 出 集合 11,2,3,4,5,6| 在 |1,2,5,61 后 面 的 下 一 个 最 大 的 4- 组合 。 


解 在 具有 el 一 ]， dy 二 2， Qi 二 他， a4 二 6 的 项 中 使 得 a, 尖 6 一 4+ i 的 最 后 的 项 是 a, = 
Re 为 得 到 下 一 个 最 大 的 4- 组 合 ， 把 &; 加 1 得 由 > 二 然后 ， 置 3=3+1=4 和 a4 二 3+2 
=5。 从 而 下 一 个 最 大 的 4- 组 合 是 tt，3，4，5|。 国 


算法 3 用 伪 码 给 出 了 这 个 过 程 。 


算法 3 按 字 典 顺 序 生 成 下 一 个 xr- 组 合 
procedure nert r-compbination( aa yariil 1， 2， 2 满足 oi 和 as < 的 
不 等 于 in 一 ++1,… :2 的 真子 集 ) 

1 :一 ## 


while a, = —+r+i 


i =-1 


a; := itl 


for 1=i1+iltor 


Qi daiti—+ 


练习 
1, 找 出 按照 字典 顺序 跟 在 下 面 每 一 个 排列 后 面 的 下 一 个 最 大 的 排列 。 
ay 1432 b) 54123 cc) 12453 


d) 43231 e) 6714235 {) 31528764 
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2, 按照 字 鼻 顺序 排列 下 述 |11,2,3,4,5,6| 的 排列 ，234561 ,231456,165432,156423,543216， 
541236,231465,314562,432561,654321,654312,435612。 

. 使 用 算法 1 按照 字典 顺序 生成 前 4 个 正 整数 的 24 个 排列 。 

. 使 用 算法 2 列 出 集合 11,2,3,41 的 所 有 子 集 ， 

. 使 用 算法 3 列 出 集合 |1,2,3,4,51 的 所 有 的 3- 组 全 

, 证 明 算 法 1 挖 字典 顺序 生成 下 一 个 最 大 的 排列 。 

, 证 明 算 法 3 按 字 监 顺序 生成 给 定 天 组 台 后 面 的 下 一 个 最 大 的 六 组 全. 

. 建立 一 个 算法 来 生成 n 元 素 集 合 的 x 排列 。 

. 列 出 1,2;3,4;5 的 所 有 3- 排 肇 。 


这 一 节 剩 下 的 练习 建立 另 一 个 算法 来 生成 11,2,.3,…,2 1 的 排列 。 这 个 算法 是 基于 整 煞 

的 康 托 展开 。 每 个 小 于 x1 的 非 负 整 数 有 一 个 唯一 的 康 托 尔 展 开 却 

ail! +a2! 十 -十 妈 -1 (nn—1)! 
其 中 a; 是 一 个 不 超过 i 的 非 什 整 效 ，zi=1，2，…，1 一 ]。 整 效 c，eaa，…，an 1 叫 尽 这 
个 整数 的 康 托 汞 数字 。 

给 定 11 ,2,… ,4 的 一 个 排列 。 令 as -1 是 排列 中 在 走 后 面 且 小 于 大 的 台数 个 数 ， 天 三 2， 
3，.…，Ha 例如 ， 在 排列 43215 中 ，u 是 在 2 后 桓 卫 小 于 2 的 阁 数 个 数 ， 所 以 ai = 上 区 
似 地 ， 对 这 个 例子 a;=2，&;=3，a4 二。 考虑 从 11,2,3,…,#| 的 排列 的 集合 到 小 于 nx1 的 
非 负 整数 的 集会 的 函数 。 这 个 函数 把 一 个 排列 映 到 一 个 非 证 整数 ， 而 这 个 吾 数 把 以 这 种 方式 
定义 的 a1，az，…，&，1! 作 为 它 的 康 托 尔 数 子 。 


10. 找 出 对 应 于 下 述 排 列 的 整数 
ah 246531 b} 123453 Cj 6354321 

“11. 证 明 这 里 描述 的 对 应 是 站 ,2,3,… ,2 的 排列 的 集合 与 小 于 an! 的 非 针 整数 之 间 的 双 射 。 

12. 按照 康 托 尔 展开 式 与 前 面 练习 10 所 描述 的 排列 之 间 的 对 应 找 出 与 下 夯 的 整数 相对 应 的 
11,2,3,4,5 引 1 的 排列 。 
4a) 3 b) 89 cj 111 

13. 建立 一 个 以 前 面 练习 10 描述 的 对 应 为 基础 的 算法 来 生成 n 元 这 集合 所 有 的 排列 ， 

*]4 , 下面 的 方法 可 以 用 来 生成 一 个 n 项 序列 的 随机 排列 首先， 交换 第 2 项 与 第 r (nn) 项 ， 
其 中 rn) 是 一 个 满足 1 之 (n) 二 x 的 随机 选择 的 整数 。 接 用， 交换 结 采 夺 到 的 第 (nn 
-1) 项 与 它 的 第 r(xn 一 1) 项 ， 其 中 rln 一 1 是 满足 1 所 rn 一 1 所 一 1 的 一 个 随机 选择 
的 整数 。 继 续 这 一 过 程 直 到 ;nx， 其 中 在 第 j 步 要 交换 结果 序列 的 第 (nt 一 y+1) 需 与 第 
rn 一 j++1) 项 ， 其 中 rl(n 一 j 十 1) 是 满足 1 之 (in 一 jj 二 了 一 了 了 +1 的 一 个 随机 选择 的 
整数 。 证 明 当 遵循 这 个 方法 时 序列 项 的 x! 个 不 同 排列 中 的 每 一 个 排列 被 等 可 能 了 地 生成 
[提示 ; 使 用 数学 归纳 法 。 对 于 “4 1 项 的 一个 序列 ， 假 定 这 -过 程 生成 的 每 一 个 上 一 1 
项 的 排列 的 概率 是 1A(n 一 11)。| 


关键 术语 和 结果 


术语 
组 合 数学 : 研究 物体 安排 的 科学 


”> mn 上 1 
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一 Pr TT 一 一 一 LL Er 


政 举 ， 物体 安排 的 计数 

树 图 : 由 根 、 从 根 出 发 的 分 六 以 及 从 分 立 的 某 些 端点 出 发 的 其 他 分 支 构 成 的 图 
排列 ， 集合 元 素 的 -个 有 厅 的 安排 

六 排列 : 集合 的 + 个 元 素 的 一 个 有 序 安排 

p(x): 4 记 素 集合 的 xr- 排 列 数 

组合， 集 台 的 > 个 元 圳 的 无 序 选 取 

Cin ,7r):; 元素 集 合 的 六 组 合 煞 


[J( 二 栅 式 系 孝 ): 也 是 ”3 汇 素 集合 的 组 全 


帕斯卡 三 角形 ， 二 项 式 系 数 的 -种 表示 ,其 中 三 和 角形 的 第 i 行 包 会 C(7,j), 7} 二 0,，1， 
2 

事件 的 概率 : 该 事件 成 功 的 结果 次 数 除 以 可 能 结果 的 总 次 数 

p{ 忆 | FP)( 给 定 条 件 下 下 下 的 条 忻 概 率 ): ptFE 人 NF)Ap(F) 

独立 事件 : 使 得 pt 人 门 }= 户 ( 瑟 ) 户 (下 ) 成 立 的 事件 抱 和 开 

随机 变量 ; 一 个 隔 数 ， 它 对 一 个 实验 的 每 次 结果 赋 一 个 实数 仁 

随机 变量 的 期 望 值 ， 一 个 随机 变量 的 加 权 平 均 ， 用 箔 果 的 概率 加 权 的 随机 变量 的 值 ， 妈 
ECX)= oes pls) NR(s), 

随机 变量 的 方差 : 随机 变量 的 值 与 它 的 期 望 值 之 差 平方 的 加权 平均 ， 其 中 的 权 由 结果 的 概 举 
给 定 ， 即 V(X)= ,eo(X(s)— EX p(s) 

悄 努 利 实验 : 一 个 具有 两 种 可 能 结果 的 实验 

结果 

求 和 法 则 ;一 种 基本 的 计数 技术 。 这 个 法 则 指出 ， 如 果 两 个 任务 不 能 同时 做 ， 那 么 用 这 种 或 
那 种 方式 完成 任务 的 总 方式 数 是 完成 两 种 伍 务 的 方式 数 之 和 和 

琵 积 法 则 : 一 种 基本 的 计数 技术 。 这 个 法 则 指出 ， 当 一 个 过 程 由 两 个 子 任务 构成 时 ， 完 不 这 
个 过 程 和 的 方式 数 是 完成 第 -一 个 任务 的 方式 数 和 完成 第 一 个 任务 之 后 再 做 第 二 个 任务 的 方 
式 数 之 积 

铝 梨 原理 : 当 比 有 多 的 物体 放 到 上 个 盒子 时 ， 一定 存在 一 个 盒子 包含 了 至 少 2 个 物体 

推广 的 售 呈 原理， 当 N 个 物体 放 入 上 个 盒子 时 ,一 定 存 在 一 个 盒子 包含 了 至 少 [ NA | 个 
物体 

pt 

Clnsr)= (nr)! 

帕斯卡 恒等式 ; Cn+1,8)=Cin,k 一 1)+Ctin,k) 

二 项 式 定 理 : (x 二 yj)"= DR oC (n, kk) pea” “ 

当 执 行 # 次 独立 的 怕 和 努 利 实验 时 ，& 次 成 功 的 松 率 等 于 C(n ,&)pg"“， 上 中 p 是 成 功 的 概 

率 且 gq=1 一 p 是 失败 的 概率 。 

当 允 许 重复 时 ,一 -个 元 絮 集合 的 沁 排 列 数 是 。 

当 人 允许 重复 时 ,一 个 n 元 素 集合 的 x- 组 合 数 是 Ctn+r 一 1,r)。 
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ee pp 


如 果 羔 型 为 i 的 不 叮 区 分 物体 有 个 ，i==1，2，3，-…, 吓 ， 那么 个 物性 的 排列 数 为 
ntn! nl nil) 


和 牛 成 集合 11 ,2,… ,nn 1! 的 排列 的 算法 。 
复习 题 


1. 解释 怎样 用 求 和 与 乘积 法 则 找 出 长 度 不 超过 10 的 二 进 制 捉 的 个 数 。 
2. 解释 怎样 找 出 长 度 不 超过 10 且 至 少 有 1 位 0 的 二 进 制 上 种 的 个 数 。 
3. a) 怎样 用 乘积 法 则 找 出 从 nz 元 素 集 合 到 nn 元 素 集 合 的 函数 个 数 ? 
b) 从 一 个 5 万 素 集合 到 一 个 10 无 素 集 合 存在 和 多少 个 图 数 ? 
c) 乍 样 用 溢 积 法 则 找 出 从 六 元 素 集 人 台 到 ?元素 集 台 的 一 对 一 画 数 的 个 数 ? 
qd) 从 一 个 5 元 素 集 合 到 一 个 10 元 案 集 合 存在 多 少 个 一 对 一 函数 ? 
e) 从 一 个 5 元 素 集 合 到 - -个 10 元 素 集 合 存在 多 少 个 映 上 的 耳 数 ? 
4. 划 果 首先 记 4 个 球 的 队 误 能 取胜 ， 睾 样 找 出 两 个 队 加 赛 的 所 有 可 能 的 结果 数 ? 
5. 怎样 找 出 以 101 开始 或 以 010 结束 的 10 位 二 进 制 串 数 ? 
6, a) 打 述 价 莫 原理， 
b) 解释 怎样 用 住人 旭 原 理 证 明 在 11 个 整数 中 至 少 两 个 整数 的 最 后 一 位 相同 ? 
7. a) 胜 述 推广 的 篇 嘛 原理 . 
b) 解释 怎样 用 推广 的 况 巢 原理 证 明 在 91 个 整数 中 有 10 个 整数 的 最 后 一 位 数字 相同 ? 
8. a) 一 个 n 元 素 集 合 的 rx- 排列 和 rr- 组 合 的 区 别 是 什么 ? 
b) 推导 一 个 与 n 元 素 集 合 的 x- 弓 合 数 及 r+- 排列 数 有 关 的 等 式 。 
cj 有 多 少 种 方式 从 一 班 25 个 学 生 中 选 6 个 学 生 参 加 一 个 委员 会 ? 
d) 有 老少 种 方式 从 一 班 25 个 学 生 中 选 6 个 学 生 担 任 委 员 会 中 不 辣 的 常务 委员 ? 
9. a) 什么 是 帕斯卡 三 角形 ? 
b》 在 帕斯卡 三 角形 中 的 一 行 是 怎样 从 它 的 上 一 行 产 生 的 ? 
10. 什么 是 恒等式 的 组 全 证明? 这 样 的 证 明 与 代数 证 明 有 什么 不 同 ? 
11. 解释 怎样 用 组 合 论证 证 明 帕 斯 卡 恒 等 式 。 
12. a) 条 述 二 项 式 定 理 。 
b) 解释 怎样 用 组 合 论证 证 明 二 现 式 定理 。 
c) 求 在 (2x +5y) 的 展开 式 中 xy 项 的 系数 。 
13. a) 当 所 有 的 结果 是 等 可 能 时 定义 一 个 事件 的 概率 。 
b) 在 买 彩 票 时 从 前 50 个 正 恭 数 中 选择 6 个 不 同 的 中 奖 数 ， 那么 买 -- 张 彩票 选 对 6 个 中 
奖 整 数 的 概率 是 多 少 ? 
14. ay 一 个 有 限 样本 空间 对 结果 的 概率 赋值 应 该 满足 什么 荣 件 ? 
b) 如 果 立 和 像 出 现 的 次 煞 是 非 头 像 的 3 倍 ， 那 么 对 头像 和 非 头 像 结 果 的 概率 赋值 应 该 是 多 少 ? 
15，a) 定义 给 定 事 人 性 下 下 事件 E 的 条件 概率 。 
by 假设 五 是 掷 仍 子 时 出 现 偶 数 点 的 事件 ， 正 是 控 骨 子 时 出 现 1，2 或 3 点 的 事件 ， 那 
么 给 定 巨 下 下 的 概率 是 什么 ? 
16. ay 什么 时 候 两 个 事件 和 下 是 独立 的 ? 
b) 假设 玉 是 据 一 个 均匀 的 骨 子 时 出 现 偶 数 点 的 事件 ， 下 是 5 或 6 点 出 现 的 事件 ,那么 


TT Lr ST 1 
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E 和 下 是否 独 立 ? 
17. a) 什么 是 随机 变量 ? 
b) 设 光 是 随机 变量 ， 它 对 嫌 两 个 朋 子 的 事件 所 赋 的 值 是 两 个 狠 子 上 较 大 的 点 数 。 哇 些 
是 这 个 随机 变量 的 峰值 ? 
18. a) 定义 随机 变量 X 的 期 望 值 。 
b) 设 XX 是 随机 变量 ， 它 对 毛 两 个 骨 子 的 事件 所 赋 的 值 是 两 个 骨 子 上 上 较 大 的 点 数 。 那 么 
随机 变量 X 的 期 望 值 是 什么 ? 
19. a) 解释 沪 样 把 具有 有 限 多 个 可 能 输入 的 算法 在 平均 状态 下 的 计算 复杂 性 转变 成 期 望 值 ，。 
by 如 果 要 我 的 元 素 在 袁 中 的 概率 是 1/3， 并 且 这 个 元 素 是 表 中 = 个 元 素 中 的 任何 一 个 
的 串 能 性 是 相等 的 ， 那 么 线性 搜索 算法 在 平均 状态 下 的 计算 复杂 性 是 什么 ? 
20. a) 伯 努 利 实 验 的 含义 是 什么 ? 
b) 在 次 独立 的 介 努 利 实验 中 上 次 成 动 的 概率 是 包 少 ? 
c) 在 nn 次 独立 的 伯 努 利 实验 中 成 功 次 数 的 期 望 值 是 什么 ? 
21. a) 什么 是 随机 变量 的 方差 ? 
b) 具有 成 功 概 率 为 p 的 伯 努 利 实 验 的 方差 是 秆 么 ? 
22. a) 什么 是 个 独立 随机 变量 的 和 的 方差 ? 
b) 设 每 次 实验 的 成 功 概率 为 jp， 当 执行 x 次 独立 的 怕 努 利 实验 时 上 成 功 次 数 的 方差 是 慎 
人 人? 
23. a) 解释 怎样 找 出 与 从 ”个 物体 允许 重复 的 无 序 选取 > 个 物体 的 方法 数 有 关 的 公式 ， 
b) 如 果 同 种 类 型 的 物体 是 不 加 区 分 的 ， 那 么 从 5 种 不 同类 型 的 物 居 中 选择 1 打 物 体 有 
多 少 种 方式 ? 
从 这 5 种 不 同类 型 的 物 蛋 中 选择 12 个 物体 ， 如 采 第 一 类 物体 必须 至 少 3 个 ， 那 各 有 
多 少 种 方式 ? 
从 这 5 种 不 同类 型 的 物体 中 选择 12 个 物体 ， 如 果 弟 一 类 物体 不 多 于 4 个， 那么 有 多 
少 种 方式 ? 
从 这 5 种 不 同类 型 的 物体 中 选择 12 个 物体 ， 如 果 第 一 类 物体 必须 至 少 2 个， 但 是 第 
二 类 物体 不 超过 3 个 ， 那 么 有 包 少 种 方式 ? 
设 和 + 是 正 整数 ,解释 为 慎 么 方程 ri+zz+…+z = 的 解 的 个 数 等 于 ”元素 集 
侣 的 允许 重复 的 六 组 台数 ， 这 里 的 了, 是 非 伍 整数 ,i=1, 2, 3, :+， No 
b) 方程 x/ + x; 十 .x3+ 4 二 17 有 和 多少 个 非 负 整数 解 ? 
c) bB) 的 方程 有 多 少 个 正 吾 数 解 ? 
25. ay) n 个 物体 有 种 不 同 的 类 型 ， 其 中 类 型 1 有 ni 个 无 区 别 的 物体 ， 类 型 2 有 na 个 无 
区 别 的 物体 ，…， 类 型 上 有 nn, 个 无 区 别 的 物体 ， 推 导 一 个 与 这 些 物 体 的 排列 数 有 关 
的 公式 ， 
by 有 和 多少 种 方式 来 排序 单词 INDISCREETNESS 的 字母 ? 
26. a) 描述 一 个 算法 来 生成 n 个 最 小 正 整 数 集合 的 所 有 排列 。 
27. a) 把 52 张 标 准 的 扑克 牌 发 给 6 个 人 ,每 人 5 张 有 牧 ， 有 多 少 种 方式 ? 
b} 有 和 多少 种 方式 把 n 个 有 区 别 的 物体 分 配给 上 :个 有 区 别 的 盒子 有 旦 使 得 第 i 个 合 于 全 有 


nt 个 物体 ? 


a 


已 


d 


Mr 


站 


rm” 


24. a 
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jp 


28, 描述 一 个 算法 来 生成 x 个 最 小 正 整 数 集合 的 所 有 的 组 合 ? 
补充 练习 


1 . 从 10 个 术 同 的 项 中 选 6 项 有 和 多少 种 方式 ? 
a) 苦 这 些 项 是 有 上 序 选 择 的 并 且 不 允许 重复 ， 
b) 若 这 些 项 是 有 序 选择 的 并 且 允 许 重 复 。 
c) 若 这 些 项 是 无 序 选择 的 并 且 不 允许 重复 。 
d) 若 这 些 项 是 无 序 选 择 的 并 且 人 允许 重复 。 
2, 从 6 个 不 同 的 项 中 选 10 项 有 多 少 种 方式 ? 
a) 阁 这 些 项 是 有 序 选 样 的 开 且 不 允许 重复 。 
b) 车 这 些 硕 是 有 序 选择 的 并 且 人 多 订 重 复 。 
c) 若 这 些 项 是 无 序 选 择 的 并 且 不 允许 重复 。 
d) 苦 这 些 项 是 无 序 选择 的 并 且 人 允许 重 复 。 
3, 一 个 考试 包含 100 个 真 假 判 断 题 。 如 果 答 案 可 以 空缺 ， 一 个 学 生 回 答 这 些 考题 可 能 有 多 
少 种 不 同 的 方式 ? 
4, 有 多 少 个 10 位 二 进 制 串 以 000 开始 或 以 L111 结束? 
5, 字母 表 |a ,pc 上 有 多少 个 10 位 字符 串 怡 有 3 个 4 或 恰 有 4 个 5? 
6, 一 个 校园 电话 系统 的 内 部 电话 号 码 由 5 个 数字 组 成 ， 且 第 一 个 数字 不 等 于 0。 在 这 个 系统 
中 可 以 分 配 多 少 个 不 同 的 电话 号 码 ? 
7. 一 个 冰激凌 屋 有 28 种 不 同 口 味 的 冰激凌 ，8 种 不 同 的 案 守 和 12 种 配料 。 
a) 如果 每 种 号 味 的 可 以 不 止 1 人 勺 ， 并 且 不 六 虑 次 序 ， 那么 取 3 闵 冰 激 竣 放 在 一 个 盘 中 有 
多 少 种 不 同 的 方式 ? 
b) 如 果 一 个 小 圣 代 和 包含 工 避 冰 激 疲 、1 种 果 计 和 1 种 配料 ， 那么 有 多 少 种 不 同 的 小 圣 代 ? 
c) 如 果 -- 个 大 圣 代 包 含 3 妆 冰 巩 瑟 、2 种 果汁 和 3 种 配料 。 其 中 每 种 口味 的 冰激凌 可 以 
不 止 1 个 并 且 不 考虑 次 序 ， 每 种 果汁 只 能 用 1 次 且 不 考虑 次 序 ， 同 时 每 种 配料 也 只 能 
用 1 次 并 且 不 考虑 次 序 。 那 么 有 名 少 种 不 同 的 大 圣 代 ? 
38. 用 少 个 小 于 1000 的 正 整 数 
a) 恰 有 3 个 十 进 制 数字 ? 
b} 有 奇数 个 十 进 制 数字 ? 
c) 侍 少 有 1 个 十 进 制 数 字 等 于 9? 
d) 没有 奇数 个 十 进 制 数 字 ? 
e) 有 两 个 连续 的 十 进 制 数 字 等 于 357 
f) 是 回 文 〈 即 正 读 和 倒 读 是 一 样 的 ) 
9. 当 放 十 进 制 记 法 写 出 从 1 到 1000 的 数 时 有 和 多少 个 下 面 的 数字 被 用 到 ? 
a) 0 b) 1 Ch 2 d) 9 
10, 有 黄道 十 二 官 ， 需 要 有 多 少 人 才能 保证 其 中 至 少 6 个 人 在 同一 宇 ? 
11, 一 个 幸运 卡 乔 点 公司 制作 213 种 不 同 的 老 运 卡 。 一 个 学 生 使 用 这 个 公司 的 简 运 卡 福 和 餐馆 
吃饭 。 如 果 这 个 学 生 没 有 获得 4 张 同 样 的 幸运 卡 ， 那 么 他 在 这 个 餐馆 吃饭 最 多 可 以 乃 多 


少 次 ? 
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12. 为 保证 至 少 2 个 人 生 在 一 周 的 同一 天 和 和 同一 个 月 {可 以 不 在 同一 年 )， 那 么 需要 多 少 人 ? 
13. 证 明 在 10 个 不 超过 50 的 下 整数 集合 中 至 少 有 2 个 不 同 的 5 元 子 集 有 同样 的 和 。 
14. 一 包 和 棒球 -上 有 20 张 。 如 果 总 共有 550 种 不 同 的 卡 ， 那么 需 昌 类 多 少 包 卡 才 能 保证 其 中 
的 2 张 卡 是 一 样 的。 
15. a) 从 -- 副 牌 中 需要 选 和 多少 张 牌 才 能 保证 至 少 选 中 2 张 A? 
b) 从 一 副 牌 中 需要 选 多 少 张 牌 才能 保证 至 少 选 中 2 张 AA 和 2 种 点 数 ? 
c) 从 一 副 牌 中 需要 选 多 少 张 牌 才能 保证 至 少 有 2 张 同样 点 数 的 脐 ? 
d) 从 一 副 牌 中 需要 选 多 少 张 牧 才 能 保证 至 少 有 2 张 不 同 点 数 的 牌 ? 
“16. 证 明 在 任何 nx + 1 个 不 超过 2n 的 正 整数 中 必 存 在 2 个 数 互 素 。 
“17. 证 明 在 mx 个 整数 的 序列 中 存在 若干 个 连续 的 整数 其 和 可 被 mx 整除 。 
18. 让 明 如 果 放 5 个 点 在 边 长 为 2 的 正方 形 中 ,那么 其 中 至 少 有 2 个 点 的 距离 不 超过 Y2。 
19. 证 明 一 个 有 理 数 的 十 进 制 展开 式 一 定 从 某 一 点 出 现 循环 。 
20, 一 个 正 x 边 撒 有 和 多少 条 对 第 线 ? 这 里 的 二 是 大 于 等 于 3 的 下 整数 。 
21. 有 多少 种 方式 从 20 种 多 纳 圈 中 选 12 个 多 纳 轿 ? 
a) 如 果 没 有 2 个 多 纳 圈 是 同 种 的 。 
b) 可 果 所 有 的 多 纳 圈 都 是 间 种 的 ， 
c) 如 果 不 加 限制 。 
d) 如 果 至 少 有 2 种 。 
e) 加 时 必须 至 少 有 6 个 越权 销 的 多 纳 圈 。 
f) 如 果 至 多 有 6 个 越 橘 馅 的 多 纳 圈 
22. 从 1 到 4 之 间 ( 含 1 和 40 在 内 ) 选 出 6 个 连续 的 数 作 为 彩票 赢 奖 数 的 概率 是 多 少 ? 
23. 一 手 13 张 牌 不 包含 对 的 概率 是 多 小 ? 


24. 求 x， 如 办 

al Pln,2)=110 by Pln,n) = 5040 c) Pin,4}=12P(n ,2) 
25. 求 xn， 如果 

a Ctn,2)=45 b) Cln,3)= ptn,2) ec) Ctlnd)= C(tn,2) 


26. 证 明 如 果 n 和 vr 是 非 在 整数 且 n 宇 r， 则 
Plnt+1l,r)=P{n,r}(tnt1)/Ant+l1—r) 

27. 给 出 关于 Cln,r)= Cln,n 一 了) 的 组 合 证 明 。 

28. 通过 构造 集合 具有 偶数 个 元 素 的 子 集 与 具有 奇数 个 元 素 的 子 集 之 间 的 对 应 给 出 关于 4.3 
节 定 理 7 的 组 侣 证明。[ 提 示 ; 取 定 集合 的 一 个 元 素 e ， 如 下 构造 对 应 : 如 果 a 不 在 于 
集中 就 把 它 放 到 子 集 中 ; 如 果 a 在 子 集中 就 把 它 从 子 集中 取出 。| 

29. 设 xn 和 x 是 非 贷 整数 ，r < n。 证 于 

Cnsr 1)=C n+2,r+1) -2C(n+1lr+1)+ Cn,rt+1) 

30. 使 用 数学 归纳 法 证 明 >"2CCj ,2)= Cln+1,3)， 其 中 是 大 于 4 的 整数 。 

31. 使 用 二 项 式 定理 证 明 3* = > ooC(a)24。[ 提 示 : 在 定理 中 令 x=1 和 y=2。] 

32 .在 这 个 练习 中 将 推导 一 个 关于 *” 个 最 小 正 整 数 的 平方 和 的 公式 。 我 们 将 用 两 种 方式 计数 
二 元 组 (i ,;, 上 ) 的 个 数 ， 其 中 i，; 和 是 整数 有 旦 满足 0Si<k，0j<h 1 人 ni 
a) 证 明 对 于 给 定 的 上 存 在 如 个 这 样 的 三 元 组 ， 因 此 有 2X-1&8* 个 这 样 的 三 元 组 。 
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b) 证 明 县 有 0 所 i 之 ;< 之 上 6 的 三 元 组 个 数 和 0 所 j < 之 ?< 上 的 三 元 组 个 数 部 等 于 Cn +1,3)。 
ce) 证 明 具 有 0 所 i =j 了 < 上 的 三 元 组 个 数 等 于 Ct{x + 1,2)。 
d) 把 a),b) 和 ee) 组 全 起 来 得 出 
Sk =2C{n+1,3)+ C(tnt1,2) 
=n{(nt+1)(2n+1)6 
"33. 设 n 宇 4， 有 杀 少 个 位 二 进 制品 恰好 01 在 其 中 出 现 两 次 ? 
34. 求 焉 述 各 种 情况 下 的 概率 。 选 一 手 7 张 扑 死 牌 包 合 
a) 2 类 ,其 中 1 类 4 张 , 第 2 类 的 3 张 。 
b) 3 类 ， 其 中 1 类 3 张 ， 另 外 2 类 每 类 各 2 张 。 
c) 4 类 ， 其 中 3 类 每 类 各 2 张 , 第 4 类 的 1 张 。 
d) 5 类 ， 其 中 2 类 每 类 2 张 . 第 3，4,， 5 类 的 每 类 3 张 ， 
e) 了 类 不同 的 牌 。 
f) 工人 个 了 张 牌 的 同 花 。 
g) 1 个 了 张 牌 的 顺 子 。 
h) 1 个 了 张 牌 的 同 花 乳 子 。 
35. 求 下 述 各 种 情况 下 的 概率 。 选 一 手 13 张 桥 由 包含 
ay 全 部 13 张 红 心 。 
b) 同 种 花色 的 13 张 牌 。 
c) 7 张 黑 桃 和 6 张 梅 花 。 
d) 一 种 花色 的 7 张 牌 和男 一 种 花色 的 6 张 脾 。 
e) 4 张 方块 ，6 张 红 心 ，2 张 黑 桃 和 1 张 梅 兹 。 
们 一 种 花色 的 4 张 牌 ， 第 二 种 花色 的 6 张 牌 ， 第 二 种 花色 的 2 张 牌 ， 第 四 种 花色 的 1 张 
牌 。 
36. 设 p 和 go 是 素数 且 nn = pg。 随机 选择 小 于 x» 的 正 整数 不 被 或 a 整除 的 概率 是 凶 少 ? 
“37. 设 mm 和 x 是 正 整 数 。 随 机 选择 小 于 ype 的 正 穆 数 不 被 zw 或 n 整 必 的 概率 是 针 少 ? 
38. 设 EE)，EE,，… 上 , 是 nn 个 事件 满足 p(FE;) 0,i=1,2,…,n。 证明 
plEMNENMN .NE,)= plED PE ED PLIES EN ED plE, | ENE) {1 E,-1) 
39, 我 们 说 事件 EI，EE,，…，E, 是 相互 独立 的 ， 如 果 
plEN NN ENN NE )= pIE NP (UE,,) :plE,,) 
其 中 是 整数 ，)=1，2，…，mh， 丘 在 1 全 让 革 人 i 守则 Hm 站 20 
a} 写 出 3 个 事件 玉 ，E;，Es 相互 独立 所 要 求 的 条 件 。 
b) 令 五 ,， 五 ; 和 天 ; 分 别 是 掷 硬币 第 1 次 出 现 关 和 像 、 第 2 次 不 出 现 头像 和 第 3 次 不 出 现 
头像 的 事件 。 当 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 3 次 时 ， 五 ,|， 开 >。 和 E; 相互 独立 吗 ? 
c) 令 玉 ,，FE, 入; 分别 是 迫 硬 币 第 1 次 出 现 涉 像 、 第 3 次 出 现 头 像 和 出 现 偶数 个 头像 
的 事件 。 当 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 3 次 时 ， El，E; 和 上 ;相互 独立 吗 ? 
d) 为 证 明 2 个 事件 是 相互 独立 的 必须 检查 多 少 个 妈 件 ? 
:40 . 设 太 和 下 是 满足 p{ 下) 关 0 的 事件 。 证 明 的 概率 是 给 定 F 下 的 概率 与 给 证 王 的 外 
F 下 下 的 概率 的 加 权 平 均 ， 其 中 的 权 分 别 是 和 下 的 概率 。 盈 
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plE)= p{E|IFIp(F)}T p(EIF) Pp(F) 


[提示 : 使 用 事实 = {FN 站 FYU(ENMF),] 

“41, 设 下 是 样本 空间 S 的 -- 个 事件 有 是 ff，F;，…， 上 ,是 使 得 Ur 15 -:S 的 相互 排斥 的 事 
件 。 假 定 p(E) 关 0 县 p(F,) 关 0,i7=1,2,.…,n。 证 戎 

| PLCE|IF, pC(F,) 

Bs Si plE|IF) pFE.,) 

[提示 : 使 用 事实 下 = Ur (EE 们 FF),] 这 一 结果 叫做 见 叶 斯 公 去 ， 因 为 它 是 被 英国 罗 
学 家 托马斯 ' 贝 叶 斯 发 现 的 。 

“42, 海王 星 附 近 的 一 个 空间 探测 器 使 用 二 进 制 囊 与 地 球 通信 。 假 屋 它 发 送 1 企 1 用 时 间 
1 有 3， 发 送 1 个 0 用 时 间 2 肪 。 当 发 送 0 时， 被 正确 接收 的 概率 是 0.9， 而 不 被 正确 接收 
{接收 成 1) 的 概率 是 0.1。 发 送 1 时 被 正确 接收 的 概率 是 0.8， 而 不 钙 正 确 接收 (接收 
成 0) 的 概率 是 0D.2。 

a) 用 练习 40 找到 1 个 0 被 接收 的 概率 ， 
b) 用 练习 41 给 出 的 贝 时 斯 公式 找到 给 定 | 个 0 被 接收 的 条 件 下 0 被 传送 的 概率 。 

43. 设 区 是 样本 空间 5S 的 随机 变量 。 证 明 V(aX+5)=a V(X), 其 中 a 和 58 是 实数 。 

44. 证 明 如 果 nn 是 下 整数 ， 那 么 当 热 行人 每 次 成 功 概率 为 p 的 独立 的 但 努 利 实 验 时 ， 在 第 mm 
+ 次 实验 出 现 第 六 次 成 功 的 概率 是 | ” 9 ep 


nt 


45. 一 位 教授 为 一 次 离散 数学 考试 出 了 20 道 多 选 题 ， 每 道 题 可 能 的 答案 为 aa， D5， cc 或 d。 
如 果 具 有 答案 a，5 ,< 和 dd 的 试题 数 分 别 为 8，3,， 4 和 5， 且 试题 可 以 用 任意 的 顺序 安 
排 那么 可 能 有 和 多少 种 不 同 的 答案 ? 

46. 8 个 人 围 陪 上 息 就 座 有 条 少 种 不 同 前 安排 ”这 里 认为 如 果 一 种 安排 通过 诈 转 能 从 太一 种 安 
排 得 到 ， 那 么 就 认为 这 上 果 种 安排 是 一 样 的 。 

47. 把 24 个 学 生 分 给 5 个 指导 教师 有 过 少 种 方式 ? 

48. 一 蒲式耳 和 包含 20 个 无 区 别 的 Deljicious 华 果 ，20 个 无 区 别 的 Macintosh 苹果 ， 各 20 个 无 
区 别 的 Granny Smith 苹果 。 从 其 中 选 12 个 苹果 ， 如 果 每 奖 至 少 选 3 个 ， 有 多 少 种 方式 ? 

49. 方程 >;+r+c=17 有 才 少 个 非 员 整数 解 ? 

a) 车 了 it，7yD2，z3D3 
by 著 x 六 6，2X3>55 
c) 着 了 二 和 2 所 TD 

S0, 使 用 单词 PEPPERCORN 的 所 有 字母 构成 字符 串 。 

a) 可 以 构成 多 少 个 未 同 的 字符 囊 ? 
b) 其 中 有 多少 字 符 串 以 了 开始 和 绪 束 ? 
c) 在 多 少 个 字符 串 由 有 3 了 3 个 连续 的 P? 
51.10 元 素 集 合 有 多 少 个 子 集 
a) 少 于 S 个 元 素 ? 
b) 多 于 7 个 元 素 ? 
c) 有 奇数 个 元 索 ? 
52, -- 个 交通 逃逸 事故 的 证 人 告诉 警察 ， 鸥 事 汽 车 的 车 牌 包含 3 个 字母 后 面 跟 孝 3 个 数字 ， 
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以 字母 AS 开始 且 和 包含 数字 1 和 2。 有 和 多少 不同 的 车 牌 符合 这 个 描述 ? 
53. 有 和 多少 种 方式 把 n 个 相同 的 物体 放 和 信 x 个 木 同 的 容器 而 使 得 没有 -个 容器 是 空 的 ? 
54 .6 个 男 护 和 8 个 女孩 坐 在 一 排 椅 子 上 1， 如 果 没 有 两 个 男孩 相 邻 ， 有 多 少 种 方式 ? 
55. 设计 一 个 算法 生成 一 个 有 穷 集 的 所 有 人 允 汗 重复 鸣 广 排列 。 
56, 设计 一 个 算法 生成 -个 有 穷 集 的 所 有 人 允许 重复 的 x 组 合 。 


计算 机 题目 
按 下 述 给 定 的 输入 和 输出 和 写 程 序 ， 
1. 给 定 正 整数 wn 和 不 超过 x 的 非 叶 整数 ， 找 出 n 元 察 集合 的 r+- 排列 数 利 xr- 组 合 数 。 
2. 给 定 正 整数 rn 和 x， 找 出 n 元 紊 集合 的 允许 重复 的 -排列 数 和 允许 重复 的 并 组 谷 数 。 
3. 给 定 正 整 数 x ， 找 出 从 集合 并 ,2,…,n| 选 中 的 6 个 数 就 是 由 机 械 选 出 的 中 彩 数 的 概率 
4 .给 定 止 莹 数 友 列 ， 找 出 这 个 夺 列 的 最 长 的 着 增 和 递减 子 序列 。 
5. 模拟 Monty 大 厦 二 门 问题 的 重复 实验 来 计算 用 每 种 策略 的 矿 的 概率 . 
6. 络 定 方 称 | 于 完 = 十 人 十 ,二 ee 其 中 CC, 是 一 个 常数 ， A 是 非 负 整数 ， 圳 | 


出 所 有 的 解 。 

7. 给 完 正 整数 站， 按 军 典 有 顺序 列 出 集 台 11,2,3,…: 闻 | 的 所 有 的 排列 。 

8. 给 定 正 整数 ”和 不 超过 地 的 非 质 整数 >， 按 池 败 须 厅 列 出 集 台 1 23 ,天 | 的 所 有 的 天 
组 合 。 

9. 给 定 正 整数 ”和 霖 超过? 的 非 负 整数 +， 按 字 典 顺 序列 出 集合 11,2,.3,…,ni 的 所 有 的 x- 
排列 。 

10, 给 定 正 整数 nn， 列 出 集合 11,2,;3,-…,l 的 所 有 的 组 合 。 

11. 给 定 正 整数 n 和 x+， 列 出 集合 11,2,3,… ,ni 的 允许 重复 的 所 有 +r- 排列 。 

12. 给 定 止 整数 nn 和 xr， 州 出 集合 11,2,3,… ,nn1 的 多 计量 香 的 所 有 -组合 ， 

13. 给 定 正 整 数 nx， 生成 集合 11,2,3,… ,nj 的 随机 排列 。( 见 4.7 节 练 习 14。) 


计算 和 研究 
使 用 一 个 计算 程序 或 你 已 完成 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


1. 当 黄 个 队 加 时 赛 时 赢 的 队 是 9 分 中 首先 得 5 分 、11 分 中 首先 得 6 分、13 分 中 首先 得 了 分 
和 15 分 中 首先 得 8 分 的 队 。 找 出 加 时 赛 的 可 能 的 结果 数 . 

2, 哪些 二 项 式 系 数 是 奇数 ? 你 能 根据 数 的 特征 给 出 一 个 猜想 吗 ? 

3, 日 前 还 不 知道 二 项 式 系 数 C(2n ,nn) 是 否 - - 定 被 一 个 条 数 的 平方 特 除 ， 也 不 知道 当 有 增 上代 
时 在 C(22 ,n}) 的 素数 分 解 中 的 最 太 的 指数 是 否 无 界 增 长 。 通 过 对 于 尽 可 能 多 的 下 整数 > 
找 C{2n ,52) 的 分 解 式 中 素数 的 最 小 和 最 大 的 医 来 探索 这 个 问题 。 

4. 找 出 一 手 5 张 扑克 有 牌 的 各 种 类 型 的 概率 并 日 根据 它们 的 概率 排列 这 些 类 增 ， 

5. 我 出 在 新 洋 西 六 合 彩 票 中 买 1 美元 奖 票 有 大于 1 美元 的 期 望 值 的 茶 件 。 为 了 绒 奖 ， 不管 
数 的 次 序 ， 你 必须 从 1 到 48 的 正 整 数 中 { 含 1 和 48 在 内 ) 选择 被 抽出 的 6 个 数 。 奖 金 在 
中 奖 的 大 中 是 平均 分 配 的 。 必 须 考虑 进 人 抽奖 的 奖金 总 额 和 丈 奖 票 的 人 数 。 

6. 虫 测试 大 量 随 机 选择 的 整数 对 来 和 估计 随机 选择 的 2 个 整数 是 互 素 的 这 一 事件 的 概率 。 和 但 
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找 给 出 这 个 机 率 的 定理 并 将 你 的 结 末 与 正确 的 概 这 作 比较 。 

7. 确定 需要 多 少 人 才能 保证 其 中 至 少 2 个 人 的 生日 在 每 年 的 同 -天 的 概率 全 少 是 70%， 
80% ，90 洒 ，95 常 ，98 和 和 59 多 。 

8. 生成 8 元 素 集 合 的 所 有 的 排列 。 

9. 生成 9 元素 集合 的 所 有 的 6- 排列 。 

10. 生成 8 元 素 集 台 的 所 有 的 组 合 。 

11. 生成 7 元 素 集合 允许 重复 的 所 有 5- 组 合 。 

12. 生成 前 100 个 正 整数 集合 的 100 个 随机 选择 的 排列 表 (所 4.7 节 练 习 14)。 


写作 题目 
用 课本 以 外 的 资料 ， 接 下 列 要 求 写 成 短文 。 


1. 描述 狄 利克 莱 和 其 他 的 数学 家 对 镶 菏 原理 的 早期 应 用 。 

2. 讨论 扩充 目前 上 电话 编码 计划 的 方式 以 适合 对 更 多 电话 导 码 飞速 增长 的 需求 。! 看 看 你 是 理 
能 够 找到 茶 些 来 自 电 信和 产业 的 建 说 。) 对 你 要 讨论 的 每 个 新 的 编码 计划 说 明 霸 样 找到 全 扩 
区 持 的 不 同 电 请 号 码 的 个 数 ， 

3. 本 书 描述 了 许多 组 合 人 恒等式 。 找 一 找 关 于 这 种 恒等式 的 资料 ,并且 描 述 除 了 本 书 引 人 之 
外 的 其 他 重要 的 组 合 恒等式 。 给 出 其 中 某 些 恒等式 的 有 代表 性 的 证 明 ， 包 括 组 合 证 明 。 

4. 搞 述 概率 论 的 起 源 和 的 早期 应 用 。 

5. 描述 玩 轮 盘 赌 时 你 可 能 下 的 不 同 的 赌注 。 找 出 这 些 赌注 在 美国 的 玩法 ， 即 辊 盘 包 含 数 0 
和 和 00 在 内 的 概率 。 对 你 来 说 什么 是 最 好 的 赌 省 ? 什么 是 最 坏 的 赔 注 ? 

6. 讨论 当 你 玩 21 点 的 纸牌 游戏 和 casino 纸牌 游戏 时 筷 的 概率 。 对 于 在 赌场 下 注 的 人 是 否 存 
全 一 种 说 的 策略 ? 

7. 描述 在 统计 力学 中 的 质点 分 布 所 司 用 的 不 辣 的 模型 ， 包括 麦 克 斯 韦 一 波 饼 兹 曙 、 刺 人 王 一 
爱 因 斯 坦 各 费 米 一 狄 拉 克 统 计量 ， 在 每 种 情况 下 描述 模型 中 司 用 的 计数 按 术 。 

3. 定义 第 一 类 Stirling 数 并 且 描 ` 述 它们 的 某 些 性 质 以 及 所 满足 的 恒等式 。 

9. 定义 第 二 类 Stirling 数 并 旦 描述 它们 的 某 些 性 质 以 及 所 满足 的 恒等式 。 

10. 定义 Ramsey 数 ， 叙述 和 证 明显 示 它 们 存在 的 Ramsey 定理 ， 并 且 摘 述 且 前 已 时 的 有 大 
Ramsey 数 的 结果。 

11. 描述 生成 x 元素 集合 所 有 排列 的 其 他 算法 ， 这 些 算 法 不 是 在 4.7 节 给 出 的 算法 。 把 这 些 
算法 的 计算 复杂 性 与 书 上 和 4.7 节 练 习 所 描述 算法 的 计算 复杂 性 进行 比较 。 

12. 至 少 描述 一 种 方法 生成 一 个 正 莹 数 x 的 所 有 的 谢 分 。( 见 3.3 本 练习 35。) 
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许多 计数 问题 用 第 4 章 讨 论 的 方法 层 不 容易 求解 的 。- 一 个 这 样 的 问题 加 是 : 有 密 少 小 了 
们 二进制 溃 不 包 会 两 个 连续 的 07 为 求解 这 个 问题 ， 今 a, 是 这 种 ”位 二 进 制 如 数 。 可 以 证 
明 cui=ev+a io 这 个 等 式 叫 艇 递 推 关系 ， 它 和 初始 条 件 w=2 和 ws 确定 了 序列 
alie 紫外， 以 这 个 与 序列 的 项 有 关 的 等 式 可 以 找到 a, 的 显 式 公式 ， 正如 我 们 将 要 看 到 
的 ， 可 以 用 一 各 类似 的 技术 来 求解 许 包 不同 的 汗 数 问题 。 

我 们 也 将 看 到 ， 可 以 用 形式 寡 级 数 也 叫做 生成 晤 数 米 求解 评委 计数 问题 ， 其 中 r 的 宕 
的 系数 代表 我 们 感 兴 趣 的 序列 的 项 。 除 了 求解 计数 问题 ， 也 能 使 用 生成 辆 数 求解 递 推 关 系 以 
及 证 明 组 人 台 人 恒等式 。 

许 密 其 他 类 型 的 计数 问题 不 能 合用 第 4 章 所 讨论 的 技术 求解 。 例 如 : 有 密 少 种 方式 把 ? 
项 工作 分 给 3 个 雇员 而 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 一 项 工作 ?有 多少 个 素数 小 于 1 0003 可 以 用 
计 笋 集合 并 集中 的 元 素 个 数 来 求解 这 两 个 问题 ,我们 将 建 让 一 种 技术 ， 叫 做 容 斥 原 埋 来 计数 
在 集合 并 集中 的 元 素 个 数 ， 并 和 且 将 说 明 怎 样 用 这 种 技术 求解 计数 问题 。 

可 以 用 本 章 学 到 的 技术 与 第 4 章 的 基本 技术 一 起 求解 许多 计数 问题 ， 


5.1 递 推 关 系 


5.1].1 引 育 


一 群 组 次 的 数 日 每 小 时 增加 一 傍 。 如 果 开 始 有 5 个 细 阔 ， 在 # 小 时 未 将 有 名 少 个 组 苞 ? 
为 求解 这 个 间 题 ,， 令 4, 是 小 时 末 的 细菌 数 。 因 为 细菌 数 每 小 时 增加 一 倍 ， 只 要 2 是正 整 
数 ， 关 系 a, =2a 1 就 成 立 。 对 所 有 的 非 负 整数 六， 这 个 关系 和 祝 始 条 忻 ap = 二 5 一 起 叭 一 地 
确定 了 a,。 利 用 这 一 信息 可 找 出 关于 ea 的 公式 。 

某 些 计 获 问题 不 能 用 第 4 章 给 出 的 技术 求解 ， 但 可 以 通过 找到 序列 的 项 之 间 的 关系 ， 如 
在 涉及 细菌 的 问题 中 的 关系 ， 即 递 推 关系 来 求解 。 我 们 将 研究 各 种 能 用 递 推 关系 构造 模型 的 
计数 问题 。 我 们 也 将 在 本 节 和 下 节 建 立 一 些 方法 ， 针 对 满足 某 类 递 推 关 系 的 序列 ， 求 出 序列 
的 项 的 显 式 公式 。 

5.1.2 弟 推 关系 

在 第 3 章 我 们 讨 沦 了 怎样 递归 定义 一 个 序列 。 一 个 序列 的 递归 定义 指定 了 一 个 或 多 个 初 
始 的 项 以 及 一 个 由 前 项 确定 后 项 的 规则 ,可 以 几 弟 妇 定义 来 求解 计数 问题 。 对 于 递归 和 定义， 
这 个 从 某 些 前 项 求 后 项 的 规则 就 叫做 递 推 基 系 。 

定义 ] 关 寺 序列 1a,! 的 递 推 其 系 是 一 个 等 式 ， 它 把 a, 用 序列 中 在 aa 南面 的 一 项 或 
多 项 即 a，ai，…，a，| 末 表示 ， 这 里 关 阅 ，nb 是 一 个 非 负 整数 。 如 求 一 个 序列 的 项 满 
足 递 推 关系， 这 个 序列 就 叫做 竟 挫 关系 的 解 。 
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例 1 令 ja 是 一 个 序列 ， 它 满足 递 推 关系 4a =a -ay n=2, 3, 4，…， 且 
an 二 3， l= 3, 那么 a> 和 和 好 了 是 什么 ? 

解 从 递 推 关 系 可 以 看 出 ，a=ai-an=5-3=2 日 ai=e 一 cl=2-5= 一 3。 加 

例 2 确定 序列 | ae | 是 否 为 递 推 关系 人 = 2d, ,2 nn 二 2， 了 才 ， "i 有 的 解 。 这 
里 的 a,=3n，x 是 非 负 整数 。 对 ea =2” 和 a, = 也 回答 同一 个 问题 。 

解 假设 对 每 一 个 非 负 整数 RR ， 说 4 二 六 ， 那么 对 于 2， 可 以 看 出 2a, -1 -2 一 
2[3tn 一 1)] 一 3{n 一 2)=3n=a,。 于是，ta,| 是 该 递 推 关系 的 解 ， 其 中 a, = 3n。 

假设 对 每 个 非 半 整数 m，a = 2?"。 注 意 到 wp = 二 1，a1 = 二 2，a;3= 二 4。 因 为 2a1 一 a0= 
2:2 一 1=3 尖 a，， 不 难看 出 序列 |a,|，a, = 2" 不 是 该 递 推 关 系 的 解 。 

假设 对 每 一 个 非 负 整数 x ，a, = 5， 那么 对 于 nn 空 2 有 a, 一 2a;_1 一 an_22'55=5= 
za 因此 ，ia,|1， a 二 5 是 该 弟 推 关系 的 解 。 加 

序列 的 初始 条 忻 说 明了 在 北 推 关系 起 作用 的 首 项 之 前 的 那些 项 。 例 如， 本 1 中 的 ao=3 
和 aij=5 是 初始 条 件 。 递 推 基 系 和 初始 条 件 唯 一 地 确定 了 一 个 序列 。 这 是 由 于 一 个 递 推 基 系 
和 初始 条 件 一 起 提供 了 这 个 序列 的 递归 定居 。 只 要 使 用 足 通 针 容 ， 序 列 的 任何 一 项 都 可 以 从 
初始 条 件 开始 通过 递 推 关系 求 出 。 但 是 对 于 某 些 特 定 类 型 的 序列 ， 可 以 有 更 好 的 方法 通过 它 
的 递 推 基 系 和 初始 和 条件 来 计算 它 的 项 。 我 们 将 在 本 节 和 下 贡 讨 论 送 些 方法 。 


5.1.3 用 递 推 关系 构造 模型 


我 们 可 以 使 用 递 推 基 系 构造 各 种 各 样 问题 的 模型 ， 例 如 找 复 合 利 息 ， 讨 数 蔓 上 的 霹 子 ， 
确定 汉 诺 塔 难题 的 移动 次 数 ， 以 及 计数 具有 确定 性 质 的 二 进 制 串 。 
例 3 复合 利息 。 假 设 一 个 人 在 银行 的 储蓄 账 上 存 了 10 000 美元 ， 复 台 年 息 是 11 党 。 
那么 在 扣 0 年 后 账 上 将 有 和 多少 钱 ? 
解 “” 为 求解 这 个 问题 ， 令 P, 表示 年 后 的 账 上 的 钱 数 。 因 为 5 年 后 账 上 的 钱 等 于 在 
n 一 1 年 后 账 上 的 钱 训 上 第 nn 年 的 利息 ， 易 见 序列 | 已 ,| 满足 递 推 区 系 
P =P_ +0.11P， ,=(1.11)}P,._i 


初始 条 件 是 Po=10 000。 

我 们 可 以 使 用 和 迭代 法 找到 关于 P, 的 公式 。 注 意 
P=(1.1i)P, 
Ps=(1.11)P,={1.11)°Po 
Psa= (1.11)P;= (1.11)P, 

P,= (1.11)P,_,= (1.11)"Po 
当代 人 初始 条 件 Po = 10 000， 就 得 到 公式 已 ,= (1.11)*10 000。 我 们 可 以 使 用 数学 归纳 法 验 
证 它 的 正确 性 。 公 式 对 x = 0 是 正确 的 ， 这 是 初始 条 件 的 直接 结果 。 假 定 P, = (1.11)™: 
10 000, 那 么 册 递 推 关 系 和 归纳 假 庶 ， 
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P41= (1.11)P, = (1.11)(1.11)"10 000= (1.11)”*10 000 


这 证 明了 对 已 的 显 式 公式 是 正确 的 。 
将 n= 加 代入 公式 P= 二 1.1120”10 000 就 证 明了 在 30 年 后 账 上 包含 Pi = 
(1.11) 0 000=228 922.97 美元 。 古 
下 一 个 例子 说 明了 怎样 用 递 推 关 系 建 立 关于 岛 上 免 子 数 的 模型 。 
省 人 4 免 了 和 辈 波 那 契 数 。 考 虑 下 面 的 问题 ， 它 是 由 里 奥 那 多 * 席 .比萨 ， 也 就 是 斐 波 
-~ 那加， 于 13 世纪 在 《Liper aiaciy 一 书 中 提出 来 的 ， 一 对 刚 出 生 的 梨子 【一 公 一 母 ) 
被 放 到 岛 上 。 每 对 兔子 出 生 后 两 个 月 首开 始 繁 将 后 代 。 如 图 5-1 所 示 ， 在 出 生 两 个 月 以 后 ， 
每 对 锡 子 在 每 个 月 都 将 繁 葡 一 对 新 的 兔子 。 假 定 锡 子 不 会 死去 ， 找 出 ， 个 月 后 关于 岛 上 免 
子 对 数 的 递 推 关系 。 
| 


慎 夫 
关 雹 各 多 
检 妇 v7 ed | 8 


堆 堆 动 析 | 
填 锻 大 失 外 久 丰 机 逢 久 赴 铂 
生 银 和 欠 


新 生 的 对 数 已 有 的 对 数 


er fl = 村 ht 一 


图 5-1 马上 的 妃子 

解 用 f, 表示 个 月 后 的 免 于 对 数 。 我 们 将 证 明 f;，n=1，2，3,，… 是 韭 波 那 兢 序 列 
的 项 。 

可 以 用 递 推 关系 建立 倪 子 数 的 模型 。 在 第 1 个 月 末 ， 岛 工 的 免 子 对 数 是 方 =1。 由 于 这 
对 做 于 在 第 2 个 月 没有 繁殖 ， 因此 fj,=1。 为 找到 = 个 月 后 的 金子 对 数 ， 要 把 前 一 个 月 岛 . 上 
的 对 数 f -1 加 上 新 生 的 对 数 ， 而 这 个 数 等 于 方 -:， 因 为 每 对 两 个 月 大 的 兔子 都 生出 一 对 新 
例子 。 

因此 ， 序 列 11 满足 递 推 关 系 


了 n 23 


和 初始 条 件 f1 =1 和 产 =1。 让 于 这 个 递 推 基 系 和 初始 条 件 唯一 地 确定 了 这 个 序列 ， 因 此 > 
个 月 后 岛 上 的 仿 子 对 数 由 第 个 非 波 那 契 数 给 出 。 国 


下 一 个 例子 涉及 一 个 著名 的 难题 。 
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本 汉 诺 塔 。19 世纪 后 期 一 个 著名 的 游戏 叫做 汉 诸 塔 ， 它 是 由 安装 在 一 个 板 上 的 3 
2 根 柱子 和 若干 天 小 不 同 的 盘子 构成 。 开 始 时 ， 这 些 盘 子 按照 大 小 的 次 序 放 在 第 一 根 柱 
子 上 ， 德 得 天 盘子 在 底下 【〈 如 图 5-2 所 示 )。 游 戏 的 规则 是 : 每 一 次 把 1 个 盘子 从 一 根 柱子 
移动 到 另 一 根 柱子 ， 但 是 不 允许 这 个 盘子 放 在 比 它 小 的 盘子 上 面 。 游 戏 的 目标 是 把 所 有 的 盘 
子 按照 天 小 的 次 序 都 放 到 第 二 根 柱子 上 ， 并 且 将 最 大 的 盘子 放 在 底部 。 

今 条, 表示 解 n 个 盐 子 的 汉 诺 塔 问题 所 需要 的 移动 次 数 。 建 立 一 个 关于 序列 |H,| 的 
递 推 关 系 。 


性] 伍 了 


图 S-2 汉 诺 塔 的 初始 位 置 


解 ” 开 始 ”不 盘子 在 柱 1。 按 照 游戏 规则 我 们 可 以 用 百 ， | 次 称 动 将 上 边 的 n 一 1 个 盘 寺 
移 到 柱 3 (图 5-3 说 明了 此 刻 的 柱子 和 盘子 )。 在 这 些 移动 中 保留 最 大 的 盘子 不 动 。 然 后 ， 
我 们 用 一 次 移动 将 最 大 的 盘子 移 到 第 二 根 柱子 上 。 我 们 可 以 再 使 用 H， ,次 移动 将 柱 3 上 的 
， 1 个 盘子 移 到 柱 2， 把 它们 放 到 最 大 的 盘子 上 面 ， 这 个 最 大 的 盘子 一 直 放 在 柱 2 的 底部 。 
容易 看 出 ， 和 使用 重 少 的 步 数 是 不 可 能 求解 这 个 难题 的 。 这 就 证 明了 


H, =2 百 ;+1 


re, 


图 5-3 汉 诺 塔 的 一 个 中 间 位 置 
初始 条 件 是 日 | =1， 因 为 依照 规则 一 个 盘子 可 以 用 1 次 移动 从 柱 1 移 到 柱 2。 
我 们 可 以 使 用 迭代 方法 求解 这 个 递 推 关 系 。 注 息 


万 ， 一 2 万 _ 十 | 
-2 (2H, ,+T1) +1=2H,.-2+2+1 
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=22 {2H, ;+1) +2+1=2°H, .3+2:*+2+1 


OHO pl 
=22 1+22 十 十 2+1 
= 
为 了 用 序列 前 面 的 项 表示 避 ,， 我 们 重复 地 用 到 这 个 递 椎 关系 。 在 倒数 第 二 个 等 式 中 用 了 初 妈 条 
件 Hi=1。 最 后 一 个 等 式 星 基于 几何 级 数 的 求 和 公式 ， 这 个 公式 可 以 在 3.2 节 的 倒 5 中 找到 。 
用 选 代 方 法 找 出 了 具有 初始 条 件 互 ; = 1 的 弟 推 关系 H, = 2 万 +1 的 解 。 这 个 公式 可 
以 用 数学 归纳 法 让 明 。 证 明 留 给 读者 作为 节 后 的 练习 。 
一 个 而 老 的 传说 告诉 我 们 ， 在 汉 诺 有 一 座 塔 ， 那 里 的 僧 代 按照 这 个 游戏 的 规则 从 一 个 柱 
于 到 五 一 个 性 于 移动 人 4 个 金 盘 于。 他 们 1 秒 钟 黎 动 1 个 盘子 。 据 说 当 他 们 结束 游戏 时 世界 
就 到 了 未 日 。 这 个 地 和 弄 将 在 僧人 开始 移动 盘子 禾 久 以 后 终 绪 ? 
根据 这 个 显示 会 式 ， 人 惫 个 需要 
2°4 1=18 446 744 073 709 5$51 615 


次 移动 来 搬 这 些 盘 子 。 每 次 移动 霖 要 1 秘 钟 ， 他 们 将 用 5 000 亿 年 来 求解 这 个 难题 ， 因 此 这 
个 亿 界 的 寿 合 应 该 比 它 已 有 的 寿命 型 长 。 感 
Siv 注意 ”许多 人 研究 了 源 自 例 5 所 述 汉 诺 塔 难 题 的 各 种 问题 。 菜 些 问 题 用 到 更 

2 多 的 柱子 ， 某 些 问 题 充 许 同 样 大 小 的 盘子 ， 某 些 问 题 对 盘子 的 移动 类 型 加 以 

眼 制 。 一 人 本 最 古老 和 最 有 趣 的 问题 是 雷 夫 难题 中 ， 它 是 1907 年 由 亨利 : 达 得 尼 在 他 

的 《这 特 怕 雷 难 题 )” (Canterbury Puzzie】 一 书 中 提出 来 的 。 这 个 难题 是 雷 夫 出 的 ， 

他 让 一 个 朝圣 者 把 一 玲 各 种 大 小 的 马 醴 从 4 不 张 于 中 的 一 个 移 到 中 一 人 个， 移动 中 不 

允许 把 直径 较 大 的 和 乳 酷 放 在 较 小 的 乳 酷 上面 ， 如 时 用 柱子 和 冀 子 的 概念 来 表述 震 夫 

难题 ， 除 了 任用 4 根 柱 子 之 四 ， 其 他 和 汉 诺 塔 的 规则 一 样 。 你 可 能 会 坷 怪 没 有 人 能 

驶 确定 求解 1 个 盘子 的 雷 夫 难题 所 需要 的 最 少 称 动 次 数 。 但 是 ， 闻 在 一 个 猜想 ， 

至 今 马 经 超过 S0 年 了 。 这 在 猜 想 认 为 所 需 移动 的 职 少 次 数 等 于 由 富 雷 姆 【Erame) 

和 斯 图 宗 特 《Stewart) 在 1939 年 发 明 的 算法 所 使 用 的 移动 次数 。 【更 详细 的 信息 

可 参见 节 末 的 练习 48 一 55 和 [Sr94]。) 

便 6 说 明了 递 推 关系 怎样 用 子 计数 具有 指定 长 度 积 某 种 性 质 的 二 进 制 串 。 

例 6 对 子 不 人 请 2 个 连续 必 的 ”位 二 进 制 串 的 个 数 找 出 递 推 关 系 和 初始 条 件 。 有 网 少 个 
这 样 的 5 位 二 进 制 素 ? 

解 ” 设 a, 表示 不 会 2 个 连续 0 的 2 仓 二 进 制 串 。 为 得 到 一 个 关于 Ta 上 的 弟 椎 关系 ， 
和 出 求 和 和 法则 ， 不 合 2 个 连续 0 的 位 二 进 制 串 的 个 数 等 于 以 0 结尾 的 这 种 二 进 制 串 数 加 上 以 
i 结尾 的 这 种 二 进 制 串 数 。 我 们 将 起 定 n 实 3， 使 得 二 进 制 串 至 少 有 3 位 ， 

精确 地 说 ， 不 含 2 个 连续 0 并 以 1 结尾 的 xn 位 二 进 制 申 就 是 在 不 含 2 个 连续 0 的 nn 一 i 
位 二 进 制 串 前 尾部 加 上 一 个 1。 因 此 存在 a; .1 个 这 样 的 二 进 制 串 。 


己 震 赤 ，Reve， 更 常见 的 是 拼写 为 reeve， 这 个 词 在 而 代 是 指 地 方 长 官 (govermor) 。 
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不 含 2 个 连续 0 并 以 0 结尾 的 位 二 进 制 串 在 它们 的 x 一 1 位 必须 是 1， 否则 它们 了 吏 将 
以 2 个 0 结尾。 内 而 ,精确 地 说 ,不 会 2 个 连续 0 并 以 0 结尾 的 wr 位 二 进 制 扣 就 是 在 不 合 > 
个 连 羔 0 的 nn 一 2 位 二 进 制品 的 尾部 加 上 10。 因 此 存在 a,-;: 个 这 样 的 二 进 制 帅 。 

如 图 5-4 所 示 ， 可 以 断言 对 于 x 之 3 有 


本 


直人 洛 2 修女 的 关 伍 
之 0 
以 一 个 1 结尾 ， | 任何 个 合 2 个 过 各 由 的 | 二 迹 制 巾 个 数 ， 
Hm-1 
以 一 个 0 结尾 ， | 任何 不 含 2 个 连续 的 0 的 
nn- 工 位 二 和 进 制 串 10 dr 


可 其 : 二 十 二 -2 
图 5-4 计数 不 合 2 个 连续 的 0 的 » 位 二 进 制 串 


初始 条 件 是 a =2， 国 为 1 位 的 二 进 制 串 是 0 和 上， 没有 连续 的 2 个 0,， 而 az=3， 国 为 
2 位 的 二 进 制 串 中 满足 条 件 的 是 014，10 和 11。 人 使 用 了 次 递 推 关系 就 可 得 到 a;， 
ds = a2+ a1=3+2=3 
Ad 二 dt+aa = +3=8 药 
ts—= Aaa+as=8+5=13 
注意 ja | 和 裴 滤 那 契 序列 满足 同样 的 递 推 东 系 因为 al 二 ff3 且 2 二 让， 代 而 有 
n= fn+2o 
下 一 个 例子 说 明 怎 样 用 递 推 关系 建立 编码 字数 的 模型 ， 这 种 编码 字 是 某 些 正确 性 检测 所 
介 许 的 。 
例 7 编码 字 的 枚 举 。 一 个 计算 机 系统 拒 一 个 十 进 制 数字 串 作 为 一 个 编码 字 ， 如 未 包 
仿 偶 数 个 0， 就 是 有 效 的 。 例 如 ，1 230 407 869 是 有 效 的 ， 而 120 987 045 608 不 是 有 效 的 。 
设 a, 是 有 效 的 ”位 编码 字 的 个 数 。 找 出 一 个 关于 a, 的 递 推 关系 。 
解 ” 注 意 到 a, =9， 因 为 存在 10 个 1 位 十 进 制 数 字 串 ， 并 且 只 有 一 个 ， 即 串 0 是 于 效 
的 。 通 过 考虑 怎样 由 交 - 1 位 的 数字 串 构 成 一 个 n 位 有 效 数 字 申 就 可 以 推导 出 关于 这 个 序列 
的 递 推 关 系 。 从 少 1 位 数字 的 串 构 成 n 位 有 效 数字 捉 有 两 种 方式 。 
第 一 种 ， 在 一 个 n -1 位 的 有 效 数 字 串 后 而 加 上 一 个 非 0 的 数字 就 可 以 得 到 一 个 x 位 的 
有 效 数 字 申 。 加 这 个 数字 的 方式 有 9 种 。 因 此 用 这 种 方法 构成 n 位 有 效 数 字 串 的 方式 有 
9a -| 种， 
第 二 种 ， 在 一 个 无 效 的 n 一 1 位 数字 捉 后 面 加 上 一 个 0 就 可 以 得 到 nn 位 有 将 的 数字 串 。 
(这 将 产生 具有 偶数 个 0 的 串 ， 因 为 无 效 的 立 -1 工 位 数字 串 有 奇数 个 0。) 这 样 做 的 方式 数 等 
于 无 区 的 -1 位 数字 捉 的 个 数 。 因 为 存在 10"” 个 二 -1 位 数字 串 ， 其 中 有 as-! 个 是 有 效 
的 ， 通 过 在 无 效 的 n -工人 位 数字 串 后 而 加 上 一 个 0 就 得 到 10* : 一 a_i 个 4 位 的 有 效 数 
字 电 。 
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因为 所 有 的 ”位 有 效 数字 串 玫 用 这 两 种 方式 之 一 产生 ， 从 而 存在 


2，=9a，i+ (C10 a, 1) 
=8a, 1+10" ! 

个 于 亿 有 歼 数 字 串 。 加 

下 面 例子 中 的 递 推 关系 在 许 密 不 同 的 场合 都 可 以 此 到 。 

例 8 求 关 于 忆 , 的 递 推 关系 ， 其 中 C 是 通过 对 + 上 个 数 ro，7r1，x，…，r， 的 来 
积 中 加 括号 来 规定 溢 法 网 次 厅 有 的 方式 数 。 例 如 ,Cs=5, 因 为 间 roczieraczas 有 5 种 方式 加 括 
号 的 方式 来 确定 滋 法 的 次 序 : 人 (ro Ti 
CE To) ab ro (ri (ra cs)o 

解 ” 为 求 得 关于 C 的 霜 推 其 系 ， 我 们 注意 到 无 论 替 样 在 zo' x .72 一" 中 插 入 括号 
总 有 - -个 “-"” 运 算 符 留 在 所 有 括号 的 外 边 ， 即 执行 最 后 一 次 乘法 的 运算 符 。[1 人 例如， 在 (>n 
‘(Ti Ww2)) xs 中 的 最 后 一 个 “运算 符 , 在 (ro x0(z2* 中 的 第 二 个 “,” 和 运算 科 ,]」 这 
个 最 后 的 运算 符 出 现在 n +1 个 数 中 的 两 个 数 之 间 ， 比 如 说 zx; 和 zi4i1 之 间 。 当 最 后 的 运算 
符 出 现在 x 和 zx; 41 之 间 时 ， 存 在 CiC,- kx -1 种 方式 插入 括号 来 确定 n 1 1 个 数 被 瑟 的 次 序 ， 
因为 有 心 种 方式 在 苹 积 x0: 了 1'…' xk 中 捅 人 括 导 来 确定 这 &+ 1 个 数 的 豫 法 次 序 ， 且 有 
C，8 种 方式 在 磁 积 rz zs 中 插入 括号 来 铺 定 这 一 上 个 数 的 滋 法 次 序 ， 由 于 
这 个 最 后 的 运算 符 呆 能 出 现在 n+1 个 数 的 任 两 个 数 之 间 ， 所 以 


Cr onl 


= Dy CeCn-t- 
注意 到 初始 条 件 是 Co=1 和 C= 1。 这 个 杉 推 关系 可 以 用 生成 肾 数 的 方法 求解 ， 这 种 方法 将 
症 5,4 节 讨 论 。 可 以 证 明 CC, = (2n，n) /A (nt+1)。( 见 节 末 的 练习 41。) 一 


“oi 序列 1C. 是 卡特 关 (Catalan) 数 的 序列 。 这 个 序列 是 除 此 之 外 的 许多 不 同 计 数 间 
+ 题 的 解 (细节 由 TNMiRo901 或 [Rob841 中 有 关卡 特 癌 数 的 一 章 }。 


练习 
1. 求 给 定 序列 的 前 五 项 ,每 个 序列 由 下 面 的 递 推 关 系 利 初始 条 件 定义 。 
a} a =ba,.1, do=2 


b) a =a%-1, a1=2 
Cc) a =ar_1+ 3a,.2, Gon=1, ai=2 
de =na,_1t na.2, ao=1, a1=} 
£) a an +ta_ as dg 1, a=2, az=0 
2., 证 明 序 列 1a,1 是 递 推 关系 a = 一 3a,_1+4a; -2 的 解 ， 如果 
8 a, 三 0 
by «a,=!] 
cj an= (CC—4)" 
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d) a,=2{—4}"++3 
3, 帮 列 |a ,| 是 谴 推 关 系 a, = 二 8a,-_1 一 16n, :> 的 解 吗 ? 如 果 
a) a, = 
b) a,=1 
Cj) a, =2” 
d}) as=4" 
ej Qi 三 天 和” 
f) a =2*4"+3n'4” 
g) Q 二 【一 4 
h) a, = n°4" 
4. 对 下 面 每 一 个 序列 求 出 满足 这 个 序列 的 递 推 关 系 。 (答案 不 是 唯一 的 ， 因 为 任何 序列 福 足 
的 北 推 关系 有 无 数 多 个 ,) 


g) an 二 天 十 人 一 


h) a,=n! 
5. 用 例 5 中 的 迭代 方法 求 下 面 每 个 递 推 关 系 和 初始 条 忻 的 解 。 
a) a = da 1 toy=2 


by) a,=a, 1+2, ao=3 
cj as=as_1itn, ao=1 
d) a =a,_1+2n+3, ao=4 
ey a =2a,_-1-1, ao=1 
人 a, =3as._1t+t1, ao=1 ， 
g) Cn 一 Pan -1，2a0 二 9 
h) a,=2nan -1 to0=1 
6, 一 个 人 在 账 上 存 人 1 000 美元 ， 每 年 的 复 利 是 9% 。 
ay 对 于 年 后 账 上 的 钱 数 建立 一 个 递 推 其 系 。 
by 对 于 # 年 后 账 上 的 钱 数 求 出 一 个 显示 公式 。 
c) 在 100 年 以 后 账 上 将 有 多 少 钱 ? 
7. 慨 设 一 奉 细 兰 的 数目 每 小 寺 增 长 为 3 售 。 
a) 建立 关于 n 小 时 后 细菌 数 的 递 推 关系 。 
b) 如果 初始 的 群体 有 100 个 细菌 ,那么 10 小 时 后 将 有 多 少 个 细菌? 
8. 假设 氨 界 入 口 在 1999 年 是 60 亿 ， 每 年 的 增长 率 为 1.3% 。 
a) 对 于 1999 年 后 # 年 的 世界 入 口 建立 一 个 递 推 关 系 。 
9 b) 求 出 1999 年 后 n 年 的 世界 人 人 口 的 显示 公式 。 
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c) 在 2020 年 世界 的 入 口 将 是 多 少 ? 
. 一 个 工厂 这 有 舟 增 长 地 定居 体育 赛车 。 在 第 1 个 月 只 做 了 上 1 辆 ， 在 第 2 个 月 做 了 2 辆 ， 照 
此 下 去 ， 到 第 ”个 月 做 了 = 辆 。 
al 对 这 个 工厂 前 # 个 月 生产 的 赛车 数 构造 一 个 递 推 关 系 。 
b) 在 第 一 年 生产 了 多 少 痢 车? 
c) 求 出 这 个 工厂 在 前 n 个 月 生产 赛车 数 的 显示 公式 。 
10. 一 个 雇员 在 1987 年 进入 一 个 公司 ,初始 的 年 新 是 50 000 美 元。 每 年 这 个 雇员 的 收 人 增 
加 1000 美元 外 加 前 一 年 工资 的 5 党 。 
a) 对 这 个 雇员 在 1987 年 后 n 年 的 工资 建立 一 个 递 推 关系 。 
b) 这 个 雇员 在 1995 年 的 工资 是 多 少 ? 
ec) 求 出 这 个 雇员 在 1987 年 后 n 年 工资 的 显示 公式 。 
11. 用 数学 归纳 法 验证 在 例 5 导出 的 求解 汉 诺 塔 难题 所 需 移 动 次 数 的 公式 。 
12. a) 找到 一 个 关于 nn 元 案 集 合 的 排列 数 的 递 推 关 系 。 
b) 遂 过 选 代用 这 个 递 推 关 系 求 = 元素 集合 的 排列 数 。 
13. --- 台 出 些 邮 票 短 的 此 货机 只 接受 1 美元 硬币 、1 美 苑 纸币 以 及 5 于 元 纸币 。 
a) 找 出 与 放 ”美元 到 这 人 台 售 货机 的 方式 数 有 关 的 递 推 其 系 ， 这 里 费 者 不 硬币 和 纸币 放 
人 的 次 序 。 
b) 初始 条 件 是 什么 ? 
c) 一 本 邮票 入 需 10 美元 ， 有 多 少 种 方式 付 蒜 ? 
Il4. 一 个 国家 使 用 的 硬币 价值 为 1 比索 、2 比索 、5 比 守 、10 比 寨 ， 纸 市 的 价值 为 5 比 案 、 
10 比索 、20 比索 、50 比索 和 100 比索 。 如 果 考 虑 付 硬 币 和 纸币 的 次 序 ， 求 一 个 与 付 m 
比 索 账单 的 方式 数 有 关 的 递 椎 关系 。 
15. 如 果 考 虑 诗 硬 币 和 纸币 的 次 序 ， 那 么 使 用 练习 14 描述 的 货币 系统 付 17 比索 有 的 账单 有 多 
少 种 方式 ? 
"16. a) 设 n 是 正 整数 , 求 一 个 与 下 述 正 整数 序列 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 这 种 厅 列 要 以 1 
作为 首 项 ， 以 nn 和 作为 末 项 并 生 是 严格 递增 的 。 世 序列 el ，a;，，… ,akg， 其 中 ay = 1， 
a =n， 且 对 jy 二 1, 2, 直 一 ] ,adrio 
b) 初始 条 件 是 什么 ? 
cy 当 n 是 太 于 等 于 2 的 下 整数 时 ， 有 多少 个 a) 中 所 描述 的 序列 ? 
17. a) 求 与 包含 2 个 连续 的 x 位 二 进 制 申 的 个 数 有 关 的 递 推 其 系 。 
bj 彻 始 条件 是 什么 ? 
c) 包含 2 个 连续 0 的 7 位 二 进 制品 有 多少 个 ? 
18. a) 求 与 包 合 3 个 连续 0 的 半 位 二 进 制 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 
b) 万 始 条 件 是 什么 ? 
c) 包含 3 个 连续 0 的 7 位 二 进 制 串 有 多 少 个 ? 
19. a) 求 与 不 包 依 3 个 连续 0 的 位 二 进 制 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 
b》 初始 条 件 是 什么 ? 
c) 不 包含 3 个 连续 0 的 了 位 二 进 制 串 有 煞 少 个 ? 


“中 
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“20. a) 求 与 包含 01 的 位 二 进 制 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 
b) 初始 条 件 是 什么? 
cj 包 会 01 的 7 了 在 二 进 制 串 有 和 包 人 少 个 ? 
21. a) 一 个 人 的 阶梯 ， 如 果 每 次 可 以 上 1 或 2 阶 , 求 与 息 n 步 阶梯 的 方式 数 有 关 的 递 推 基 系 。 
b) 初始 条 件 是 什么 ? 
ce) 这 个 人 康 8 步 阶 梯 上 飞机 有 多 少 种 方式 ? 
22. a) 如 果 一 个 人 应 阶梯 每 次 可 以 上 1, 2 或 3 人 阶 ， 求 与 息 nn 步 阶 梯 的 方式 数 有 关 的 弟 推 
关系 。 
bj) 初始 条 件 是 人 慎 么 ? 
c) 这 个 人 让 8 步 阶梯 上 飞机 有 多少 种 方式 ? 


一 个 只 包 售 0，1 和 2 的 串 叫 做 三 进 制 审 。 


23. a) 求 与 不 包含 2 个 连续 0 的 # 位 三 进 制 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 
b) 初始 条 件 是 什么 ? 
c) 不 包含 2 个 连续 0 的 6 位 三 进 制品 有 包 少 个 ? 
24. a) 求 与 包含 2 个 连续 0 的 nn 位 三 进 制 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 
b) 初始 条 件 是 什么 ? 
c) 包含 2 个 连续 0 的 6 位 三 进 制 串 有 窗 少 个 ? 
"25, a) 求 与 不 包含 2 个 连续 0 或 2 个 连续 1 的» 位 三 进 制 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 
b) 初始 条 件 是 什么 ? 
c) 不 包含 2 个 连续 0 或 2 个 连续 1 的 6 位 三 进 制 串 有 和 多少 个 ? 
“26. a) 求 与 包含 2 个 连续 0 或 2 个 连续 1 的 位 三 进 制 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 
b) 初始 条 件 是 什么 ? 
ec) 包含 2 个 连续 0 或 2 个 连 钱 1 的 6 位 三 进 制 囊 有 多 人 少 个 ? 
“27. a) 求 与 不 包含 连续 的 相同 符号 的 2 位 三 进 制 串 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 
b) 初始 条 件 是 什么 ? 
c) 不 包含 连续 的 相同 符号 的 6 位 三 进 制 串 有 多少 个 ? 
“28. a) 求 包 含 2 个 连续 的 相同 符号 的 n 位 三 进 制品 个 数 的 递 推 关系 。 
b) 初始 条 件 是 什么 ? 
c) 和 包 合 2 个 连续 的 相同 符号 的 6 位 二 进 制 串 有 多 少 个 ? 
29. 信息 通过 信道 传送 要 使 用 两 个 信号 。 一 个 信和 号 的 传送 需要 1 微 秒 ,而 男 一 个 信号 的 传送 
需要 2 微 秒 。 
a) 求 与 在 ” 微 秒 内 发 送 的 不 同 信息 数 有 关 的 递 推 关 系 ， 其 中 迟 息 由 这 两 个 信号 的 序列 
构成 ， 并 且 信 息 中 的 每 个 信号 后 面 都 紧 跟 着 下 一 个 信和 叶 。 
b) 初始 条 件 是 什么 ? 
ec) 用 这 两 个 信和 号 在 10 徽 秒 内 可 以 发 送 多 少 条 不 同 的 信息 ? 
30. 一 个 汽车 司机 只 用 5 美 分 和 10 美 分 硬币 付 这 桥 费 ， 每 次 向 收费 机 投 一 个 硬币 。 
a) 求 与 这 个 汽车 司机 付费 n 美 分 的 不 同方 式 数 有 关 的 递 推 关 系 ( 考 虚 使 用 体 币 的 次 


序 )。 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com! UUU^A 


310 斑 堆 内 学 爱 是 位 用 


一 


b) 这 个 司机 付费 45 美 分 有 多 少 种 可 能 的 方式 ? 
31. a) 找 出 由 R, 满足 的 递 扒 关系， 其 中 R, 是 一 个 平面 被 n 条 直线 划分 的 区 域 个 数 ， 如 末 
没有 同 条 和 直线 是 平行 的 也 没有 3 条 直线 各 十 一 点 。 
b) 使 用 达 代 求 出 R,。 
“32, a) 找 出 由 RR, 满足 的 递 推 关系 ， 其 中 R; 基 一 个 球面 被 x 个 大 图 (球面 与 通过 球 心 的 
平面 的 交 线 】 划分 的 区 域 个 数 ， 如 果 没 有 3 个 天 圆 亿 于 一 点 。 
b) 使 用 迁 代 求 出 R,。 
33. a) 找 出 由 S, 满足 的 递 推 关系 ,其 中 S, 是 二 维 空间 被 # 小 半 面 分 成 的 区 最 数 ， 如 条 每 
3 个 平面 交 于 一 点 ， 但 没有 4 个 平面 交 于 一 所 。 
b) 使 用 迭代 求 出 5,。 

34. 求 出 与 具有 偶数 个 0 的 “位 二 进 制 串 个 数 有 关 的 递 推 基 系 。 

35. 包含 侦 数 个 0 的 7 了 在 二 进 制 早 有 和 多少 个 ? 

36, a) 找到 与 用 1x2 的 多米 诺 牌 完全 要 盖 2x n 的 棋盘 的 方式 数 有 关 的 递 推 基 系 。 [提示 |: 

分 别 考 虑 对 棋盘 右上 角 的 僻 置 用 ~ 张 再 米 诺 牌 水 平 放 置 和 条 直 放 置 的 材 次 的 方式 。 
b) 关于 a) 中 递 推 关系 的 初始 条 件 是 什么 ? 
c) 用 1x2 的 多 米 诺 牌 客人 全 覆盖 2x17 的 棋盘 有 和 多少 种 方式 ? 
37. a) 用 地 砖 铺 一 条 人 行道 ， 地 夸 是 红色 、 绿 色 吉 克 色 的 。 如 果 宙 有 两 块 红 砖 相 邹 朋 同 色 
的 地 徐 是 不 加 区 别 的 ， 找 出 与 用 xn 块 砖 铺 一 条 路 的 方式 数 有 关 的 递 推 关 系 。 
b) 对 于 a) 中 的 递 推 关 系 有 什么 初始 条 件 ? 
c 用 ?7 块 砖 铺 一 条 在 a) 中 所 描述 的 路 有 多 少 种 方式 ? 

38, 证 明 翡 波 那 契 数 满 足 递 推 关 系 广 =5A +3._s， nn 二 $5, 6，7，…， 其 中 这 个 递 推 关 
系 具有 初始 条 件 方 =0， 六 =1， 万 =1， 方 =2， 访 =3。 用 这 个 类推 天 系 证 明 fs, 可 被 5 
整除 ， 靖 ==]1，2，3，-…。 

*39, 设 S (Cm，n) 表示 从 如 元 素 集 台 到 ”元 素 集 合 的 映 上 上 果 数 个 数 ., 证 明 S(m 2) 证 在 
递 推 基 系 


呈 ( 了 二 nn” — SCCn,k)S(m,k) 


其 中 避 宇 n 且 >1， 初 始 条 件 是 Sm ,1=1。 
40. a) 写 出 为 确定 相生 次 序 而 在 乘积 xo' x1* "x3'X4 中 加 括 导 的 所 有 的 方式 。 

b) 使 用 在 例 8 所 建立 的 递 推 其 系 计 算 C:， 即 为 确定 相 乘 的 次 序 在 5 个 数 的 滋 积 中 加 括 
号 的 方式 数 。 验 证 你 在 a) 列 出 的 方式 数 是 正确 的 。 
使 用 在 例 8 的 解 管 中 所 提 到 的 关于 CC, 的 封 周 公式 ， 通 过 求 出 CG 检验 你 在 b) 得 到 


性 


Te 


的 结果 。 
41. a) 使 用 在 例 8 所 建立 的 递 推 关系 确定 Cs， 即 为 确定 相 乘 的 次 序 在 6 个 数 的 乘积 中 胃 括 
号 的 方式 数 。 


b) 使 用 在 例 8 的 解答 中 所 提 到 的 关于 Cs 的 封闭 公式 检验 你 在 b) 得 到 的 结果 。 
“42. 在 汉 诺 塔 难题 中 ， 候 设 我 们 的 目标 是 把 所 有 的 n 个 盘子 从 柱 工 移 到 柱 3， 但 我 们 不 能 
直接 在 柱 1 和 柱 3 之 间 移 动 盘 子 。 每 次 移动 盘子 必须 通过 柱 2。 和 通 币 的 议 诸 甫 问 起 一 
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样 ， 我 们 不 能 把 较 大 的 盘子 放 在 较 小 的 盘子 上 面 。 
a) 找 出 与 求解 这 个 具有 附加 限制 条 件 的 n 个 盘子 的 难题 所 需 移 动 次 数 有 关 的 递 推 
b) 解 这 个 递 推 关 系 来 确定 求解 这 个 个 盘子 难题 所 需 移动 次 数 的 公式 。 
c) 有 包 少 种 不 同 的 方法 把 x 个 盘子 安排 在 3 个 柱子 上 使 得 没有 一 个 较 大 的 盘子 放 在 较 
小 的 盘子 上 面 ? 
d) 显示 在 这 个 变形 难题 的 解 中 得 到 的 对 = 个 盘子 的 各 种 可 能 的 安排 。 
练习 43 一 47 是 格雷 尼 婚 ' 克 努 斯 (Graham Knuth) 和 帕 塔 什 尼 克 (Patashnik) 在 
[GrKnPa94] 所 描述 的 约瑟夫 问题 的 一 种 变形 。 这 个 问题 来 源 子 历史 学 家 弗 劳 乒 斯 -约瑟夫 
的 一 本 账 。41 个 犹太 北 民 在 一 世纪 犹太 一 胃 马 战争 期 间 和 被 罗马 人 追赶 逃 人 山洞 ,约瑟夫 基 
这 群 人 的 中 的 一 个 。 这 些 产 民 宁 愿 死 也 不 愿 被 撒 ; 他 们 决定 汞 成 一 个 圆 图 并 且 恩 着 这 个 圆圈 
重复 数 数 ， 每 数 到 3 就 杀 掉 这 个 位 置 的 人 而 留 下 其 他 的 人 。 但 是 约瑟夫 和 男 一 个 类 民 不 愿意 
就 这 样 被 杀 掉 : 他 们 确定 了 他 们 应 该 站 有 由 位 置 是 最 后 两 个 酒 下 来 的 类 民 的 位 置 。 我 们 考 钻 的 
问题 开始 时 有 n 个 人 ， 记 为 1 到 %w， 站 成 一 个 圆 雷 。 每 一 步 ， 每 第 2 个 仍旧 活着 的 人 将 被 排 
除 ， 直 到 只 剩 下 一 个 人 为 止 。 我 们 把 生还 的 人 数 记 作 J(n)。 


43. 对 每 个 正 整 数 az 的 值 ，1 扫 ”过 16， 确 定 Jaz) 的 值 。 

44. 使 用 你 在 练习 43 找到 的 值 猜想 一 个 关于 J(n) 的 公式 。 | 提示 ; 写 n=27+ 忆 ,其 中 澡 
是 非 负 整 数 ， 是 小 子 2” 的 非 负 整数 ,] 

45. 对 于 nn 守 1， 证 明 J(n) 满 足 递 推 其 系 JI22)=27102)-1 和 JI2rt+ll=2702)+1 1, 且 
J(1)=1。 

46. 用 练习 45 的 递 推 关 系 根据 数学 归纳 法 证 明 你 在 练习 44 所 猜想 的 公式 。 

47, 根据 你 关于 (x) 的 公式 确定 100) ,Ol 0005 和 了 10000)。 


练习 48 一 55 涉及 雷 夫 难 题 ， 即 具有 4 个 柱 种 个 盘子 的 汉 诺 塔 的 变形 问题 。 在 给 出 这 
些 练习 之 前 ， 我 们 描述 一 个 富 尾 姆 - 斯 图 尔 特 【Frame 一 Stewart) 算法 ， 它 把 盘 于 从 柱 1 移 
划 柱 4 并 且 没 有 较 大 的 盘子 放 在 较 小 的 盘子 上 面 。 给 定 盘 和子 数 x 作为 答 信 ， 这 个 算法 依 匮 
于 一 个 整数 天 的 选择 ，1 所 所 n。 当 只 有 一 个 盘子 时 ， 把 它 从 柱 1 移 到 柱 4， 然 后 算法 停 
止 。 对 于 n>1， 算 法 递 妇 地 使 用 下 面 的 3 步 。 首 先 使 用 所 有 的 4 根 柱 递归 地 把 最 小 的 n 一 上 
个 盘子 从 柱 1 移 到 柱 2。 下 一 步 使 用 汉 诺 塔 问题 的 三 根 柱 算法 ,不 使 用 放 n 一 上 个 最 小 盘 寺 
的 柱 ， 把 个 最 大 的 盘子 递归 地 从 柱 1 移 到 柱 4。 最 后 ,使 用 所 有 4 根 柱 递归 地 将 x 一 六 个 
最 小 的 盘子 移 到 柱 4。 富 雷 姆 和 斯 图 尔 特 证 明 ， 使 用 他 们 的 算法 ,为 了 达到 最 少 的 移动 次 
数 ， 应 该 选择 使 得 n 是 不 超过 第 个 三 角形 类 4 二 上 (E+1) 必 2 的 最 小 的 正 整 数 , 即 t_ < 
三 t,。 有 一 个 未 被 证 实 的 猜想 ， 称 为 定 雷 姆 猜想 ， 就 是 不 管 盘 子 怎样 移动 ， 该 算法 对 子 求解 
这 个 难题 所 需要 的 移动 次 数 最 少 ， 


48, 证 明 具 有 3 个 盘子 的 盐 兴 难题 最 少 可 以 使 用 5$ 次 移动 求解 。 
40. 证 明 具 有 4 个 盘子 的 雷 夫 难题 最 少 可 以 使 用 9 侈 移动 求解 。 
50. 描述 富 雷 姆 ~ 斯图尔特 算法 所 做 的 移动 ， 并 选择 & 使 得 在 下 面 每 种 情况 下 所 需要 的 移动 


次 数 最 少 。 
ah 5 个 盘 于 b) 6 个 盘 于 c) 了 个 是 于 d) 8 个 强 于 


EC 
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“$51. 证 明 如 果 只 (2) 是 由 寅 雷 姆 - 斯 图 尔 特 算法 求解 具有 站 个 盘子 的 雷 去 难题 所 使 用 的 移动 
次 数 ， 这 里 选 择 丰 是 满足 m 委 &( 人 +T1)A 的 最 小 的 整数 ， 那 么 尺 (xn) 满足 递 推 关系 
R{n})=2R(n-£)+2*-1 和 RQ0})=0,R(1)=1i. 

“52, 证 明 如 果 卡 如 练习 51 所 选 ， 那 么 Rn) 一 Rn 一 1)=2*7 1， 

53. 证明 如 果 如 练习 51 所 选 ， 那 么 Rn)= >) 211 一 (A 一 nn)2471， 

"54. 用 练习 53 给 出 对 所 有 的 整数 n ，1 扫 2 过 25， 求 解 雷 去 难题 所 需 称 动 次 数 的 上 扯 。 

“5, 证 明 尺 (zz) 是 OUYn2w25)。 

设 ja,} 是 实数 序列 ， 这 个 序列 的 向 后 差分 递归 地 定 必 如下: 
首 项 差分 Va, 是 

Van = Gn ™ dnl 
从 YY 看 得 到 第 名 +1 项 差分 Wai14 即 


VVAi Vi 

56. 求 关 于 友 列 1a, | 的 Va, ,上 其 中 

4) 0 二 4 b) a, =2n Cc) a, =n” d) a,. = 2" 
57. 对 于 在 练 半 34 中 的 序列 求 Y 色 。。 
58. 证 明 a -1=a 一 Ya,。 
59. 证 明 a =a 一 2 Va, + Vo 
“60. 证 明 a, 可 以 用 as ,Ya ya ,V4 的 项 表示 。 
61. 用 a, ,Ya,s ,VY 色 , 的 项 表示 递 推 关系 @, =a -1+an -ae 
62. 证 明 关 于 序列 | 4,1 的 任何 递 推 关系 都 可 以 用 a ,Ya, ;VY 妇 , ,… 的 项 表示 。 涉 及 这 个 序列 和 
它 的 差分 的 等 式 叫 做 差分 方程 。 


5.2 求解 北 推 关系 


5.2.1 引 祝 

各 种 各 样 的 递 推 关系 出 现在 模型 里 。 革 些 递 推 关 系 可 以 用 选 代 或 者 其 他 的 特别 技术 求 
解 。 但 是 ， 有 一 类 重要 的 递 推 关 系 可 以 用 一 种 系统 的 方法 明确 地 求解 。 在 这 种 递 推 其 系 中 ， 
序列 的 项 由 它 的 前 项 的 线性 组 合 来 表示 。 

定 多 1 一 个 常 系数 的 上 阶 线 性 齐 次 递 推 关系 是 形 如 


Qn ClIUHn-l teya,-2t 本 十 CE， 一 


的 网 推 基 系 ， 其 中 E13 Co “Ts CE 是 实数 ， cs 0 
这 个 定义 中 的 递 推 凑 系 是 线性 的 ， 因 为 它 的 右边 是 序列 前 项 的 倍数 之 和 。 这 个 递 推 关 系 


是 齐 次 的 ， 因 为 所 出 现 的 各 项 都 是 a, 的 倍数 。 序 列 各 项 的 系数 都 是 常数 而 不 是 依赖 于 w 的 


函数 。 阶 为 大 是 因为 av 由 序列 前 而 的 & 项 来 表示 。 
根据 第 二 数学 归纳 原理 ,满足 这 个 定义 的 递 推 关系 的 序列 由 这 个 圳 推 关系 和 卡 个 初始 


条 人 性 
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a0 = Co, dl C1 ， 1 
唯一 地 确定 。 


例 1 递 推 关 系 忆 ,=(1.11)P。 :是 1 阶 的 线性 齐 次 递 推 和 关系。 递 推 关系 f= ff-1+ 
了 :是 2 阶 的 线性 齐 次 递 推 关 系 。 递 推 次 系 2 =4a, 5 是 5 阶 的 线性 齐 次 递 推 基 系 。 | 


下 曾 是 一 些 带 系数 的 但 不 是 线性 齐 次 递 推 关系 的 例子 。 

例 2 递 推 关系 | 十 ae“ _ > 不 是 线性 的 。 递 推 关 系 五 ， = 2H, -1 十 了 不 是 齐 次 的 。 
递 推 关系 B, = nB, -1 不 是 常 系数 的 。 鸡 

研究 线性 齐 次 递 推 关 系 有 两 个 理由 。 第 一 ,在 建立 问题 的 模型 时 经 常 出 现 这 种 着 推 关 
系 。 第 二 ， 它 们 可 以 用 系统 的 方法 求解 。 


5.2.2 求解 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 


求解 常 系数 线性 许 次 北 推 关系 的 基本 方法 是 寻找 形 如 a, = r" 的 解 ， 其 中 r 是 常数 。 注 
意 a, = r" 是 递 推 关系 a = cia,_1+ czaar_2++ 十 craw- 的 和 解 ， 当 且 仅 当 


ep ep hardtop " 


当 等 式 的 两 边 除 以 xr “并且 从 石 边 减 去 左边 时 ， 我 们 得 到 每 价 的 方程 


点 | 一 卫 
六 Cr 一 上 


因此 ， 序 列 je | 以 a, = 于 作为 解 ， 当 上 且 仅 当 > 是 这 后 一 个 方程 的 解 。 这 个 方程 叫做 该 递 排 
关系 的 特征 方程 。 方 穆 的 解 叫做 该 递 推 关 系 的 特征 根 。 正 如 我 们 将 要 看 到 的 ， 可 以 用 这 些 特 
征 根 给 出 这 种 弟 推 基 系 的 所 有 解 的 显示 公式 。 

我 们 首先 看 一 个 2 阶 常 系数 线性 齐 次 递 锥 关系 的 处 理 结果 。 然 后 ,叙述 相应 的 阶 可 能 大 
于 2 的 一 般 人 性 结果 。 由 于 得 到 一 般 性 结果 所 需要 的 证 明 比 较 复 条 ， 本 书 不 再 疆 述 。 

我 们 现在 回 到 2 阶 线性 齐 次 递 推 关系 。 首 先 ， 考 虑 存在 两 个 不 等 的 特征 根 的 情况 。 

定理 1 设 c 和 2 是 实数 。 假设 7 ?cir 一 co=0 有 两 个 不 等 的 根 mr 和 rz， 那 么 序列 
la,| 是 递 推 关 系 ea, = cias-1+ Cc2Qs-2 的 解 。 当 生 仪 当 en = airi + ezr2”,， n=0, 1, 2， 
…， 其 中 a 和 a; 是 常数 。 

证 ”证明 这 个 定理 必须 微 两 件 事 。 首 先 ， 必 须 证 明和 如 果 ri 和 rz 是 特征 方程 的 粮 。 并 且 
a, 和 au; 是 常数 ， 那 么 序列 le,j {as 一 airi” + azr2*) 是 递 推 关 系 的 解 。 第 二 ， 必 须 证 明 
如 果 序 列 ta,| 是 解 ， 那 么 对 革 个 常数 elf 和 az 有 as=airi" +eazr2 na 

更 在 我 们 将 证 明 如 果 a, = ajri”+ a2r，"， 那 么 序列 {fas| 是 递 推 关系 的 解 。 因 为 ~ 和 
r2 是 7 一 clr 一 c2=0 的 根 ， 从 而 r= 二 cirit cs, ra cir2t czo 

从 这 些 等 式 可 以 看 出 


加 | | Es] i 
Cin21 tt Coldn-2= Ciarrl t+ ara” 二 cafeirl 十 wars ) 


CE-1Y cs = 


= ar” “(el 六 + Ca) 十 qr “(cr 十 c2) 


“六 
”六 


一 过 下 
一 ori” | 十 rary 宣 
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一 Ctrl tara 


= tn 


这 证 明了 序列 ia,i(a, = 二 wri”+ gyrs" 是 递 推 基 系 的 解 。 

为 证 明 巡 推 其 系 a, = ca, li+ c2an-? 的 每 一 个 解 |a, | 都 有 形式 a = jri"+ gyr2”"， 3 
-0，1，2，…，al 和 a 为 某 个 常数 ， 假 设 14, | 是 递 推 关系 的 解 ， 初 始 条 件 征 ao = Cu， 
a1 王 Cio 下面 证 明 存 站 前 数 xi 和 as 使 得 具有 a = ar + aoro" 的 序 族 1a,1 满足 同样 的 
切 如 条 件 。 这 贤 求 

Aan = Co art a 

dl {= rt ar, 
我 们 可 以 求解 这 两 个 关于 xl 和 a; 的 方程 。 从 第 一 个 方程 得 到 sz = Co - ai。 把 它 代 入 第 二 
个 方程 得 


人 1 二 alrlt 十 【Cn 一 ai) ra 


因此 ， 
C= (ri—r;) + Cnr2 
这 说 明了 
_ (万 | 人 nr>) 
上 rl 72 
利 


(C1 = Cers) _ Cn 
六 ] 一 六 3 六 ] 一 rr 

这 里 关于 a 和 aa 的 表达 式 依 赖 于 7 关 r; 的 事实 。( 当 r; = r， 时 ， 这 个 定理 不 成 立 。) 内 
此 ， 由 于 这 两 个 a| 和 aj 的 僵 ， 具 有 airi2 + asro” 的 序列 jz } 满足 这 培 个 初始 条 件 。 因 轨 
这 个 递 推 基 系 和 这 些 初始 条 件 唯 一 地 确定 了 这 个 序列 ， 从 而 得 出 a = alri™*+ asrs"。 {| 

常 系数 线 性 齐 次 弟 推 关系 的 特征 根 可 能 是 复数 。 定 理 1 (和 本 节操 而 的 几 个 定理 ) 在 这 
种 情 汪 下 仍旧 适用 。 具 有 复数 特征 根 的 递 推 其 系 在 这 本 书 中 不 加 讨论 。 熟悉 复数 的 读者 可 以 
做 六 未 的 练习 38 和 39。 

下 面 的 例子 说 明和 定理 1 给 出 的 公式 是 很 有 用 的 。 


例 3 什么 是 下 面 递 推 其 系 的 解 ? 


2 l= 0 


Hn nn 1 + da .2 
其 中 in 二 之 和 = fo 


解 可 用 定理 1 求解 这 个 问题 。 递 推 关 系 的 特征 方程 是 一 -rr-2=0。 马 的 根 尾 >=2 
和 和 x- 一 1。 因 此 ， 厅 列 |a, 1 是 弟 推 关系 的 解 ， 当 且 仪 妆 


an =a2" | art 1)" 


| 和 证 了 是 带 数 。 由 初始 条 件 ， 得 
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60 22ataz 
a =7=a*2+ a(t ~—1) 
求解 这 两 个 等 式 得 a1 二 3 和 az= -1。 于 是 ， 关 于 这 个 递 推 基 系 和 初始 条 件 的 解 是 序列 
ie， 其 中 
a 咽 
例 4 找 一 个 关于 韭 流 那 回 数 的 显示 公式 。 
解 ” 韭 波 那 历数 的 序列 满足 递 锥 关系 f= f，1+ fs-2 和 初始 条 件 有 =0 和 方 =1。 特 征 
方程 ”一 + -1=0 的 根 是 ri= (1+Y5) 人 2 和 r={1 -y5)/2。 因 此 ， 从 定理 1 得 到 斐 波 那 契 
数 由 


1+y5Y lL-yS5Y 
p=) + 1 
给 出 ， 其 中 al 和 a, 为 常数 。 可 用 初始 条 件 f=0 和 间 =1 确定 这 些 常数 。 我 们 有 
硬 三 &i+eaezs 心 
1T+VS 1-YS1_ 
六 = 2 )+al 2 j=1 
对 这 些 关 于 al 和 as 的 联 立 方程 的 解 是 
al=1A5, a = 一 1A5 
于 是 ， 辈 波 那 契 数 由 下 面 的 式 子 给 出 
TIL+wAT 1L/1-vyS5Y 
记 = 具 (3 | 2 
当 存 在 二 重 特 征 根 时 定理 1 不 再 适用 。 这 种 情况 可 使 用 下 面 的 定理 来 处 理 。 


定理 2 设 c, 和 es 是 实数 ，cz 天 0。 根 设 盖 -cr-cz=0 只 有 一 个 根 mr。 序列 1a,1 
是 递 推 关系 a = claw -1+ czas .2 的 解 ， 当 且 权 当 ao = rro” + ornro”, n= 二 D0,， 1,， 2, …， 
其 中 al 和 as 是 常数 。 

定理 2 的 证 明和 留 作 节 末 的 练习 。 下 面 的 例子 说 明了 这 个 定理 的 应 用 。 

例 5 具有 初始 条 件 ao=1 和 a;=6 的 弟 推 关系 

ta = 6a, 1— 9a, -2 

的 解 是 什么 ? 

解 一 6r 二 9=0 的 唯一 的 根 是 x =3。 因 此 ， 这 个 递 推 关系 的 解 十 : 


da, a3 + arnd” 
其 中 ai 和 a; 是 常数 。 使 用 初始 条 件 得 


an=1= ai 
al 二 06=a1*3+ oar’ 
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= 


求解 这 两 个 方程 得 al =1 和 ,=1。 从 而 ,这 个 具有 给 定 初始 条 件 的 弟 推 关系 的 解 是 
Q = d+ 3 | 
我 们 现在 投 述 这 个 关于 常 系数 线 性 齐 深 递 推 其 系 的 解 的 一 般 性 结果 ， 这 里 的 阶 可 以 大 于 
2 旧 假 定 特 征 方 程 有 不 等 的 根 。 这 个 绪 果 的 证 明 给 读音 留 作 练习 。 
定理 3 屋 c，cz，…， 避 是 实数 。 息 设 特征 方程 


= _ 
和 = 


有 此 个 不 等 的 根 x1，rz，…，xs 那么 序列 je 是 递 推 关系 
Qn Can -1 Cdn -2 tT Carp 

的 解 ， 当 且 仪 当 
A Er 十 本 72 二 


开 二 性， 1 2， 机 其 中 dal: Qi ss Cp 是 常数 。 
我 们 用 例子 说 明定 理 的 使 用 。 


例 6 求 出 其 有 初始 条 件 ao0=2，a1=5 和 和 as=15 的 递 推 关 系 
a bu 1 lla,_ 2 +Oa, -3 
的 解 。 
解 ”这 个 递 推 其 系 的 特征 多 项 式 是 
0 
因为 r 了 -6r +11r 一 6=(r 一 1)(r 一 2)(r 一 3), 所 以 特征 根 是 r=1, r--2 和 和 r=3。 因 此 ， 
弟 扒 关系 的 解 的 形式 是 
daa 二 tl" "tar2 + a3'3" 
为 找到 常数 ai，as 这 及 ay， 使 用 初始 条 件 得 
dy 2aotoata 
人 = =a+ar'2+ oa3'3 
cy 13=ajt ead+a39 
当 求 解 这 三 个 关于 ai，aa ，a3 的 联 立 方程 时 ， 得 到 el=1，aaz= 一 1]，as 二 2。 于 是 ， 这 个 
递 推 关系 和 给 定 初 始 条 件 的 唯一 解 是 满足 
好 二 | 一 2 十 "3 
的 厅 列 1 | 
我 们 现 谋 投 述 关于 常 系数 线性 齐 次 递 推 闫 系 的 最 一 般 化 的 结果 ， 这 里 允许 特征 方程 有 重 


根 。 要 点 是 对 于 特征 方程 的 每 个 根 r+ ， 通 解 是 形 邵 Ptn)r" 的 项 之 得 ， 其 中 Pin) 是 mr 一 1 次 
多 项 式 ， 而 mx 是 这 个 根 的 重 数 。 我 们 把 证 明 作 为 一 个 挑战 性 的 练习 留 给 访 者 。 


定理 4 设 c,，c,，…，ci 是 实数 ， 假 设 特征 方程 
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| 加 
名 多 -一 = 


有 上 个 不 等 的 根 >)， Ta Ts 其 重 数 分 别 为 nr], Pio 9 "" Hiss 满足 m; 1， i 二 1， 
2,， ,1， 且 m+1m2+…+ mn 王 记 。 那 么 序列 la,| 是 递 推 关系 


dn = Cdn-1 tT Cad-2t toa, 
的 解 ， 当 且 仪 当 
Qn = anot arnt +a,m 1n"t ri” 
+t (arot arn tt am 1n"?  )r2" 
en ee 
1 二 0，,，1，2，…， 其 中 a, 是 常数 ，] 志 i 志 t 且 0 二 1m; 一 1。 
下 面 的 例子 说 明 在 特征 方程 有 重 根 时 怎样 用 定理 4 求 一 个 线性 齐 次 递 推 关 系 的 通 解 形式 。 
例 7 假设 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 方程 的 根 是 2，2,， 2，5,， 5 和 9 ( 即 有 3 个 根 ,， 根 2 
的 重 数 为 3， 根 $5 的 重 数 为 2， 根 9 的 重 数 为 1)。 那 么 通 解 形式 是 什么 ? 
解 ” 由 定理 4， 解 的 一 般 形式 是 
(alo0t ant a2n )2" +{as ot a2,1n)5" + oo9” 国 
我 们 现在 说 明 在 特征 方程 有 3 重 根 时 如 何 用 定理 4 求解 常 系数 线性 齐 次 弟 推 关系 。 
例 8 找 出 具有 初始 条 件 ao=1，a1= -2，az= 一 1 的 递 推 关 系 
cz 二 一 Jan-1 一 Jr -2 一 Qnr-3 
的 解 。 
解 ”这 个 递 推 关 系 的 特征 方程 是 
r+3r:+3r+1=0 
因为 =3+3r2+3r+1=(r+l)3, 特 征 方程 只 有 一 个 3 重 根 r*= -1。 由 定理 4， 这 个 递 推 关系 
的 解 是 下 述 形式 
as=aio( — 1)*+arn(—1)"+a2n’ (一 了 
为 求 出 常数 el 6。，ai,1，91.2， 使 用 初始 条 件 。 得 到 
ag=1=&i.0 
a1= 2= a0 a1 &1.2 
a2= 1=ai0t2a,lt+dal,2 
这 3 个 方程 的 联 立 解 是 vi o=1，cl1=3，alz= -2。 于 是 ， 这 个 递 推 关系 和 给 定 初 始 条 件 
的 唯一 解 是 序列 fa, ， 其 中 


a ={1+3n -2n 一 1 加 


5.2.3 党 系 数 线性 非 齐 次 的 如 推 关系 
我 们 已 经 知道 如 何 求解 常 系数 线性 齐 砍 的 递 推 关系 。 是 否 有 一 种 相对 简单 的 技术 来 求解 
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如 像 ev, =3a。1+228 的 常 系数 线性 但 是 非 齐 次 的 递 推 关系 嘴 ? 我们 将 看 到 仅仅 对 某 些 特 定 
类 的 递 推 关系 存在 肯定 的 回答 。 
递 准 关系 a 一 34,，1+2n 是 一 个 党 系数 线性 非 齐 次 路 推 关 系 ， 即 形 如 


Qan= Cadn-tt ed 2t "teat Pln) 


的 网 推 关 系 的 例 了 于， 其 中 cl，c，…，c 是 实数 ，F(z 是 只 依 顿 于 2， 此 不 恒 为 0 的 函数 ， 
递 排 关系 


Hn Cli i 
叫做 相 尾 的 齐 次 北 推 其 系 。 它 在 非 齐 次 递 推 关 系 的 求解 中 起 了 重要 的 作用 。 


例 9 弟 推 关系 a,= as-1+27 ,anan_1tas_2+ni+nt1l, qa.=3a,_1+n3" a, = 
EE i i i *+ nn! 是 常 系 数 线 性 非 齐 次 递 推 关系 。 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关 系 分 别 是 


Un dnl1s 站 oe ca = 3an -1a = a 1+an_il+dn- yn 国 


关于 党 系数 线性 非 齐 次 递 推 关系 的 一 个 关键 事实 是 每 个 解 都 是 ~- 个 特 解 与 相伴 的 线性 齐 
次 递 推 关 系 的 一 个 和解 之 和 ， 正 如 下 面 的 定理 所 述 。 


定理 5 如 果 1a,‘?)| 是 常 系数 非 齐 次 线性 递 推 关系 
| 十 Caan Chm - 去 + FPF(ln) 


的 一 个 特 解 ,那么 每 个 解 都 是 | as 癌 + a 中 | 的 形式 ,其 中 la 是 相伴 的 齐 次 递 推 
关系 


Cn 让 Re tn 一 上 


证 由 于 la,'** 是非 齐 次 递 推 关系 的 特 解 ， 我 们 知道 
0 
现在 假设 15,1 是 常 系数 非 齐 次 递 推 关 系 的 第 二 个 解 ， 使 得 
Or — 人 下) 
从 第 二 个 等 式 减 去 第 一 个 等 式 得 
ba a = cb ia) te bs 2 a te +t eh, 下 1 
从 而 得 到 12.- ay 所 | 是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关 系 的 一 个 解 ， 比 如 说 是 |e 反 | ， 因 此 ， 对 
所 有 的 nn 有 5 =as'? + 
由 定理 5, 我 们 看 到 求解 常 系数 非 齐 次 递 推 关 系 的 关键 是 找 一 个 特 解 。 然 后 每 个 解 都 是 
这 个 特 解 和 相伴 的 齐 次 递 推 关 系 的 一 个 解 之 和 和。 尽管 不 存在 对 每 个 函数 F(n) 都 有 效 的 … 般 


性 方法 来 求 这 种 解 ， 但 有 某 些 技术 对 特定 的 函数 类 FF(n), 例如 多 项 式 函 数 与 常数 的 军 函 数 
有 效 。 例 10 和 例 11 就 说 明了 这 一 点 。 


例 10 求 递 推 关 系 a, =3a,_1+2n 的 所 有 的 解 。 上 共有 ai=3 的 解 是 什么 ? 
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解 ” 为 求解 这 个 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关系 ,我 们 需要 求解 它 的 相伴 的 线性 齐 次 方程 并 
旦 找到 一 个 关于 给 定 非 齐 次 方程 的 特 解 。 相 伴 的 线性 齐 次 方程 是 a, = 3a,-1。 它 的 解 是 
“本 = a3"，, 其 中 是 带 获 。 


我 们 现在 找 一 个 特 解 。 因 为 Fn)=2n 是 二 的 1 次 才 项 式 ， 解 的 一 个 合理 的 莹 试 束 是 
的 线性 函数 ， 比 如 说 六 = cx +d， 其 中 c 和 是 常数 。 为 确定 是 否 存 在 这 种 形式 的 解 ， 假 
设 p, = cn ++ 避 是 一 个 这 样 的 解 。 那 么 方程 a 一 3a, -1+2n 就 变 成 cn + d= 一 3tc(n 一 1}+d) 
+2n。 北 简 和 扫 并 同类 项 得 (2+2c)n+{2d 一 3c)=0。 从 而 ，cn + 4 是 一 个 解 ， 当 和 且 公 当 
2+2c 一 0 和 24 一 3c=0。 这 说 明 cn + d 是 一 个 解 ， 当 且 榴 当 c= 一 1 和 d= 一 3 人 2。 因 而 ， 
ap 一 一 天 -32 是 一 个 特 解 。 


根据 定理 5 所 有 的 解 都 是 下 述 形 式 
二 1 qa, ti! 一 一 下 一 3 二 
其 中 位 是 常数 ，。 
为 找 出 具有 a1 = 3 的 解 ， 在 得 到 的 通 解 公式 中 令 n= 1。 我 们 有 3= -1-3 这 +3a， 这 
就 推出 = 11“6。 要 找 的 解 是 eu = 一 nn 一 32.+ (116)3"0 国 
例 11 求 出 下 述 递 推 关 系 
A = Sa Be 二 
的 所 有 的 解 。 


解 ”这 是 一 个 线性 非 齐 次 递 推 基 系 。 它 的 相伴 的 齐 次 递 推 关 系 
ee 
的 解 是 w 人 = ai 3 + a2'2"， 其 中 el 和 as 是 常 数 。 因 为 Fln)=7* ， 一 个 人 台 理 的 解 是 
at 六 =C7"， 其 中 C 是 常数 。 把 这 些 项 代 人 递 推 关 系 得 C.7"=5C7 ' 一 6C*7” “十 7。 
提 由 公国 式 7*-?， 这 个 等 式 恋 成 49C =35C 一 6C+4， 从 而 推出 20C= 和 9 或 C=49/20。 
于 是 ，e (= (49/0)7” 是 特 解 。 由 定理 5， 所 有 的 解 都 有 下 述 形 式 
a = 03" + e227 + (49/20)7" 国 


在 例 10 和 11 中 ， 我 们 赁 经 验 猪 想 了 一 个 特定 形式 的 解 。 在 两 种 情况 下 ， 我 们 都 能 找到 
特 解 。 这 并 不 是 偶然 的 。 每 当 F(n) 是 n 的 多 项 式 和 一 个 常数 的 4 次 军 之 积 时 ， 我 们 就 恰好 
知道 一 个 特 解 是 什么 形式 ， 正 如 定理 6 所 述 。 定 理 6 的 证 明 作 为 一 个 挑战 性 的 练 滞留 绍 


读者 。 
定理 6 假设 1a, | 满足 线性 非 齐 次 递 推 大 系 
ay 二 clan 1+ caan-2t "+ can- + Fln) 
其 中 rc，cz，…，c 是 实数 ， 且 
Flin)= (bn th, vn +-bint bo)s”, 


其 中 66。，51，…， 6b 和 s 是 实数 。 当 :不 是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关 系 的 特征 方程 的 根 时 ， 
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存在 一 个 下 述 形 式 的 特 解 : 
a {pnt pn tt pnt po)s’ 


注意 当 * 是 相伴 的 线性 齐 次 弟 推 关系 的 特征 方程 的 sm 重 根 时 ， 因 用 n” 保 证 给 出 的 特 解 
不 是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关 系 的 一 个 解 。 我 们 下 面 绽 出 一 个 例子 说 明定 理 6 所 提供 的 特 解 形 
pa 

例 12 当 F(n)=3",F{n)=n3",F{tn)= 二 n 2* 和 和 FF(n)=(n*+1)3"” 时 ,线性 非 齐 次 递 
推 关 系 a, = 54, -1 一 9a,_2 十 Fln) 的 特 解 有 什么 形式 ? 


解 ” 相 伴 的 线性 齐 次 弟 推 基 系 是 a, =6a,_1 一 9a,_z。 它 的 特征 方程 r* 一 6r+9xw {x 一 
3}*=0 有 一 个 2 重 的 单 根 。F(n) 的 形式 为 Pin)s* ,其 中 了 (aa) 是 一 个 和 多项式，* 是 一 个 常 
数 。 为 应 用 定理 6， 我 们 需要 知道 ; 是 否 是 这 个 特征 方程 的 根 。 

由 于 =3 是 重 数 m=2 的 根 而 s =2 不 是 根 ， 定 理 6 告诉 我 们 如 果 FF(n)=3", 特 解 的 形 
式 是 pon*3"; 如 果 F(n) = n37, 特 解 的 形式 是 xn*(pin + po)3" ;如 果 Flin) 二 nn 人 2", 特 解 的 形 
式 是 (pon? + pin + po)2"; 如 果 FF(n)=(n?+1)3*, 特 解 的 形式 是 n*(pzn*+ pin+ po)3"。 

图 

不 求 解 定 理 6 所 谈 的 奢 种 类 型 的 递 推 关 系 时 ， 若 ;= | 一定 要 小 心 处 理 。 特 别 是 把 定理 
用 于 Fn)= Bn + hin 十 -+ bin+ bo, 参 数 ; 取 值 ;= 1 时 (尽管 项 1" 没有 明确 地 出 
现 ) 的 情况 。 根 据 这 个 定理 ， 解 的 形式 就 依赖 子 是 否 1 是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 方 
程 的 根 。 这 将 在 枫 13 中 说 明 ， 它 说 明了 怎样 用 定理 6 找 出 前 x 个 正 整 数 之 和 的 公式 。 


例 13 设 a; 是 鹏 n 个 正 整 数 的 和 ， 即 


上 一 1 


注意 ， cv 满足 线性 非 齐 次 递 推 关 系 
re a 
(为 从前 nx 一 1 个 正 整 数 的 和 a,_1 得 到 前 n 个 正 整 数 的 和 和 a,， 只 第 加 上 nn 即 可 .》 注意 初始 


条 件 是 1 =1]。 
对 于 a 的 相伴 的 线性 齐 次 递 推 大 系 是 


dm 1 
这 个 齐 次 递 推 关 系 的 解 是 a, ”= c(1)"=c ， 其 中 c 是 一 个 常数 。 为 找到 a = a,_-1+n 的 所 
有 的 解 ， 我 们 仪 需要 找 一 个 特 解 。 由 定理 6， 由 于 F(nw)=n==n'(1)" 且 s =1 是 相伴 的 线性 
齐 次 递 推 关 系 的 特征 方程 的 1 阶 根 ， 存 在 一 个 形 如 x (pin + po) = pin*+ pon 的 特 解 。 

把 它 代入 递 推 关系 得 到 pn + pon= 二 pn 一 1 六 + poln 一 1)+n. 化 简 得 nx (2p1 一 1)+ 

(po 一 记 1)=0 ， 这 意味 着 2p1 一 1=0 和 pn 一 p=0,， 即 po= pi1=172。 畴 此 

oO = 二: 4 2+l) 
是 一 个 特 解 。 所 以 ， 原 递 推 关 系 a, = a,_!1 + n 的 所 有 的 解 由 a; = as'* +as'?=ctn(nt 
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1)72 给 出 。 由 于 cj=1, 我 们 有 1=a=c+l'22=c+l 放 c=0 从 而 a, = 二 n(n+1)/26 
(这 和 1,7 节 练 习 22 的 公式 一 样 。) 国 


练习 
1. 确定 下 面 哪些 是 常 系 数 线性 齐 次 递 推 关系 ， 即 果 是 ， 找 出 它们 的 阶 。 


a) dn = 3an-.1+ da -s+ Sa,-3 
b) a =2nas_1t+ an-2 

C) a = dn-1t an-4 

d} a,=a, 1+2 

e} 人 
{f) a,=&,-; 

gE) an =an-1to 


2. 确定 下 面 哪些 是 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 ， 如 果 是 ， 找 出 它们 的 阶 。 


A) 总 ,二 3G 2 b) a,=3 
Cc) @ = a d) an = nlan-3 
©) dn = arn-17n f) dn = Ga a2+n 二 3 


E) ds —=4an 2t Sa -4t+Qa, -7 

3. 求解 下 述 有 具有 给 定 初始 条 件 的 递 推 关 系 。 
a) a =a _1, R21, ao=3 
b) a, = a, 1 hl, Lo—2 
Cc) a = a _1 Gar_2, HE2, ao=1, a1=0 
d) a, =4a, i- 4a-2; R22, i000, a1=%8 
e) a = — da — da N22, do=0, a1=1 
{) a, =4da,_;, nn2, ao=0, 41=4 
g) ,= 2 a0=1, a1=0 

4. 求解 下 述 具有 给 定 初始 条 件 的 递 推 关 系 
a) da, =a_1t+6a, 2 NE2, a0=3, a1—0 
by ea =7a;,_1 -10a,_2s, #2, an=2, 4a1=1 
Cc) a =a 1 一 So R22, to—=4, a1= 10 
dy a, =2a,_ 1— 4,2, R22 a0=4, a1=1 
e) d, =a , N22, ao=53, a1= —1 
{) a, = 6a 1 04an-2, R22, a0=3, a1 二 一 2 
g) as+i= —4arnrit ar: N00, ao=2, a1=$ 

5. 使 用 5.1 节 练 习 29 描述 的 两 个 信和 号 在 n 微 秘 内 可 以 传送 铸 少 不 同 的 信息 ? 

6. 如 里 传送 1 个 信和 号 要 1 微 秒 ， 传送 另外 2 个 信和 号 中 的 每 一 个 都 需要 2 微 秒 ， 且 在 信息 中 
个 信和 号 紧 接 着 下 一 个 信和 叶 ， 使 用 这 3 个 不 同 的 信 生 在 n 微 秒 内 可 以 传送 多 少 个 不 同 的 
信息 ? 

7. 使 用 1x2 和 2Xx2 的 块 鱼 满 一 块 2Xn 的 长 方形 板 有 和 多少 种 方式 ? 

8 .一 个 关于 每 年 捕捞 龙虾 数 的 模型 基于 如 下 的 假设 : 1 年 捕捞 的 龙虾 数 是 前 2 年 捕捞 龙虾 数 
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的 平均 值 。 
a) 找 出 一 个 关于 {LIL,1 的 弟 推 关系 ， 其 中 上, 是 在 这 个 模型 的 假 诬 下 第 x 年 捕捞 的 在 
是 数 。 
b) 如果 在 第 1 年 捕捞 了 100 000 只 龙虾 旦 第 2 年 捕 迭 了 300 000 只 龙虾 ， 求 工 。r 
9, 年 初 把 一 笔 100 000 美元 的 钱 存 人 一 个 投资 基金 。 在 每 年 的 最 后 -~ 大 得 到 两 份 红利 。 第 一 
份 红利 是 当年 账 上 钱 数 的 20% 。 第 二 份 红 利 是 前 一 年 账 上 上 钱 数 的 45% 。 
a) 如 果 不 人 允许 取 钱 ， 找 出 一 个 关于 1 了 DP, 1 的 递 推 关 系 ， 其 中 P, 是 第 2” 年末 账 上 的 钱 数 。 
b) 如 果 不 允 许 取 钱 ，» 年 以 后 几 上 有 名 少 钱 ? 
“10. 证 明定 理 2。 
11. 户 卡 斯 数 满足 弟 推 关系 
J a 
和 初始 条 件 Lo=2 和 工 ; = 1。 
a) 证 明 工 .= 六 -+ 站 二 2，3，-…， 共 中 了 是 第 nn 个 韭 波 那 扫 数 。 
b) 求 出 户 卡 斯 数 的 显示 公式 。 
12. 求解 a =2a，， 1+a -2a 9; N=3, 4, $5, ,aow3, 41=f, a =0。 
13, 求解 上 =7a +6a 3 a0=9, 41=10,， a;= 32。 
14. 求解 a, =Sa 一 4 dp=34, al=2, as=6, us=8. 
15. 求解 za, =2a, 1+Sa, 2 6003: G0=7, a= 4, as=8; 
“16. 证 明年 理 3。 
17. 证 册 下 述 涉及 斐 波 那 契 数 和 一 项 式 系 数 的 恒等式 : 
站 =CUzs0O)+ea -1 + +Cfn 一 下 到) 
其 中 wx 是 正 整 数 月 E = [nn 这 |]。[ 提 示 : 设 a = 二 Cin,0)+Cin-1,1)++Ctn—k,k), 
评 明 序列 ;av 和 张波 那 契 序列 满足 的 递 推 藉 系 和 初始 条 件 一 样 。 
18. 求解 递 推 关 系 e ==6a, 1 一 1]2a, yy+8a_ 3，an= —5, ga1=4, a2= 88, 
19. 求解 递 推 基 系 a = 二 -3a。 ll-3a -2 一 44-3: 40=$, a1= 一 9， as=15, 
20, 找 出 递 扒 关系 a, 一 8a, .2 一 16a, -4 的 解 的 一 般 形 式 。 
21. 如 果 线 性 齐 次 递 推 关系 的 特 往 方程 的 根 是 1，1，1，1，-2，-2，-2,， 3,，3，-4， 那 
么 它 的 解 的 一 般 形式 是 什么 ? 
22. 如 果 线 性 齐 次 递 推 关系 的 特征 方程 的 根 是 -1，-1，-1， 2，2，5，5，7， 那 么 它 的 解 
的 一 般 形 式 是 竹 么 ? 
23. 考虑 非 齐 次 线性 递 推 关系 a, =3a。 -1f2"。 
a) 证 明 a, = -22*” 是 这 个 递 推 关 系 一 个 的 解 。 
b} 使 用 定理 5 找 出 这 个 递 推 关系 的 所 有 的 解 。 
c) 找 出 具有 an= 工 的 解 。 
24. 考虑 非 齐 次 线性 递 推 关系 4a, =2a。 -1+2。 
a) 证 明 a, = n2" 是 这 个 递 排 关系 的 一 个 解 。 
by 使 用 定理 5 找 出 这 个 递 推 关 系 的 所 有 的 解 。 
c) 找 出 具有 an=2 的 解 。 


和 ie em 
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25., a) 确定 常数 A 和 8B 的 值 使 得 a, = An + B 是 递 推 关系 a, =2a,-1+n+t+5 的 一 个 
解 。 
b) 使 用 定 埋 5 找 出 这 个 递 推 关 系 的 所 有 的 解 。 
c) 找 出 这 个 促 推 关系 其 有 ao=4 的 解 。 
26. 什么 是 线性 非 齐 次 递 推 关系 4, = 64a,_1 一 12a,_ +8as_s3+F(n) 的 特 解 的 一 般 形 式 ? 
如 生 
ay》 Flin)=n’ 
by Fln)=2" 
CC Fin)= n2” 
d) Ftn)}=(—2)" 
e) Ff{n)=n’27 
们 F{n)}= nn (—2)” 
g) Ftln)=3 
27, 什么 是 线性 非 齐 次 递 推 关 系 e, = 8a, _2 一 16a,-4+ Ftn) 的 特 解 的 一 般 形式 ?如果 
a) Fn)= nn z 
by Fltn)}=(—2)” 
c) Flin)= n2” 
d) Fln)=n’4” 
e) Fln)= (nn  —2){—2) 
{f) Fin)=n2" 
g) Fln)}=2 
28. a) 找 出 递 推 关 系 a, =2a,-_j+2n’ 的 所 有 的 解 。 
b) 找 出 a) 中 的 弟 推 关系 其 有 初始 条 件 cl =4 的 解 。 
29. ay 找 出 弟 推 关系 na =2a,_j+3” 的 有 所 有 的 解 。 
b) 找 出 a) 的 递 推 关系 具有 初始 条 件 al = 5 的 解 。 
30, a) 找 出 递 推 关 系 a = 一 5a,_1 一 6as -z+ 42'4” 的 所 有 的 解 。 
b) 找 出 这 个 递 推 关 系 具 有 初始 条 件 el ==56 和 ez=278 的 解 。 
31. 找 出 递 推 关系 4, =5a,_1 一 6a, -3+2”+ 3n 的 所 有 的 解 [提示 : 找 形 如 gn2"++ pnt p> 
的 特 解 ， 其 中 9，p1，p2 是 常数 ,] 
32, 找 出 递 推 关系 a =2e, t+3:22 的 所 有 的 解 。 
33. 我 出 递 推 关 系 e =4e，1- 4e, -+tfa+l)27 的 所 有 的 解 。 
34 . 找 出 递 推 关 系 a =7a -16a + 12c 3t+t1z4"” 的 具有 an= -2，al 三 0，q? 二 了 
的 解 。 
35. 找 出 弟 推 基 系 e =4a，1 一 3a,_z+2" 二 丸 +3 的 其 有 ao=1，al=4 的 解 。 
36. 设 a, 是 前 * 个 完全 平方 的 和 ， 基 a = 2_1&*。 证 明 序 列 1a,| 满足 线性 非 齐 次 弟 推 关 
系 w = a,_1+ n? 和 初始 条 件 el = 1。 通 过 使 用 定理 5 求解 这 个 递 推 关 系 确定 关于 av 的 


公式 。 
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37, 设 a, 是 脐 n 个 三 角形 数 的 和 ， 即 a = 27 ， 其 中 心 = 二 上 (+1)/2。 证 明 ia,1 满足 
线性 非 齐 次 递 推 关 系 a = a,_1+ n(n+1)72 和 初始 条 件 a -=-1。 通 过 使 用 定理 6 求解 这 
个 递 推 基 系 确定 关于 an 的 公式 。 

38. a) 求 线 性 齐 次 递 推 关系 a, = 2a，| -2a，; 的 特征 根 。( 注 : 这 些 根 是 复数 。) 
b) 求 A 的 递 推 关系 具有 下 三 二 和 防己 这 的 解 ， 

“39. a) 求 线性 齐 次 递 推 关系 ,= ec。4 的 特征 很 。( 注 : 这 些 模 和 包 会 复数 ,) 

b) 求 a) 的 递 推 关 系 具 有 ao=1，ai=0， az= -1 和 as= 上 的 解 。 

“40. 求解 联 冬 递 推 其 系 

d= dl TA bei 
人 
初始 条 件 ao=1 和 50=2。 
“41. a) 用 练习 4 中 的 第 xn 个 韭 流 那 契 数 所 的 公式 证 明 是 最 接近 
(5) 
5 2 

的 整数 。 

b) 确定 对 哪些 nx 有 大 于 
(3) 

“5 2 

对 哪些 mn 有 包 , 小 于 

(ts) 

5 


2 

42, 证 明 如 果 a, =as-1+as-z; ao= 二 8s 和 a= 二 1:， 其中， 和 z 是 常数 ， 那么 对 所 有 的 正 整数 
n 有 an = sf-1t+ ff,o 

43. 用 斐 泣 屠 契 数 的 项 表示 线性 非 齐 次 递 推 基 系 ga, = as-1+ 4 2+1 的 解 , 其 中 nn 宇 2， 
en 一 人 0，cli=t1L [提示 ; 令 5b, = as+1 并 对 序列 5, 应 用 练习 42 .| 

44. {要求 线 性 代数 ) 令 A, 是 nx 矩阵 ， 它 的 主 对 角 线 上 都 是 2， 对 角 线 元 豪 旁 边 的 所 有 

位 置 是 1， 其 佘 的 全 是 0。 找 一 个 关于 A, 的 行列 式 d, 的 递 推 关 系 。 求 解 这 个 递 推 关 系 
并 找到 一 个 关于 a 的 公式 。 

45. 假设 留 在 岛 上 的 每 对 用 遗传 工程 培育 的 兔子 在 一 个 月 太 时 生出 2 对 新 人 兔子， 在 网 
个 月 大和 以 后 的 每 个 月 都 生出 6 对 新 鲍 子 。 没 有 人 兔子 死去 ,也 没有 人 夕子 从 岛 上 
离开 。 

a) 一 对 新 生 的 例子 留 在 岛 上 ， 求 出 与 * 个 月 后 岛 上 坛子 对 数 有 关 的 遍 排 关系 。 
b) 通过 求解 a) 中 的 弟 推 关系 确定 一 对 新 生 的 兔子 留 在 岛 F x 个 月 以 后 号 上 的 亿 隆 
对 数 。 

46. 假设 初始 在 一 个 岛 上 有 2 只 山羊 。 由 于 自然 繁殖 ， 岛 上 的 山羊 数 等 年 加 人 悦 ， 并 且 每 年 有 
些 山 羊 被 带 来 或 被 市 走 。 

a) 很 定 每 年 另 有 100 只 山羊 被 放 到 岛 上 ， 构 造 一 个 关于 第 ” 年 初 号 上 山羊 数 的 圳 推 
关系 。 
b) 求解 a} 的 递 推 关 系 来 找 出 第 n 年 初 咏 上 的 山羊 数 。 
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c) 假定 对 于 每 个 * 衬 3、 在 第 站 年 有 ?只 山羊 从 岛 上 带 走 ， 构 造 一 个 关于 第 * 年 初 岛 上 
山羊 数 的 递 推 关系 。 
d) 求解 cj 的 关于 第 年初 名 上 山羊 数 的 递 推 关系 。 
47. 在 一 个 充满 活力 的 新 软件 公司 ， 一 个 新 女 雇员 的 初始 工资 为 50 000 美元 ， 公 司 允 诺 每 年 
底 她 的 工资 将 是 她 前 一 年 工资 的 2 倍 ， 并 且 她 在 公司 的 每 年 都 将 额外 增加 10 000 美元 。 
a) 构造 一 个 与 被 雇用 的 第 n 年 她 的 工资 数 有 关 的 递 推 关 系 。 
b) 求解 这 个 递 推 关 系 找 出 她 被 性 用 的 第 年 的 工资 。 


革 些 线性 递 推 关系 没有 常 系 数 ， 但 也 可 以 被 系统 的 求解 。 这 就 是 形 如 六 着 Ja 二 g(tn) 
a, _1 二 下 (2 的 递 推 关 系 的 情况 。 练 习 48 一 50 人 说 明了 这 一 点 。 


“48. a) 证 明 弟 推 关 系 
fln)as =g(n)jas_1th(n) 
其 中 a 关 1，ao=C， 可 以 转变 成 如 下 形式 的 递 推 基 系 
bp =p + QnjA(tn) 
其 中 下 =gtn+1)Q(n +1)a，,，， 满 中 
Qn)={F DF Fn ND) /pg(l)g(t2) g(an)) 
bj 使 用 a) 求解 原来 的 递 推 关系 以 得 到 
+ 之) 
"gl(n+1)Q(n+1) 
"49. 使 用 练习 48 求解 递 推 关 系 tn 十 1)as=(nt+3)a_1t+ RN 字 1 ,a0 二 1。 
50. 可 以 证 明 当 以 随机 的 顺序 排序 x 个 元 素 时 ， 锯 速 排序 算法 (在 8.4 节 练习 中 描述 ) 所 做 
的 平均 比较 次 数 福 足 弟 推 关系 


C, =n+1+5 0 
2 =1，2，…， 且 初始 和 荣 件 Co= 0。 
a) 证 明 j1C,| 也 满足 递 推 基 系 aC = (n+1) Cit2n, n=1, 2, …o 
b) 使 用 练习 48 求解 a) 的 递 推 关 系 以 找到 关于 C, 的 显示 会 式 。 


“51. 证 明定 理 4。 
"* 52. 证 明定 理 6。 


5.3 分 而 治之 关系 


s.3.1 引言 


许多 递归 算法 把 一 个 给 定 输 和 人 的 问题 划分 成 一 个 或 多 个 小 问题 。 连 续 施 用 这 种 划分 直到 
可 以 很 快 地 找到 这 些 较 小 间 题 的 解 。 例 如 ， 在 执行 一 个 二 分 检索 时 把 对 一 个 元 素 在 表 中 的 搜 
索 减 少 成 对 该 元 素 在 长 度 减 半 的 表 中 的 搜索 。 我 们 继续 施用 这 种 分 解 直 到 只 剩 下 一 个 元 素 。 
这 种 递归 算法 的 另 一 个 例子 就 是 整数 薪 法 的 过 程 ， 它 将 两 个 整数 相 乘 的 问题 分 解 成 三 组 位 数 
减 半 的 整数 相 乘 。 这 种 分 解 连 续 施 用 直到 只 剩 下 一 位 的 整数 为 止 。 这 些 过 程 叫做 分 而 治之 算 
法 。 这 一 节 将 研究 在 这 种 算法 的 复杂 性 分 析 牛 所 产生 的 亿 推 关系 。 
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5.3.2 分 而 治之 关系 


假设 一 个 算法 把 一 个 规模 为 二 的 问题 分 成 2 个 子 问 题 ， 其 中 每 个 子 问题 的 规模 杷 pn 
(为 箭 单 起 见 ， 假 设 5 整除 nn; 实际 上 ， 较 小 的 问题 的 规模 常常 是 小 于 等 于 或 者 太 于 等 于 
nb 的 量 近 的 整数 )。 此 和 詹 ， 假 设 当 这 个 规模 为 nn 的 问题 分 解 成 较 小 的 问题 时 还 需要 总 其 鸭 
g(rn) 的 额外 的 运算 。 那 么 ， 加 果 了 nn) 表 示 求 解 这 个 问题 所 需 的 运算 数 ， 则 得 出 满足 弟 排 
关系 

fnj=af(n/b)+t+g(n) 
这 和 视 叫 做 分 而 治之 递 推 大 系 。 

例 1 在 2.1 节 我 们 引入 了 二 分 检索 算法 。 当 x 是 伪 数 时 ， 这 个 二 分 检索 算法 把 对 某 个 
元 素 在 长 度 为 n 的 搜索 序列 中 的 搜索 转变 成 对 同一 元 率 在 长 度 14 人 2 的 搜索 序列 中 的 二 分 检 
索 ( 因 此， 规模 为 n 的 问题 已 经 被 分 解 成 规模 /2 的 问题 )。 为 执行 这 个 分 解 需要 2 次 比较 
(1 次 是 为 了 确定 要 用 到 表 的 哪 一 半 ， 丸 1 次 是 为 7 确定 表 是 否 还 有 项 留 下 来 )。 有 所 以 ， 如 果 
ftn) 是 在 规模 为 n 的 搜索 序列 中 搜索 一 个 元 素 所 需要 的 比较 次 数 ， 那 么 当 是 偶数 时 
证 而 

例 2 考虑 下 面 的 查找 序列 ai ，az，… ，en 中 量 小 和 最 大 元 内 的 算法 。 如 果 %w=1， 那 
么 41 就 是 最 大 和 最 小 的 元 素 。 如 果 nn 交 1， 把 这 个 序 刚 分 成 两 个 序列 ， 或 者 两 者 有 辣 样 多 的 
元 素 ， 或 者 一 个 集合 比 另 一 个 集合 多 一 个 元 素 。 问 题 就 归 约 成 查找 两 个 较 小 序列 的 最 大 和 最 
小 元 素 。 比 较 两 个 较 小 集合 的 最 太 和 最 小 元 索 从 而 得 到 全 体 的 最 大 和 最 小 元 案 ， 源 问题 的 解 
就 得 到 了 了 ， 

设 fln) 是 找 元 集 的 最 小 利 最 大 苑 素 所 需 归 的 总 的 比较 次 数 。 我 们 已 经 说 明了 尘 半 是 
偶数 时 一 个 规模 为 的 问题 可 以 归 约 成 两 个 志 模 为 ” 忆 的 问题 ， 这 里 要 使 用 2 次 比较 ， -次 
是 比较 两 个 集合 的 最 小 元 素 ， 而 另 一 次 是 比较 醋 个 集合 的 最 大 元 素 。 当 2 是 偶数 时 耽 得 到 
地 推 关系 fn)=2f7(n/2)+2。 图 

例 3 令 大 惊讶 的 是 存在 许 密 比 整 数 靳 法 的 传统 算法 (在 2.4 节 描 述 过 ) 蝎 有 效 的 算 
法 。 这 里 描述 的 一 个 有 效 的 算法 ， 就 用 到 了 分 而 治之 技术 。 这 个 快速 的 乘法 算法 开始 把 每 个 
2 位 的 二 进 制 整数 分 成 两 块 ， 每 块 nn 位。 然后， 原来 的 2n 位 的 二 进 制 整数 的 乘法 被 分 解 
成 3 个 位 二 进 制 数 的 束 法， 再 加 上 移 位 和 可 法 。 


假设 a 和 5 是 两 个 整数 的 2 位 的 三 进 制 表 达 式 (为 了 使 得 它们 等 长 ， 如 果 需 要 的 证， 
可 在 这 些 表 达 式 前 面 加 上 硅 干 个 0)。 令 


a={a7, 1 六 2， 10)2， bbn-102n-2°" bibo)2 
念 

a =2"*A+ Anb=2°BI+ Bn 
其 中 


i 二 (ga Ao= (as_1' "a1d0)2 
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B= Chas-1 br1d,}2: Bo— (ps-1 "Pihnj 
快速 整数 乘法 算法 是 基于 恒等式 
i +2*)7A1B1 +2"tA1— Ao)( Bo BI}+(2° +1)A0B, 


关于 这 个 恒等式 的 一 个 重要 的 事实 就 是 它 证 明了 两 个 24 位 的 二 进 制 数 的 嫌 法 可 以 用 3 个 zz 
位 二 进 制 数 的 乘法 加 上 加 法 、 减 法 以 及 移 位 来 实现 。 这 证 明了 如 果 f(n) 是 两 个 位 二 进 制 
数 相 乘 所 天 的 按 位 运算 的 总 数 ， 那 么 


fl2n)=3F7(n)+ Cn 


这 个 等 式 的 理由 如 下 : 3 次 x 位 瑞 数 的 来 法 可 以 使 用 3f(n) 次 按 位 运算 实 更。 每 次 加 法 、 减 法 和 
移 位 使 用 的 运算 次 数 是 ”* 位 运算 的 常数 倍 ， 而 Cn 表示 由 这 些 运 算 用 到 的 总 的 按 位 运算 数 。 各 


例 4 存在 一 个 nx x# 并 隆 相 习 的 算法 ， 当 nn 是 偶数 时 ， 它 使 用 7 深 (n 训 2)}Xx {nn 部) 引 
阵 的 乘法 和 15 次 (nj2)xfax2) 和 矩阵 的 加 法 。 于 是 ， 如 果 关 2) 是 用 到 的 运算 数 {乘法 和 可 
法 )， 那么 当 是 偶数 时 有 

fl(n)=7F(n/2) + 15n°/4 | 


正如 例 1 一 4 所 示 ， 在 许多 不 同 的 情况 中 都 出 现 了 形 如 fn)=afltnA5b)+ g(xn) 的 递 推 
关系 。 可 以 对 满足 这 种 弟 推 关系 的 落 数 的 阶 作出 估计 。 假 设 满足 这 个 递 推 关 系 ， 其 中 
可 被 名 整除 。 今 nn 二 pb, 其 中 上 是 一 个 整数 。 那么 


fin)=af(n/b)+ gtn) 
=a’ ftn/b)+tag(n/b)+g(n) 
=a fin/bi)+a pel(n/b tag(n/b)+g(n) 


二 oF n/p) 十 S wg(n/b) 
由 于 nxA6*= 二 1， 从 而 有 


fan} = arf(1l)+ Saig(n/b) 
我 们 可 以 使 用 这 个 关于 Fa ) 的 等 式 估计 满足 分 而 治之 关系 的 函数 的 阶 。 
定理 1 设 了 是 满足 北 推 关系 
fn)=af(n/b)}+e 
的 增 函 数 ， 其 中 被 5 整除 ，a 室 1，58 是 大 于 1 的 整数 ，c 是 一 个 正 实数 ,那么 


ee Ofree) 如果 aa>1 
A O(logn), 茵 果 a=1 
证 首先 令 n= 六 。 由 定理 前 面 的 讨论 得 吧 的 关于 六 nn) 的 表达 式 和 和 gl(n)=c， 


-1 -1 
Fin) = a*ft1)+ D> jaic = af(1) + c oa 
了 了 一作 1=0 
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先 考虑 a = 1 的 人 情况。 那么 有 
fn)= fF(1)+ ck 

由 于 = 六， 我 们 有 上 =logom。 于 是 
Flin)= f(T) + clogsn 


当 ? 不 是 户 的 罕 时 ， 对 某 个 正 整 数 有 下， 有 如 和 过 上 关 由 于 关 是 增加 的 ， 故 产 m) 所 
FCO) = FO) + elRt1)=( FA) te te 1)+ ce) + clogsr 。 因此 ， 当 a 二 1 时 在 两 
种 情况 下 了 (nn) 都 是 O(log nn)。 
现在 假设 4 渤 1。 首 先 假定 n = 忆 , 上 是正 整 数 。 由 几何 级 数 的 求 和 公式 《3.2 节 例 
6) 得 
fln)=atf(l)+ c(tat -1)/(a—1) 
= a[ftl}+e/a m1)]-c/(a-1) 
= Cin + C2 
这 是 由 于 a* = a = mnt 【( 见 附录 | 的 练习 4)， 其 中 CI= [PC +ce te 一 1 和 
1 
”现在 假设 n 不 是 5 的 短 。 那 妈 失 < nm 过 本 +1， 其 中 下 是 一 个 非 负 整数 。 由 于 了 是 增加 的 ， 
Fn) 人 EF = Ca +C, 
(Ca)a + 人 OC, 


Can + CC,» 

这 是 由 于 大 委 logs n 人 +1 

于 是 fl(n) 是 O(n )。 

注意 ”这 个 证 明 对 于 f(n) 给 出 了 一 个 显示 公式 ， 这 里 nn 三 六。 

下 面 的 例子 说 明 怎 样 使 用 定理 1。 

例 5 设 f(n)=5F(n 人 2)+3 和 了 (1)=7。 求 (2*), 其 中 多 是 一 个 正 整 数 。 如 果 /是 一 
个 增 函 数 ， 请 估计 六 2 )。 

解 ”从 定理 1 的 证 明 ， 考 虑 a=5，8=2，c=3， 我们 看 到 如 果 n=2*， 那 和 


1 


fnj=a [lft e/a-l1}l+l-cAiAa-1}] 
= S$*[7+ {3/41]—374 
= St(3]1/4) — 3/4 
又 如 朵 了 (nn) 是 增加 的 ,定理 1 证 明了 ff(n) 是 O(n )= (nm )。 国 
我 们 可 以 使 用 定理 1 估计 二 分 检索 算法 和 例 2 查找 序列 的 最 小 和 最 大 元 素 的 算法 的 计算 
例 6 估计 二 分 检索 使 用 的 比较 次 数 。 
解 ” 在 例 1 中 证 明了 当 nn 是 偶数 时 f(n)= f(n/2)+2, 其 中 f(xn) 是 在 规模 为 nx 的 序列 
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实现 一 个 二 分 检索 需要 的 比较 次 数 。 因 此 得 出 f(xn) 是 O(log »n)。 | 
例 7 估计 用 例 2 给 定 的 算法 查找 序列 的 最 大 和 最 小 元 素 所 使 用 的 比较 次 数 。 
解 ” 在 例 2 我 们 证 明了 当 n 是 偶数 时 F(n)=27F{(nwA2)+2, 其 中 了 是 算法 需要 的 比较 次 
数 。 于 是 ， 由 定理 1 得 到 Fl(n)= O(nxn**)= O(n)。 国 
我 们 现在 叙述 一 个 更 一 般 的 更 复杂 的 定理 ， 它 对 于 分 析 分 而 治之 算法 的 复杂 性 是 非常 有 
用 的 。 
定理 2 设 了 是 个 满足 递 推 关 系 
Fin)=af(n/6) + een’ 
的 增 函 数 ， 其 中 nn = 六 ,下 是 一 个 正 整 数 ，a 主 1， 5 是 大 于 1 的 整数 ，: 和 了 是 正 实数 ， 那 
人 
Dfn ), 荐 a 过 
F(x)=4O(n logn), 若 a= 
Ofnmee), 若 a> 
定理 2 的 证 明 留 织 访 者 作为 节 末 的 练习 17 一 21。 
例 8 估计 使 用 快速 来 法 算法 做 两 个 n 位 二 进 制 数 相 弛 所 需要 的 按 位 运算 次 数 。 
解 ” 例 3 证 明了 当 ;是 偶数 时 Ff{n)=3F(n 这 ) 十 Cn, 其 中 ff(n) 是 使 用 快速 乘法 算法 菲 


两 个 ”位 二 进 制 数 所 需要 的 按 位 运算 次 数 。 于 是 ， 由 定理 2 得 到 f(n) 是 O(n”“”)。 注 意 
log 3“~1.6。 因 为 通常 的 乘法 算法 使 用 O(n“) 次 按 位 运算 ， 所 以 快速 乘法 算法 对 于 足够 大 的 


整数 在 时 间 复 来 性 方面 比 遗 常 的 算法 有 了 本 质 的 改进 。 加 
例 9 估计 使 用 便 4 的 矩阵 乘法 算法 作 两 个 axnm 息 阵 相 嫉 所 需要 的 滋 法 和 如 法 
次 数 。 


解 ” 令 F(x) 表示 司 两 个 nx x n 矩 阵 相 襟 使 用 例 4 提 到 的 算法 所 需 的 加 法 和 彝 法 次 数 。 
当 n 是 侦 数 时 我 们 有 Fl(n)=7f(n 人 2) + 15n*A4。 于 是 由 定理 2 得 到 f(rn) 是 O(n )。 注 意 
log 7<*2.8。 由 于 通常 的 两 个 x x n 矩阵 相 缚 的 算法 要 用 O(n ) 次 加 法 和 和 乘法， 显然， 对 中 
够 大 的 整数 n ， 这 个 算法 比 起 通常 的 算法 在 时 间 复 杂 性 方面 更 加 有 效 。 国 


练习 


. 在 64 个 元 素 的 集 含 中 做 二 分 检索 需要 多 少 次 比较 ? 

.在 128 个 元 素 的 序列 中 使 用 例 2 中 的 算法 查找 最 大 和 最 小 的 元 素 需 要 网 少 次 比 轻 ? 

, 合用 快速 乘法 算法 将 《1 110), 与 《1 010)s 相 乘 。 

. 用 伪 码 表示 快速 来 法 算法 ，。 

. 确定 在 例 3 中 的 常数 C 的 值 并 且 使 用 它 估 计 用 快速 乘法 算法 做 两 个 64 位 二 进 制 数 下 乘 所 
需要 的 按 位 运算 次 数 。 

6. 用 例 4 引 人 的 算法 做 两 个 32 x 32 矩阵 相 乘 需 时 多 少 次 运算 ? 

7. 假设 当 x 被 3 整除 时 有 FF(n)= Ff(nA3)+1 和 ff(1)=1。 求 


nn 
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a} fF(3) b) fF(27) C) F729) 
38. 假设 当 x 是 偶数 时 有 f(tn)=27F(n2)+3 和 FfF(1)=5。 来 
a) Fl2) by》 fF(8) cC) fC64) d}) 关上 0241 
9. 根 设 当 被 5 整除 时 有 f(xn) -Fas)+3 人 和 Fl)=4。 求 
a) fF(3) b) ft125) c) Fl3 125) 
10. 当 n= 二 2* 时 求 f(n)， 其 中 了 满 足 递 推 关 系 f(n)= FnA2)+1 FI 1。 
11. 如 果 f 是 一 个 增 函 数 ， 估 计 练 习 10 中 的 了 的 规模 ， 
12. 当 #n=3* 时 求 f (nn)， 其 中 了 满足 递 推 拓 系 f(n)=2f(nA3)+4, 1)=1。 
13. 如 果 f 是 一 个 增 沙 数 ， 信 计 练 习 12 中 的 了 的 规模 。 
14. 假设 在 一 个 淘汰 锦标 赛 中 有 n =2* 个 队 ， 其 中 在 第 一 轮 有 m2 场 比赛 ，n 人 2=2* 个 高 
的 队 进 入 第 二 轮 比赛 ， 依 此 进行 。 建 立 一 个 关于 锦标 赛 的 轮 数 的 递 推 关系 。 
15. 在 练习 14 的 淘汰 锦标 赛 中 如 果 有 32 个 队 ， 需 要 进行 多 少 轮 比赛 ? 
16. 求解 练习 14 所 描述 的 关于 锦标 赛 论 数 的 递 推 关系 。 


在 练习 17~21， 假设 是 -… 个 满足 递 推 关 系 F(n) = af(nd6) + cn” 的 增 靖 数 ，a 祷 1， 六 
是 大 于 1 的 整数 ，c 和 4 是 正 实数 。 这 些 练习 提供 一 个 关于 定理 2 的 让 曲 。 


"47. 证 明 如 果 a=B* 且 n 是 上 的 寡 ， 那 入 fn) = Fn + cen’ log,ne 

18. 使 用 练习 17 证 明 如 果 a = 5b 5， 那么 Fn) 是 中 (nlog nn)。 

“19, 证 明 如 果 a 关 &，n 是 上 的 宕 ， 那 么 Fa)= Cn + Con we ,其 中 人 -a})H 
C= Ft +t oe/(a — be )o 

20. 使 用 练习 19 证 明 如 果 a< 如 ,那么 fn) 是 O(n )。 

21. 使 用 练习 19 证 明和 如 果 a 光 如 ,那么 flin) 是 O(n ) 

22. 当 nn=4:, 求 f{n), 其 中 满足 递 推 关 系 f(n) -57(nA4)+6n,7(1)=1。 

23. 如 果 了 是 增 函 数 ， 佑 计 练 习 22 中 了 的 规模 。 

24. 当 n=2*, 求 f(n), 其 中 了 满足 递 推 关 系 f(n)=8f(n/2)+n ,ft1)=1。 

25. 如 果 了 是 增 沙 数 ， 估计 练习 24 中 广 的 规模 。 


5.4 生成 函数 


表示 序列 的 - :种 有 效 方 法 就 是 生成 函数 ， 巧 把 序列 的 项 作为 “个 形式 需 级 数 中 和 芝 二 < 
的 咒 的 系数 。 可 以 用 生成 蚂 数 求解 许多 类 型 的 计数 问题 ， 例 如 在 各 种 限制 下 选取 或 分 配 不 同 
种 类 物体 的 方式 数 ， 使 用 不 同 面额 的 硬币 换 一 美元 的 方式 数 等 。 也 可 以 用 生成 函数 求解 递 推 
关系 。 它 先 把 关于 序列 的 项 的 递 推 关 系 转换 成 涉及 生成 晒 数 的 方程 ， 然 后 求解 这 个 方程 并 找 
出 关于 这 个 生成 函数 的 封闭 形 式 。 从 这 个 封闭 形式 可 以 找到 生成 函数 的 震级 数 的 系数 ， 从 而 
求解 原来 的 递 推 关系 。 生 成 函数 也 可 以 利用 吗 数 之 间 相 对 简单 的 关系 来 证 明 组 合 恒等式 ， 由 
于 这 些 关系 可 以 转换 成 涉及 序列 的 项 的 恒等式 。 生 成 男 数 是 有 上 用 的 工具 ,除了 本 闻 摘 述 的 罗 
外 ， 可 以 用 它 来 研究 序列 的 许多 性 质 ， 例 如 嫂 立 关于 序列 的 顺 的 渐进 公式。 

我 们 从 友 列 的 生成 明 数 的 定义 开始 。 
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定义 1 实数 序列 ao，al，…，eax，… 的 生成 晒 数 是 无 穷 级 数 
G(T) = aot+ arr t+ ar + = Sa 


注意 定义 1 给 出 的 |asi 的 生成 函数 有 时 叫做 fai| 的 普通 生成 另 数 ， 以 和 这 个 
序列 的 其 他 类 型 的 生成 肖 数 相 区 别 。 


例 1 序列 | a | 具有 tr 二 池 ， 好 5 一 天 十 工 和 Wr 的 生成 函数 分 别 是 > 让 037'， 


St) D2, 


我 们 通过 置 2 +1 三 几 ， Q ,+2 三 昌 ， 依 此 下 去 ， 把 一 个 有 限 序 列 1 扩充 成 一 
个 无 限 序列 ， 就 可 以 定义 一 个 实数 的 有 限 序 列 的 生成 函数 。 这 个 无 限 序 列 1a,| 的 生成 函 
数 G(x) 蚌 一 个 n 次 多 项 式 ， 因 为 当 j>n 时 没有 形 如 ayx 的 项 出 现 ， 即 


人 Ta 
例 2 序列 1，1,，1,，1，1, 1 的 生成 函数 是 什么 ? 
解 1，1,，1，1，,，1,，1 的 生成 轰 数 是 


1 + r+ x + r+r 


由 3.2 六 的 例 6 有 
(ze—1) /xr 1)=1+trxtxr +r 十 丸和 十 入 
因此 G(xz)= (zx* 一 1)A(x 一 1) 是 序列 1，1，1，1，1, 1 的 生成 函数 。 国 
例 3 设 mr 是正 整数 。 令 a 二 C(m,k) ,k=0,1,2,…, nr 。 那 么 序列 a0，a1，…， a 
的 生成 轿 数 是 什么 ? 


解 ” 这 个 序列 的 生成 函数 是 
Gr)= Cm,0+ Cm,l)r+t+C(Cm,2) r+ + CCm, mm) rr” 
二 项 式 定 理 证 明 G(x) = (1+x)"。 国 
5.4,2 关于 突 级 数 的 有 用 的 事实 


当 用 生成 函数 求解 计数 问题 时 ,通常 将 它们 考虑 成 形式 容 级 数 。 这 里 忽略 了 这 些 级 数 的 
收 敏 问题。 但 荐 为 了 应 用 某 些微 积分 的 结果 ,考虑 里 级 数 对 什么 x 收 策 有 时 是 很 重要 的 。 
在 我 们 的 讨论 中 将 不 涉及 收敛 性 问题 。 熟 悉 微 积分 的 读者 为 了 解 所 涉及 级 数 的 收 伍 性 的 细 下 


可 以 参阅 有 关 这 方面 内 容 的 教科 书 。 
现在 我 们 将 叙述 某 些 与 无 穷 级 数 有 关 的 重要 事实 ， 这 些 将 在 研究 生成 因数 时 用 到 。 这 些 
事实 的 讨论 和 相关 的 结果 都 可 以 在 微 积分 教科 书 中 找到 。 


例 4 函数 Fx)=17( -zz) 是 序列 1，1，1，1，… 的 生成 困 数 ， 因 为 对 17ri<1 有 
1A(1 x}=1+txe+ r+ .于 
例 5 函数 f(r) =17A(1 一 ar) 是 序列 1，a，a*，a*,，*…" 的 生成 畏 数 ， 因 为 当 |axi<1 
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或 等 价 地 党 对 |x| 达 17lal，a 关 0 有 
1/(1— ar)=1+ar+a’ r+ 国 
我 们 也 需要 了 解 两 个 生成 图 数 是 怎样 相 加 和 怎样 相 乘 的 。 这 些 结果 的 证 明 也 可 以 在 微 积 
分 教科 书 中 找到 。 
定理 1 令 f[(7) = ,our,8(z) = 之 /1_0bkr ,那么 


flzr)t+ g(r)= > t+ 本) flr)g(x)= > ( Dap, ) x 
我 们 将 用 下 面 的 例子 说 明定 理 1 的 使 用 。 
例 6 设 帮 xz)=1Z1-z 六 。 用 例 4 求 出 表达 式 Fz)= 了 ioarr 中 的 系数 ao，ai， 
0 
解 ” 由 例 4 看 出 
AC -xr)=1l+x+r tr te 


因此 ， 由 定理 1， 有 
1/(1 — zx) = (San = Sn ee 图 


注意 0 

等 式 的 一 种 有 用 的 技术 就 是 取 微 商 。 

为 了 用 生成 函数 求解 许多 重要 的 计数 问题 ， 需 要 在 指数 不 是 正 整数 的 情况 下 应 用 二 项 式 
定理 。 在 叙述 推广 的 二 项 式 定理 之 前 ， 需 要 定义 推广 的 二 项 式 系数 。 

定义 2 设 x 是 实数 且 是 非 负 整数 ,那么 推广 的 二 项 式 系 数 定义 为 
1 和 耕 表 0 
全 苦 有 = 
例 7 求 推广 的 二 项 式 系数 { | 和 | 人 |] 的 值 。 
解 ”在 定义 2 中 取 x*= 一 2 和 有 =3 得 

(2) 2G -4 


类 似 地 取 # =12 和 到 =3 得 


和 
3 1 31 


= (A 12)(- 332) 
=1716 四 


当 上 边 的 参数 是 负 整 数 时 ， 下面 的 例子 对 推广 的 二 项 式 系数 提供 了 一 个 有 用 的 公式 。 在 
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后 面 的 讨论 中 会 用 到 它 。 
例 8 当 上 边 的 参数 是 人 贰 整数 时 ， 推广 的 二 项 式 系数 可 以 用 普通 二 项 式 系 数 的 项 表示 。 
为 此 只 需 注意 到 
人 
更 六 | 
(Dntn+l)(tn+r—o1) 


ri! 


ttl)’(n+t+r 1)(n+t+r 2)n 


r! 


_{—1) (n+r—1)! 
rl {nC-1)! 


人 
={—1)C{tntr-l,r) 滑 
我 们 班 在 叙述 推广 的 二 项 式 定 理 。 
定理 2 推广 的 二 项 式 定理 。 设 x 是 满足 lz|<1l 的 实数，* 是 实数 。 那 么 有 
+)"= Ds) 
可 以 用 麦克 劳 林 级 数 的 理论 证 明定 理 2。 将 这 个 证 明 留 给 热 悉 这 部 分 微 积分 内 容 的 
读者 。 
注意 当 4 是正 整数 时 ， 推广 的 二 项 式 定理 变 成 4.3 节 给 出 的 二 项 式 定 理 ， 因 为 


如 果 k>u 有 |[*)=0。 


当 指 数 是 负 整 数 时 下 面 的 例子 说 时 了 定理 2 的 使 用 。 
例 93 当 n 是 正 整 数 时 合用 推广 的 二 项 式 定 理 求 (1+z) ”和 (1 -zz) "的 生成 
隔 数 。 
解 ” 册 推广 和 的 二 项 式 定 理 得 
{1+x) *= > 


使 用 例 8 所 提供 的 关于 | ，”) 的 简单 公式 得 到 


Cr 


(1+Tr) "= > 人 (一 TCR tk- 1,k)zt 


点 三 必 


用 一 x 代替 x 得 到 


(1 -x) "= > Cn tk -1,k) 加 
点 一 心 


表 5-1 归纳 了 一 些 经 常 出 现 的 有 用 的 生成 函数 。 
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表 5-1 有 用 的 生成 函数 


,Cor Ort 
t= 
] + Cn Dx + CH 2 + + 


x Cink) 


> Cfn, Datxt 
上 = 只 
t+ CO Lax + Cn 2)at xr + 


人 人 天 二 


= 3 Cn, Da 


上 = 位 


E+ COn, Dax’ + COn, Da + 


革 # 时 为 CP); 省 其 为 0 


+x" 


当时 为 1; 弄 则 汰 0 


当 刀 下 时 学 1; 否则 为 如 


NT 


EL Cln + k— 1, Mx 
十 fm Dx + Cn + 2) + Cnt km Li)= 四 (十 大 一 1 一 二 


ee = YS Ctk—l KN-1Y x 
= 必 
= 1 -Cn lr+ Cat ,2 
— Cn+ 3A + (C—O to t= {-1KCn + Ro tn— 1) 


= > Cln+k— tl, katx 
皮 一 帅 


= 1+ Cm, ber+Ctm 十 | 2 十 … 人 (有 十 天 一 天 NE = Ctn+k— 1,n— la 


刀 天 
1 HH 
pf1+ 9 = > 一 一 一 
上 一 站 
"… { 一 Tt 


注 ; 在 大 计数 稚 积 分 书 的 对 姐 教 部 他 可 以 找到 甘于 最后 两 个 生 虚 更 数 的 级 数 ， 
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5.4.3 计数 问题 与 生成 函数 


生成 因数 可 以 用 于 求解 各 种 计数 问题 。 特 别 地 ， 它 们 可 以 用 于 计数 各 种 类 型 的 组 台数 。 
在 第 4 章 我 们 开发 了 一 些 技术 计数 x 元 素 集合 的 允许 重复 的 王 组 合 数 ， 在 这 些 组 台中 可 能 
存在 某 些 附 吉 的 约束 。 这 种 问题 是 与 计数 形 如 


oe] 十 Pa 寺 本 已 一 【《- 


方程 的 解 是 等 价 的 ， 其 中 C 是 常数 ， 每 个 e, 是 可 能 具有 革 些 约束 的 非 针 整数。 也 可 以 用 生 
成 函数 求解 这 种 类 型 的 计数 问题 ， 正 如 下 面 的 例子 所 说 明 的 。 
例 130 求 
elt ert+ es=17 
的 解 的 个 数 ， 其 中 人 ty el £3 是 非 俩 蓝 数 ， 满足 2 所 el 所 5， 3 4 二 :ea 了 7。 
解 具有 上 述 限 制 的 解 的 个 数 是 
(x + r+ tt rx (rt rt rt (r+ r+ r+ ) 
的 展开 式 中 x "的 系数 。 这 是 因为 我 们 在 乘积 中 得 到 等 于 xz" 的 项 是 通过 在 第 一 个 和 中 到 项 
zx"， 在 第 二 个 和 中 取 项 zx":?， 在 第 三 个 和 中 取 项 ze ， 其 中 寡 指 数 e| ，ez 和 e3 满足 方程 el 十 
ez 二 gs=17 和 给 定 的 限制 。 

不 难看 出 在 这 个 乘积 中 的 x 的 系数 是 3。 因 此 ， 存 在 3 个 解 。{ 注 意 计 算 这 个 系数 与 枚 
举 方程 的 具有 结 定 约束 的 所 有 解 几 乎 要 做 同样 多 的 工作 。 但 有 是， 正如 将 要 看 到 的 ， 这 里 说 明 
的 方法 常常 可 以 用 于 求解 各 种 各 样 的 具有 特殊 规则 的 计数 阿 题 。 些 外， 可 以 用 计算 机 代数 系 
统 做 这 种 计算 。) 国 

例 11 把 8 块 相同 的 饼 于 分 给 3 个 不 同 的 孩子 ， 如 果 每 个 孩子 至 少 接 胎 2 块 饼 干 并 且 
不 超过 4 块 饼 干 ， 那 么 有 和 多少 种 不 同 的 方式 ? 

解 ” 因 为 每 个 孩子 至 少 接受 2 块 饼 干 且 不 超过 4 块 饼干 ， 在 关于 序列 1c,| 的 生成 函数 
中 对 每 个 孩子 存在 一 个 等 于 


(x” 二 区” 十 rr) 


的 因 式 ， 其 中 c。 是 分 配 n 块 饼干 的 方式 数 。 因 为 存在 3 个 孩子 ， 这 个 生成 图 数 是 


(x + 十 x 
我 们 要 求 这 个 乘积 中 的 za 的 系数 。 理 由 就 是 在 展开 式 中 的 z 的 项 对 应 于 选 3 项 的 万 式 数 ， 
其 中 每 个 因 式 选 1 项 上 且 指 数 加 起 来 等 于 8。 此 外 ,来 自 第 一 、 第 二 和 第 三 个 因 式 的 项 的 指数 
分 别 是 第 一 、 第 二 和 第 三 个 孩子 接受 的 饼干 数 。 通 过 计算 说 明 这 个 系数 等 于 6。 于 是 存在 6 
种 方式 分 配 饼 干 使 得 每 个 孩子 至 少 接受 2 块 但 是 不 超过 4 块 饼干 。 项 
例 12 把 价值 1 美元 、2 美元 和 5 美元 的 代 币 播 入 售 货 机 为 价值 > 美元 的 某 种 物品 付 


款 ， 使 用 生成 请 数 确定 在 代 币 插入 是 有 序 的 和 无 序 的 两 种 情况 下 付款 的 方式 数 。( 例 如 为 一 
种 价值 3 美元 的 物品 付款 ， 当 不 管 代 币 插入 的 次 序 时 存在 2 种 方式 : 插入 3 个 1 美元 的 代 币 
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或 1 个 1 美元 和 1 个 2 美元 的 代 币 。 当 考虑 代 币 播 人 的 次 序 时 有 3 种 方式 : 播 人 3 个 1 美元 
的 代 币 ,插入 I 工 个 1 美元 代 币 然后 1 个 2 美元 的 代 币 , 桂 人 1 个 2 美元 代 而 然后 1 个 1 美元 
代 币 。) 


解 ” 在 不 考虑 代 币 插 人 次 序 的 情况 下 ， 我 们 所 关心 的 就 是 为 产生 美元 的 总 数 所 使 用 
的 每 种 代 币 的 数 自 。 因 为 我 们 可 以 使 用 任意 多 个 1 美元 的 代 币 ,任意 多 个 2 美元 的 代 币 ， 和 和 
任意 多 个 5 美元 的 代 币 ， 管 案 器 是 在 生成 立 数 


(Tp 


中 的 二 的 系数 。( 这 个 乘积 中 的 第 一 个 因 式 表示 所 使 用 的 1 美元 代 币 ， 第 二 个 表示 所 使 用 的 
2 美元 代 币 ， 第 三 个 表示 所 使 用 的 5 美元 代 币 。) 例如 ， 用 1 美元 、2 美元 和 5 美元 为 一 个 价 
值 7 美元 的 物品 付款 的 方式 数 由 展开 式 中 zx? 的 系数 给 出 ， 结 果 等 于 6。 

当 考 虑 代 币 插 人 的 次 序 时 ， 插 人 恰好 ” 个 代 币 产生 总 数 > 美元 的 方式 数 是 


(T+ r+ xr) 
中 的 x" 的 系数 ,因为 这 个 代 币 中 的 每 一 个 可 能 是 1 美元 代 币 、2 美元 代 币 或 5 美元 代 币 。 
又 由 于 可 以 播 入 的 代 币 不 限 数量 ， 因 此 当 考 虑 代 币 揪 人 的 次 序 时 ， 揪 人 恰好 na 个 代 币 产生 
总 数 + 美元 的 方式 数 是 

EU 


1 


一 7 5 
Le 


中 x’ 的 系数 ， 这 里 我 们 把 揪 人 0 个 代 币 、1 个 代 币 、2 个 代 币 、3 个 代 币 等 等 的 方式 数 加 起 

来 ， 同 时 我 们 使 用 了 伍 等 式 1A(1 -> 了)=1T+7r+ct+… 且 用 了 +zr+i 代 替 z。 例 如 ,用 1 

美元 、2 美元 和 5 美元 的 代 币 为 一 个 价值 7 美元 的 物品 付款 ， 当 考虑 使 用 代 币 的 次 序 时 ， 方 

式 数 是 这 个 展开 式 中 r ”的 系数 ， 等 于 26 [为 看 到 这 个 系数 等 于 26， 要 把 (x+ zx +x )* 

的 展开 式 中 关 "的 系数 加 起 来 ， 其 中 2 所 上 所 7。 这 项 工作 可 以 用 大量 的 手工 计算 完成 ， 也 可 

以 使 用 一 个 计算 机 代数 系统 .。] | 
下 面 的 例子 说 明了 当 求 解 带 不 同 假 设 的 问题 时 生成 较 数 具有 的 凶 功 能 性 。 


例 13 假设 已 经 建立 了 二 项 式 定理 , 使 用 生成 尔 数 拨 出 元素 集合 的 起 组 
合 数 。 


解 集合 的 ”个 元 素 中 前 每 一 个 元 素 寿 对 生成 图 数 PKz)= 2%-oarr 贡献 了 项 (1+ 
zs。 因此 Frz) 是 关于 feat| 的 生成 函数 ， 其 中 a 表示 元 束 集 合 的 久 组 人 台数。 于 是 ， 


Fix)=(l+xr)" 
但 是 由 二 项 式 定 理 ， 我 们 有 


fx)= 2 入 
其 中 
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人 = nl! 
开 kl (nmk)! 
于 是 ，Cln ,ka 抱 素 集合 的 上 -组合 数 是 国 


好 | 
kl (rn—e)! 

注意 在 4.3 节 使 用 了 关于 环 元 素 集合 的 六 组 人 台数 的 公式 证 明了 二 项 式 定 理 。 这 

些 例 子 说 明 也 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 二 项 式 定 理 ， 再 用 二 项 式 定 理 推 导 关 于 nn 元 

素 集 合 的 -组 合 数 公式, 

例 14 和 使 用 生成 前 数 找 出 当 元 素 人 允许 重复 时 ;元 过 集合 的 rr- 组 合 数 公式 。 

解 设 如 ftz) 是 基于 序列 fear| 的 生成 画 数 ， 其 中 a 等 于 wn 元 素 集 合 的 介 许 重复 的 x 组 合 数 ， 
邢 上 GCzr)= oa 。 当 我 们 构成 多 许 重复 的 x 组 全 时 对 nn 元素 集合 的 元 素 的 选择 不 受 限制 ， 这 
# 个 元 率 中 的 每 一 个 元 农 者 对 Gtz) 的 葬 积 展开 式 贡 献 了 (1+ + x + +…) 这 个 因 式 。 这 是 
由 于 当 一 个 x 组 合 被 构成 时 (要 选 总 共 r 个 元 素 ) 每 个 元 素 都 可 以 被 选择 0 次 、1 次 、2 次 、3 
次 ， 等 等 。 因 为 集合 中 存在 ” 个 元 素 ， 且 每 一 个 都 对 G(x) 贡 献 了 相同 的 因 式 ， 从 而 有 

G(T)=(1+r+tr +r + )" 
只 要 |z|< 过 1， 就 有 1+Yz+E+zs+e=lrrI-r)， 所 以 
G(r -z=(1l- rz) " 


使 用 推广 的 二 项 式 定理 ,得 宙 


(1— xr) "1+(— x)) *= 人 js 


当 > 蚌 正 整数 时 ，n 元 素 集 合 的 允许 重复 元 系 的 天 组 合 数 就 是 这 个 和 式 中 的 的 系数 。 因 
此 ， 使 用 例 8 我 们 求 出 a, 等 于 


(CD = DCntr 1, ) (1) 
=C{(n+r—-1,r) 本 
注意 这 与 我 们 在 4.6 节 定理 2 所 叙述 的 结果 一 梓 。 
例 15 使 用 生成 薄 数 求 出 从 n 类 不 同 的 物体 中 选择 + 个 物体 并 且 每 类 物体 至 少 选 1 个 
的 方式 数 。 
解 ” 因 为 我 们 需要 每 类 物体 至 少 选 1 个 ， 这 aa 个 类 中 的 每 类 物体 都 对 序列 fa,1 的 生 
或 函数 女 (z ) 贡 献 了 因 式 {1+x+x ?+zx 十 …)， 其 中 a, 是 从 x 类 不 同 的 物体 中 选择 ;个 物 
体 并 且 每 类 物体 至 少 选 1 个 的 方式 数 。 因 此 ， 
G(xI= r+ r+ r+) = r++r+t r+rt or A 
使 用 推广 的 二 项 式 定理 和 全 8， 有 
G(r)= 7 /A zr)" 


I ed ep 
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= 
2 > ) 
= x > Cannt ro lr 11) rr 
Sc + rl,r)e”'” 
Sc 一 1 一天: 


-= CUr 一 Er 


全 倒数 第 二 个 等 式 我 们 令 上 =4+r 以 使 和 得当 =0 时 :=#x 且 nn 二 r 一 1]=it 一 1， 从 机 对 求 和 
进行 了 稀 位 ， 然 后 在 最 后 的 等 式 中 用 x 替换 : 作为 求 和 的 下 标 而 回 到 了 初始 的 记号 。 因 此 ， 
从 类 不 同 的 物体 中 选择 x 个 物体 ， 如 果 每 类 物体 必须 至 少 选 个 时 ,存在 Ctr 一 1,r -nn) 
种 方式 。 图 


5.4.4 人 恒 用 生成 函数 求解 也 推 关系 


我 们 可 以 通过 找 相关 的 生成 函数 的 显 式 公式 来 求解 关于 一 个 递 推 关 系 和 初始 条 件 的 解 。 
这 可 以 用 下 面 的 例子 来 说 明 。 


全 10 求解 递 推 关 系 上 — 3a, ls k=1,， sp … 且 初始 条 件 0 一 之 
解 设 人 G(r) 是 序 州 | a， 的 生成 明 数 ， Bh Glr) = De par 0 站 上 先 注意 到 
G(r)= art] 二 Pariat 
使 用 递 推 艾 系 有 
人 (一 SN 一 3 5 a, J 
= ant+t > {ar 一 Bap_1) 
三 之 
因 为 an0s2 且 th = $A,_1o 于 其 
G(r) -37G(r)= (1 -3r)G(r)=2 
求解 G(x) 得 G(x)=2A(1 一 3.r)。 使 用 表 5-1 中 的 但 等 式 1701-ar)- > oa ， 我 们 有 
G{xr)= 2 S34 = 3 3 
二 是 ， dy, 一 23”。 | | 
例 17 设 一 个 有 效 的 编码 字 是 一 个 包含 偶数 个 0 的 位 十 进 制 数 字 串 。 令 a, 表示 位 
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有 效 编码 字 的 个 数 。 在 5.1 节 的 例 7 中 我 们 证 明了 序列 fa,i 满足 递 推 关系 
IE 
与 初始 条 件 a1 =9。 使 用 生成 熙 数 找 出 关于 a 的 显 式 公式 。 
解 为 了 简化 关于 生成 函数 的 推导 ， 我 们 通过 置 ao= 1 将 序列 扩充 ， 当 把 这 个 值 赋 给 
an 并 且 使 用 递 推 关 系 就 得 到 ci;=8au+1I00=8+1=9， 这 与 我 们 的 初始 条 件 一 致 。《 由 于 存 
在 一 个 长 为 0 的 编码 学 空 币 ， 这 也 是 有 意义 的 。) 
用 x" 绞 递 推 关 系 的 两 边 得 
a = Ba, 17x" +10* lx 
设 Gtz)= -oapc 是 序列 ao，a1，42，… 的 生成 函数 ， 从 1 开始 对 上 面 的 等 式 两 边 求 和 ， 
得 到 


G{x)—1 = Yj anr” = > (Bar_1x" + 102 22) 
n=1 五 一 下 
=8 > al1za 十 > 107 17 
m=1 二 | 
一 首 工 人 Ta 1 十 x 10" lz" 
路 = 中 二 1 
= > ar 拉 r > lO 
1 三 遇 为 = 刷 
=8rG(zxij+ xr A(l— 10r) 
其 中 已 经 使 用 了 例 5 对 第 二 个 和 进行 求 值 。 因 此 有 


Gx)}—-1=8rG(tr)}+r/(1- 10r).。 


求解 扎 (z) 得 


加 1—9x 
G(T) gl 10x) 


把 等 式 的 右边 展开 成 部 分 分 式 【正如 在 微 积分 中 研究 有 理 冰 数 的 积分 时 所 做 的 ) 得 到 


| ] 1 
6 
两 次 使 用 例 5 (一 次 设 a =8， 一 次 设 4=10) 得 


Le 
C(x) (Dg + 10"z"] 
= BD 5(8" + 10")x" 
于 是 ,证 开本 


ao = (8" +10") | 


一 
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5.4.5 慎 用 生成 沙 数 证 明 恒 等 式 


在 第 4 蕴 我 们 已 经 看 到 起 样 使 用 组 合 证 明 方法 来 建立 组 合 粳 等 式 。 这 里 将 显示 这 种 恒 等 
坟 ， 偿 有 关于 推广 的 二 项 式 系数 的 恒等式 ， 部 可 以 合用 生成 画 数 来 证 明 ， 有 时 候 生成 函数 的 
方法 比 其 他 的 方法 更 简单 ， 特 别 是 用 生成 函数 的 封闭 形式 比 使 用 序列 本 身 更 能 简化 证 明 过 
程 。 我 们 用 下 面 的 例子 说 明 怎 样 用 生成 函数 证 明 恒 等 式 。 


例 18 使 用 生成 咀 数 证 明 


> ,Cn,k) = Cl2n,n) 


其 中 ni 是 正 整数 。 
解 ” 首 先 注意 到 根据 二 项 式 定理 Ct2n ,nn) 是 (1+ x )** 中 x* 的 系数 。 而 我 们 也 有 


(1+ .ry "= (1+2r)"] 
=[Cn, 0 + Cn r+ Cn,2) rt tC n,n 


住 这 个 展开 式 中 x” 的 系数 是 COnOTCIE n+TCU IC 一 ITA+C2ICUn 7 一 2) 

tn njCtn0)。 因 为 Ctn,n 一 卢 ) = Ctn, 记 ), 它 等 于 >-oCln,k&)*。 由 于 CC(2n， 

8) 和 >8-oC0n) 都 表示 (1+ x)** 中 x" 的 系数 ， 它 们 一 定 是 相等 的 。 国 
和 未 的 练习 42 和 43 要求 用 生成 函数 来 证 明 帕 斯 卡 恒 等 式 和 范 德 蒙 恒等式 。 


练习 


1. 求 关 于 有 穷 序列 2，2， 2，2，2， 2 的 生成 函数 。 
2. 求 关 于 有 穷 序 列 1，4，16，64，256 的 生成 吓 数 。 
3, 求 天 于 下 面 每 个 序列 生成 图 数 的 封 财 形式 。 (用 最 明显 的 选择 设 定 每 个 序列 的 通 项 形式 。) 
al 0, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 0, 0, 0, 0，0，… 
bl 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, …: 
c) 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0 
d) 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 


| WL (3) Wi 中) 0, 0, 0, 0, 0, 


人 
g) 1，1，0，1，1，1，1，1，1，1，… 
h) 0, 0，0，1，2，3，4，… 
4. 求 关于 下 面 每 个 序列 生成 函数 的 封闭 形式 。( 用 最 明显 的 选择 设 定 每 个 序列 的 通 项 形式 。) 
=] = Sl <1l = = Ll 0 0 DD tw 
b) 1, 3, 9, 27, 81, 243, 729, 
0 0 3 = 3 =9 3 = 
0 


a lo 2 2 |;]， 3 | 0, 0, 0, 0, 
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ft 
g) 0, 1, -2, 4, -8, 16, —32, 64，… 
h) 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, ，.: 
5. 求 关于 序列 a, 的 生成 函数 的 封闭 形式 ， 其 中 
a) a 二 5， 对 有 所有 的 n=0, 1 2, …: 
b) a,=3”"， 对 所 有 的 n=0, 1，2,…: 
c] e =2, 对 n=3, 4, 5, "有 有 Ban=a1=a;=0 
dj a, 二 2R+3， 对 所 有 的 =0，1， 2,，… 


ce) oa=[”)， 对 所 有 的 n=0, 1, 2，… 


f) ao) 对 了 所 有 的 到 二 心 ， 1] ， 人 "“ 
6. 求 关于 序列 ja,} 的 生成 函数 的 封闭 培 式 ， 其 中 
a】 a, 王 一 1， 对 所 有 的 n=0, 1,，2,…: 
b) 人 对 n=1， se 5 4， … 且 ao=—0 
Cc) ar=n-1, 对 n=0, 1, 2, 
d) a =1/n+t1)1, 对 =0,1,2,.… 
e) an= { 


| 


2 


10 
{) as=( +， 对 n=0， 1 ， 2 可 


7, 对 于 下面 每 一 个 生成 函数 给 出 关于 它 所 确定 序列 的 封闭 公 却 。 
a) (3r—4) 
b) (zx 7 +17 
ce) 1Al— Sz) 
d) zx /(1+37) 
e) rT +3r+7+(1/A1- x )) 
fy) 【rd 一 4 一 一 一 人 一 了 
g) zx/Al- zx) 
h) 2e°” 
$8. 对 于 下 面 每 一 个 生成 函数 给 出 关于 它 所 确定 序列 的 者 闭 公式 。 
a) (x +1) 
b) (3x —1)° 
c) 1/A(1~22z°) 
dy zr/A1— xz) 
e) rz-1+{1/A(1—3xr)) 
{) (1+ zx)Al+x) 
‘“g} rz/(1l+xrt+ xr’) 
h) es* -1 
9. 求 出 下 面 每 个 函数 的 震级 数 中 rx" 的 系数 。 


1 站 so 
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Rt 
人 
c) (Cri rt rer tt rt rt rr) 
ne 
eC) (1+ r+ tt rt rt) + rt 
10. 求 出 下 面 每 个 函数 的 舌 级 数 中 z 的 系数 。 
a 
Bi J 
c) (x t+ rt rr +t x) (rt rt + +) 
Ee 
ey (1l+rt+r) 
tl. 求 岂 下面 每 个 明 数 的 戎 级 数 中 x 的 系数 。 
ah 1 所 一 27 
by 1ACL + 了 
c) IA 一 
d) 1A1 +2.7r)" 
e) rz/ S37) 
12. 求 出 下 面 人 每 个 函数 的 寡 级 数 中 x 的 系数 ， 
a) lAl+37r) 
b) 1/(1—27r) 
ce) 1 二 区 外 
d) A144) 
e) ri/Al1+4r)’ 
13. 把 10 个 相间 的 球 分 给 4 个 护 子 ， 如 果 每 个 孩子 至 少 得 到 2 个 球 ， 使 用 生成 歇 数 确定 不 
同 的 分 法 数 。 
14. 把 12 个 相同 的 剧情 图 片 分 给 5 个 孩子 ， 使 得 每 个 政子 至 多 得 到 3 瀛 ， 使 用 生成 贺 数 确 
定 不 同 的 分 法 数 。 
15. 把 1$ 个 相同 的 动物 玩具 分 给 6 个 孩子 ， 使 得 每 个 孩子 至 少 得 到 1 个 但 不 超过 3 个， 使 
用 生成 晒 数 确定 不 同 的 分 法 数 。 
16. 戎 3 类 百 言 饼 一 一 - 鸡 重 的 、 椰 盐 的 和 背 通 的 选 12 个 ， 如 果 每 类 至 少 选 2 个 但 椒盐 的 不 
超过 3 个 ， 使 用 生成 曙 数 确定 选 法 数 。 
17. 把 25 个 相同 的 密 纳 图 分 给 4 个 警官 ,使 得 每 个 警官 至 少 得 到 3 个 但 不 超过 了 人 个， 用 
少 种 方式 ?. 
18. 从 包含 100 个 红 球 、100 个 蓝 球 和 100 个 绿 球 的 扣子 选 14 个 球 ， 使 得 闫 球 不 少 于 3 个 已 
不 多 于 10 个 。 假 定 不 考虑 选 球 的 次 序 ， 使 用 生成 函数 求 出 选 法 数 。 
19. 求 序列 | cl 的 生成 函数 ， 其 中 ci 是 使 用 1 美元 、2 美元 .5 美元 和 10 美元 纸币 换 上 美 
元 的 方法 数 。 
20, 求 序列 1 ci 的 生成 消 数 ， 其 中 是 使 用 10 比索 ，20 比 案 ，50 比 标 和 100 比 案 换 上 比 
索 的 方法 数 ，。 
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21. 对 (I++ + 十 … 站 展开 式 中 x” 的 系数 给 出 组 合 解 释 。 使 用 这 个 解释 求 出 这 
4 
22. 对 (1+z+i + + 展开 式 中 的 系数 和 苔 出 组 全 解释。 使 用 这 个 解释 求 出 这 
个 数 。 
23. a) 什么 是 关于 jae| 的 生成 函数 ?这 里 的 a 是 ri + zy+z3= 上 的 解 的 个 数 ， 其 中 zi， 
Ts 和 xi 是 满足 zx1 闻 2，0<szroS3，2<rs<s:5 的 整数 。 
b) 使 用 a) 的 答案 求 a6。 
24. a) 什么 是 关于 1as| 的 生成 函数 ? 这 里 的 a 是 x1 + 二 x3 一 4 二 上 的 解 的 个 数 ， 其 中 
zxi， XX，Xy 和 和 xz 是 满足 zi 之 3，1 扫 和 SS，0<73<4，z 们 1 的 整数 。 
b) 使 用 a) 的 答案 求 a7。 
25, 解释 管 样 使 用 和牛 成 辆 数 找 到 用 3 分 、4 分 和 20 分 的 邮票 在 信封 上 贴 满 r 分 邮费 的 方 
式 数 。 
a) 和 假设 不 考虑 贴 邮票 的 次 序 ， 
b) 假设 邮票 贴 成 一 行 并 且 考 虚 贴 的 次 序 。 
c) 当 不 考虑 贴 邮票 的 次 序 时 ， 使 用 a) 的 答案 确定 用 3 分 、4 分 和 20 分 的 邮票 在 信封 上 
贴 满 46 分 邮费 的 方式 数 。( 建 议 使 用 计算 机 代数 程序 。) 
d) 当 考 虑 贴 邮票 的 次 序 时 ,使 用 b) 的 次 染 确 定 用 3 分 、4 分 和 20 分 的 邮票 在 信封 上 
贴 满 一 行 46 分 邮费 的 方式 数 。!( 建 议 使 用 计算 机 代数 程序 。) 
26. a) 重复 掷 一 个 俩 子 ， 考 虑 拖 的 次 序 并 且 使 得 掷 出 的 点 数 之 和 为 wn， 证 明 关 于 这 种 方式 
数 的 生成 限 数 是 1A1 一 x 一 x 一 x 一 x 一 xX 一?)。 
b) 使 用 a) 求 出 重复 据 一 个 骨 子 、 考 虑 据 的 次 序 并 且 使 得 据 出 的 总 点 数 为 8 的 方式 数 。 
(建议 使 用 计算 机 代数 程序 。) 
27. 使 用 生成 函数 (如 果 需 要 的 话 ， 也 使 用 计算 机 代数 程序 ) 求 出 换 1 美元 的 方式 数 。 
a) 用 10 美人 邹 和 25 美 分 。 
b》 用 5 美 分 、10 美 分 和 25 美 分 。 
cj] 用 1 美 分 、10 美 分 和 25 美 分 。 
d) 用 1 美 分 、5 美 分 、10 美 分 和 25 美 分 。 
28. 使 用 生成 函数 〔 如 果 需 要 的 话 ， 也 使 用 计算 机 代数 程序 ) 求 出 用 1 美 分 、5 美 分 ，10 美 
分 和 25 美 分 换 1 美元 的 方式 数 ， 使 得 
a) 1 美 分 不 超过 10 个 。 
b) 1 美 分 不 超过 10 个 且 5 美 分 不 超过 10 个。 
c) 硬币 不 超过 10 个 。 
29, 使 用 生成 函数 求 出 换 100 美元 的 方式 数 。 
a) 用 10 美元 、20 美元 和 50 美元 纸币 。 
b) 用 5 美元 、10 美元 、20 美元 和 50 美元 纸币 。 
c) 用 5 美元 、10 美元 、20 美元 和 50 美元 纸币 ， 并 且 每 种 纸币 至 少 使 用 1 张 。 
d) 用 5 美元 、10 美元 和 20 美元 纸币 ， 并 且 每 种 纸币 至 少 使 用 1 张 但 不 超过 4 张 。 
30. 如 果 嫩 (zz) 是 关于 序列 |a, ji 的 生成 函数 ， 那 么 关于 下 述 每 个 序列 的 生成 吨 数 是 
什么 ? 
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a) 2ans 2 204, Madgs 0 b) 0, ap, a Ga, Ras 
Cj) 0, 0, 0, 0, a, dy dj} day, da da 
e) al，2a2，3as， 4a4，*'"" | 提示， 这 里 需要 微 积 分 。| 
门 ay, 2and, ba 2anadast+ Zasdas, Zavaa +t 2agast a , ** 
31. 如果 Gtx) 是 关于 序列 1a41 的 生 碟 涡 数 ， 那么 关于 下 述 每 个 序列 的 生成 饮 数 是 
什么 ? 
a) D0, OO, O, wy ys Ws, 
bj ao, 0, a OO, 4, 0, 
0, 0, OO, 0, ao, alys da 
dd) wn, es day, Bas, lbas, * 
e) ap dd 这，07 人 ，03 人 十，" | 提示: 这 里 南 要 入 积分 -| 
DD) a0, aotar, aotartas, antartatas, ** 
32. 使 用 生成 晒 数 求解 递 推 攻 系 a =7ai; .1， 茹 始 条 件 a0 一 5。 
33. 司 用 生成 喝 数 求解 递 扒 关系 上 =3ar -1+2， 初 始 条 件 ao= 1。 
34, 使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 a, =3a 1+4  ， 初 始 条 件 ao -1。 
35. 使 用 生成 困 数 求解 递 拓 关 系 a, = 5a;_1 一 6ay-;:， 初 始 条 件 ao=56 和 al=30。 
36. 使 用 生成 前 数 求解 递 推 其 系 由 = 一 aa-i+2u+2， 初 始 条 件 eo=4 和 aj = 12。 
37. 使 用 生成 玖 数 求 解 递 推 其 系 a 一 4 1 一 4 -2 十 下 <， 初始 条 忻 ao=2 和 at=5。 
38. 使 用 生成 函数 求解 递 推 其 系 ai = 一 2 1+3ag + 和 +6， 韧 始 条 人 忻 ao=20 和 a, = 
60。 
39, 使 用 生成 函数 找 出 关于 斐 波 那 奥 数 的 显 式 公式。 
40. a) 证 明 如 果 ?是 正 整 数 ， 那 人 么 


于 


之 天 
| 12)- (， ) 
{—4n})" 
b) 和 使用 推广 的 二 项 式 定理 和 a) 证 明 对 于 一 切 非 负 整数 wn 在 (1 一 4+) 一 '“ 的 展开 式 中 
in 的 系数 是 { ”|。 
*41. (需要 微 积分 ) 没 1C, 1 是 卡特 朗 数 ， 即 具有 初 值 Co = Ci= 1 的 递 推 关系 C, = .720 
CO, -#1 的 解 ( 见 5.1 节 例 8)。 
ay 证 朋 如 时 三 (zx) 是 关于 卡特 朗 数 的 序列 的 生成 函数 ， 那么 xzrGfzi ~ G{r}+1=0， 


使 用 初始 条 件 》 断定 Gtry={1 一 v1 -4r)A(2r), 
b) 使 用 练习 40 断定 


G0 Se 


并 141\n 
从 而 
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42. 当 ? 和 yr 是 7 之 的 正 整 数 ， 使 用 生成 函数 证 明 帆 斯 卡 恒等式 :Clayr)=Ctn -1l,r) 
+ Cln 一 ],r ~-1)。 ,提示 : 使 用 恒等式 (1+r)2=(1+r)n i+ .rtl+x)” !,] 

43. 使 用 生成 画 数 证 明 范 德 蒙 恒等式 : Cfm nr}= Dr_oC{tm,r 一 上 C(tn,k)， 其 中 避 ， 
nn 和 7 是 非 负 整数 ， 且 > 不 超过 六 或 2 [提示 :看 在 (1+ 宁 ?下 一 【 人 十 束 ) 汪 (十 并 各 
两 边 的 x 的 系数 ,| 

44. 这 个 练习 说 明了 沱 样 使 用 生成 函数 推导 前 = 个 平方 数 之 和 的 公式 。 

a) 证 明 (x*+xw)A(1 一 +) 是 关于 序列 1a, i 的 生成 函数 ,其 中 a 二 人 二 2 十 ++ 


mn 


by 使 用 ay 找 出 关于 和 117+2* 十 -…+n? 的 显示 公式 。 
关于 序列 ia,| 的 指数 生成 函数 是 级 数 


ph ie] 
此 了 
> ee 
中 二 向 下 ， 


例如 ， 关 于 序列 1， 1，1，… 的 指数 生成 函数 是 之 *-oz?zal = 上 时 (你 将 发 现 这 个 级 数 在 下 
面 的 练习 中 很 有 用 。) 注意 er 是 关于 序列 1，I，1/21，1/31，17/4!1，… 的 普通 生成 站 


数 。 

45. 求 一 个 关于 序列 1a; | 的 指数 生成 隔 数 的 封闭 形式 ,其 中 
A) dQ 二 2 bh) a, =(—1)” 
ce) a, = 3" d} a, =n+1 


e)》 a, = (十 二 
46. 求 一 个 关于 序列 fa,| 的 指数 生成 函数 的 圭 财 形式 ， 其 中 
a} ta = (~—2)" b) a,=—1 Ca, 
dy a =n(n~1) e) a =1l/(n+1){(n +2)) 
47. 求 以 了 述 函 数 为 指数 生成 函数 的 序列 。 
ah flr)=e " 
b) F(z)}=3e’” 
ce) f(x)=e -Ser” 
d) F(z)=(1 -x)+t+e “ 
e) f(rx)=e “(1/1 x)) 
{) f(x)=e -tlt+x)+(l/Al -27r)) 


g) f(x)=e: 
48. 求 以 下 述 函 数 为 指数 生成 函数 的 序列 。 
a) f(r)= e3z b) f(x)=2e"32+! 


ce) Frz)=e +e rd Fix)}= (1+27)+e 
e) Fir}=e— (1/A1+x)) 


1) f(x)= er Eg) Pa 
49. 一 个 编码 系统 用 8 进 制 ( 基 为 8) 数字 串 对 信息 编码 。 一 个 编码 字 是 有 效 的 ， 当 日 仪 当 
它 包 含 假 数 个 7。 


mm TPR 
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RE 


a) 求 一 个 关于 位 长 有 效 编 码 字 个 数 的 线性 非 齐 次 递 推 关 系 。 初 始 条 件 是 什么 
b) 使 用 5.2 节 的 定理 6 解 这 个 递 推 藉 系 。 
c) 用 生成 函数 解 这 个 递 推 基 系 。 

一 个 编 得 系统 用 4 进 制 数 字 串 〈 即 数字 来 自 集合 I0，1，2，31) 对 信息 编码 。 一 个 编 
码 宇 是 有 效 的 ， 当 且 仪 当 它 包 合 偏 数 个 0 和 恤 数 个 1。 没 ev 等 十 长 为 n 的 有 效 编码 字 个 
数 。 叱 外 邻 bp, 为 具有 偶数 个 DB 和 和 奇数 个 1 的 w 位 4 进 制 数字 串 个 数 ，c, 为 上 有 奇数 个 
0 和 偶数 个 1 的 站 位 4 进 制 数字 串 个 数 ，e, 为 具有 奇数 个 0 和 奇数 个 1 的 名 位 4 进 制 数 
衬 串 个 数 。 

a) 证 明 避 =47< 一 an -ens 使 用 这 个 式 于 证 明 a 41 二 2a5 t+ 二 cs br 二 
本 本 En a 

b) al， 机 ，c 和 和 是 什么 ? 

cj 使用 a) 和 hb 求 出 4a;3，B3， ca 和 di;。 

d) 使 用 a) 的 弟 推 其 系 和 b) 的 官 始 条 件 分 动 古 立 与 序列 icp 和 oo 的 生成 
函数 4(z), BIOzl 和 CCcz) 相 关 的 三 个 方程 。 

e) 求解 d) 的 方程 得 到 关于 A(x),B(z 和 Ctzx) 的 显示 公式 并 及 利用 这 些 公式 得 到 关 
于 a ，,，c, 和 好 的 显 术 公式 。 


在 研究 整数 ”的 不 同类 型 的 前 分 个 数 时 生成 函数 是 很 有 用 的 。 一 个 正 整 数 的 划分 是 拒 


这 个 整数 写成 正 整 数 之 和 ， 和 中 的 整数 允 计 重复 并 且 不 考虑 次 序 ， 例 如 ，5 的 剖 分 【不 如 限 
制 } 是 1+1+1+1+1, 1+1+1+2, 1+1+3, 11+12+2，1+4，2+3 和 5。 练习 5 -5S6 
说 明了 这 种 应 用 。 


3 


32., 


93. 


54. 


D0 


证 明 在 1A(f1- ri zx)(1- 让 )-…) 的 形式 各 级 数 展 开 式 中 x 的 系数 p(n) 等 于 x 的 
剖 分 数 。 

证 明 在 4AC1 一 了 1 一 (1 一 x 9) 的 形式 富 级 数 展 本 式 中 zx" 的 系数 ptn) 等 于 5 训 
分 成 奇 整 数 的 方式 数 ， 即 把 = 写成 正 奇 数 之 和 的 方式 数 ， 其 中 不 管 这 些 奇 数 的 次 夺 并 且 
多 许 重 复 ， 

证 明 在 (1+ xz)(1+ x)(1 + x )… 的 形式 寡 级 数 展开 式 中 zx" 的 系数 pj (nx) 等 于 5 剖 分 成 
不 相等 的 整数 的 方式 数 ， 即 把 nn 写成 正 整 数 之 各 的 方式 数 ， 其 中 不 管 这 些 整 数 的 次 序 并 
日 不 允许 重复 。 

对 于 1 委 # 委 8， 通 过 对 每 个 整数 写 出 每 一 个 不 同类 型 的 剖 分 求 疡 (Cn 和 py(n), 其 中 
pot#) 十 x 剖 分 成 允许 重复 的 奇 整数 的 方式 数 ，pstn) 是 nn 剖 分 成 不 相等 的 整数 的 方式 
数 。 

证 明 如 果 nn 是 下 整数 ， 那么 #x 前 分 成 不 相等 的 整数 的 方式 数 竺 于 旗 分 成 元 许 重复 的 
奇 整数 的 方式 数 ; 即 p,(n)= pytwn)。 [提示 : 旭 明 关于 加 (和 pptn) 的 生成 立 数 相 


等 。 


"* 56., (需要 微 积 分 ) 使 用 关于 户 (za ) 的 生成 图 数 让 明 对 某 个 常数 王 , 关 Ca 二 er [Hardy 


和 Ramanujan 证 明了 p(tn ja 3" A4Y3n)， 这 意味 着 当 达到 无 限时 p(n) 与 有 
边 的 比 达到 1。] 


假定 X 是 样本 空间 S 的 随机 变量 , 使 得 XX(s) 对 于 所 有 的 s€ S$ 是非 负 整 数 。XX 的 概率 


一 一 
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生成 函数 是 
G(X) - SP(X(s))= RR) rt 


57. (二 要 微 各 分 ) 证 明 如 果 GG, 是 随机 变量 X 的 概率 生成 郴 数 ， 使 得 和 (5) 对 于 所 有 的 ES 
是 非 负 整 数 ， 那 么 
a) Gx(1)=1 b) F(X)= Gx (1) 
ce) VEXY= OD + Ge 1) G0 (1Y: 
58. 作 独 立 的 伯 努 利 实验 ， 每 次 实验 成 功 的 概率 为 p。 设 多 是 随机 变 黄 ， 生 如 果 第 2 次 实 
验 出 现 首次 成 功 ，XX 的 值 就 是 ma。 
a) 求 关于 概率 生成 函数 6G, 的 封闭 公式 。 
b) 使 用 练习 57 和 a》 中 得 到 的 关于 概率 生成 沙 数 的 封闭 公式 求 X 的 期 望 值 和 方差 。 
59. 设 x 是 正 整数 ， 当 作 独 立 的 伯 努 利 实验 时 每 次 实验 成 功 的 概率 为 p。 设 蕊 , 是 随机 恋 
量 ， 此 如 果 第 (at+ 闫 ) 次 实验 出 现 第 tm 次 成 功 则 友 ,, 的 值 就 是 n。 
a) 使 用 第 4 章 的 补充 练习 44 证 明 慨 率 生 成 图 数 G， 由 Go (tr)= pp”A1-- gr)” 给 出 ， 
其 中 好 一 | 一 户 。 
b) 使 用 练习 57 和 a) 中 得 到 的 关于 概率 生成 函数 的 封闭 公式 求 X。 的 期 望 值 和 方差 。 
60. 证 明 如 果 X 和 了 是 样本 空间 S 上 的 独立 的 随机 变量 ，X(Cs) 和 Y(s) 对 于 所 有 ;ES 为 非 
负 整数 ， 那 么 GCrxyyrtz)s=eGxtzlGyvrtr)o 


5.5 容 斥 


s,s.1 引言 


一 个 离散 数学 班 包含 30 个 女生 和 50 个 二 年 级 学 生 。 在 这 个 班 里 有 密 少 个 女生 或 二 年 级 
学 生 ? 如 果 油 有 更 多 的 信 息 ， 这 个 问题 是 没 法 求解 的 。 把 玄 生 数 和 二 年 级 学 生 数 加 起 来 不 一 
定 能 得 出 正确 的 结果 ， 因 为 二 年 级 的 女生 可 能 被 计数 了 两 次 。 这 个 事实 说 明 在 班 里 的 女生 或 
二 年 级 学 生 数 是 班 里 的 玄 生 数 与 二 年 级 学 生 数 之 和 减 去 二 年 级 的 女生 数 。 在 4.1 节 曾经 引 人 
过 求解 这 种 计数 问题 的 技术 。 这 里 我 们 将 把 在 那 一 节 引 人 的 思想 加 以 推广 ， 以 求解 更 为 广泛 
的 计数 问题 。 


5.5.2 容 斥 原理 

两 个 有 穷 集 的 并 集中 存在 多少 个 元 素 ? 在 1.5 节 中 证 明了 两 个 集合 A 和 8B 的 并 集中 的 
邢 素数 基 这 些 集 合 的 元 素数 之 和 诚 去 其 交集 中 的 元 赛 数 ， 即 

[IAUB|I=1A|l+|1B!I-|1ANBI| 

正如 我 们 在 4.1 节 证 明 的 ， 这 个 关于 两 个 集合 并 集中 元 于 数 的 公式 在 计数 问题 中 是 很 有 用 
的 。 下 面 的 例子 进一步 说 明了 这 个 会 式 的 用 处 。 

例 1 一 个 离散 数学 班 包 合 25 个 计算 机 科学 专业 的 学 生 ，13 个 数学 专业 的 学 生 和 8 个 
间 时 主 修 数学 和 计算 机 科学 两 个 专业 的 学 生 。 如 果 每 个 学 生 主 修 数 学 专业 、 计 算 机 科学 专 
业 ， 或 者 同时 主峰 这 两 个 专业 ， 那 么 班 里 有 多 少 个 学 生 ? 
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解 设 A 是 这 个 班 里 计算 机 科学 专业 的 学 生 的 集合 ， 日 是 这 个 班 里 数学 专业 的 学 生 的 
集合 。 那 么 A 门 B 是 班 里 主 修 数学 和 计算 机 科学 两 个 专业 的 学 生 的 集合 。 因 为 这 个 班 的 每 
个 学 生 或 者 主 修 计 算 机 科学 ， 或 者 主 修 数学 《或 者 同时 主 修 两 个 专业 )， 从 而 得 到 这 个 班 里 
的 学 生 数 是 |AUB|。 于 是 

AUB|I=|1AI+|1B| -1ANB| 
~ 25+13—8 
= 30 


因此 ， 这 个 班 有 30 个 学 生 。 这 个 计算 在 图 5-5 中 说 明 。 图 


[AuB|=14h+t lel Jansj=142 +90 -12 -=220 


| 放 | =142 14n8l-02 | 可 =90 


图 5-5 离散 数学 班 的 学 生 的 集 兴 5-6 不 超过 1000 的 可 被 7 
或 3 整除 的 下 整数 的 集 各 


例 2 有 有 多少 个 不 超过 1 000 的 正 整数 可 以 被 ?或 11 束 除 ? 

解 设 A 尾 不 超过 1 000 且 可 被 7 整除 的 下 整数 的 集合 ，B 是 不 超过 1000 且 可 生 1 
整除 的 正 整 数 的 集合 ， 那 么 AUB 是 不 超过 14000 且 可 被 7 了 或 11 整除 的 止 整数 的 集合 ,日 
六 门 B 是 不 超过 1 000 且 可 被 7 和 11 同时 整除 的 正 整 数 的 集合 。 由 2.3 节 的 例 2， 我 们 知道 
在 不 超过 1 000 的 正 整 数 中 有 |L1 000X7 | 个 整数 可 被 7 整除 ,并 且 有 |L1 000711 个 整数 可 被 11 
整除 。 由 于 7 和 11 是 互 素 的 , 被 ?和 11 同时 整除 的 整数 就 是 被 7:11 整除 的 整数 。 因 此 ， 
有 L1000AC7:11) 个 不 超过 1 000 的 正 整数 可 被 ?和 11 同时 整除 .于 是 人 存 企 


iAUB|I=|1Al+|1B|-1ANB 
1 000 1 000 | 000 
=[ + | + 11 J+ 
=142+90—12 
= 220 
个 正 整 数 不 超 过 1 000 有 可 被 7 或 11 整除。 这 个 计算 在 图 5-6 中 说 明 。 加 
下 面 的 例子 说 明 怎 样 求 有 穷 全 集中 在 两 个 集合 的 并 集 之 外 的 元 素数 。 


全 3 假设 你 们 学 校 有 1 807 个 新 生 。 这 些 学 生 中 有 453 人 人 选 了 -- 门 计算 机 科学 巢 ，567 
大选 了 一 门 数学 课 ，299 人 同时 选 了 计算 机 科学 课 和 数学 课 。 有 多 少 学 牛 既 没有 选 计 算 机 科 
学 课 也 没有 选 数学 课 ? 

解 “” 为 找 出 既 没 有 选 数学 课 也 设 有 选 计 算 机 科学 课 的 新 生 数 ， 就 要 从 新 生 总 数 中 减 去 选 
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了 其 中 一 门 课 的 学 生 数 。 设 A 是 选 了 一 门 计算 机 课 的 所 有 新 生 的 集合 ， 且 8B 是 选 了 一 门 数 
学 课 的 所 有 新 生 的 集合 。 于 是 |4|=453，|51=S67,， 且 1A 门 B|=299, 选 了 一 门 计算 机 科 


学 或 数学 课 的 学 生 数 是 
[AUB|I=1A|+1B|-1ANMB|I=453+567— 299=721 

因此 ， 存 在 1 807 一 721 = 1 086 个 新 生 鲍 没 选 计算 机 科学 课 也 没 选 数 学 课 。 这 个 计算 在 图 

5-7 中 说明。 是 


[4u8|=|4|+|a-] 4n8l=453 +567—229=721 
Janal =229 由 =1807 


4)=453 =567 


图 5-7 既 没 选 计 算 机 科学 课 也 没 选 数学 庚 的 新 生 的 集合 
在 本 节 的 后 面 将 说 明 怎 样 求 有 限 个 集合 的 并 集中 的 元 率 数 。 这 个 结果 叫 作 容 折 原理。 设 
n 是 任意 正 整 数 ， 在 考虑 = 个 集合 的 并 集 之 前 ， 先 推导 与 3 个 集合 4， 互 ，5 的 并 集中 的 元 
素数 有 关 的 公式 。 为 推导 这 个 公式 ， 首 先 注 意 到 以 下 事实 : |A|1+]1B8B|+iC| 对 3 个 集合 中 
那些 恰好 在 其 中 1 个 集合 的 元 素 只 计数 了 1 次 , 怡 好 在 其 中 2 个 集合 的 元 素 计 数 了 2 次 ， 伦 
好 在 其 中 3 个 集合 的 元 素 计 数 了 3 次 。 这 个 结果 在 图 5-8 ai 中 说 明 。 


Pa 


Ee 
[i 
r 


by 由 | 站 | 十 | 吾 | 41 一 [有 站 号 | ctAit+tlBl? | 一 | 站 如 | 
一 [有 Cl- 1B 从 Cl+ 1 从 BC] 


a 由 | 总 |+ 1B1+ CI| 


计数 的 元 素 -1ANCI- 1BNMNCI 
计数 的 元 素 计数 的 元 桨 


图 5-8 求 关 于 3 个 集合 的 并 集中 元 素数 的 公式 
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为 了 去 掉 在 多 个 集合 中 元 素 的 重复 计数 ， 减 去 这 3 个 集合 中 的 每 2 个 集合 的 变 集 中 的 元 

素数 ,得 到 

[AJ+|BI+IC|I -1ANMB|I -1ANCI-1BNC 
这 个 表达 式 对 怡 好 出 现在 其 中 工 个 集合 的 元 素 仍 旧 计 数 工 狂 。 愉 好 出 现在 其 中 2 个 集合 的 元 
素 也 被 它 计 数 1 次 ， 因 为 2 个 集合 的 交集 有 3 个， 而 这 种 元 率 只 出 现存 其 中 之 一 。 但是， 那 
些 出 现在 3 个 集合 的 元 素 将 被 这 个 表达 式 计 数 们 次， 因为 它们 将 会 出 现下 所 有 的 两 丙 相 交 的 
3 个 交集 中 。 这 个 结果 显示 在 图 5-8b) 中 。 

为 了 纪 正 这 个 调 计 ， 还 要 加 上 3 个 信和 合伙 集中 的 元 素数 。 这 个 最 后 的 表达 式 对 每 个 无 襄 
计数 了 1 深 ， 不管 它 是 在 1 个 、2 个 还 是 在 3 个 集合 里 ， 于 是 

[IAUBUCI=|IAl+|B|I+IC| -TANBI-1TANC|I- BNCcl+|iANBfic 
这 个 公式 显示 在 图 5-8 ec) 中 。 

下 面 的 例子 说 明了 怎样 使 用 这 个 公式 。 

例 4 1 232 个 学 生 选 了 西班牙 语 课 ，874 个 学 生 选 了 法 请 课 ，114 个 学 生 选 了 俄 诺 课 。 
103 个 学 生 选 了 西班牙 语 和 法 语 课 ，23 个 学 生 选 了 西班牙 滞 和 俄语 深 ，14 个 学 生 选 了 法 语 
和 俄语 课 。 如 时 2092 个 学 生 至 少 在 西班牙 语 、 法 语 和 俄语 课 中 选 1 门 ， 有 多少 个 学 生 选 了 
所 有 这 3 门 语 言 课 ? 

解 ” 设 S$ 是 选 西 班 牙 语 课 的 学 生 和 集合 ,FF 是 选 法 语 课 的 学 生 尝 人 台 ， 只 是 选 俄 语 课 的 学 
咎 和 集合。 那 父 

| 本 | IFI=879 [IR|=114 
1SN FI=103 I sn RI=23 IFNMNRI=14 


ISUFUR|=2092 
把 这 些 量 代 人 等 式 
ISUFURI=|ISI+iFlt|RI-ISNFI- ISNRI-IFNRI+|ISNFNR 
得 
2092=1 232+879+114-103-23-14+|1SNMFNRI 
求解 1SNMF 间 RI 得 出 1SN 人 FN RI1=7。 因 此 存在 7 个 党 人生 选 了 西班牙 澡 、 法 辜 和 俄 衣 沐 ， 


这 个 结果 在 图 5-9 中 说 明 。 国 
我 们 现在 将 先 述 和 证 明 容 斥 原 理 ， 它 将 告诉 我 们 在 有 限 个 有 穷 集 的 并 集中 有 守 少 个 元 
素 。 
定理 1 容 斥 原 理 。 没 A)，A,，…，A, 是 有 穷 集 。 那 么 
AU4a2zU…A1= 三 141- ANA! 


+ 2 4 站 AI 门 4 一 TI | AN A NN A,! 


1 
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|snena}=? Isne|=103 


A 


=114 


[surual|=2 092 


图 5.9 选 了 西班牙 语 、 法 马 和 屋 语 课程 的 学 生 和 集合 
证 我们 将 通过 证 明 并 集中 的 每 个 元 丸和 丰 等 式 石 近 怡 好 稚 寺 数 1 次 来 证 明 这 个 公式 。 假 
设 a 怡 好 是 Al，A2，…， 有 A 中 个 集合 的 成 员 ， 其 中 1 二 r 委 nm。 这 个 元 素 补 之 | A; | 计数 
了 CGr,D) 次 ,被 二 | BA; 门 太 | 计数 了 Clr,2) 次 。 一般 说 来 ， 它 被 涉及 m 个 A,; 集合 的 求 和 计 
数 了 C(r,m) 次 。 于 是 ， 这 个 元 素 恰好 被 等 式 右 边 的 表达 式 计数 了 


和 
次 。 我 们 的 目标 是 求 出 这 个 值 。 由 4.3 节 的 定理 7， 我 们 有 
CrO0 -Cr+ Cr,2) ot+( -1) Cr,r)}=0 
于 是 
l= Cr,0)= Cr,1) ~- Cr,2)+ Cr,3) ot 1) Chr,r) 


因此 ， 并 集中 的 每 个 元 素 在 等 式 右边 的 表达 式 中 怡 好 被 计数 1 次 。 这 就 证 明了 容 奈 原理 。 
对 于 每 个 正 整 数 nx， 容 奈 原理 对 于 n 个 集合 并 集 的 元 率 数 给 出 了 一 个 公式 。 对 于 nn 个 
集合 的 集合 族 的 每 一 个 非 空子 集 的 交 ， 在 这 个 公式 中 都 存在 一 项 计数 了 它 的 元 索 。 因 此 在 这 
个 公式 中 有 之 一 1 项， [ 
例 5 对 于 4 个 集合 的 并 集中 的 元 素数 给 出 一 个 公式 。 
解 容 斤 原理 显示 
[4IUAUaA3UA =1A + aa +1A3| + | 44 
i 141 门 4 | [A A;| [A A [A 站 A i ATA | [4 站 4 
+ 141 门 A 门 4 | tIANA NA + ANA MN Ad + AIAA 
加 [A 人 NA NAA | 


注意 这 个 公式 包含 15 个 不 同 的 项 ， 对 于 | 及 |!，A2， 刀 3， 及 1 的 每 个 非 空 于 集 有 一 项 。 国 
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练习 
1. 在 AlU Bi 中 存在 多 少 个 元 系 ” 如 果 在 A1 中 和 柱 在 12 个 元 率 ， 在 4: 中 存在 18 个 元 紊 ， 
并 且 
a) AflAs= 0 
bj |AiflA:|=1 
©) [AfiAs|=565 
d) lA 


2 ,一 个 学 院 有 345 个 学 生 选 了 微 积 分 课 ，212 个 学生 选 了 离散 数学 课 ，188 个 学 生 同 时 选 了 
徽 积 分 和 离散 数学 课 。 有 和 多少 学 生 选 了 撤 积 分 或 离散 数学 课 ? 

3, 一 项 调查 显示 ， 在 美国 96 多 的 家 庭 至 少 有 1 台电 视 机 ，98% 的 家 庭 有 电话 ，95% 的 家 庭 
有 电话 旦 至 少 有 1 台电 视 机 。 在 美国 有 百 分 之 几 的 家 庭 既 没有 电话 也 没有 电视 机 ? 

4. 一 个 关于 个 人 计算 机 的 市 场 报告 说 650 000 个 拥有 计算 机 的 人 将 在 下 一 年 为 自己 的 抽 器 买 
辣 制 解 调 器 ， 并 且 1 250 000 人 将 至 少 买 1 个 软件 包 。 如 果 这 个 报告 说 1 450 000 个 大 将 
买 调制 解 调 请 或 至 少 买 1 个 软件 包 ,， 那 么 有 多 少 人 将 买 调制 解 调 器 并 且 至 少 买 在 个 软件 
包 ? 

5. 求 4IUAUA3 中 的 元 素数 ， 如 果 每 个 集合 有 100 个 元 素 ， 并 且 
a) 这 些 集合 是 末 两 不 灾 的 。 

b) 每 对 集合 中 存在 50 个 公共 元 素 ， 并 且 没 有 元 素 在 所 有 这 3 个 集合 里 。 
c) 每 对 集合 中 存在 50 个 公共 元 素 ， 并 旦 有 25 元素 在 所 有 这 3 个 集合 里 。 
d) 这 些 集 台 是 相等 的 。 

6. 求 A1UA;UA; 中 的 元 案 数 ,如果 有 A, 中 有 100 个 元 素 ， 上 4 中 有 1 000 个 元 素 ，A;3 中 有 
10 000 个 元 素 ， 并 且 
4a) 上 二 4A: 且 4 二 As 
b) 这 些 集 合 是 两 两 不 交 的 。 

c) 在 每 对 集合 中 存在 2 个 公共 元 率 ， 并 且 设 有 元 素 在 所 有 这 3 个 集 人 台 里 。 

7， 一 个 学 校 有 2 504 个 计算 机 科学 专业 的 学 生 ， 其 中 1876 人 选修 了 Pascal ，999 人 选秀 了 
Fortran，345 人 选修 了 CC，876 人 选修 了 Pascal 和 Fortran，231 人 选修 了 Fortran 和 习 ， 
290 人 选修 了 Pascal 和 C。 如 果 189 个 学 生 选 了 Fortran，Pascal 和 CC， 那 么 2 504 个 学 生 
中 有 和 多少 学 生 没 有 选 这 3 门 程序 设计 语言 课 中 的 任何 一 种 ? 

8. 一 项 关于 270 个 大 学 生 的 调查 显示 64 人 育 欢 芽 甘 蓝 ，94 人 育 欢 花 家 菜 ，58 人 喜欢 花 卿 
菜 ，26 人 喜欢 芽 甘 蓝 和 郭 菜 ，28 人 评 欢 芽 甘 蓝 和 花 李 荣 ，22 人 喜欢 椰 菜 和 花 卿 菜 ，14 
人 喜欢 这 了 种 蔬菜 。270 个 学 生 中 有 多少 人 对 这 3 种 深 都 水 加 欢 ? 

9 , 一 个 学 校 有 507，292，312 和 344 个 学 生 分 别 选 了 微 积 分 、 离 散 数 学 、 数 据 结构 和 程序 
设计 语言 课 ， 且 有 14 人 选 了 微 积 分 和 数据 结构 课 ，213 人 选 了 微 积分 和 程序 设计 语言 汇 ， 
211 人 选 了 离散 数学 和 数据 结构 课 ，43 人 选 了 离散 数学 和 程序 设计 语言 课 ， 没 有 学 生 同 
时 选 微 积分 和 离散 数学 课 ， 也 没有 学 生 同 时 选 数据 结构 和 程序 设计 语 谨 课 。 问 有 和 多少 学 
生 在 微 积分 、 离 散 数 学 、 数 据 结 构 或 程序 设计 语言 中 选 了 更 ? 

10., 求 不 超过 100 且 不 被 5 或 7 整除 的 正 整 数 个 数 。 
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11., 求 不 超过 100 且 是 奇数 或 平方 数 的 正 整数 个 数 。 

12. 求 不 超过 1 000 且 是 平方 数 战 立方 数 的 正 幕 数 个 数 。 

13. 有 多 少 8 人 二 进 制 吝 不 包 合 6 个 连续 的 0? 

"14. 26 个 英文 字母 的 排列 中 有 和 多少 个 不 包 售 串 fish，rat 或 bird? 

15. 在 10 个 十 进 制 数字 的 排列 中 以 了 个 数字 987 开始 ， 在 第 5 和 第 6 位 和 包 售 数 字 45， 且 最 
后 3 位 是 123? 

16. 有 4 个 集合 ， 每 个 集合 有 100 个 元 素 ， 每 一 对 集合 有 50 个 公共 元 素 ， 每 3 个 集合 有 25 
个 公共 元 素 ， 并 且 有 5 个 元 素 在 所 有 的 4 个 集合 里 。 问 在 这 4 个 集合 的 并 集中 有 和 多少 个 
元 素 ? 

17. 有 4 个 集合 ， 如 果 这 些 集 合 分 别 有 50，60，70 和 80 个 元 素 ， 每 一 对 集合 有 5 个 公共 元 
素 ， 每 3 个 集合 有 1 个 公共 元 素 ， 并 且 没 有 元 素 在 所 有 的 4 个 集合 里 。 问 在 这 4 个 集合 
的 并 集中 有 和 多少 个 元 率 ? 

18. 在 容 斥 原理 所 给 出 的 有 关 10 个 集 台 并 集 元 聚 数 的 公式 中 有 老少 项 ? 

19. 根据 容 斥 厌 理 写 出 关于 5 个 集合 并 集 元 素数 的 显示 公式 。 

20. 有 5 个 集合 ， 如 果 每 个 集合 包含 10 000 个 元 素 ， 每 对 集合 包含 1 000 个 公共 元 素 ,， 每 3 
个 集合 包含 100 个 公共 元 素 ， 每 4 个 集合 包含 10 个 公共 元 素 ， 且 这 5 个 集合 有 1 个 公共 
元 素 。 问 在 这 些 集合 的 并 集中 有 光 少 个 元 素 ? 

21. 有 6 个 集合 ， 如 果 知 道 其 中 任何 3 个 集合 都 是 不 相交 的 ， 根 据 容 斥 原 理 写 出 关于 这 6 个 
集合 并 集 元 素数 的 显示 公式 。 

“22. 使 用 数 党 归纳 法 证 明 容 太原 理 。 

23. 设 I，E, 和 到 是 样本 空间 S 的 3 个 事件 。 求 一 个 关于 EU EUE; 的 概率 的 公式 。 

24. 当 一 个 硬币 掷 5 次 时 头像 向 下 恰好 3 次 ， 第 一 次 和 最 后 一 次 头像 癌 下， 或 第 二 次 和 第 四 
次 头像 向 上 求 其 概率 。 

25. 从 1 到 100 ( 含 1 和 100 在 内 ) 不 允许 重复 地 随机 取 4 个 数 ， 求 所 有 的 虱 是 育 数 ， 所 有 
的 都 被 3 整除 或 所 有 的 都 可 被 5 整除 的 概 举 。 

26. 一 个 样本 空间 有 4 个 事件 ， 如 桌 其 中 没有 3 个 事件 同时 出 现 ， 求 关于 这 4 个 事件 的 并 的 


概率 公式 。 

27. 一 个 样本 空间 有 5 个 事件 ， 如 果 其 中 没有 4 个 事件 同时 出 现 ， 求 关于 这 5 个 事件 的 并 的 
概率 公式 。 

28. 一 个 样本 空间 有 wn 个 事件 ， 如 果 其 中 没有 2 个 事件 同时 出 现 ， 求 关于 这 = 个 事件 的 并 
的 概率 公 陈 。 


29. 求 一 个 样本 空间 中 * 个 事件 的 并 的 概率 公式 。 
s.6 容 斥 原理 的 应 用 


5.6,1 引言 


可 以 使 用 容 斥 原理 求解 许多 计数 问题 。 例 如 ， 我 们 可 以 使 用 这 个 原理 找 出 小 于 茶 个 正 整 
数 的 素数 个 数 。 通 过 计数 从 一 个 有 穷 集 到 另 一 个 有 穷 集 的 映 上 函数 的 个 数 能 够 求解 诗 多 问 
题 ， 而 容 斥 原理 就 可 以 用 来 求 出 这 种 函数 的 个 数 。 也 可 以 使 用 容 斤 原理 求解 著名 的 帽子 寄存 


DDDU-DDU-DDDDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUUA^A 


354 基 载 医学 互 是 三 用 


CO 一" 


问题 。 幅 子 寄 存 辐 题 是 ; - -个 招 竺 随机 弛 将 帽子 发 还 存放 帽子 的 人 人， 求 没 有 人 取 回 自己 的 帆 
子 的 和 概率。 
5.6.2 客 斥 原理 的 另 一 种 形式 
容 夺 原理 有 为 一 种 表述 撒 式 ， 它 在 计数 问题 中 是 很 有 用 的 。 特 别 地 ， 这 种 形式 可 以 用 于 求解 
在 -个 集合 中 的 元 素数 ， 使 得 这 些 所 素 不 具有 2 个 性 质 P,，P,，…，P, 中 的 任何 一 条 性 质 ， 
芭 及 ;是 包谷 其 有 性 计 也 , 的 元 率 的 子 集 。 具 有 所 有 这 些 性 质 P,， Pi *, P, 的 元 素数 
将 记 作 NN(P; Pi …P; )。 用 集合 的 林 国 写 这 些 等 式 ， 有 
AiN AMNNA,| = NOCP PP ) 
如 果 个 性 质 Pl，P;,，…，D, 中 的 任何 一 条 都 不 有 具有 的 元 素数 记 作 NN (PE2…P” )， 并 
是 和 代 合 中 的 元 素数 记 作 N， 邦 么 有 
NIP POP j=N-|AUA,.L..….UA, | 
由 和 窜 斥 原理 ， 有 
PP Es NN 2 NIP,) -0 2 N{P.P;) > N(PPP) 
+t- -1)°N(P P,P,) 
下 面 的 例子 说 明 怎 样 使 用 容 斥 原理 确定 具有 约束 条 件 的 方程 的 整数 解 的 个 数 。 
例 1 xi+ .x+x3= 二 11 有 和 多少 个 整数 解 ? 其 中 ri，xzz 和 r3 是 非 负 整数 ， 且 zx) 所 3， 
Ta3s44， rb 
解 为 合用 穿 乒 原理 ， 令 解 的 性 质 三] 为 性 质 P, 为 -于 >4， 性 : 质 PrP; | Tb. 
满足 不 等 式 | 访 3，z 朗 4 以 及 7 近 6 的 解 的 个 数 是 
N(PIPJP 3)=N-N(P) | N(P,)— NCOP,)+ N{PP,) 
tN(PIP3) + N(PP3) — N(P P,P,) 
使 用 与 4.6 节 例 6 相同 的 技术 ,得 


N= 解 的 总 数 =C(3+11-1,11)=378 

NIPTD= (其 有 .ri 二 4 的 解数 )= C3+7-1,7)=C(9,7) 36 

N( Pi) 二 (具有 rz 王 5 的 解数 )= C(t3+6 一 1,6)= C(8,6)=28 

N(P3)=( 具 有 3 产 7 的 解数 )= C(3+4 一 1,4)= CC(6,4}=15 
N(DPIPs) (上 有 具有 zi 写 4 日 ;之 5 的 解数 )}= C3+2 一 1,2}= C(4,2)=6 
N(PIP;)= (具有 >)i 衬 4 且 x 实 7 的 解数 )= Ct3+0 一 1,0)::1 
N(PoP3)= (具有 xz; 写 5H xz; 宇 7 的 解数 )=00 

NUDPIDP2D3) 二 (县 有 77 宇 4 ,2 宇 5 吕 江 ;之 7 的 解数 )=0 


把 这 些 等 式 代 人 关于 NIPP2P3) 的 公式 ,证 明 满 足 ri 委 3，z 过 4 以 及 7; 所 6 的 解 的 个 
数 等 于 
(PP oP ,)=78—36-28—15+6+1+0 -0=6 | 
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5. 丰 .3 伊 拉 脱 森 竟 


可 以 用 窜 斥 原理 找 出 不 超过 一 个 给 定 正 整 数 的 喜 数 个 数 。 一 个 和 台数 可 以 拼 一 个 不 超过 它 
的 平方 根 的 素数 整除 。 因 此 ， 为 找 出 不 超过 100 的 素数 个 数 ， 首 先 注 意 到 不 超过 100 的 台数 
一 定 有 一 个 不 超过 10 的 素 因 子 。 由 于 小 于 10 的 素数 只 有 2，3，S5 和 7 了 7， 困 此 不 超过 100 的 
素数 就 是 这 4 个 素数 以 及 那些 大 于 1 和 不 超过 100 且 不 被 2，3，5 或 了 整除 的 正 整 数 。 为 应 
用 容 斤 原理 ， 今 Pi 是 一 个 整数 被 2 整除 的 性 质 ，P, 是 一 个 整数 被 3 整除 的 性 质 ，P; 是 一 
个 整数 被 5 整除 的 性质 ，P, 是 一 个 整数 被 7 整除 的 性 质 。 于 是 ， 不 超过 100 的 素数 个 数 是 


4+ NP PP’ PP’,) 
由 于 存在 99 个 比 1 大 且 不 超过 100 的 正 整 数 ， 容 斥 原 理 显示 
N(P'IP'P'AP 4)=00- N(PI}- N{(P,)— N(P)— N(D,) 
+ NOPIPA) + NIPIP3)+ N(PIP + N(P,P,) 
+ N(PSPAO) + NCPAPA) — N (PI PP3) — NCPIP;P,) 
N{PIP3P,) NP,PP,) 十 N(PIP;P;P,) 


不 超过 100{ 且 大 于 1) 与 被 12,3,5,7| 的 子 集 中 的 所 有 素数 整除 的 正 整 数 个 数 是 L100AN1], 其 中 N 
是 这 个 于 集中 的 素数 之 积 这 是 由 于 任意 两 个 素数 者 没有 公 因 子 )。 因 此 


NCPaPaPaP)=99 -| 2 | - | 和 |- | 钾 |- [| 
100 1 100 100 100 100 
:| 加 || 可 本国 hi |+[ 净 | 多 
-| aa | -| 100 上 -| 100 加 | 100 | 
2 2.347 2:5.7 3.5-7 


5 
| 100 | 
ee 
-99-50--33-20-14+16+10+7+6+4+2-3-2-1-0+0 
=21 


于 是 看 在 4+ 21=25 个 不 超过 100 的 素数 。 

可 以 用 伊 拉 脱 森 吕 竹 求 不 超过 一 个 给 定 正 整 数 的 所 有 的 罕 数 。 例 如 。 可 用 下 面 的 过 程 
2 找 不 超过 100 的 所 有 素数 。 首 先 ， 保留 2 而 将 其 余 那 些 被 2 整除 的 整数 删除 。 因 为 3 
是 保留 下 来 的 第 一 个 太 于 2 的 整数 ， 除 3 之 下， 删除 其 余 那 些 被 3 整除 的 整数 。 因 为 5 是 在 
3 后 面 下 一 个 留 下 来 的 整数 ， 除 5 之 外 删除 其 余 那 些 被 $ 整 除 的 整数 。 下 -- 个 留 下 的 整数 是 
7 了， 因此 留 下 7 了 7， 删除 其 有余 那些 被 了 整除 的 整数 。 由 于 所 有 不 超过 100 的 合 数 被 2， 


pe 
ee 
i 


流 四” 要 拉 脱 森 (Eraiosthens， 公 无 前 275 一 194) ”只 知道 贫 拉 腊 森 诞生 在 塞 伦 ， 上 凤 及 西部 的 一 个 希 脐 信 导 拓 地 ， 
“5 并 且 在 雅 拱 的 柏拉图 研究 院 从 事 妍 究 。 我 们 也 知道 托 勒 密 二 此 皇帝 曾 冲 请 散 拉 脱 格 到 亚 方 上册 大 禾 他 的 儿子 做 家 庭 
教师 并 目 后 来 棚 拉 膀 森 成 为 萌 名 的 亚 力 山大 图 书 书 馆 长 .这 个 图 书馆 是 占 代 吞 葵 的 宝库 。 伊 拉 脱 生 大 一 个 事 才 事 艺 的 学 
者 ， 他 的 著作 涉 战 数学 .地理 党 .天 亦 学 、 历史 ，、 芹 学 利率 学 评论 渚 方面 。 上 哟 外 他 还 研究 数学 ， 他 最 引 人 人 注 和 月 的 尾 关 于 
占 代 历史 编 年 表 和 地 球 太 小 袖 量 的 工作 ， 
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3,，5 或 7 了 整除 ,那么 所 有 留 下 来 的 大 于 1 的 数 是 紊 数 。 在 表 5-2 中 ，4 个 表 显 示 了 每 一 步 删 
除 的 整数 ， 在 第 -个 表 中 得 到 下 划 线 的 是 除 2 之 外 其 余 的 被 2 整除 的 整数 ， 在 第 二 个 表 中 得 
到 下 划 线 的 导 除 3 之 外 其 余 的 被 3 整除 的 整数 ， 第 二 个 表 得 到 下 划 线 的 是 除 5 之 外 其 余 的 被 
5 整除 的 整数 ,在 第 四 个 表 中 得 到 下 划 线 的 是 除了 之 外 其 余 的 第 7 整 际 的 穆 数 。 没 有 下 划 线 
的 整数 是 不 超过 100 的 素数 ， 


表 5-2 仇 拉 脱 森 仲 
除 2 之 外 其 余 被 2 束 除 的 整数 得 全 下 划 线 除 3 之 外 其余 被 3 整除 的 整数 得 到 下 划 线 
1 23456789 地 1 234567890 
lt 1213141516171319 20 1 1213141516171819 20 
21 23M2525%5272329 0 2] 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
3233 和 和 3633 各 39 和 3 可 33349353637 委 3 的 各 
4 和 投 桂 转 百 困 条 和 招 物 吕 相近 各 科 生 御 条 昼 物 名 
1535354555657585 和 家 和 5 纯 站 下 各 39 的 
6126 针 65667 角 的 0 61 氏 航 拓扑 下 打 雪 扣 70 
T1727371475767787 器 N23H157167BN 0 
8 82834H485 站 7 2 让 了 2 中 对 86 了 7 级 39 0 
9q999M%89 RY 10 91 各 和 和 568699799 100 
除 5 之 外 其 全 被 5 整除 的 疼 数 得 到 下 划 线 除 7 之 外 被 7 束 除 的 整数 得 到 下 划 线 
i 23456789 10 1 2 .34567 8910 
HS6171219 加 1213141516171819 20 
2 和 站 3 加 站 丑态 从 所 并 23 妆 节 站 如 此 汉 地 
3 了 3 守 折 四 73 弘 39 和 31 了 2 到 33 牟 3 和 争 39 和 
41 和 机 物 竺 拒 王 条 牛 物 如 4 科 和 特有 自打 想 和 于 
35253 和 和 伍 关 到 政委 的 31253 和 和 556 江 5359 加 
外 姨 总 他 区 人 帮 打 人 航 抽 了 0 61 角 各 从 区 站 打 琢 的 好 
T2337T 和 EI 台 T1273HBTBTB7 
1 8283M4858688788 0 81 328345867 交 89 % 
HARPHM5%9 Ly 00 站 和 


ed 


| 


s.6.4 上 映 上 函数 的 个 数 

也 可 以 用 容 斥 原理 确定 从 六 元 素 集 合 到 元素 集 合 的 映 上 函数 的 个 数 。 痛 先 考 虑 下 面 
的 例子 。 

例 2 从 6 元 素 集合 到 3 元 素 集 合 有 多 少 个 瞎 上 晴 数 ? 

解 ” 假 定 在 陪 域 中 的 元 素 是 61 ，562， Pb3。 设 Pl，P;，P3 分 别 是 8/ ，52，; 不 在 函数 


值 域 中 的 性 质 。 注 意 到 一 个 函数 是 映 上 的 ， 当 县 仅 当 没有 性 质 P,，P; 和 Ps。 根据 容 夺 原 
理 得 到 6 元素 集合 到 3 元 素 集 合 的 驹 上 男 数 个 数 是 


N(P P,P)=N—IN(P)+ NCP)+ Nt DP,)) 
+t[N(PIPa) + NCPIP3) + N(PyP3). ~ NI PP;) 


其 中 N 是 从 三 元 素 集 合 到 3 元 素 集 侣 的 函数 总 数 。 我 们 将 对 等 式 右 边 的 每 一 琐 求 便 。 
出 4.1 节 的 例 8 得 出 N =。 注意 到 N(P,) 是 值 域 中 不 会 5; 的 图 数 个 数 。 所 以 ， 对 于 
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定义 域 中 的 每 个 元 素 的 函数 值 有 2 种 选择 。 从 而 得 到 N(P;) =2*。 此 外 ,这 种 项 有 C1(3,1) 
个 。 注 意 到 NN (PP,) 是 值 域 中 不 含 5 和 6 的 函数 个 数 。 所 以 ,对 于 定义 域 中 的 每 个 元 察 的 
淆 数值 只 有 1 种 选择 。 从 而 得 到 N (PP,) =1=1。 此 外 ， 这 种 项 有 CC(3,2) 个 。 还 有 ， 注 意 
到 N (PiP,P3)=0 ， 因 为 这 个 项 是 什 域 中 不 含 5，5, 和 65; 的 函数 个 数 。 很 清楚 ， 没 有 这 样 
的 函数 。 于 是 ， 从 6 元 素 集 合 到 3 元 素 集合 的 映 上 画 数 个 数 是 


3 — C3,1)2 + C3,2)1 =729 - 192 1 43= 540 男 
现在 报 述 从 mn 元 素 集 合 到 nn 元 素 集 合 的 县 上 函数 个 数 的 一 般 性 结果 。 这 个 结果 的 证 明 
留 纵 读者 作为 练习 。 
定理 1 设 关 和 是正 束 数 ， 和 六 zz。 那 么 存在 
nC— Cn nm)*+ Ca,2){ na 2m ot 1} Cn ,nom1)1” 
个 从 sr 元 素 集 合 到 元 宗 集 合 的 映 上 了 扔 数 。 
下 面 给 出 定理 1 的 另 一 个 应 用 的 实例 。 
例 3 把 5 项 工作 分 给 4 个 不 同 的 雇员 、， 如 果 每 个 雇员 至 少 分 配 1 项 工作 ， 阿 有 客 少 种 
方式 ? 
解 ”把 工作 分 配 看 作 从 5 个 工作 集合 到 4 个 和 雇员 集合 的 国 数 。 每 个 雇员 至 少 得 到 1 项 工 
作 的 分 配对 应 于 从 工作 集 台 到 雇员 集合 的 映 上 郴 数 。 困 此 ， 由 定理 1 存在 
4 — C4,1)3 + C4,2)25 -CC04,3) 人 =1024-972+192-4=240 
种 方式 来 分 配 工 作 ， 人 使 得 每 个 座 员 至 少 得 到 1 项 工作 。 丁 


5.f.5 并 位 排列 


下 面 将 用 容 斥 原理 计数 排列 ”个 物体 并 使 得 没有 一 个 物体 在 它 的 初始 位 置 上 的 方式 数 。 
考虑 下 面 的 例子 。 

例 4 帽子 寄存 问题 。 在 一 个 餐厅 里 一 个 新 的 雇员 寄存 x 个 人 的 帽子 时 忘记 把 寄存 号 放 
在 帽子 上 。， 当 顾客 所 配 他 们 的 帽子 时 ， 这 个 和 雇员 从 剩 下 的 帽子 中 随机 选择 发 给 他 们 。 问 没有 
一 个 大 收 到 自己 的 帽子 的 概率 是 多 少 ? 图 

注意 答案 就 是 重新 排列 甸子 使 得 没有 峭 子 在 它 的 初始 性 置 上 的 方式 数 除 以 nn 个 

愉 子 的 排列 数 n1。 在 我 们 找 出 排列 nn 个 物体 并 司 得 没有 一 个 物体 在 它 的 初始 性 置 

上 的 方式 数 以 后 再 考虑 这 个 例子 。 
wy 一 个 错位 排列 口 是 使 得 没有 一 个 物体 在 它 的 初始 位 置 上 的 排列 。 为 求解 例 4 中 的 问题 
我们 需要 确定 * 个 物体 的 错位 排列 数 。 


已 ”历史 注 记 ; 在 一 个 和 古老 的 法 国 继 牌 相 过 :匹配 } 游 戏 中 ， 一 套 和 2 张 看 提成 一 行 。 栅 放 第 二 套 牌 使 得 其 中 每 张 腾 放 
在 第 , - 套 牌 的 某 一 张 的 项 部 。 遗 过 统计 在 两 套 牌 中 匹配 的 牌 数 来 确定 得 分 。 在 1708 年， 皮 埃 尔 雷 吏 德 : 蛇 特 真 特 
1678 一 1719)7 提出 了 “相遇 问题 " : 在 相通 游戏 中 设 有 匹配 发 生 的 概率 是 多 少 ? 蒙特 英 特 问 题 和 的 解 是 随机 选择 52 个 物 迟 
的 排 烈 升 为 错位 排列 的 慨 率 ， 即 了 xz521， 正 如 我 们 和 将 看 到 的 这 个 慨 率 近 侦 为 17e。 
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例 5 排列 21 453 是 12 345 的 -个 错位 排列 ， 因 为 入 有数 在 它 的 初始 位 置 上 。 但 是 ， 
21 543 不 是 12 345 的 错位 排 判 ， 因 为 4 贸 在 它 的 初始 位 置 上 。 脱 
令 DD, 表示 4 个 物体 的 错位 排列 数 ,。 例 如，D;=2， 因为 123 的 错位 排列 是 231 和 312。 
我 们 将 使 用 容 斤 原理 对 所 有 的 正 整 数 nn 求 DD,。 
定理 2 = 元素 集合 的 错位 排列 数 是 
=n [1 一 二 + 让 一 二 + 司 + 《一 1)" 
2 : 天 ， 
证 ”如果 排 列 保持 元 素 i 不 变 ， 就 设 排列 有 性 质 P,。 错 位 排列 的 个 数 就 是 对 i =1，2， 
“…， 风 ， 设 有 性 质 也 , 的 排列 数 ， 或 
D,= N(P’'P’ ypP',) 
使 用 容 斥 原理 得 到 
D,=N- SN(P)+ SN(PE)- > NCPPPO)+ + (TNCP, PnP,) 


其 中 N 是 nn 个 元 京 的 排列 数 。 这 个 等 式 说 明 ， 所 有 的 无 素 都 发 生变 化 的 排列 数 ， 等 于 排列 
的 总 数 减 去 至 少 保 持 1 个 元 素 不 变 的 排列 数 ， 加 上 至 少 保持 2 元 紊 不 变 的 排列 数 ， 三 去 至 少 
保持 3 个 元 素 不 变 的 排列 数 ， 等 等 。 现 在 找 出 在 等 式 右 边 出 现 的 所 有 的 量 。 
首先 注意 到 N= wx!1， 因 为 NN 公 侈 就 是 个 扰 素 排列 的 总 数 。 还 有 ，N{DP,)= (nxn 一 1)1， 

这 是 出 乘积 法 则 得 到 的 ， 央 为 NIP,) 是 保持 元 秦 工 不 变 的 排列 数 ， 因 而 第 了 个 位 置 是 确定 
的 ， 但 是 其 余 的 每 个 位 置 可 以 放任 意 元 泰 .类 似 地 ， 

NCPDP)}= (n—2)! 
因为 这 是 保持 元 素 i 和 ji 不 变 的 排列 数 ， 但 是 其 余 《aa 一 2) 元 紊 的 位 置 可 以 被 任意 地 安排 , 
-- 般 说 来 有 

NP, Pi Pi: }=(n -mm)! 
因为 这 是 保持 元 素 ii ，i2，…，i， 个 变 的 排列 数 ， 但 是 其 他 (nn 一 1) 个 元 杂 的 位 置 可 以 被 
任意 安排 。 由 于 存在 C tn，rm2) 种 方式 从 到 个 元 案 中 选择 zm 个， 从 而 有 


人 > N(P,) 一 Cn ,1)(n — 1)1! 


NCICPP) = Ctln,2)(n — 2)! 


一 般 地 有 
> Drm -Cfnsm)ltno mm)! 
所 以 ， 把 这 些 等 式 代 大 关于 了 ,的 公式 ， 得 
D, =n! -Cln,litn—1)! t+ Cnn -2 + Cn ,nn 
四 天 | nn a 
= 上 CT 1)! 1 Cn 2)1t? 2)! t+-1) nl! 0 
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化 简 这 个 表达 式 ， 得 


_ 1 1 ,1 . 
Be 2 


现在 对 于 给 定 的 正 整 数 n 求 吃 ,就 简单 了 。 便 如 ,使 用 定理 2， 得 


1 1 1 1 1 
ER 
下 如 我 们 前 面 所 看 到 的 。 


现在 可 以 给 出 例 4 中 的 问题 的 解 。 
解 ” 没 有 一 个 人 收 到 自己 的 帽子 的 概率 是 D, /An1。 由 定理 2， 这 个 概 宰 是 


D, 1 1 
二 1 
对 于 2 夺 n 夸 7， 这 个 概率 的 值 在 表 5-3 中 给 出 。 

表 5.3 错位 排列 的 概率 


n 生 也 站 与， 上 了 


DD)" 


DAn! 0.50000 0.33333 0.37500 0.36667 0.36806 0.36786 
使 用 微 积 分 的 方法 可 以 证 明 


el 1 i _ x a rr 
ee 三 1 1 +7 + 人 《一 1) se 0 .308 


因为 这 是 一 个 项 玖 向 于 0 的 交错 级 数 . 当 x 无 限 增 长 时 ,没有 一 个 人 取 回 自己 的 帽子 的 概 
率 趋 于 e 0.368。 事 实 上， 可 以 证 明 这 个 概率 与 。 ! 的 差 在 1A(n +1)! 之 内 。 力 


练习 


1. 假设 1 蒲式耳 100 个 苹果 中 20 个 有 贝 ，15 个 有 擦 伤 。 只 有 无 忠 也 没 擦 伤 的 芋 果 才 可 以 
法 。 如 果 10 个 探伤 的 芋 果 有 虫 ， 那 么 100 个 全 果 中 有 多 少 个 可 以 卖 ? 

. 1000 个 人 申请 享 蕊 拉 雅 山 登 山 旅游 ，450 上 估 有 高 山 病 ，622 人 不 是 处 在 很 好 的 状态 ，30 
大 有 过 敏 症 。 一 个 申请 人 人 当 且 仅 当 没 有 高 山 病 ,并且 处 在 一 个 良好 的 状态 下 和 没有 过 敏 
症 ， 才 算 合 格 。 如 果 111 个 申请 人 有 高 山 病 且 不 是 在 良好 状态 ，14 人 有 高 山 病 和 过 敏 症 ， 
18 人 不 是 在 一 个 良好 的 状态 并 且 有 过 敏 症 。9 个 人 有 高 山 病 并 且 不 是 在 良好 状态 和 有 过 
敏 症 ， 那 么 有 和 多少 申请 人 合格 ? 

, 方程 x1 + x2+ XxX; 二 13 有 和 多少 个 解 ” 其 中 zx1，z，zs 十 小 于 6 的 非 负 整数 。 

. 求 方程 ri + xXx; + T+ x4= 二 17 的 解 的 个 数 ， 其 中 x， 0=1，2，3，4) 是 非 负 整数 ,满足 
洒 件 Tz| 护 3， 于 4，XT; 守 5，X4 氨 8。 

. 使 用 容 水 原理 求 小 于 200 的 素数 个 数 。 

和 ,一 个 整数 叫 作 无 平方 的 如 果 它 不 被 一 个 大 于 工 的 正 整数 的 平方 整除。 求 小 于 100 的 无 平 
方 的 正 整 数 个 数 。 

7. 有 多少 个 小 于 10 000 的 正 整 数 不 是 一 个 整数 的 2 次 或 理 高 次 攻 ? 

8. 从 7 元素 集合 到 5 元 素 集 合 有 才 少 个 映 上 天数 ? 


上 


> 


| 
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9. 有 和 多少 种 方式 把 6 个 不 同 的 玩具 分 给 3 个 不 同 的 玻 子 ， 使 得 每 个 孩子 至 少 得 到 1 个 玩具 ? 
10. 把 8 个 不 同 的 球 放 入 3 个 不 同 的 摊子 ， 如 果 每 个 铅 子 至 少 有 1 个 球 ， 有 多 少 种 方法 ? 
11. 有 和 多少 种 方式 把 7 项 不 同 的 十 作 分 给 4 个 不 同 的 和 雇员， 使 得 每 个 旺 员 至 少 得 到 1 项 工 
作 ， 并 和 且 把 最 困难 的 工作 分 给 最 好 的 座 员 ? 
12. 列 出 11，2，3，4|1 的 所 有 的 错位 排列 。 
13. 一 个 7 元 紊 集合 有 和 多少 个 展位 排列 ? 
14, 如 果 寄 存 帽子 的 人 随机 发 回 帆 子 ，10 个 人 中 没有 一 个 人 得 到 他 自己 帆 子 的 概率 是 多 少 ? 
15. 一 个 把 信 放 大 信 签 的 机 器 发 生 了 故障 并 且 随 机 把 信 放 人 信和 袋 中 。 在 一 组 100 封 信 中 发 生 
下 面 事件 的 概率 是 多 少 ? 
a) 没有 信 放 对 了 信和 袋 。 
b) 恰好 1 封 信 放 对 了 信和 袋 ， 
c) 恰好 98 封 信 和 放 对 了 信 艇 。 
d) 恰好 99 封 信 放 对 了 信和 袋 。 
e) 所 有 的 信和 都 放 对 了 信和 激 。 
16. 在 同一 个 教室 为 一 组 个 学 生 分 配 两 个 班 的 座位 。 如 果 没 有 学 生 在 两 个 班 分 到 同一 个 座 
位 ， 有 和 多少 种 方式 ? 
*17. 有 包 少 种 方式 安排 数字 0，1，2，3,4，5, 6，7，8，9， 使 得 没有 偶数 在 它 的 初 怒 位 置 上 ? 
“18. 设 DD,， 表示 nm 个 物体 的 错位 排列 数 ， 对 十 n 宇 2， 用 组 合 论 让 证 明 序列 1D, | 满足 过 推 关 
系 


~ 


D,=(n- DD 1 + 六 2) 
“19. 使 用 练习 18 证 明 ， 对 于 nn 宇 1， 
DD =nD,_1+(-1)" 
20. 使 用 练习 19 求 关于 DD, 的 显 式 公 式 。 
21. 对 哪些 正 整 数 wn ， 错 位 排列 数 DD, 是 个 数 ? 
22. 假设 p 和 wo 是 不 癌 的 素数 。 使 用 容 斥 原理 求 $ (pq)}， 即 不 超过 pu 且 与 pg 互 素 的 整数 
个 数 。 
“23. 当 nn 的 素 因 子 分 解 式 是 
n= pli pa pnp 
使 用 容 所 原理 推导 一 个 关于 #2) 的 公式 。 
"24. 证 明 如 果 ”是 正 整 数 ， 那 么 
nl 一 站 (人 万 + Cn,1)D, t+ Cnn -DD+C(n,n)D,o 
其 中 D, 是 个 物体 的 错位 排列 数 ， 
25, 有 多少 个 11,，2，3,，4,，5,，6} 的 错位 排列 的 前 3 位 是 取 某 种 次 厅 的 整数 1，2，3? 
26. 有 老少 个 上 1， 2，3，4，5，6j 的 错位 排列 的 后 3 位 是 取 某 种 次 序 的 整数 1，2，3? 
27. 证 其 定理 1。 


关键 术语 和 结果 


术语 
遂 推 关系 : 一 个 公式 ， 它 把 序列 除了 某 些 初始 项 以 外 的 项 ， 表 示 成 这 个 序列 前 面 的 一 个 或 厂 
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于 个 天 的 商 数 
说 推 关 系 的 初 姑 亲 件 ; 满足 递 推 关 系 的 序列 在 该 关系 起 作用 之 前 的 某 些 项 的 全 
常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 : 一 个 递 推 关 系 ， 除 了 初始 项 之 外 ， 它 拒 序 列 的 项 表示 成 前 面 项 的 
线性 组合 
常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 的 特征 急 : 与 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 相关 的 多 项 式 的 根 
常 系数 线性 非 齐 次 弟 推 其 系 ; 一 个 弟 推 关系 。 除 了 初始 项 之 外 ， 它 把 序列 的 现 表 示 成 前 面 项 
的 线性 组 食 如 上 一 个 仅仅 依赖 于 序 标的 不 恒 为 0 的 函数 
分 而 治之 算法 : 求解 问题 的 一 种 算法 ,求解 中 把 问题 递归 地 划分 成 固定 数目 的 较 小 的 同 种 类 
型 的 问题 
序列 的 生成 函数 ; 用 序列 的 第 n 项 作为 x" 的 系数 的 形式 宕 级 数 
伊 拉 脱 栖 萍 ， 找 出 小 于 一 个 给 定 正 整数 的 素数 的 过 程 
错位 排列 : 使 得 没有 物体 寻 证 它 的 初始 位 置 上 的 排列 
结果 
两 个 有 穷 集 合并 集 的 元 素 个 数 公 式 : 
|IAUB|I=|AI+|B|-1ANB| 
三 个 有 穷 集合 并 集 的 元 素 个 数 公 式 : 
IAUBUC|I=|AI+|IB|I+1ICi-1ANMNBI -1ANMCI-1BNMNCI+1ANBNC 


容 斤 原理 : 
1AUA,L A,|= 十 1A,| — 2 iAfA;| + _ [ANA;IN A, | 
1 这 4 红叶 Lt jn 1 
tC" ANAN-…NN A,| 
从 sm 元 囊 集 含 到 nn 元 妆 集 仿 的 映 上 函数 个 数 ， 
n™" — Cin,l}(n m1}™+Cn,2) (a 2 ot 1) Cn no1)1"™ 
nn 个 物体 的 错位 排列 数 : 


1 


1 


1 1 ， 
D,=n! [1~-T+37- "+(-1) 


复习 题 

1. a) 什么 是 递 推 关 系 ? 

b) 如 果 在 一 个 获 利 9% 的 账 上 储 蕃 1 000 000 美元 , 求 与 ”年 后 账 上 钱 数 有 关 的 这 扒 
关系 。 

. 解释 怎样 用 斐 波 那 身 数 求 解 关于 免 子 的 斐 旋 那 兆 问题 。 

3. a) 找 出 与 求解 汉 诺 塔 难题 所 需 的 步 数 有 关 的 递 推 关 系 。 

b) 显示 怎样 使 用 兴 代 来 求解 这 个 递 推 关 系 。 

a) 解释 怎样 找 一 个 与 不 包含 两 个 连续 的 1 的 位 二 进 制 串 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 

by 描述 男 一 个 计数 问题 使 得 它 的 解 满足 同一 个 避 推 关系 。 

5. 定义 一 个 上 & 阶 的 线性 齐 次 弟 推 关系 。 


上 一 


et 
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6. a) 解释 怎样 求解 二 阶 线性 并 次 递 推 关 系 。 
b) 如 果 =3，aual=13， 对 于 有 # 宇 2， 求解 递 推 关 系 a, = 13a,_ 1-22a,.2。 
c) 如 果 ao=3，ei=33， 对 于 nn 宇 2,， 求解 递 推 关 系 a 二 144, .| - 494,-20 
| 如 些 2) 满足 分 而 治之 递 扶 关 杀 rin)=aftn/h)t gl(n), 这 里 ”整除 正 整 数 m， 解 
释 怎 样 求 #1(&)， 其 中 是正 穆 数 。 
b) 如 果 Ff(n)=37(nd4) + 5ndd 有 fF(1)=7, 求 Ff(256)， 
8. a) 对 于 用 二 分 检索 在 表 中 找 一 个 数 所 用 的 比较 次 数 ， 推 导 一 个 分 而 治之 的 递 推 关系 。 
b) 从 你 在 a) 给 出 的 分 而 治之 的 递 推 其 系 , 使 用 5.3 节 中 的 定理 1， 对 于 二 分 检索 所 用 
的 比较 次 数 给 员 一 个 关口 逢 订 。 
9, a) 给 出 一 个 关于 3 个 集合 并 集 元 京 个 数 的 公式 ， 
b) 解释 为 什么 这 个 公式 是 有 效 的 。 
c) 解释 怎样 使 用 a) 中 的 公式 求 不 超过 1000 且 能 被 6，10 或 15 整除 的 下 整数 的 个 数 。 
d) 解释 怎样 使 用 ay 的 公式 求 方 程 fr + 72+ rx; 二 .ra 二 22 的 非 贷 整数 解 的 个 数 ， 其 中 
TI EB E06, L353, 
10. a) 给 出 一 个 关于 4 个 集合 并 集 疱 素 个 数 的 公式 。 解 释 为 什么 它 是 有 效 的 。 

b) 人 很 设 4,，4，4 和 A 每 个 集合 含 25 个 元 素 ， 其 中 任何 2 个 集合 的 突 含 5 个 元 素 ， 
任何 3 个 集 台 的 交 含 2 个 元 素 ， 所 有 4 个 集合 含 1 个 公共 元 素 。 问 在 这 4 个 集合 的 并 
集中 有 多 少 个 元 素 ? 

11. a) 叙述 容 上 三 原 是 。 
b) 概述 这 个 原理 的 证 明 。 
12. 解释 怎样 使 用 容 斥 原理 计数 从 :xm 元 素 集合 到 有 元素 集合 的 映 上 上 曙 数 的 个 数 。 
13. a) 怎样 计数 把 x 项 工作 分 给 个 麻 员 并 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 一 项 工作 的 方案 数 ? 
b) 把 7 项 工作 分 给 3 个 雇员 并 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 -… 需 工作 有 和 多少 种 方案 ? 
14. 解释 怎样 使 用 容 斥 原理 计数 不 超过 下 整数 x 的 率 数 个 数 。 
15. a) 定义 一 个 错位 排列 。 

b) --… 个 寄存 帽子 的 人 人 给 ”个 人 发 还 帽子 并 使 得 没有 人 得 到 自己 帽子 的 方式 的 计数 ， 为 
人 | 各 和 个 物体 的 错位 排列 数 一 样 ? 

c) 解释 怎样 计数 个 物体 的 错位 排列 数 . 


补充 练习 

1. 一 个 10 大 小 组 并 始 一 系列 的 通信 活动 ， 每 个 人 把 这 封 信 寄 给 另外 4 人 个人。 每 个 收 到 售 的 
大 再 把 这 身 信 寄 给 另外 的 4 个 人 。 
ay 如 果 没 有 人 收 到 2 封 以 上 的 信 ， 求 与 这 个 通信 活动 的 第 » 步 寄 出 信和 数 有 关 的 递 推 关 
by 在 a) 中 递 推 关 系 的 初始 条 件 是 什么 ? 
cy 在 这 个 通信 活动 的 第 w 步 寄 出 了 多 少 封 仿 ? 

2 .一 个 核反应 堆 产 生 了 18 克 放 射 性 同位 素 ,， 每 小 时 放射 性 同位 京 是 些 1%。 
ay 对 小 时 后 留 个 的 后 位 紊 重 建立 -一 个 递 推 基 系 。 
b) 对 于 a) 中 的 递 推 基 系 ， 僻 始 条 件 是 什么 ? 
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c) 求解 这 个 递 推 关 系 。 

. 美国 政府 每 小 时 印 1 美元 纸币 超过 10 000 张 ， 5 美元 纸币 超过 4 000 张 ，10 美元 纸 和 市直 
过 3000 张 ，20 美元 纸币 超过 2 500 张 ，50 美元 纸币 超过 1 000 张 ，100 美元 纸币 与 前 一 
小 时 的 张 数 一 样 。 在 初始 时 刻 每 种 钱币 有 1 000 张 。 

a) 建立 一 个 关于 第 2 小 时 总 钱 数 的 递 推 关 系 。 
b) 对 于 a) 中 的 弟 推 关系 ， 初 始 条 件 是 什么 ? 
c) 求解 这 个 关于 第 小 时 总 钱 数 的 递 推 关 系 。 
d) 建立 一 个 关于 前 小 时 总 钱 数 的 递 推 关系 ， 
e) 求解 这 个 关于 前 小 时 总 钱 数 的 递 推 关 系 。 

. 每 个 前 一 小 时 已 经 存在 的 细菌 在 每 小 时 都 分 缕 出 两 个 新 的 细菌 ， 并 纪 所 有 的 细菌 只 有 2 
小 时 的 寿 合 。 很 仙 这 群 细 菌 开始 时 有 100 个 新 内 现 。 

a) 建立 关于 n 小 时 后 存在 细菌 数目 的 递 推 关系 。 
b) 这 个 递 推 关系 的 解 是 什么 ” 
cy 什么 时 候 这 群 细 菌 的 个 数 将 超过 100 万 个 ? 

. 使 用 两 个 不 同 的 信号 在 通信 信道 发 送信 息 。 传 递 一 个 信号 需要 2 微 秒 ， 传 送 另 一 个 信号 
需要 3 被 秒 。 一 个 信息 的 每 个 信号 紧 跟 着 下 一 个 信和 号。 

a) 求 与 在 4 祯 秒 中 可 雇 发 送 的 不 辐 信 号 数 有 关 的 弟 推 关 厅 。 
bj 对 于 a) 中 的 弟 推 关系 ,初始 条 件 是 什么 ? 
c) 在 12 袜 秒 内 再 以 发 送 客 少 个 不 同 的 信息 ? 

， 一 个 小 邮局 只 有 4 分 、6 分 和 10 分 邮票 。 如 果 考 虑 邮票 使 用 的 次 序 ， 求 与 这 些 邮 票 构成 
2 分 邮 费 的 方式 数 有 关 的 弟 推 关系 。 这 个 递 推 关 系 的 初始 条 尾 是 生 么 ? 

7. 使 用 在 练 避 6 描述 的 规则 有 客 少 种 方式 构成 下 述 邮 资 ? 

a) 12 分 b) 14 分 
c) 18 分 d) 22 分 
8. 求 具有 a6=1 和 50=2 的 联 立 方程 组 。 
a) ci an_1+ oi 
b) 如一 GE 一 下 -1 
. 如 果 ao=1 和 ai=2， 求解 递 推 关 系 a, = as-ive, zs。 [提示 : 两 边 取 对 数 得 到 关于 序 齐 
loga 的 递 推 关系 ，n =0，1，2，…。| 
“10. 如 果 ao=2 和 a =2， 求解 递 推 关系 a,=a73_1a5_2。( 见 练习 9 的 提示 。.) 
11., 如 果 ego=2，ali=4 和 a=8， 求 解 煌 推 关 系 a =3e 1-3ao .2+a,.3t+1o 
12. 如 果 ao=2，cl=2 和 aez=4， 求 解 递 推 关 系 @=3a。 1 一 3e。 2 二 en .36 
"13. 搬 设 在 5.1 节 的 例 4 中 一 对 兔子 在 繁殖 2 次 以 后 就 离开 这 个 岛 。 求 与 第 个 月 中 的 岛 
上 人 锡 于 对 数 有 关 的 递 推 其 系 。 

14, 当 nn 可 被 5 整除 时 求解 递 推 基 系 FCn}=3Ff{nA5)+2n* ， 其 中 n= 5*, 上 是 正 整 数 ， 
FfF(1)=1。 

15. 如 果 了 是 增 精 数 ， 估计 练习 14 中 了 的 大 小 。 

16. 找 出 与 下 述 算 法 所 使 用 比较 次 数 有 关 的 递 推 关 系 : 通过 把 1 个 数 的 序列 递归 地 划分 成 两 
个 子 序列 找 出 最 大 和 第 二 大 的 元 素 ， 在 每 一 步 划 分 时 要 求 这 两 个 子 序 列 项 数 相等 或 一 个 
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子 序列 比 男 一 -个 子 序列 多-- 项 。 当 子 序列 达到 2 项 时 停止 。 
17. 估计 练习 16 描述 的 算法 所 使 用 的 比较 次 数 。 


设 ia, {是 实数 序 别 。 这 个 序列 的 前 项 差分 定义 如 下 ; 第 一 个 前 项 差分 是 Ae。= a,+1 - 
ai 第 上 +1 个 前 项 状 分 A* aa 是 通过 上 as =A 一 Ac 由 Ac 得 到 的 。 


18. 求 Ace ， 其 中 
A) 二 33 
上 a,=4dn+7 
cj) ay 二 下 十 了 十 ] 

19. 设 a 一 3n + 十 2。 求 Ai ， 其 中 天 等 于 
a) 2 b) 3 c) 二 

“20, 假设 a, = P{n)， 其 中 也 是 a 次 多 项 式 。 证明 对 所 有 的 非 负 整 数 nxn，A** a, =0。 

21. 令 1a,| 和 i161 是 实数 序列 。 证 明 
Alab,)} = a 41tAb + hb (Aa,) 

22. 证 明 如 果 下 (xz) 和 G(x) 分 别 是 序列 1ay) 和 |i 及 | 的 生成 函数 ， 有 日- 和 a 是 实数 ， 那 么 
(CeF(tr) + dG(zr)) 是 | ca + 二 的 生成 男 数 。 

23.《 需 要 微 积 分 ) 这 个 练习 说 明了 怎样 使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 (PT1)aevrl1= ar+ 
[1xnt)，7? 00， 初始 条 人 忻 ao= 1。 
a)】 设 G(x) 是 关于 1a, | 的 生成 图 煞 。 证 明 Cz)=Gtzry+ 旺 有 CO)=1。 
b) 由 a) 证 明 (e (0z)) =1 且 断定 G(zr)]= re + er 
c) 使 用 b) 找 出 关于 a 的 封闭 公式 。 

24. 假设 在 离散 数学 班 的 第 一 次 考试 中 14 个 学 生得 4， 第 二 次 考试 中 18 个 得 A。 如 果 22 
个 学 生 在 第 一 或 第 二 次 考试 得 4， 有 和 多少 学 生 两 次 考试 都 得 A? 

25. 在 蒙 默 思 如 (英国 威尔士 郡 原 郡 名 }) 323 个 农场 至 少 有 马 、 牛 、 羊 中 的 1 种。 如 时 224 
个 农场 有 马 ，85 个 有 牛 ，57 个 有 羊 ，18 个 农场 3 种 家 畜 全 有 ， 那 么 有 多 少 个 农场 恰好 
有 这 了 种 家 畜 中 的 2 种 ? 

26, 查询 某 学 院 关 于 学 生 记 录 的 数据 库 得 到 下 人 述 数 据 : 学 院 有 2 175 个 学 生 ， 上 其 中 工 675 个 
不 是 一 年 级 学 生 ，1 074 个 学 生 选 了 微 积分 ，444 个 学 生 选 了 离散 数学 ，607 个 不 是 一 年 
级 学 生 且 选 了 微 积分 ，350 个 学 生 选 了 微 积 分 和 离散 数学 ，201 个 不 是 一 年 级 重生 凡 选 
了 离散 数学 ，143 个 不 是 一 年 级 掌 生 并 且 选 了 微 积分 和 离散 数学 。 所 有 这 些 对 查 疝 的 加 
答 都 是 正确 的 吗 ? 

27. 某 大 党 数学 学 院 的 学 生 可 以 选择 下 述 一 个 或 多 个 方向 作为 主 收 方向 ， 应 用 数学 (AM) , 纯 
粹 数学 (PMN) ,运筹 学 (QR) 及 计算 机 科学 (CS)}。 如 果 和 包括 同 时 主 修 在 内 ， 主 修 AM 的 有 
23 个 学 生 ， 主 收 PM 的 有 17 个 掌 生 ， 主 人 收 OR 的 44 个 ， 主 修 CS 的 63 个 ,二 眉 AM 与 
PM 的 5 个 ， 主 修 AM 与 CS 的 8 个 ， 主人 收 AM 与 OR 的 4 个 ， 主 杉 PM 与 CS 的 5 个 ， 
主人 收 PM 与 OR 的 5 个 ; 主 修 OR 与 CS 的 14 个 ; 主 修 PM， OR 与 CS 的 2 个 , 主 修 
AM, OR 与 CS 的 2 个 , 主 修 PM, AM 与 OR 的 1 个 ， 主 修 PM，AM 与 CS 的 1 个 ， 还 
有 1 个 主 艇 所 有 4 个 方向 。 问 这 个 学 院 有 多 少 学 生 ? 

28. 当 使 用 容 乒 原理 表示 7 个 集合 的 并 集中 的 元 素 个 数 时 ， 如 果 其 中 没有 6 个 或 更 多 的 集合 
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含有 公共 元 素 ， 那 么 需要 儿 少 项 ? 
29. 方程 zj 4+ xjy+ ;=20 (2<r < 6 6<zcx<t0， 0O<zr<5) 有 多 少 个 正 整 数 解 ? 
30. 有 多 消 个 小 于 1 000 000 的 正 整 数 
a) 能 被 2，3 或 5 整除 ? 
b) 不 被 7，11 或 13 整除? 
cj) 能 被 3 但 不 被 了 整除 ? 
31. 有 和 多少 个 小 于 200 的 正 整 数 是 
a) 整数 的 2 次 或 更 商 次 等? 
b) 整数 的 2 次 或 更 高 次 蜂 ， 或 是 素数 ? 
c) 不 被 一 个 大 于 的 整数 的 平方 整除 ? 
dy 不 被 一 个 大 于 1 的 整数 的 立方 整除 ? 
e) 不 般 了 个 或 更 多 的 素数 整除 ? 
“32. 把 6 个 不 同 的 工作 分 给 3 个 不 同 的 雇员 ， 如 果 最 难 的 工作 分 给 最 有 经 验 的 雇员 并 且 最 
容易 的 工作 分 给 最 缺少 经 验 的 雇员 ,那么 有 和 多少 种 分 法 ? 
33, 由 寄存 帽子 的 人 随机 发 还 给 nx 个 人 的 帽子 ， 那 么 恰好 一 个 人 拿 到 自己 帽子 的 概率 是 
笋 少 ? 
34. 有 多 少 个 二 位 二 进 制 串 不 包含 4 个 连续 的 1? 
35, 一 个 6 和 位 二 进 制 捉 包含 至 少 4 个 1 的 概率 是 多 少 ? 


计算 机 题目 
用 下 面 的 输入 和 给 出 写 程序 。 


1. 给 定 正 整数 z， 列 出 汉 诺 塔 难题 从 一 根 柱 子 到 另 一 根 柱子 依照 游戏 规则 移动 n 个 盘 于 需 
要 的 所 有 移动 。 
2. 给 定 正 整数 x 和 整数 有 上，1 志 上 所 n， 列 出 富 圭 姆 一 斯 图 尔 特 算法 { 见 5.1 六 练习 48 表面 
的 说 明 ) 依照 游戏 规则 用 4 根 柱子 从 一 根 柱 子 到 另 一 根 柱 子 移动 x 个 盘 于 需要 的 所 有 移 
动 。 
3. 给 定 正 整数 n， 列 出 不 包 会 连续 2 个 0 的 所 有 的 x 位 二 进 制 序列 。 
4. 纵 定 正 整 数 n， 写 出 在 n +1 个 变量 的 乘积 中 加 括号 的 所 有 方式 。 
5. 给 定 递 推 疯 系 4a, = cya, -+ecya 和正 整数 业 ， 其 中 ci 和 cy 是 实数 ， 初 始 条 件 为 en = 
Co 和 eaei=cCi， 使 用 迭代 求 aaso 

. 始 定 递 推 基 系 a = cle。_ + ca 和 初始 条 件 eg= Co 和 a1= C1， 确定 叭 一 的 解 。 

. 给 定形 如 f/f{n)=aflnA5)+c 的 递 推 关系 ， 其 中 a 是 实数 ,5 是 正 整 数 ，c 是 实数 ,并 
给 出 正 整数 下 ， 使 用 选 代 求 乒 姑 )。 

8. 给 定 3 个 集合 的 交集 中 的 元 素 个 数 ， 每 两 个 集合 的 交集 中 的 元 素 个 数 ， 和 每 个 集合 中 的 
元 素 个 数 ， 求 其 并 集中 的 元 紊 个 数 。 

9. 给 定 正 整数 n ， 求 在 zn 个 集合 的 并 集中 元 系 个 数 的 公式 。 

10. 给 定 正 整数 mx 和 nn， 求 从 m 元 素 集 合 到 元 素 集合 的 喘 上 函数 个 数 。 

11. 给 定 正 整 数 x， 列 出 集合 11，2，3，…，2al 的 所 有 铺位 排列 。 


他 
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计算 和 研究 
使 用 一 个 计算 程序 或 体 马 党 成 的 程序 做 下 面 的 练 习 。 


. 求 fioo，fsomw 和 万 oo 的 精确 值 ， 其 中 六 基 斐 波 那 友 煞 。 

,. 求 比 1000000 大 、 颖 1000000000 大 和 比 1000000000000 大 的 最 小 的 斐 波 那 契 数 。 

. 求 尽 可 能 多 的 则 为 素数 的 辈 波 那 帮 数 ， 目 前 还 不 估 道 是 和 理 存 在 无 限 允 个 这 样 的 数 。 

. 写 出 求解 10 个 盘子 的 汉 诺 塔 难题 所 需要 的 所 有 的 移动 。 

. 依照 需 去 难题 的 规则 ， 用 4 根 柱 子 从 一 根 柱子 到 另 一 根 柱子 移动 20 个 盘子 ， 写 出 用 富 雷 
姆 -斯图尔特 算法 需要 的 所 有 移动 。 

6. 通过 下 面 的 方法 验证 求解 上 个 盘子 的 雷 夫 难题 的 富 雷 姆 猜想 : 对 于 尽 可 能 才 的 整数 nx， 
证 明 这 个 难题 不 可 能 使 用 比 共 有 最 优选 择 & 的 语 害 姆 .斯图尔特 算法 还 要 少 的 移动 来 
求解 。 

. 计算 对 于 各 种 整数 xn， 包括 16，64，256 和 1024， 使 用 在 5.3 节 描 述 的 快速 乘法 和 整数 
相 乘 的 标准 算法 (2.4 节 算 法 4) 做 两 个 ”位 整数 相 乘 所 需要 的 运算 次 数 。 

. 计算 对 于 各 种 整数 wx ,包括 4，16，64 和 128， 使 用 在 5.3 节 措 述 的 快速 矩阵 弛 法 和 矩阵 
相 溢 的 标准 算法 (2.,6 节 息 法 1) 做 两 个 ?xp 征 阵 相 乘 所 需要 的 运算 次 数 。 

9. 使 用 全 拉 赔 森 筛 求 不 超过 1 000 的 所 有 素数 。 

10, 使 用 在 5.6 节 描 述 的 求 不 超过 100 的 素数 个 数 的 方法 求 不 超过 10 000 的 台数 个 数 。 

t1. 列 出 11，2，3，4，5，6，7，8| 的 所 有 的 错位 排列 。 

12. 对 所 有 不 超过 20 的 正 整数 上， 计算 w 个 物体 的 一 个 排列 昨 错 位 排列 的 概率 ， 并 确定 这 

些 概 率 通 近 e 的 速度。 


写作 题目 
用 课本 以 外 的 资料 按 下 列 要 求 写成 粗 广 。 

. 找 出 斐 波 那 契 提出 的 基于 兔子 数 模型 难题 的 原始 材料 。 讨 论 裴 波 那 契 握 出 的 这 个 霹 题 和 
其 他 疝 题 ， 并 且 给 出 关于 翡 波 那 契 本 人 的 某 些 信息 ， 

2. 解释 斐 波 那 契 数 怎 样 在 其 他 应 用 中 出 更， 如 时 序 ， 植 物 叶 片 排 列 的 研究 ， 镜 子 反 射 的 研 

究 等 等 。 

3. 描述 汉 庄 塔 难 题 的 各 种 不 辣 的 变形 问题 ， 包 括 多 于 3 个 柱子 的 (包括 谍 本 和 练习 中 讨论 
的 雷 夫 难题 在 内 )， 盘 于 移动 受 限 制 的 ， 以 及 充 许 有 栖 样 大 小 盘子 的 。 关 于 求解 每 种 变形 
问题 所 要 求 的 移动 次 数 有 什么 已 知 的 绪论 ? 

. 尽 可 能 客 地 讨论 出 现 卡特 良 数 的 不 则 的 问题 。 

.查询 幸运 数 【lucky number) 的 定 交 。 解 释 怎 样 使 用 类似 于 人 拉 脐 和 森 箭 的 技术 找 出 幸运 
数 。 求 所 有 小 于 1 000 的 幸运 数 。 

6. 描述 在 数论 中 使 用 的 入 法。 使 用 这 种 方法 已经 得 到 了 哪些 结业 ? 

7, 查询 古代 法 国 纸牌 相遇 游戏 的 规则 。 描 述 这 些 规 则 并 且 描 述 皮 埃 尔 志 蒙 德 ' 蒙 特 莫 特 关 

于 “相遇 问题 ”的 论文 。 
8. 描述 喧 样 使 用 指数 生成 函数 求解 各 种 计数 问题 。 
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9. 描述 计数 的 Polyi 理论 和 可 使 用 这 个 理论 求解 的 计数 问题 的 种 类 。 

10. 管家 问题 是 求 安 排 对 夫妇 园 圆 香 坏 座 的 方法 数 ， 使 得 就 谭 时 男女 相间 并 且 没 有 丈 去 和 
妻 了 相 邻 。 解 释 款 样 用 卢 卡 斯 (下 ，Lucas) 方 法 求解 这 个 问题 。 

11. 解释 怎样 使 用 衬 盘 霓 项 式 (rook polynomial) 求 解 计数 问题 。 
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在 放 多 情 说 下 集 台 的 元 素 之 回 都 仔 在 共 种 关系 。 每 天 我 们 都 要 涉及 各 种 关系 ， 例 如 一 个 
商行 和 它 的 电话 号 码 之 间 的 关系 ， 麻 员 与 其 工资 之 间 的 关系 ，-- 个 人 与 个 亲属 之 间 的 关 
系 ， 等 等 。 在 数字 中 我 们 研究 的 关系 ， 有 如 一 个 正 整 数 与 乌 它 整除 的 一 个 正 幕 数 、 一 个 整数 
与 和 它 模 5 同 余 的 一 个 整数 、 一 个 实数 与 一 个 比 它 太 的 实数 之 间 的 关系 等 等 。 在 计算 机 科学 
中 第 常 出 现 的 关系 ， 有 如 一 个 程序 与 它 所 使 用 的 一 个 变量 、 一 种 计算 机 十 言 与 这 个 语言 的 -- 
个 有 效 垣 可 之 间 的 关系 等 。 

集合 的 元 素 之 则 的 关系 被 表示 成 一 种 结构 ， 这 种 结构 叫做 关系 。 可 以 用 关系 来 求解 问 
题 ， 例 社 确定 在 一 个 网 络 中 的 哪 两 个 城市 之 间 开 通航 线 ， 为 一 个 复 东 课题 的 不 同 阶段 的 工作 
找 一 个 可 行 的 次 序 ， 或 者 产生 一 个 有 用 的 方式 以 便 在 计算 机 数据 库 中 存储 信息 。 


6.1 关系 及 其 性 质 


可 以 用 两 个 相关 元 素 构成 的 有 序 对 来 表达 两 个 集合 的 元 素 之 间 的 关系 ， 这 是 一 种 最 直接 
的 方式 。 为 此 ， 有 序 对 的 集合 就 叫做 二 元 关系 。 在 这 一 节 ， 我 们 引信 用 寺 描 述 二 元 关系 的 基 
本 术语 。 在 本 章 的 后 面 ， 我 们 将 使 用 关系 来 求解 涉及 通信 和 网络 、 项 目 调 度 以 及 识别 集合 中 上 
有 共同 性 质 的 元 案 等 问题 。 

定 尽 1 设 及 和 B 是 集合 , 一 个 从 4 到 B 的 二 元 关系 是 A x 8B 的 子 集 。 


摘 扣 话说， 一 个 从 A 到 上 B 的 二 元 关系 是 有 序 对 的 集合 R， 其 中 每 个 有 序 对 的 第 一 个 元 
素 取 自 A 而 第 二 个 元 素 取 自 上 8。 用 记号 aRb 表示 (a,b)ER, aRpb 下 小 (a,b)E R。 当 
ta ,四 属于 民 时 叫做 a 与 5 有 关系 RR。 

二 元 英 系 表示 下 个 集合 的 元 衰 之 间 的 关系 。 在 本 章 的 后 面 将 引信 开关 系 ， 它 表 泵 和 站 
三 个 以 上 集合 中 元 素 之 间 的 关系 。 当 不 发 生 混 淆 时 我 们 将 省 去 “二 元 ”这 个 亲 。 

下 面 是 关系 的 例子 。 

例 1 设 AA 是 你 们 学 校 的 学 生 的 集合 ，B 是 诛 程 的 集合 。 令 R 是 由 (a,58) 对 构成 的 关 
系 ， 其 中 a 是 选 收 课程 5 的 学 生 。 例 如， 如 时 Jason Goodfriend 和 Deborah Sherman 是 选修 
CS518， 基 离散 数学 ， 有 序 对 (Jason (3oodiriend，CSS$18) 和 (Deborah Sherman，CSS18) 属 
于 RR。 如 果 Jason Goodfriend 也 选修 CS510， 即 数据 结构 ， 那 么 有 序 对 【Jason Gooclfriend ， 
CS510) 也 属于 民 。 伍 是 ， 如 果 Deborah Sherman 没 上 用 选修 CSS10， 那 么 有 有 邦 对 《Deberah 
Sherman，CS510) 不 在 下 中 。 国 

例 2 设 A 是 所 有 城市 的 集合 ，B 是 美国 的 50 个 州 的 集合 。 如 下 定义 关系 RR 如 果 a 
城市 是 在 5 州 则 ca,58) 属 十 RR 。 例 如 , (Boulder ,科罗拉多 州 ), (Bangor , 顷 因 州 ) (Ann Ar- 
bor， 密 执 安 州 ),(Cupertinc , 加利福尼亚 州 ) 和 (Red Bank .新泽西 州 ) 是 在 R 中 。 国 
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例 3 设 A=10,1,2!，B=ia,bi， 那么 a 
i0,a),(0,5),t1,a),(2,5)| 是 从 A 到 B 的 NS 
关系 。 这 意味 着 ， 比 如 说 有 0Ra， 但 没有 
1R5。 关 系 可 以 用 图 来 表示 ， 如 图 6-1 所 示 ， 


用 箭头 来 表示 有 序 对 。 另 一 种 表示 关系 的 方 9 
式 就 是 用 一 张 表 ， 这 也 在 图 6-1 中 给 出 。 在 a 
6.3 节 我 们 将 更 详细 地 讨论 关系 的 表示 。 国 图 5-1 在 例 3 的 关系 民 中 的 有 序 对 


#6,1.2 函数 作为 关系 


一 个 从 集合 A 到 集合 B 的 范 数 了 (如 二 .6 节 的 定义 ) 对 于 A 中 的 每 个 元 素 都 指定 B 中 
一 个 唯一 的 元 京 。 了 的 图 示 是 使 得 b= f(a}) 的 有 序 对 (a ,5) 的 集合 。 由 于 f 的 图 示 是 Ax8 
的 子 集 ， 它 就 是 一 个 从 A 到 B 的 关系 。 此 外 ， 沙 数 的 图 示 有 下 述 性 质 : A 的 每 个 元 素 是 图 
中 恰好 一 个 有 序 对 的 第 一 元 素 。 

相反 ， 如 果 民 是 从 A 到 B 的 关系 ,并 且 使 得 A 中 的 每 个 元 素 是 民 中 恰好 一 个 有 序 对 的 
第 一 元 素 ， 那 么 R 的 图 示 束 可 以 定义 一 个 国 数 。 只 要 对 A 的 每 个 元 素 指定 唯一 的 元 豪 BE B 
使 得 (a ,8)E€ R 就 可 以 做 到 。 

可 以 用 关系 表达 在 集合 A 和 集合 号 之 间 的 一 对 包 的 相关 性 ， 其 中 A 的 一 个 元 束 可 以 与 
8B 中 和 包 个 元 素 相关 。 函 数 表示 了 这 样 一 种 关系 ， 对 于 A 中 的 每 个 元 束 愉 好 只 有 一 个 品 中 的 
元 素 与 之 相关 。 


6.,1.,3 集合 上 的 关系 


集合 A 到 它 自 身 的 关系 是 特别 令 人 感 兴趣 的 。 
定义 2 集合 A 上 的 关系 是 从 A 到 A 的 关系 。 
摘 句 话说 ,集合 A 上 的 关系 是 A x A 的 子 集 。 
例 4 设 A 是 集合 红 1,2,3,4!， 有 A 上 的 关系 尺 = tta,5)1la 整除 5! 中 有 哪些 有 序 对 ? 


解 (a,58) 在 RR 中 ， 当 且 仅 当 a 和 8 是 不 超过 4 的 正 整 数 且 a 整除 5， 我 们 看 到 
R=1C1,1) ,1,2) ,01,3), 1,4) ,2,2}),62,4),(3,3),(4,4)1 
在 这 个 关系 中 的 有 序 对 的 图 和 表 的 表示 者 在 
图 5-2 中 给 出 。 大 
于 面 给 出 了 某 些 整数 集合 上 的 关系 的 实例 。 
例 5 考虑 下 面 这 些 整 数 集合 上 的 关系 : 
RI={(a,b) lab 3 向 3 
Rs= 1!(a,b)la>b!} 
R= {{a,b)|la=b 或 a= 一 5| 
Rs= {ab)|la=5| 
Rs= 1(a,6)|la=b+1| 


过 达 重耳 


寺 才 一 一 一 -性 寺 


图 6-2 撞 4 中 关系 RR 的 有 序 对 
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EE EE EE 


Roe= Ita,b)la + pes) 
其 中 哪些 关系 包含 了 有 序 对 (1 ,1),(1,2),(2,1),{1, 一 1 以 及 {2,2)? 

注意 和 二 1 一 4 的 关系 不 同 ， 这 些 是 无 穷 集 合 上 的 关系 。 

解 ” 有 序 对 (1 ,1) 在 Ri，R3，R4 和 Re 中; 有 序 对 (1,2) 在 RI 和 RR。 中; 有 序 对 (2,1) 
在 R,, Rs 和 Rs 中 ， 有 序 对 (1, - 1} 在 KR, R; 和 R, 中 ; 最 后 ， 有 有 序 对 但 ,2) 在 Ri, 下 3 
和 R, 中 。 国 

不 难 确定 有 穷 集 上 的 关系 个 数 ， 因 为 集合 4& 上 的 关系 仅仅 是 A x A 的 子 集 。 

例 § ww 元素 集合 上 有 多 少 个 关系 ? 

解 集合 4 上 的 关系 是 4AxA 的 子 集 。 因 为 当 及 是 n 元 素 集合 时 Ax 有 A 有 n’ 个 元 素 ， 
并 且 mx 个 元 素 的 集合 有 2” 个 子 集 , 故 A x 有 A 的 子 集 有 2* 个 。 子 是 ” 元素 集合 有 2” 个 
关系 。 国 
6.1.4 关系 的 性 质 

有 若 于 用 于 把 集合 上 的 关系 分 类 的 性 质 。 这 里 我 们 只 介绍 其 中 最 重要 的 性 质 。 

在 某 些 关系 中 一 个 元 素 总 是 与 自己 柑 关 。 例 如 ， 设 R 是 所 有 的 人 的 集合 上 的 关系 ， 
厅 工 和 y 有 相同 的 母亲 和 相同 的 父亲 ， 那 么 (x ,yj 属于 尺 。 于 旦 对 于 每 个 人 人 x， 有 xR+I。 
定义 3 如 果 对 每 个 元 素 a 全 A 有 ta,a})ESR， 那么 集合 AA 上 的 关系 民 R 叫做 自 反 的 。 

我 们 看 到 如 果 A 的 每 个 元 素 都 和 和 它 自己 相关 ， 及 上 的 关系 号 是 自 反 的 。 下 面 的 例子 说 
明了 目 反 关系 的 概念 。 

例 7 考虑 11,2,3,4} 上 的 关系 

Ri= 1(1,1)61,2),62,1),(2,2),(3,4),(4,1)(4,4)i 
Rs=1(1,1),(1,2),(2,1)| 
Rs=1(1,10,01,2), 01,4) ,2,1), (2,2),.(3,.3), 4.1),(4,4)| 
Ra=102,1),03,1),(3,2),04,1) ,4,2),(4,3)| 
Rs= {1,1),61,2),(1,3), (01,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),63,4),(4,4)1 
Rs= 1(3,4)| 

其 中 哪些 是 自 反 的 ? 

解 ”关系 Ri 和 Rs 是 自 反 的 ， 因 为 它们 都 包含 了 所 有 形 如 (a,a) 的 对 ， 即 (1,1).、 
(2,2).(3,3) 和 和 (4,4)。 其 他 的 关系 趟 是 上 自尽 的 ， 因 为 它们 不 包含 所 有 这 些 有 序 对 。 特 别 ， 
Ri、R，,、R4 和 Rs 不 是 自 反 的 ， 因 为 (3,3) 都 不 在 这 些 关 系 里 。 阳 

例 8 例 5 中 哪些 关系 是 自 民 的 ? 

解 ”这 个 前 子 中 的 自 反 关系 是 RI (因为 对 每 个 整数 4 有 a 入 a )，R3 和 Ri4。 对 于 这 个 
例子 中 其 他 的 美 系 容易 找到 不 在 关系 中 的 形 如 (a ,a}) 的 对 。( 留 给 读者 练习 。) 型 

例 9 正 整 数 集 合 上 的 整除 美 系 是 自 反 的 吗 ? 
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解 ”因为 只 要 aa 是 正 整 数 就 有 ala， 整除 关系 是 目 反 的 。 | 

在 某 些 关系 中 一 个 元 素 与 第 二 个 元 素 相 关 ， 当 旦 人 忆 当 第 二 个 元 素 也 与 第 一 个 元 素 相 关 。 
比如 一 个 关系 由 (x ,YY) 对 构成 ， 其 中 x 和 yy 是 你 校 的 学 生 并 且 他 们 至 少 学 一 门 会 共 课 程 。 这 
个 关系 就 有 这 种 性 质 。 而 某 些 关系 有 另 一 种 性 质 ， 即 如 果 一 个 元 过 与 第 二 个 元 素 相 关 ， 那 么 
第 二 个 元 素 就 不 与 第 一 个 元 素 相 关 。 比 如 一 个 关系 由 (zz,y) 对 构成 ， 其 中 x 和 是 你 校 的 学 
生 ， 且 zx 比 y 的 平均 成 绩 高 。 这 个 关系 就 有 后 一 种 性 质 。 

定义 4 对 于 aa, 5EA， 如 果 只 要 fa,6) 和 只 就 有 (ae) 和 及 ， 则 集合 4A 上 的 关系 只 
叫 伐 对 称 的 。 对 果 对 于 a， 记 EA， 忆 当 &= 吉 时 (ap)ER 和 (payc 足 则 集合 4 上 的 关 
系 RR 叫做 反对 称 的 。 

就 是 说 ， 关 系 RR 是 对 称 的 ， 当 和 且 仅 当 如 果 a 与 a 相关 则 上 5 与 a 就 相关 。 关 系 民 是 反对 
称 的 ， 当 且 仅 当 不 存在 由 不 癌 元 束 a 和 z 构成 的 有 序 对 ,使 得 a 与 5 相关 并 且 上 4 与 a 也 相 
美 。 对 称 与 反对 称 的 概念 不 是 对 立 的 ， 因 为 一 个 关系 可 以 同时 有 这 两 种 性 质 或 者 两 种 性 质 都 
没有 ( 见 节 末 的 练习 6)。 一 个 关系 如 果 包 健 了 某 些 形 如 (a ,5) 的 对 ， 其 中 a 关 5， 这 个 天 系 
就 不 可 能 局 时 是 对 称 和 反对 称 的 。 

例 10 例 7 中 的 哪些 关系 是 对 称 的 ?哪些 是 反对 称 的 ? 

解 ”关系 RR, 和 RR; 是 对 称 的 ， 因 为 在 这 两 个 关系 中 只 要 {a ,58) 属 于 关系 就 有 {5,a) 属 于 
关系 。 对 于 关系 RR,，， 唯 一 需要 检查 的 就 是 (1,2) 和 {2 ,1) 属 于 这 个 关系 。 对 于 R3， 必 须要 检 
查 (1,2) 和 {2,1) 属 于 这 个 关系 ， 还 有 (1,4) 和 (4,1) 也 属于 这 个 关系 。 读 者 应 该 能 够 验证 其 他 
的 英 系 中 没有 一 个 是 对 称 的 。 只 适 找 到 一 个 有 序 对 (a ,5) 在 关系 中 ,但 (8 ,a) 不 在 关系 中 。 

民 ;,、R 和 Rs 都 是 反对 称 的 。 其 中 每 一 个 关系 都 不 存在 由 元 素 a 和 5&5 枸 成 的 有 序 对 ， 
使 得 a 关 5 但 (ec,p) 和 (oa) 者 属于 这 个 关系 。 读 者 应 该 能 验证 其 他 关系 中 设 有 一 个 是 反对 
称 的 。 只 需 挫 到 有 序 对 (oa 5} 满足 a 了 65， 而 (a ,5 和 152a) 邦 属于 这 个 关系 。 辆 

例 11 例 $ 中 的 哪些 关系 是 对 称 的 ? 哪些 是 反对 移 的 ? 

解 ”关系 民 ;、R。 和 RR。 是 对 称 的 。R; 是 对 称 的 ， 困 为 如 果 a=z 成 = - 户 ， 那 么 就 
有 5=a 或 = -aa。R 是 对 称 的 ， 因 为 由 ae= 电 推出 上 =a。 有 5 是 对 称 的 ， 国 为 由 a 十 五 委 : 
3 推出 5+ 4a 所 3。 读 者 应 该 能 验证 其 他 关系 没有 一 个 是 对 称 的 。 

美 系 RI1，R，。>，Rs 和 Rs 是 反对 称 的 。R1 是 反对 称 的， 因为 不 等 式 a 所 6b 和 ba 推出 
4a = 5。RR, 是 上 友 对 称 的 ， 因 为 a > 和 65>a 是 不 可 能 的 。R。 是 反对 称 的 ， 因 为 两 个 元 杂 相 
对 于 RR 有 关系 ， 当 且 仅 当 它 们 是 相等 的 。KRs 是 反对 称 的 ， 因 为 a=5+1 和 加 =a+1 是 不 
可 能 的 。 读 者 应 该 能 验证 其 他 关系 没有 一 个 是 反对 称 的 。 国 


例 12 正 丈 数 集 台 上 的 整除 关系 是 对 称 的 吗 ? 它 是 民 对 称 的 吗 ? 
解 ” 这 个 关系 不 是 对 称 的 ， 因 为 1|2, 但 2fL， 它 是 反对 称 的 ， 因 若 a 和 5 是 正 牙 数 且 
al5 和 和 55a， 那么 a = 8 (这 个 验 让 留 给 读者 作 练 习 )。 | 


设 R 是 有 序 对 (x ,y) 构 成 的 关系 ， 其 中 x 与 y 是 你 校 的 学 生 ， 且 x 比 y 得 到 更 多 的 学 
分 。 假设 x 与 y 有 关系 并 且 y 与 > 有 关系 ， 这 意味 着 z 比 y 得 到 更 多 的 学 分 并 且 y 与 x 得 到 
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更 多 的 学 分 。 可 以 断言 x 比 z 得 到 更 多 的 学 分 ， 因 此 x 与 x 有 关系 。 我 们 证 明了 R 有 传递 
性 ， 这 个 性 质证 义 如 下 。 


定 尽 和 对 于 aa, BB，cEA， 如 果 (a,b)E€ RR， 并 且 (5,c)ER， 则 (a,c)E R， 那么 集 
合 4 上 的 关系 RR 叫 司 传 递 前 。 

例 13 例 7 的 关系 中 哪些 是 传递 的 ? 

解 ” RR4，Rs 和 Rs 是 传递 的 。 对 这 些 关 系 我 们 可 以 证 明 ， 若 (a ,5) 和 (5,c) 属 于 一 个 关 
系 ， 则 {a ,c) 也 属于 这 个 关系 由 此 验证 它们 是 传递 的 。 例 如 ，R, 是 传递 的 ， 因 为 只 有 {3,2) 
和 和 (2,1),《4,2) 和 (2,1),《4,3) 和 (3,1) 以 及 (4,3) 和 (3,2) 是 这 种 有 序 对 ， 而 (3,1).(4,1) 和 
(4,2) 属 于 RR 读者 应 核能 验证 Rs 和 Rs 也 是 传递 的 。 

Ri 不是 传递 的 ， 因 为 (3,4) 和 (4,1) 属 于 FR;, 但 {3,1) 不 属于 RI,。R, 不 是 传递 的 ， 因 
为 (2,1) 和 (1,2) 属 于 民 ;, 但 (2,2) 不 属于 民 z。RRi 不 是 传递 的 ， 因 为 (4,1) 和 (1,2) 属 于 R;， 
但 (4，2) 不 属于 R;。 图 


例 14 例 5 中 的 哪些 关系 是 传递 的 ? 


解 ” 关 系 R!、R，、R; 和 和 Rs 是 传递 的 。R, 是 传递 的 ， 因 为 a 所 5 和 5 所 ec 推出 a 所 ce。 
RR, 是 传递 的 ， 因 为 a 六 5 和 上 六 ce 推出 a 六 cc R; 是 传递 的 ， 因 为 = 二 5 和 5 = +c 推出 
a 二 土 co。 正如 读者 应 该 验证 的 ， 显然 RR 也 是 传递 的 。Rs 不 是 传递 的 ， 因 为 (2,1) 和 和 (1,0) 
属于 RR;,， 但 {2,0) 不 属于 Rs;。Rse 不 是 传递 的 ， 因 为 (2,1) 和 (1,2) 凡 于 Re, 但 (2,2) 不 
属于 R66 国 


例 15 正 整 数 集合 上 的 “整除 ”关系 是 传递 的 吗 ? 

解 假设 a 整除 5 且 5 整除 zc， 那 么 存在 正 整数 和 使 得 5= ak 和 c= B51。 因此 
c 二 ag! ， 即 a 整除 c。 从 而 证 明了 这 个 关系 是 传递 的 。 图 

下 面 的 例子 显示 了 怎样 计数 具有 特殊 性 质 的 关系 的 个 数 。 

例 16 nn 元素 集 合 上 有 多少 个 自 反 的 关系 ? 


解 A 上 的 关系 是 A X A 的 子 集 。 因 此 ， 要 通过 指定 n° 个 有 序 对 中 的 每 一 个 是 否 在 
中 来 确定 关系 。 但是， 如 果 民 R 是 自 反 的 ， 对 于 aE 凡 ，7 个 有 序 对 (a ,a) 中 的 每 一 个 都 必须 
在 RR 中 。 其 他 # {x 一 1 个 形 如 (a,5) 的 有 序 对 ，a 关 5， 可 能 在 也 可 能 不 在 R 中 。 因 此 ， 
由 计数 的 乘积 法 则 ， 存 在 2**-W 个 自 反 的 关系 [这 就 是 选择 其 有 a 关 5 的 每 个 元 素 (a ,45) 是 
区 属于 R 的 方式 数 ]。 是 

n 元 率 集 合 上 的 对 称 关 系 和 上 反对 称 关 系数 可 以 用 和 例 16 类 似 的 推理 得 出 { 见 本 上 节 林 的 
练习 25)。 计 数 ”元 索 集 合 上 的 传递 关系 数 的 问题 已 超出 本 书 的 范围 。 


6.1.5 关系 的 组 合 


因为 从 4 到 中 的 关系 是 A x B 的 于 集 ， 可 以 按照 两 个 集合 组 合 的 任何 上 方式 米 组 合 两 个 
从 A 到 B 的 关系 。 考 虚 下 面 的 例子 。 


例 17 设 AA= 11,2,31 和 B= 11,2,3,4|。 组 会 关系 Ri = 1,1),(2,2),(3,3)| 和 
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Rz 二 1,12 ,1,2),(1,3),(1,4)1 可 以 得 到 
RIU R= |,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(3,3)| 
RINR;= |1(1,1)! 
Ri1— R= {(2,2),(3,3)1 
R;— Ri= 1(1,2),{1,3),(1,4)| 画 


例 18 设 4 和 日 分 别 是 学 校 的 所 有 学 生 和 所 有 课程 的 集合 。 假 设 民 , 由 所 有 有 序 对 
(a ,5b) 组 成 ， 其 中 a 是 选修 课程 3 的 学 生 。R; 由 所 有 的 有 了 尺 对 (a ,5B) 构 成 ， 其 中 这 程 6 是 a 
的 必修 课 。 秆 么 是 美 系 RUR,, RI 站 R;， RI 由 R;,，RI1 一 R; 和 民 ， 一 民 )? 

解 ” 关 系 RR LR, 由 所 有 和 的 有 序 对 (a ,5) 组 成 ， 其 中 a 是 一 个 学 生 ， 他 或 者 选修 了 课程 
b， 或 者 课程 5 是 他 的 必 惨 课 。KR 门 R; 是 所 有 有 序 对 (aa 的 集合 .其 中 a 是 一 个 学 生 ， 
他 选 收 了 课程 5 并 且 课 程 6 也 是 a 的 必 覆 课 。R, 旬 R, 由 所 有 的 有 序 对 (a ,6) 组 成 ， 其 中 学 
生 4 已 经 选 艇 了 课程 5， 但 课程 5 不 是 a 的 必修 课 ， 或 者 课程 5 是 a 的 必修 诗 ， 但 是 a 没有 
选 收 它 。R1 一 民 ， 是 所 有 有 序 对 fa ,5} 的 集合 ,其 中 a 已 经 选修 了 课程 56, 但 5 不 是 4 的 必 
修 课 。 民 ;一 民 ! 是 所 有 有 序 对 (a ,2 的 集合 ， 其 中 心 是 ea 的 必修 许 ,， 但 a 没有 选 它 。 | 


组 合 关系 有 另 一 种 方式 ， 这 种 方式 和 国 数 的 合成 相似 。 


定义 和 设 RR 是 从 集合 A 到 上 集合 B 的 关系 ，S 是 从 集合 B 到 集合 C 的 关系 。FR 和 S 的 
合成 是 由 有 序 对 ta ,c) 构 成 的 关系 ， 其 中 aE A、cEC, 并 且 对 于 它们 存在 一 个 元 素 bE€ 8B， 
使 得 (a ,58) 志 RR 和 (5,c)E 5S。 我 们 用 SR 表示 及 与 S 的 合成 。 

下 面 的 例子 说 明了 关系 的 合成 是 怎样 构成 的 。 

例 19 RR 是 从 i1,2,3| 到 11,2,3,41 的 关系 且 R=1(1,1),(1,4),(2,3),(3,1),(3,4)}， 
S 是 从 |(1,2,3,4)1 到 10,1,2| 的 关系 如 S= (1,0),(2,0),(3,1),(3,2),(4,1)|,， 及 与 5 的 
合成 是 什么 ? 

解 S:R 是 由 所 有 R 中 的 有 序 对 和 S 中 有 的 序 对 构成 的 ， 其 中 在 R 中 有 序 对 的 第 二 元 
素 与 S 中 有 序 对 的 第 一 元 素 相 同 。 例 如 ，R 中 的 有 序 对 {2,3) 和 3 中 的 有 序 对 (3,1) 产 人生 
S+RR 中 的 有 序 对 {2,1)。 计 算 所 有 在 R*S 中 的 有 序 对 ， 我 们 得 到 


Se:R={(1,0),(1,1),(2,1),(2,2),t3,0),¢3,1)| 加 
可 以 递归 地 使 用 两 个 关系 的 合成 来 定义 大 系 R 的 拱 。 
定义 7 设 尺 是 集合 A 上 的 关系 。 究 R*， n= 二 1,，2，3，…， 递归 地 定义 为 
Ri=R 和 R"''= R*°R 
这 个 定义 证 明了 R*=R*R，Ri=R’*R=(R。R)*R ， 等 等 。 
例 20 设 R=1(1,1),(2,1),(3,2),(4,3)|。 求 括 R* ,n=2, 3, 4…。 


解 ” 因 为 R?= 尺 “RR， 我 们 得 到 R= |1(1,1),(2,1),{3,1),(4,2)1。 进 一 步 ， 因 为 R’ 
一 RR2eR，R3= |(1,1),{2,1),(3,1),(4,1)|。 其 他 的 计算 证 明了 R+ 和 R? 一 样 ， 因 此 R” 
= 1.1),(2,1),(3,1),(4,1)1。 从 而 对 n=5,，656,，7…， 有 R” = R”。 访 者 应 该 能 够 验证 这 
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下 面 的 定理 证 明 一 个 心 递 关 系 是 才 是 该 关系 的 子 集 。6.4 节 将 要 用 到 这 一 结果 。 
定理 1 人 桌 合 A 上 的 美 系 R 是 传递 的 ， 当 且 仅 对 n=1, 2, 3， 有 R" 寺 RR。 


证 首 完 证 明定 理 的 充分 茶 件 。 假 设 对 n=1,，2, 3， 有 R"* 富 RRR。 特别 地 ， 有 玉宇 民 。 
为 证 明 RR 的 传递 性 ,注意 到 如 果 (a,5)E R 并 和 且 (5,c}ER, 根据 合成 定义 就 有 {a,c)EE 
RR*。 因 为 R* 乞 R， 这 就 意味 着 (a ,c)€ 尺 。 因 此 RR 是 传递 的 。 

我 们 将 使 用 数学 归纳 法 证 明定 理 的 必要 条 件 。 对 子 n =1， 定 理 的 这 个 结果 是 显而易见 
的 。 

假定 R* 守 RR， 其 中 x 是 一 个 正 整 数 ， 这 是 归纳 很 设 。 六 完成 归纳 步骤 ， 必 须 证 明 这 将 
推出 R"'! 也 是 的 子 集 。 深 证 明 这 一 点 ， 假设 {a ,58)E R"*'， 那么 因为 R"*'= R"。R， 存 
在 元 素 x 马 A， 使 得 (a ,x)ER 并且 (x,5)E R*。 由 归纳 想 设 ， 即 R" 三 RR ， 推 出 (x ,5b) 蕊 
尺 ，。， 下 一 步 ， 因 液 员 是 传递 的 ， 以 及 fa,xjER 和 (x,58)ER， 得 到 {a ,5)ER。 这 就 证 明 


了 R*" CCR， 从 而 完成 了 证 戎 。 [ 
练习 
1. 列 出 了 从 AA=10,1,2,3,4| 到 B= 10,1,2,31 的 关系 R 中 的 有 序 对 ， 其 中 (a,&8)E R， 当 且 
促 当 
a) a 二 四 by at+b=4 
cy ap dy 过 | 五 
e) gcd l(a,b)=1 f) lem ta,b}=2 


2. a) 列 出 集合 11,2,3,4,5,61 上 的 关系 尺 = ia,p)la 整除 5i 中 所 有 的 有 序 对 。 
b) 仿照 例 4 用 图 表示 这 个 关系 。 
c) 仿照 例 4 用 表 表 示 这 个 关系 。 
3, 对 集合 11,2,3,4| 上 的 下 面 每 一 个 关系 确定 其 是 否 是 自 反 的 ; 是 否 是 对 称 的 ， 是否 是 反对 
称 的 ; 是 否 是 传递 的 。 
a) {1(2,2),{(2,3),02,4),(3,2),(3,3),(3,4)]| 
by {01,1),(1,2),(2,1),{2,2),(3,.3),(4.,4)| 
cy》 1(2,4),(4,2)1 
d) ff1,2),(2,3),(3,4)1 
e) 161,1),(2,2), (3,3),(4,4)| 
f) {1,3), (1,4),(2,3),(2,4),(3,1),(3,4)} 
4, 确定 所 有 人 的 集合 上 的 关系 尺 是 否 是 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对称 的 和 传递 的 ， 其 中 (a ,5) 


科 尺 ， 当 且 仅 当 
a) a 比 志 部 。 b) a 各 产生 在 同一 天 。 
c) a 和 6 的 名 字 相 同 。 d) a 和 & 有 共同 的 租 父 母 。 
5, 确定 所 有 整数 集合 上 的 关系 民 是 否 是 自 反 的 、 对 称 的 .反对 称 的 和 传递 的 ， 其 中 (zyy) 
所 及 ， 当 且 仅 当 


a TY bj xy 过 1 cj) r=yt+1 或 z=y--1 
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d) zx 二 yy (mod7) e) 工 是 y 的 倍数 f) z 与 y 都 是 负 的 或 都 是 非 负 的 
g) r= oy hy zy 
6. 给 出 一 个 集合 上 的 关系 的 例子 ， 要 求 它 是 
a) 对 称 的 和 反对 称 的 。 b) 既 不 是 对 称 的 也 不 是 友 对 称 的 。 


[ 字 如 果 对 于 每 个 aEA， 有 (a,a)#F 玉 ， 那 么 集合 4 上 的 美 系 玉 是 反 自 反 的 。 即 如 果 
没有 4 中 的 元 喜与 自己 有 关系 ,关系 RR 就 是 反 自 友 的 。 
7. 练习 3 的 哪些 关系 是 反目 反 的 ? 
8. 练习 4 的 如 些 关系 是 反目 反 的 ? 
3. 集 台 上 的 关系 可 能 既 不 是 自 反 的 也 不 是 反 自 反 的 吗 ? 
一 个 关系 RR 岂 化 非 对 称 和 蜀 ， 如 果 由 (a,5)ER 推出 (58,a)jER。 


10. 练习 3 的 哪些 关系 是 非 对 称 的 ” 
11. 练习 4 的 哪些 关系 是 非 对 称 的 ? 
12. 非 对 称 的 关系 也 一 定 是 反对 称 的 友 ? 上 反对 称 的 关系 也 一 定 是 非 对 称 的 吗 ? 对 你 的 答案 襄 
明理 由 。 
13. 从 zz 元 素 集 合 到 x 元 素 集 合 有 和 多少 个 人 不同 的 关系 ? 
[ 玉 设 RR 是 从 集合 A 到 集合 B 的 关系 。 从 B 到 及 的 北美 系 是 有 序 对 的 集合 1(&8,a)] 
(a,b)E RI， 记 作 RRR"!， 补 关系 尺 是 有 序 对 的 集合 l(a,5)l(a,b)E Rl。 


14. 设 R 是 整数 集合 上 的 关系 R=la,5la 达 51。 求 


a} R! ppR 
15. 设 及 是 正 整数 集合 上 的 关系 及 = i{a,5)|a 整除 5 |。 求 
a) 及 bj R 
16. 设 玉 是 美国 所 有 州 的 集 台 上 的 英 系 ， 玉 由 有 序 对 (a,5) 构 成 ， 其 中 ae 州 与 5 州 相 贸 
接 。 求 
ay RR ! by R 


17, 设 从 A 到 B 的 函数 是 一 一 对 应 的 。 令 RR 是 和 了 的 图 相等 的 关系 ， 即 R= ie 大) 
a 筷 4 。 什 么 是 道 关系 民 ”? 

18, 令 RI= 1(1,2),(2,3),(3,4)!, R= tf11)012)， 2, 1) (2,2)1, (2;3), (3 1) (3.2)， 
C3,3),(3,4)| 是 大半 ,2,3| 到 11,2,3,4| 的 关系 。 求 
a) RIUR, b) RINR,, ce) RI- RFR; d) R2— RR! 

19. 设 4 是 你 校 的 学 生 的 集合 ，B 是 学 校 图 书馆 的 书 的 集合 。 令 RI 和 R; 是 由 所 有 有 序 对 
{a ,4b) 组 成 的 关系 ， 首 RI 中 ， 学 生 a 在 一 门 课程 中 沉 要 读书 656， 在 R; 中 ， 学 生 a 已 经 
读 过 书 8。 描 述 在 下 面 每 个 关系 中 的 有 序 对 。 
a) RiU RR, b) RIfiR> c) RIDR, d; Ri- R2 e) R;— RI 

20. 设 尺 是 关系 1(1,2), (1,3),(2,3), (2,4), (3,1)|，S 是 关系 1(2,1),(3,1),(3,2)， 
(4,2)1。. 求 5S5。RR。 

21. 设 民 是 由 人 的 集合 上 的 有 序 对 (a ,5) 组 成 的 关系 ， 其 中 a 是 5 的 父母 。 设 3 是 由 人 的 
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集合 上 的 有 序 对 {a ,5) 组 成 的 关系 ,其 中 a 是 5 的 兄弟 姐妹 。S。R 和 和 尺 *S 是 什么 关系 ? 
22. 列 出 集合 10,1} 上 的 16 个 不 同 的 关系 。 
23. |0,11 上 的 16 个 不 同 的 关系 中 有 多少 个 包含 了 对 (0,1)? 
24. 你 在 练习 22 列 出 的 16 个 关系 中 哪些 是 


a) 自 及 的 ? b) 反目 及 的 ? c) 对 称 的 ? 

dj 反对 称 的 ? e) 非 对 称 的 ? 1) 传 递 的 ? 
25, nn 元 素 集 合 上 有 和 多少 个 关系 是 

a) 对 称 的 ? b} 反对 称 的 ? 

c) 非 对 称 的 ? d) 色目 反 的 ? 


c) 自 反 的 和 对 称 的 ? 和 站 既 相 是 自 反 的 也 不 是 反 自 反 的 ? 

“26. n 元 素 集 合 上 有 和 多少 个 传递 的 关系 ?如果 
a)} n=] b) n=2 Ch 二 3 

27. 找 出 在 下 面 定理 证 明 中 的 错 读 。 

“定理 ”: 设 R 是 集合 六 上 的 对 称 和 传递 的 关系 ， 则 尺 是 自 反 的 。 
证明 ”: 设 zaEEA。 取 元 率 bEA 使 得 (a,8)ER, 由 站 尺 是 革 秘 的 ， 因 而 有 (8 ,a) 蕊 
R, 
现在 使 用 传递 和 性、 由 (a ,BER 和 (8,a)ER 可 以 断言 (a,a)}ER， 
28. 假设 尺 和 5S 是 集合 A 上 自 反 的 关系 。 证 明 战 反 证 下 面 的 论断 。 
a) 及 US 是 目 反 的 。 
b) RN 站 S 是 自 及 的 。 
c)】 尺 中 S 是 反目 反 的 。 
dj RR 一 S$S 是 自 反 的 。 
cj S*R 是 自 反 的 。 

29. 证 明 集 合 A 上 的 关系 只 是 对 称 的 ， 当 县 仪 当 尺 =R-'， 其 中 R 是 尺 的 道 关 系 。 

30. 证 明 集 合 A 上 的 关系 RR 是 反对 称 的 ， 当 和 且 仅 当 R 门 R 是 对 和 角 线 关系 A= } (a, a) | 
a 对 A1 的 子 集 。 

31. 证 明 集 合 A 上 的 关系 只 是 自 友 的 ， 当 且 仅 当道 关系 玉 ” 是 自 友 的 。 

32. 证 明 集 合 4 上 的 关系 有 民 是 自 反 的 ， 当 且 仅 当 补 关系 及 是 反 自 反 的 。 

33. 设 尺 是 自 反 的 和 传递 的 关系 ， 证 明 对 所 有 的 正 整 数 n。R”=R。 

34. 设 民 是 集合 |1，2，3，4，5| 上 的 关系 ，R 包含 有 序 对 (1, 1),， (1, 2)，(1，3)， 
(2, 3), (2, 4}), (3, 1), (3, 4), (3, 5), (4, 2), (4, $3), (5, 1), (5, 2) 机 
(5，4) 。 求 
a) R* b) R” c) FR d) R: 

35. 设 民 是 集 人 台 4 上 的 自 反 关系 ， 证 明 对 所 有 的 正 整 数 nx，R"” 也 是 日 反 的 。 

“36. 设 RR 是 对 称 关 系 ， 证 明 对 所 有 的 正 整数 nx，R" 也 是 对 称 的 。 

37, 假设 关系 R 是 反 自 反 的 ，R* 一 定 是 反 自 友 的 吗 ? 对 你 的 党 案 纵 量 理 由 。 
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6.2 nn 元 关系 及 其 应 用 


5.2.1 引言 


在 两 个 以 上 集合 的 元 素 中 常常 会 产生 某 种 关系 。 例 刀 ， 存 在 掌 生 的 姓名 、 学 生 的 专业 以 
及 学 生 的 平均 绪 分 点 之 间 的 关系 。 类 似 地 ,一 个 航班 的 航空 公司 、 航 班 号 、 出 发 地 、 目 的 
地 、 起 飞 时 间 和 到 达 时 间 等 也 有 一 种 关系 。 在 数学 中 也 有 这 种 关 柔 。 例 如 有 3 个 整数 ， 其 中 
第 一 个 整数 比 第 二 个 整数 大 ， 而 第 二 个 整数 比 第 三 个 整数 大 。 另 一 个 例子 是 直线 上 的 点 之 间 
的 关系 ， 即 当 第 二 个 点 在 第 一 和 第 三 个 点 之 间 时 ， 这 三 个 点 有 关系 。 

本 节 我 们 将 研究 两 个 以 上 集合 的 元 素 之 间 的 关系 。 这 种 关系 岂 nn 元 关系 。 可 以 用 这 种 
关系 表示 计算 机 的 数据 库 。 这 种 表示 在 我 们 回答 对 数据 库 中 所 存 信息 的 查询 时 提供 帮助 ， 便 
如 ; 哪个 航班 在 午夜 3 点 到 4 点 之 间 降 落 在 O'Hare 机 场 ? 你 们 学 校 的 哪些 二 年 级 掌 生 是 主 
收 数 学 或 计算 机 科学 并 生平 均 绩 分 点 大 子 3.0? 公司 的 哪些 雇员 为 这 个 公司 工作 不 到 5 年 但 
报酬 超过 S0 000 美元 ? 


和 ,2,2 天 元 关系 


我 们 从 定 闵 开始。 
定义 1 设 六 ;1， 有 2…， 有 ,是 集合 。 在 这 些 和 集合 上 的 元 关系 是 Al XA;X… x 及, 的 
子 集 。 这 些 集 合 A， ， 六 ;>，…' 及 ,叫做 关系 的 域 ，n 叫 币 它 的 阶 。 


例 1 设 马 是 由 三 元 组 (a ,5,c) 构 成 的 关系 ,其 中 4a、5、c 是 满足 eae<a<ec 的 整数 。 
那么 (1,2,3)E 尺 ， 查 (2,4,3) 人 各 R。 这 个 关系 的 阶 是 3。 它 的 域 都 等 于 整数 集合 。 | 


例 2 设 民 是 由 5 元 组 (4,N,S, 了 ,7T) 构 成 的 表示 飞机 航班 的 关系 ， 其 中 4 是 航空 公 
司 ，N 是 航班 导 ，S 是 出 发 地 ， 万 是 目的 地 ，T 是 起 发 时 间 。 人 例如， 如 条 Nadir 直达 航空 
公司 在 15:00 有 从 Newark 到 Angor 的 963 航班 ,那么 {Nadir, 963, Newark，Bangor,15:00) 
属于 民 。 这 个 关系 的 阶 是 5， 它 的 域 是 所 有 航空 公司 的 集合 ， 航 班 号 的 集合 ， 城 市 的 集合 ， 
以 及 时 间 的 集合 。 Ed 


6.2.3 数据 库 和 关系 


数据 库 信 息 操 作 所 需要 的 时 间 依 赖 于 这 些 信 息 是 怎样 存储 的 。 插 人 和 册 队 记录 ， 更 新 纪 
录 ， 检 索 记 录 以 及 从 一 些 重 竹 的 数据 库 中 组 合 记录 的 操作 ， 在 一 个 大 型 数据 库 中 每 天 要 执行 
儿 百 万 次 。 由 于 这 些 操作 的 重要 性 ， 已 经 开发 了 数据 库 表 示 的 各 种 方法 。 我 们 将 讨论 其 中 的 
一 种 基于 关系 概念 的 方法 ， 叫 做 关系 形 据 寞 型。 
数据 库 由 记录 组 成 ， 这 些 记录 是 由 学 段 构 碟 的 n 元 绝 。 这 些 字段 是 n 元 组 的 数据 项 。 例 
姐 ， 学 生 记 录 的 数据 库 可 以 由 包含 学 生 的 姓 和 名、 学 号 、 专 业 、 平 均 成 绩 《GP4) 的 字段 构 
成 。 半 系数 据 模型 把 一 个 记录 的 数据 库 表 示 成 一 个 nn 元 关系 。 于 是 ， 学 生 记 录 可 以 被 表示 成 
形 如 (学生 姓 和 名、 学 号 、 专 业 、GPA) 的 4 元 组 。6 个 记录 的 一 个 数据 库 样 本 是 : 
(Ackermann，231455， 计 算 机 科学 ，3.88) 
(Adams，888323， 物 理学 ，3 .45) 


| wn me dk Ne 
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se Ce 


(Chou，102147， 计 算 机 科学 ，3.79) 
(Goodfriend，d4533876， 禾 学 ，3.45) 
(Rao，678543， 数 学 ，3.90) 
(Stevens，786576， 心 理学 ，2.99) 
用 于 表示 数据 库 的 关系 叫做 甫 ， 因 为 这 些 关 系 常 带 用 袁 来 给 出 。 例 如 ， 同 样 的 学 生 数 据 库 给 
在 表 6-1 中 ， 
当 x 元 组 的 某 个 域 的 值 能 人 能 确定 这 个 2 元 组 时 ，” 元 关系 的 这 个 域 就 叫做 主键 码 。 这 
就 是 说 当 关 系 中 没有 两 个 n 元 组 在 这 个 域 有 相同 的 值 时 这 个 域 就 是 主键 码 。 
常常 要 从 数据 库 增加 或 删除 记录 . 由 于 这 一 点 ,一 个 域 是 主键 码 的 性 奈 是 随时 间 而 政变 
的 。 所 以 ， 一 个 主键 码 应该 选 撞 那 种 无 论 数据 库 怎 样 政 变 都 能 继续 存在 的 字段 。 用 数据 库 的 
内 涵 的 主键 呈 就 可 以 做 到 这 一 点 ， 它 包含 了 在 表 孙 这 个 数据 库 的 nx 无 关系 中 所 有 可 能 含有 


的 nn 元 组 ， 
例 3 ”假设 将 来 不 再 增加 # 元 组 ， 对 于 表 6-1 所 示 的 n 元 关系 ， 哪 个 域 是 主键 码 ? 
表 6-1 

学 生 姓 名 学 导 GPA 
0 1455 i388 

Adams | S88323 3.45 

Chou 102147 3.79 

Croodiriend 453876 3.45 

Ran 678543 3.90 

Stevens 786576 2 .99 


解 四 为 在 这 个 表 中 每 个 学 生 了 的 姓名 只 有 一 个 4 元 组 ,学 生 姓 名 的 域 是 主键 码 。 类 似 
地 ， 在 这 个 表 中 学 导 是 唯一 的 ， 学 号 的 域 也 是 主键 码 。 但 是 ， 所 学 专业 的 域 不 是 主键 码 ， 因 
为 才 于 一 个 4 元 组 包含 同样 的 专业 。 平 均 成 绩 的 域 也 不 是 主键 码 ， 因 为 有 2 个 4 元 组 包含 了 
同样 的 GPA。( 哪 2 个?) Ee 

在 一 个 元 关系 中 域 的 组 全 也 可 以 唯一 地 标识 4 元 组 。 当 一 组 域 的 值 确定 了 一 个 关系 
中 的 上 元 组 时 ， 这 些 域 的 稍 卡 区 积 就 叫 估 复合 键 码 。 

例 4 对 于 表 6-1 中 的 5 元 关系 ,假设 不 增加 二 元 组 ， 所 学 专业 的 域 与 GPA 的 域 的 笛 


卡 开 积 是 复 台 键 码 吗 ? 
家 ”这 个 表 中 没有 两 个 4 元 组 同时 有 同样 的 专业 和 同样 的 GPA， 因此 这 个 第 卡 儿 积 是 


因为 主键 公 和 复合 键 码 用 于 了 唯一 的 标识 数据 库 中 的 记录 ， 当 新 的 记录 被 加 到 这 个 数据 库 
时 键 公 鉴 保持 有 效 是 非常 重要 的 。 因 此 ， 应 该 做 检测 以 保证 在 这 个 或 这 些 相 应 的 字段 中 每 个 
新 记录 与 表 中 所 有 其 他 的 记录 不 同 。 鲍 如 ， 使 用 学 号 作为 学 生 记 妇 的 键 码 是 有 意义 的 ， 因 为 
没有 两 个 学 生 有 同样 的 党 号, 一 个 太 学 不 应 该 使 用 姓名 字段 作 为 键 码 ， 因 为 有 可 能 两 个 学 生 
有 同样 的 姓名 【如 john Smith)。 

可 以 用 各 种 n 元 关系 上 的 运算 构造 新 的 ”元 关系 。 这 里 要 讨论 两 个 运算 ， 即 投影 和 连 
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接 运 算 。 使 用 投影 运算 通过 删除 关系 的 每 个 记录 中 同样 的 一 些 字段 来 构成 新 的 n 元 关系 。 


定义 2 投影 Pi .i 将 n 元 组 tal, a2;"… 4) 映 到 nr 元 组 (a, ,a; yai )， 其 中 
Mn 

换 句 话说 ,投影 P，;， .….; 删除 了 x 元 组 的 - m 个 分 量 , 保留 了 第 i ，i2，-…，i， 分 
量 ，。 


例 $S 当 投影 Pi,3 施 用 到 4 元 组 (2,3,0,4)，(Jane Doe,234111001, 上 地 理学 ,3.14) 以 及 
[ala2,43;&4) 时 结果 是 什么 ? 

解 Pj 3 把 这 些 4 元 组 分 别 映 到 (2,0)， (Jane Doe, 地 理学 ) 和 {aj ;a3)。 | 

下 而 的 放 子 说 明了 怎样 使 用 投影 来 产生 新 关系 。 

例 6 当 投 影 P, ,施用 于 表 6-1 中 的 关系 时 结果 是 什么 ? 

解 ” 当 施用 投影 Pj ,时 ， 表 的 第 二 各 第 三 列 被 删除 ， 得 到 了 表示 学 生 姓 名 和 平均 成 绩 
的 对 。 表 6-2 给 出 了 这 个 投影 的 结果 。 国 

当 一 个 投影 被 施用 到 一 个 关系 的 表 中 有 可 能 使 行 变 少 。 当 关系 中 的 某 些 4 元 组 在 投影 
的 mm 个 分 量 中 的 每 个 分 量 的 值 都 相同 ， 而 只 在 被 投影 删除 的 分 量 有 不 同 的 值 时 ， 就 会 出 现 
这 种 情况 。 例 如 ， 考 虚 下 面 的 例子 。 

例 7 当 投 影 P, ;施用 到 表 6-3 的 关系 时 得 到 什么 表 ? 

解 ” 表 6-4 给 出 了 当 投 影 P ;施用 到 表 6-3 时 得 到 的 关系 。 注 意 在 施用 了 这 个 投影 后 行 
数 减 少 。 渭 

当 两 个 表 分 享 着 相同 的 字段 时 ， 连 接 运算 将 这 两 个 表 组 合成 一 个 表 。 癸 如 ,一 个 表 包 合 


了 航空 公司 、 航 班 号 和 通道 的 字段 ， 为 一 个 珍 包 含 了 航班 与 、 通 道 和 起 飞 时 间 的 宇 契 。 可 以 
将 这 两 个 表 组 合成 一 个 包含 航空 公司 、 航 班 写 、 通 这 和 起飞 时 间 子 段 的 表 。 


定义 3 设 RR 是 mm 阶 关 系 且 S 是 x 阶 关系 。 连 接 ，(R,S) 是 wrx+n 一 户 阶 关系 ,其 中 


p 守 mx 和 和 p 寺 n， 它 包含 了 所 有 的 (xn + 一 户 ) 元 组 (aqyaay yam prtlstas cprb1sbas'， 
hi 5 其 中 n+ (a 下 Hn 元 组 (clyc2) "Cp sD13 62， 
属于 i 


换 名 话说， 连接 运算 /从 两 个 关系 产生 一 个 新 的 关系 ， 它 把 第 一 个 关系 的 所 有 rn 元 组 
和 第 二 个 关系 的 所 有 ?= 元 组 组 台 超 来， 其 中 mx 元 组 的 后 pp 个 分 量 与 nn 元 组 的 前 p 个 分 量 
相同 。 
表 6-2 


了 .45 


Ackerimann 


Adarns .5m) 


Chou 2:99 
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学 生 专业 课程 身 
Cf 生物 学 i MSn03 | 
Glauser 生物 学 Marcus 数学 CS322 
Glauser 生物 学 Miller 计算 机 科学 MSS75 
Miarcus 数学 Niller 计算 机 利 学 CS455 


例 8 当 用 连接 运算 J 组合 表 6-5 和 表 6-6 中 的 关系 时 所 得 结果 关系 是 什么 ? 
解 J 产生 的 关系 给 在 表 6-7 中 。 图 


(CsrAamer 


Gramimer 


Rosen 


Rasen 


2:00 P.M. 
3:00 P.M, 
4:00 P.M, 
4:00 P.M. 
3:00 P.M. 
11:00 A,Ni. 
9:00 A. MN. 
0 A NI. 


时 人间 
9 :0 A.M. 站 
B00 站 .AT 
Farber 心理 学 Al00 3:00 P.M. 
Farher 心理 学 AllD 11:00 A.M. 
Grammer 物理 学 B05 4:00 P.MN. 
Rosen 计算 机 科学 NS21 2:00 P.M. 
Rosen 笋 学 N502 ; 3:00 P.M. 
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练习 


Ln 一 


的 


, 列 出 关系 ja,58,c)|a， 天 和 fc 是 整数 旧 0<e<s<c<si 中 的 3 死 组 。 
. 在 关系 1 (a,b,c,d)|la,58,c,d 是 正 整 数 有 是 abecd = 6 |: 中 有 哪些 4 元 组 ? 
. 列 出 表 56-8 的 关系 中 的 5 元 组 。 

. 假设 不 增加 新 的 n 元 组 ， 对 下 面 表 中 的 关系 找 出 所 有 的 主键 码 。 


a) 表 6-3 b) 表 和 -5 c) 表 6-6 d) 表 6-8 


. 假设 不 增加 新 的 = 元 组 ， 对 于 表 6-8 中 的 数据 库 找 出 一 个 由 两 个 字段 构成 的 组 合 键 码 ， 


其 中 一 个 字段 是 航空 公司 


. 当 施用 投影 P, ; :到 5 元 组 (e ,6,c ,qd,e) 时 你 能 得 到 什么 ? 

. 哪个 投影 上 映射 用 于 删除 一 个 6 元 组 的 第 一 、 第 二 和 第 四 个 分 量 ? 
, 给 出 施用 投影 P; ;4 到 表 6-8 以 后 得 到 的 表 。 

, 给 出 施用 投影 P; ,到 表 6-8 坟 后 得 到 的 表 。 


10. 把 连接 运算 J 用 到 5 元 组 的 表 和 8 元 组 的 表 后 所 得 表 中 的 n 元 组 里 有 多少 个 分 量 ? 
11. 构造 把 连接 运算 J, 用 到 表 6-9 和 表 6-10 的 关系 中 所 得 到 的 表 。 


表 6-9 
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6.3 关系 的 表示 
有 密 种 方法 表示 有 劣 集 之 间 的 关系 。 正 如 我 们 已 经 看 到 的 ，-- 种 方法 就 是 列 出 它 的 有 序 


对 。 本 节 我 们 将 讨论 另外 两 种 表示 关系 的 方法 。 一 种 方法 就 是 使 用 0-1 和 矩阵 。 另 一 种 方法 就 


6.3.2 用 和 矩阵 表示 关系 


是 使 用 有 加 图。 
可 以 才 0-1 印 阵 沫 表示 一 个 有 穷 集 之 加 的 英 系 。 假 设 民 是 从 4 = ietyaz yan 到 吾 = 
2 的 关系 。( 这 里 集合 A 和 集合 8B 的 元 索 已 经 按照 某 一 特定 的 但 是 任意 的 次 序 
列 出 。 此 外 :, 当 A= 吾 时 对 于 上 各 百合 用 同样 的 排序 。) 关系 展 本 以 用 矩阵 MaR = 上 [mm 来 


和 奋 ] ， 古 >，， 


表示 ， 其 中 
1， 如 有 果 (a , 玉 )E 民 

| 如 果 (ai,6,)& RR 
换 句 话说 ， 当 a; 和 #5 有 关系 时 ,表示 R 的 0-1 矩阵 的 {i ,j) 项 是 1， 当 a, 和 已 没关系 时 ， 


在 这 个 位 置 是 0，( 这 种 表示 依赖 于 对 A 和 BB 使 用 的 排序 .) 
假设 六 = 11,2,3| ,B=11,2i。 令 RR 是 从 A 到 8B 的 关系 ， 且 如 果 aEA、bEB.、 
a >b， 则 民 和 包含 ta ,5)。 如 果 a =]1、a23= 二 2，a3 二 3、 记 三 1，b; 二 2， 表示 R 的 短 阵 是 什 


Sl 


下 面 的 例子 说 明 用 矩阵 来 表示 关系 。 


例 1 
入? 
解 ”因为 尺 =1(2,1),(3,1),(3,2)]， 关 于 RR 的 滤 阵 是 
病 


1 0 
例 2 设 六 二 | ai ,CIyC3| ;入 二 tai, ba, by, bs Ds| oD 哪些 有 序 对 在 下 面 的 矩阵 所 表示 的 天 


NM» = 
l 


0 0 
l 
Mg 中 的 1 说 明了 有 序 对 (2,1) (3,1) 和 (3,2) 属 于 玉 , 0 说 有 明了 没有 其 他 的 有 序 对 属于 


R, 
本 


系 民 中 ? 


0 1 0 0 0D 
Mr= 1 0 1 1 0 

i 0 1 0 1 
解 ” 因 为 R 由 使 得 mw, = 1 的 有 序 对 (a,，6b,) 构成 ， 因 市 
R= i{a ,bo (a bd, (Cas, Had ass bad (aas di) Caasta) (a, ps] 


集合 上 的 关系 的 矩阵 是 一 个 方 阵 ， 可 以 用 这 个 矩阵 确定 关系 是 否 有 条 种 性 质 。A 十 的 
关系 是 自 反 的 ， 如 果 对 于 每 个 aeEA 有 (a,a)ER。 于是，R 是 目 友 的 ， 当 且 仅 当 对 i=1， 
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2，…，? (aia)E 上 只。 于 是 ， 尽 是 和 目 反 的 当 理 仅 当 1 

对 :=I，2，…，7 1 二 1。 换 和 句 活 说 ， 如 果 如 图 6-3 1 

所 示 ，Me 的 主 对 角 线 的 所 有 元 喜 都 等 于 1， 那么 尺 是 加 

自 反 的 。 1 
如 有 果 (a ,站 ) 扣 及 推出 (6,e)ER， 那 么 关系 R 是 对 

称 的 。 因 此 ， 集 合 A = iei,eaz,…: an 上 的 关系 丸 是 对 

称 的 ， 当 百 仅 当 只 要 (aai)ER 就 有 (aajE R。 用 引 阵 Ms 的 术语 来 说 ，R 是 对 称 的 ， 

当 且 仪 当 只 要 my = 1 就 有 mx = 1。 这 也 意味 着 只 要 my =0， 就 有 mm =0， 因 此 R 是 对 称 

的 ， 当 且 仅 当 对 所 有 的 整数 对 i， Ee 其 中 i 一 1,， 2.…， nxn， a 都 有 ;= mo 

回顾 2.6 节 持 阵 转 置 的 定义 ， 我 们 看 到 R 是 对 称 的 ， 当 且 仅 | 


图 6-3 天 于 目 反 关系 的 0 -1 类 阵 


当 0 
Mp = 《CMR XX 
半 Mk 是 对 称 入 阵 。 对 称 关 系 的 秆 阵 形 式 弓 示 在 图 6-4a。 0 
关系 民 是 反对 称 的 ， 当 有 目 仅 当 (w,B)ER 和 (bb,a)ER a 
推出 a = 上。 因此 ， 反 对称 关系 的 矩阵 有 下 述 性 夺 ， 即 如 果 jm; I 
=1，i 关 ij， 则 mm; =0。 丰 者 换 句 话说， 当 i 关 j 时 ，m, =0 0 
或 4,; = 二 0。 上 反对 称 关 系 的 奸 阵 形式 显示 在 图 6-4b。 0 
例 3 假设 集合 上 的 关系 只 由 惩 阵 ws 
1 1 a bh) 记 对 称 的 
Ms=|i 1 1 
0 1 中 图 6-4 基于 对 称 和 反对 称 关 


表示 。 民 是 自 反 的 、 对 称 的 和 反对 称 的 吗 ? Sn 


解 ” 因 为 个 矩阵 所 有 的 对 前 线 元 京都 等 于 1，RR 是 上 自 反 的 。 又 由 于 Ms 是 对 称 的 ， 因 此 
R 是 对 称 的 。 也 容易 看 出 R 不 是 反对 称 的 。 加 

可 以 用 布 乐 运算 加 和 悔 (在 2.6 节 讨 论 ) 找 两 个 关系 的 并 和 和 交 的 矩阵 表示 。 假 设 集合 
A 上 的 关系 R, 和 Rs 分 别 由 矩阵 M。 和 Mi 表示。 这 些 关系 的 并 的 矩阵 表示 在 Mi 或 
ME 为 1 的 位 置 有 1。 这 些 关 系 的 交 的 人 第 阵 表 示 在 Mae. 和 Mi 同时 为 1 的 位 置 有 1。 于 是， 
这 些 去 系 的 并 种 交 的 短 阵 表示 是 

ME Ug, 到 ML VM 和 My ma， = Mx AMe, 

例 4 假设 集合 4 上 的 关系 民 和 RR; 由 矩阵 
] 0 1 ] WO 1 
1 0 0 0 1 1 
0 1 0 ll 0 0 
表示 。 什 么 是 RUR: 和 尽 门 及 :的 邱 阵 表示 ? 

解 ”这 两 个 关系 的 年 阵 是 


Me = 和 NMR = 


Mp UR, = Mea, v Ma., 
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‘1 0 1 
0 0 6 
0 0 0 

现在 我 们 来 考虑 怎样 确定 关系 合成 的 矩阵 。 这 个 窍 隆 可 以 通过 关系 矩阵 的 布尔 积 〔 见 
2.6 节 ) 得 到 。 特 别 地 ， 候 设 尺 是 从 和 到 电 的 关系 县 3 是 从 B 到 CC 的 关系 。 叉 假设 A、B 
和 已 分 别 有 mw、n 和 pp 个 亢 素 。 令 关于 RS, KR 和 S 的 0-1 算 阵 分 别 为 Mscn=[f]， Meg 
= [ryj，M, 三 [sv] (这些 拔 阵 的 的 大 小 为 mxXPP， mxXwn 和 和 n Xp)。 有 上 序 对 (a,,c,) 属 于 
S。" 民 , 当 上 且 仅 当 存在 元 素 5 ， 使 得 (a;,5i) 属 于 R 并 且 (64;c) 属 于 S。 从 而 ,z= 二 1， 当 是 
慌 当 对 某 个 有 ri = si =1。 由 布尔 积 的 定义 ,这 意味 着 


Msorp= Mr) Ms 
例 5 找 出 表示 关系 S*R 的 窍 隆 ， 其 中 表示 R 和 S 的 矩阵 是 


Me nr, = Me A Mae, 车 


1] 0 1 
Mr = 1 1 0 和 Ms = 


0 1 0 
0 0 1 
1 0 1 


解 ” 关 于 S°R 的 和 矩阵 是 


Ms。r = Mert Ms = 


] 1 1 
D 1 I 
必 已 性 
表示 两 个 关系 合成 的 矩阵 可 以 用 来 求 Mi 的 矩阵 。 特 别 地 ， 由 布尔 等 的 定 尽 有 
Mp" 二 MT 
节 来 的 练习 19 要 求证 明 这 个 公式 。 
例 6 求 关系 R? 的 矩阵 表示 ， 其 中 表示 RR 的 矩阵 是 


6.3.3 用 图表 示 关 系 


我 们 已 经 显示 了 一 个 关系 可 以 通过 列 出 它 所 有 的 有 序 对 或 使 用 0-1 簿 阵 来 表示 。 还 有 男 
一 种 重要 的 表示 关系 的 方法 就 是 图 。 把 集合 的 每 个 元 素 表 示 成 一 个 点 ， 短 个 有 序 对 表示 或 一 
条 弧 ， 红 上 的 箭头 标明 了 红 的 方向 。 当 我 们 把 一 个 有 穷 集 上 的 关系 看 作 一 个 有 向 园 时 ， 就 可 
以 使 用 这 种 图 形 表示 。 
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定义 1 一 个 有 风 图 由 到 点 (或 结 点 ) 集 Y 和 边 (或 台 ) 集 FE 组 成 ， 其 中 边 集 是 V 中 
元 素 的 有 序 对 的 集合 。 顶 点 a 叫 散 边 (a ,#8) 的 始点 ， 而 顶点 5 则 怖 这 条 边 的 终点 。 


形 如 (a ,a) 的 边 用 一 条 从 顶点 a 到 自 身 的 弧 表 示 。 这 种 边 串 做 环 。 
例 7 具有 顶点 好 ， 已 ， c 和 了 ， 记 (asbjy,(a,d)}, (ob,8), 习 b 
(wa ,ttcya),tcyd) 和 (a ,5) 的 有 向 图 给 在 图 6-5 中 。 加 
集合 4 土 的 关系 及 表示 成 一 个 有 癌 图 ， 这 个 图 以 4 的 元 素 作 
为 项 点， 以 有 序 对 (a,5) 作 为 边 ， 其 中 (a,5)E R。 这 谣 在 集合 A 
上 的 美 系 和 以 A 作为 顶点 集 的 有 向 图 之 间 构成 了 一 一 对 应 。 于 是 ， 4 
每 一 个 关 杆 关系 的 论述 就 对 应 了 一 个 关于 有 向 图 的 论述 ， 反 之 亦 然 。 
有 向 图 给 出 了 一 个 关于 关系 信息 的 可 见 显 示 。 因 此 ， 也 常常 用 图 研 图 6-5 一 个 有 同 图 
究 关 系 及 其 性 质 。( 注 意 从 集合 A 到 集合 B 的 关系 可 以 用 一 个 有 向 的 图 示 来 表示 ， 其 中 对 A 
中 的 每 个 元 素 存 在 一 个 顶点 ，B 中 的 每 个 元 喜人 存在 一 个 项 点， 如 6.1 节 所 示 。 然 而 ， 当 从 
=B 时 ， 那 种 图 示 甫 示 与 这 里 措 述 的 有 向 图 表示 不 同 ， 它 对 关系 信息 的 显示 要 少 得 多 )。 下 
面 的 例子 说 明 怎 样 用 有 向 图 来 天 示 关 系 。 
例 8 集合 11，2， 3, 4i} 上 的 关系 
R=1(1,1),(1,3),(2,1),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(4,1)| 
的 有 向 图 显示 在 图 6-6 中 。 图 
例 9 图 6-7 中 的 有 向 图 所 表示 的 关系 KR 中 的 有 序 对 是 什么 ? 


1 2 


( 


4 3 
图 6-56 关系 RR 的 有 向 图 图 6-7 关系 只 的 有 向 图 
解 ”关系 中 的 有 序 对 (zy) 是 
R= 1(1,3), (1,4),(2,1),(2,2),(2,3),.3,1),03,3),(4,1),(4,3)| 
每 个 有 序 对 对 应 有 向 图 的 一 条 边 ，(2,2) 和 {3,3) 对 应 于 环 。 , 
表示 关系 的 有 向 图 可 以 用 来 确定 关系 是 否 有 各 种 性 质 。 例 如 ， 一 个 关系 是 自 反 的 ， 当 且 
仅 当 有 向 图 的 每 个 蔗 点 都 有 环 ， 从 而 每 个 形 如 (xz ,xz) 的 有 序 对 都 出 现在 关系 中 。 一 个 关系 是 
对 和 区 的， 当 且 仅 当 对 有 向 图 不 同 顶点 之 间 的 每 一 条 边 都 存在 一 条 方 铅 相反 的 边 ， 从 而 只 吉 
(zyy) 在 关系 中 就 有 (y,z) 在 关系 中 。 类 似 地 ， 一 个 关系 是 反对 称 的 ， 当 生 仅 当 在 不 同 的 两 
个 顶点 之 间 不 存在 两 条 方向 相反 的 边 。 最 后 ， 一 个 关系 是 传递 的 ， 当 旦 仅 当 只 要 存在 一 条 从 
顶点 x 到 顶点 y 的 边 和 一 条 从 醒 点 y 到 顶 尽 z 的 过 ， 就 有 一 和 人 
一 个 三 角形 ， 其 中 每 条 按 都 是 具有 正确 方 阿 的 有 办 按 )。 


例 10 对 于 图 6-8 所 示 的 有 向 图 的 关系 ， 确 定 它们 是 否 为 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUU^A 


386 薪 谎 放学 受 沁 位 用 


传递 的 。 


解 ” 因 为 尺 的 有 向 图 的 每 个 项 点 都 有 环 ， 因 此 它 是 自 皮 的 。R 既 不 是 对 称 的 也 不 是 凡 
对 称 的 ， 因 为 存在 一 条 从 a 到 5 的 边 但 没有 从 5 到 a 的 边 ， 并 且 在 连接 5 各 c 的 两 个 方 问 痢 
有 边 。 最 后 ， Fk 不 是 传递 的 ， 因为 从 池 到 5 有 边 ， 从 b 到 有 边 ， 但 是 从 本 色 - 被 有 边 。 


a) 
图 6-8 关系 下 和 SS 的 有 问 图 
a) 美 系 民 的 有 向 疼 by) 关系 $ 的 有 向 图 


因为 在 有 向 图 S 的 所 有 顶点 汕 都 出 现 环 ， 因 此 关系 不 是 自 反 的 。 因 为 在 不 同 顶 点 之 间 
的 每 条 边 都 伴随 一 条 方向 相反 的 边 ， 因 此 它 是 对 称 的 但 不 是 友 对 称 的 。 从 这 个 有 癌 图 也 不 难 
看 出 ， S 不 是 传递 的 ， 因为 {c ,a 和 (a, 属于 Ss 但 (ce ,5) 不 属于 a 、 图 


练习 


1. 用 矩阵 表示 11,2 ,31 上 的 下 面 每 个 关系 〔〈 按 增 序列 出 这 个 集 人 台 的 元 素 )。 
a (Ey) (3, 
b) 11,2),(2,1),(2,2),(3,3)) 
cj 11 ,1), (01,2),01,3),(2,2),(2,3),3,3)| 
d) 1(1,3),(3,1)| 
2, 列 出 和 和 下面 矩阵 对 应 的 11,2,31 上 的 关系 中 的 有 序 对 【其 中 行 和 列 对 应 于 按 增 序列 出 的 


整数 ) 

0 bflo eofli 
0 1 Di 0 1 0 1 0 1 
on 0 1 0 上 | 1 1 


3, 怎样 用 关系 的 矩阵 确定 关系 是 否 为 反目 反 的 ? 

4. 确定 练习 2 中 的 第 阵 所 表示 的 关系 是 否 为 自 反 的 、 反 自 友 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 传 
递 的 。 

5. 当 玉 是 有 穷 集 4 上 的 关系 时 ， 怎 样 从 表示 R 的 矩阵 找到 这 个 关系 的 补 民 的 矩阵 ? 

6, 当 RR 是 有 穷 集 A 上 的 关系 时 ， 怎 样 从 表示 R 的 矩阵 找到 这 个 关系 的 道 尺 ”的 托 阵 ? 

7. 设 闪 是 矩阵 


所 表示 的 关系 。 求 表示 下 述 关系 的 扎 阵 。 
a} RT! b) RE c) R: 
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8, 设 RI 和 BR; 是 集合 六 上 的 关系 并 由 矩阵 
0 1 0 
| 


1 1 


0 1 0 
1 1 1 
1 0 0 
表示 。 求 表示 下 述 关 系 的 矩阵 。 
ay RIU RR, by RINR, cj Ro° RR d) RI? RR) ea) RIDR, 
9. 设 RR 是 矩阵 


MIR = 和 Ma = 


一 


表示 的 关系 。 求 表示 下 述 关 系 的 矩阵 。 
a) R? b) R’ cy) RR 
10. 对 练习 的 每 个 关系 画 出 表示 它们 的 有 了 辣 图 。 
11. 对 练习 2 的 每 个 关系 画 出 表示 它们 的 有 办 图 。 
12. 商 出 表示 关系 jfe al,fa ,sfacytlecpltcsdildaald,pii 的 有 丫 图 。 


在 练习 13 一 15 列 出 由 有 向 图 所 表示 的 关系 中 的 有 序 对 。 
13 ， 14 . 15 . 


Os 


ph 加 性 
i 可 


16. 怎样 用 有 穿 集 A 上 关系 民 的 有 向 图 确定 关系 是 否 慧 反 自 反 的 ? 

17. 对 练习 13~15 所 示 的 有 向 图 表示 的 关系 确定 它们 是 理 为 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 、 
反对 称 的 和 传递 的 。 

18. 给 定 两 个 表示 关系 的 有 向 图 ,怎样 找 出 这 些 关 系 的 并 、 朗 、 对 称 差 、 善 以 及 合成 的 有 
向 图 ? 

19. 证 明 如 果 Ms 是 表示 关系 RR 的 和 矩阵， 那么 M 是 表示 关系 R" 的 和 矩阵。 


6.4 关系 的 闭 包 


56.4.1 引言 


一 个 计算 机 网 络 在 波士顿 、 世 加 哥 、 好 佛 、 底 特 律 、 纽 约 和 和 圣地亚哥 设 有 数据 中 心 。 从 
波士顿 到 芝加哥 ,波士顿 到 底特律 ， 芝 加 哥 到 底特律 ， 底 特 律 到 丹佛 和 纽约 到 圣地 亚 哥 ， 都 
有 单 向 的 电话 线 。 如 果 存 在 一 条 从 数据 中 心 a 到 5 的 电话 线 ，(a ,5) 就 属于 关系 RR。 我 们 起 
样 确定 从 一 个 中 心 是 吞 有 一 条 电话 强 或 多 条 电 话 线 可 能 不 直接 ) 链接 到 男 一 个 中 心 ?由 于 
所 有 的 链接 不 一 定 是 直接 的 ， 例 如 从 波士顿 可 通过 底特律 到 丹佛 ， 因 此 不 能 直接 使 用 只 来 
回答 这 个 问题 。 用 关系 的 语言 说 ， 民 不 是 传递 的 ， 因 而 它 不 包含 可 能 被 链接 的 所 有 的 对 。 


"mn ee lie 
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正如 我 们 将 在 这 节 证 明 的 ， 可 以 通过 构造 包含 R 的 最 小 的 传递 关系 来 找 出 每 一 对 有 着 联 变 
的 数据 中 心 。 这 个 关系 叫 向 RR 的 侍 弟 闭 包 。 

一 般 说 来 ， 设 R 是 集合 A 上 上 的 关系 。 民 可 能 具有 或 者 不 具有 某 种 性 质 正 ， 例 旭 月 反 性 、 
对 称 性 或 传递 性 。 如 果 存 在 包含 及 的 具有 性 康 P 的 关系 5S， 并 和 且 S 是 包 人 只 且 具 有 人 性质 卫 
的 每 一 个 关系 的 子 集 ， 那 么 S$S 器 做 尺 的 甘于 PP 的 闭 包 。( 注 意 一 个 关系 关于 一 个 性 质 的 闭 包 
可 能 不 存在 ， 见 市 末 的 练习 15 和 35。) 我 们 将 说 明和 起 样 找 关 系 的 上 自 反 寺 包 、 对 称 于 包 和 人 人心 
弟 闭 包 。 
6.4.2 证 包 


集合 区 = 11,2,3t 上 的 美 系 民 =1(1,1),(1,2),{2,1),(3,2)| 不 是 自 反 的 。 我 们 怎样 可 
以 产生 一 个 包 会 RR 的 尽 可 能 小 的 自 反 关系 呢 ? 这 可 以 通过 把 (2,2} 和 (3,3) 加 到 及 中 来 做 
到 ， 因 为 只 有 它们 基 不 在 R 中 的 形 如 (evai 的 对 。 很 清楚 ， 这 个 新 关系 包 人 会 尺 。 此 外 ， 
尾 何 包含 尺 的 自 反 关系 必 顷 包 会 (2,2) 和 和 (3,3)。 因 为 这 个 关系 包含 了 尺 . 是 目 皮 的 ,并且 
被 包含 在 每 一 个 包 会 民 的 自 反 关系 之 中 ， 因 此 它 就 是 尺 的 自 友 闭 包 。 

正如 这 个 人 刁 子 上 所 显示 的 ， 弟 定 集 从 A 上 的 关系 尺 ， 对 于 aE 民 R， 可 以 通过 把 形 如 (a,a) 
的 所 有 的 对 ， 除 了 已 在 R 中 的 之 外 ， 都 加 到 R 中 ， 就 构成 了 民 的 自 反 闭 包 。 加 入 这 些 对 产 
生 了 一 个 新 的 自 反 的 、 包 含 尺 的 关系 ， 并且 它 被 包含 在 任何 包 沼 R 的 自 皮 关系 之 中 。 我 们 
看 到 RR 的 自 上 反 闭 包 等 于 RUA, 其 中 A={(a,a)laEAil 是 A 上 的 对 角 线 关系 。( 读 者 应 能 
验证 这 个 结果 。， 

例 1 束 数 集 上 的 关系 展 = ia;5ilae<xal 的 自 反 财 包 是 什么 ? 


解 及 的 目 反 财 包 是 
RUA=!I(apla<blili(la,a)laEZt= TOCa am 匡 


上 2.3 上 的 关系 1 (12), 2.2)，12,3) (3，1) 32 不 是 对 称 的 。 我 们 怎样 可 以 
产生 一 个 包含 RR 的 尽 可 能 小 的 对 称 关 系 ? 为 此 我 们 只 需 增 如 (2.1? 和 (ti,3)， 因 为 共有 它们 
是 具有 {a,8)ER、 而 (8 ,a) 林 在 民 中 的 那 种 {5，a) 对 。 这 个 新 关系 是 对 称 的 ， 匡 包含 了 
展 。 此 外 ， 任 何 包 含 了 玉 的 对 称 关 系 一 定 包含 这 个 新 关系 ， 因 为 一 个 包含 尺 的 对 称 关 系 必 
有 贷 包含 {2,1) 和 (1,3)。 因 此 这 个 新 关系 叫 敌 R 的 对 称 闲 和 所。 

正如 这 个 例子 所 显示 的 ， 关 系 只 的 对 称 闭 包 可 以 通过 增加 所 有 形 如 ( 记 ,a) 的 有 序 对 构 
成 ， 其 中 {a ,5) 在 关系 中 而 (ay,a) 二 在 关系 中 。 增加 这 些 有 序 对 产生 一 个 关系 ， 它 是 对 称 
的 ， 包 含 了 了 RR， 并 且 它 被 包含 在 任何 包含 R 的 对 称 关 系 之 中 。 关 系 R 的 对 称 闭 包 可 以 通过 
取 关 系 与 它 的 道 的 并 来 构造 ， 即 RUR :是 民 的 对 称 闭 色 ， 其 中 有 = i(p,a)|(a,b)E€ 
民 }。 读 者 应 该 验证 这 个 结果 。 


例 2 正 整数 集合 上 的 关系 1fa 5)1e>abi 的 对 称 闭 包 是 什么 ? 
解 RR 的 对 称 闭 包 是 关系 

RUR =I(ab)la>biUi(p ala>b|= Ita,b)|aD| 图 
假设 关系 民 不 是 传递 和 的， 我们 怎样 产生 一 个 包含 玉 的 传递 关系 并 使 得 这 个 新 的 关系 锌 
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包含 在 任何 包含 尺 的 传递 美 系 之 中 ?对 于 已 经 在 R 中 的 (a ,5) 和 (65,c)， 可 以 通过 增加 所 有 
形 如 {a,c) 的 有 序 对 构成 R 的 传递 闭 包 吗 ? 考虑 集合 11,2,3,41 上 的 关系 玉 = 半 1 3)》， 
(1.,4),(2,1),(3,2)}| ， 这 个 关系 不 是 传递 的 ， 因 为 对 于 在 民 中 的 (ae .5) 和 (5,c)， 它 不 包含 
所 有 形 如 {a ,c) 的 有 序 对 。 这 种 不 在 RR 中 的 有 序 对 是 {1,2),(2,3), (2,4) 和 (3,1)。 把 这 些 
有 序 对 加 到 R 中 并 不 能 产生 一 个 传递 关系 ， 因 为 所 得 的 结果 关系 包 伟 (3,1) 和 (1,4)， 但 不 
和 包 合 (3,4)。 这 说 明 构 造 关 系 的 传递 闭 包 比 起 构造 它们 的 自 反 闭 包 或 对 称 闭 包 更 复杂 。 下 面 
将 建立 一 个 构造 待 递 闭 包 的 算法 。 正 如 将 要 显示 的 ,一 个 关系 的 传递 闭 包 可 以 通过 增加 那些 
必须 出 现 的 有 序 对 来 得 到 ， 要 重复 这 个 过 程 直 到 没有 必须 增加 的 有 序 对 为 止 。 


6.4.3 有 向 图 的 路 径 


我 们 将 看 到 用 有 向 图 表示 关系 有 助 于 构造 关系 的 传递 闭 包 。 为 此 现在 引 人 某 些 将 要 用 到 
的 术语 ， 

通过 沿 有 向 图 的 边 (按照 这 条 边 的 篇 头 指 示 的 相同 方向 ) 旅行 就 得 到 一 条 有 向 图 中 路 
径 。 

定义 1 在 有 向 图 G 中， 从 a 到 上 & 的 一 条 路 径 是 GG 中 一 条 或 多 条 边 的 序列 {xo, zl)， 
Cr 1 中 ro 二 a、 二 5， 即 一 个 边 的 序列 ， 其 中 路 径 中 一 条 
边 的 终点 和 下 一 条 按 的 始点 相 了 网。 这 和 路 径 记 为 zo，x1，…，7s 1; Ts， 长度 为 nn。 在 网 
一 顶点 开始 和 结束 的 路 径 叫 做 回路 或 圈 。 

有 向 图 的 一 条 路 径 可 雇 多 次 通过 一 个 顶点 。 此 处， 有 加 图 的 一 条 边 也 可 以 多 次 出 珊 在 一 
条 路 径 中 。 读 者 应 该 注意 到 某 些 作者 允许 长 度 为 0 的 路 径 ， 即 不 舍 边 的 路 行 。 这 本 书 中 所 有 
的 路 径 的 长 度 上 必须 至 少 是 1。 

例 3 下 面 哪 些 路 径 是 图 6-9 的 有 站 图 中 的 路 径 : a, b, e, d; a, er cc, d, b; 上 b,， 
a cb ar a bd cs cs 6 a EP， a bb， db，e? 这 些 路 径 的 长 度 是 密 尘 ? 
上 述 路 径 中 哪些 路 径 是 回路 ? 

解 ”因为 fce,5).(5,e) 和 (e,z) 都 是 边 , as、8、e、 坟 是 长 为 3 的 路 经。 因为 (c ,5 不 
是 边 ，a、e、¢，d、4 不 是 路 径 。 因 为 (8,a)、(a,c).(c,6)、.(5,a).(a,a) 和 (4,5) 都 是 
边 ，5、a、c、5、a、a、 是 长 为 6 的 路 径 。 我 们 也 春 到 ， 因 为 (d ,ec) 是 边 ，d 、c 基 长 为 
1 的 有 路径。 还 有 由 于 (ce,q) 和 {5,a) 是 边 ，c、5、a 是 长 为 2 的 路 径 。(e,b).(b,a)、\(a, 
pj) (pp,a)、(a,48).(5,e) 都 是 边 ， 因此 e、5b、a、b、a、 眉 、e 是 长 为 6 的 路 径 。 

两 条 路 径 8、 a cc、b、a、 a 和 e、 pb, a, pb, ad、 
b、e 是 回路 ， 国 为 它们 在 同一 顶点 开始 和 结束 。 路 径 a、5、 
e、 可 、c、 证 、a 和 qq、c 不 是 回路 。 加 


术语 上 路径 也 用 于 关系 。 把 有 向 图 的 定义 推广 到 关系 可 知 ， 
如 果 邦 在 一 个 元 案 的 序列 人 3 Es Eis se. nls 上 司 得 


(a,x1j 安 民 R, (x1s 2) EER, 六 (x 1 ER, 那 各 在 只 
中 存在 一 条 从 a 到 5 的 路 经。 从 关系 中 的 路 径 定义 可 以 得 到 下 re 
面 的 定理 。 
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定理 1 设 民 是 集合 4 上 的 关系 。 从 a 到 上 5 存在 一 条 长 为 n 的 路 径 ， 当 且 仅 当 (e ,p) 皇 
用 

证 ”我们 将 使 用 数学 归纳 法 。 根 据 定义 ， 从 a 到 5 存在 一 茶 长 为 1 的 路 径 ， 当 县 仅 当 
(ap)ERR。 因此 涯 半 =1 时 和 定理 为 真 。 

假定 对 于 下 整数 x 定理 为 真 ， 这 是 归纳 假设 。 从 a 到 4 存在 一 条 长 为 n+1 的 路 径 ， 当 
且 倪 当 存 在 元 如 c 扬 访 ， 使 得 从 a 到 c 存在 一 条 长 为 1 的 路 和 各， 即 (a,c)E 尺 ， 以 及 一 条 从 
到 万 的 长 为 n 的 路 径 ， 即 (cc,8)E R*。 因 此 ， 由 归纳 假设 ， 从 a 到 上 4 存在 一 条 长 为 1+1 的 
路 径 ， 当 且 仅 当 大 在 一 个 元 素 rc， 使 得 (a,c)jER 和 (cc,}E R". 但 是 存在 这 样 一 个 元 素 ， 
当 且 仅 当 (ta ,5)E R*11。 因 此, 从 a 到 5。 竹 在 一 条 长 为 x +1 的 路 径 ， 当 且 仅 当 (a,6b)E€ 
R"*1， 定 理 得 证 。 口 


6,4.4 传递 闭 包 


现在 证 明 找 一 个 关系 的 传递 古 包 与 在 相关 的 有 阿 图 中 看 定 凯 些 牟 点 对 家 路 径 联 络 是 等 价 
的 。 注 意 到 这 一 点 ， 我 们 定义 一 个 新 的 关系 。 

定义 2 没 丸 是 集合 4 上 的 关系 。 连通 关系 及 由 对 ta ,5) 构 成 ， 便 得 在 R 中 内 顶点 a 
到 5 之 间 存 攻 一 条 路 行 。 

因为 R” 由 对 (a ,5) 档 成 ， 使 得 存在 一 条 从 a 到 5 的 长 为 n 的 路 径 ， 共 而 RR' 是 所 有 集 
合 R" 的 并 。 摸 名 话说 ， 


R*=UR’ 


许多 模型 都 用 到 关系 的 连通 性 。 

例 4 设 R 是 世界 上 所 有 人 的 集合 上 的 关系 ,如果 乙 试 识 b， 那么 民居 人 富 (g ,5)。R* 
是 人行 么 ”其 中 是 太 于 2 的 正 整 数 。R "是 什么 ? 

解 ” 如 果 罕 在 人 c、 使 得 (a ,c} 艺 尺 且 (c,58) 印 尺 ， 即 存在 人 使 得 #4 认识 c， < 认识 户 ， 
那么 关系 R? 包括 (a ,58)。 类 位 地 ， 如 果 存 在 人 x ，x2，…，z+。 1 使 得 & 认 识 xz1，x| 二 识 
Ty 1 认识 疡 ， 那 么 民 包 合 对 (a ,68)。 

如 果 存 在 人 的 序列 ， 从 < 开始 至 疡 终止 ， 使 得 序列 中 的 每 个 人 部 认识 序列 中 的 下 一 个 
拓 ， 和 那么 民 包含 对 (a ,5)。{ 关 于 及 存在 许多 有 趣 的 猜 埋 。 你 认为 这 个 连通 关系 包 舍 以 居 
作为 第 一 元 素 、 蒙 古 的 总 统 作 为 第 二 元 素 的 一 对 元 聂 吗 ?) | 

例 $ 设 RR 是 纽约 市 所 有 地 铁 站 的 集合 上 的 关系 。 如 果 可 以 从 站 a 不 换 车 就 旅行 到 站 
5， 堵 和 公民 包含 对 (a ,5)}。 当 是 正 整 数 时 ，R" 是 什么 ? RR" 是 什么 ? 

解 ” 如 果 经 过 至 密 nn -1 次 换 车 就 可 以 内 站 a 旅行 到 站 加， 关系 R" 就 包 会 (a;5)。 从 站 
a 旅行 于 站 5， 如 果 需 要 可 以 摸 车 任意 多 次 ， 关 系 RR“ 就 由 这 种 有 序 对 (ta, 站 ) 组 成 。( 束 者 话 
该 能 够 验证 这 些 论断 。》 大 

例 6 设 尺 是 美国 所 有 的 州 的 集合 上 的 关系 。 如 果 州 e 和 州 疡 有 会 共 的 边界 ， 那 全 丽 
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包含 (a ,5)。R”" 是 和 什么? 其 中 是 正 整 数 。R*' 是 什么 ? 

解 ” 关 系 R* 由 对 (a ,5 ) 移 成 ， 其 中 可 以 从 州 & 恰好 跨越 个 边界 到 州 5。 民 “由 对 (a， 
5 构成， 其 中 可 以 从 州 a 跨越 任意 包 次 的 边界 到 州 5。[ 读 者 应 该 能 够 验证 这 些 论断 。) 只有 
包 会 不 连接 到 美国 大 有 陆 的 州 ( 即 含有 阿拉 斯 加 或 套 威 夷 ) 的 有 序 对 是 不 在 R “中 的 对 。 国 

下 面 的 定理 证 明 一 个 关系 的 传递 用 包 和 相关 的 连通 性 关系 是 相同 的 。 

定理 2 关系 民 的 传递 闭 包 等 于 连通 关系 民 *。 

证 注意 尺 " 包 舍 员 。 为 证 明 玉 "是 员 的 传递 闭 包 必须 证 明 民 "是 传递 的 ， 且 对 一 切 包 
含 中 的 传递 关系 SS 有 民 "二 SS。 

首先 ， 我 们 证 明 只" 是 传递 的 。 如 果 (a ,58)ER' 和 (8,c)ER"”， 那 么 在 RR 中 存在 从 a 
到 5 和 从 5 到 < 的 路 径 。 我 们 以 从 a 到 如 的 路 径 开 始 ， 并 且 接 着 说 从 五 到 ce 的 路 径 就 得 到 一 
条 从 a 到 j - 的 路 径 。 因此 ， {ac)ER', 这 了 怠 得 出 玉 “是 述 弟 的 。 

现在 假设 $ 是 包含 R 的 传递 关系 。 因 为 S$S 是 传递 和 的，S” 也 是 传递 的 《读者 应 该 能 验证 
这 一 点 )， 并 且 S* 守 S$S (由 6.1 节 定理 1)}。 此 外 ， 因 为 


s*=Us 
和 SCS， 因 此 SS 过 S。 现 在 注意 到 如 果 RES, 那么 R' 守 S$S* ， 这 是 由 于 任何 只 中 的 路 
径 也 是 $ 中 的 路 径 。 从 而 民 "所 SS 过 3S。 于 是 ， 任 何 包 含 R 的 传递 关系 也 一 定 包 含 R*。 
因此 ，R' 是 R 的 传递 闭 包 。 器] 

现在 知道 传递 阿 包 等 于 连通 关系 ， 我 们 考虑 这 个 关系 的 计算 问题 。 在 一 个 有 限 的 有 疝 图 
中 不 需要 检测 任意 长 的 路 径 来 确定 是 否 在 两 个 顶点 立 间 存在 一 条 有 路径。 正如 下 而 的 引 理 所 证 
明 的 ， 检 证 包含 不 超过 条 边 的 路 算 就 足够 了 ， 这 里 n 是 集会 中 的 元 素 个 数 。 

引 理 1 设 态 是 nn 元素 集 合 ，R 是 A 上 的 关系 。 如 果 尺 中 存在 一 条 从 a 到 上 & 的 路径， 
那么 存在 一 条 长 度 不 超过 = 的 这 种 路 答 。 此 外 ， 当 aa 关 5 时 ,如果 在 R 中 存在 一 条 从 a 到 外 
的 路 径 ， 那 么 存在 一 条 长 度 不 超过 -1 的 这 种 有 路径 。 

证 假设 民 中 存在 一 条 从 a 到 5 的 路径 。 邻 mx 基 这 种 路 径 的 最 短 长 度 。 人 假设 xz，x， 
xz，…，z，_1，yxn 是 一 条 这 样 的 路 径 ， 其 中 x0=a,， zn = 在 。 

仿 设 a=5 和 mn， 使 得 区 宇 nxn +1。 由 镶 嫩 原理 ,因为 A 中 有 个 项 后 ， 在 ix 个 顶 
局 工 0， TI oy x，_ 1 中 至 少 有 两 个 是 相同 的 《 见 图 6-10).。 


可 十 3 


竹下 一 一 本 中 
二 Th | 二 Xi-1 Fr itl xm= 思 


图 6-10 产生 一 条 长 度 不 超过 n 的 路 径 
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假设 z ,一 ,07 之 7 二 黄 一 1。 那么 这 条 路 径 包 含 一 条 从 cr 到, 自 号 的 回路 。 可 以 把 


这 条 回路 从 由 a 到 ”的 路 径 中 删除 ， 剩 下 的 路 径 ， 即 ro， 区， 下， 
zxm， 是 从 a 到 5 的 更 短 的 有 路径。 因此 ， 最 窟 长 度 的 这 种 路 径 的 长 度 一 寂 小 于 或 等 于 fan 
a 性 上 的 情况 留 给 读者 作为 练习 。 口 


由 引 理 1， 我 们 看 出 R 的 传递 闭 包 起 尺 ，R*，R”，…，R" 的 并 。 这 是 由 于 在 只 "的 两 
个 顶点 之 间 存 在 一 条 路 径 ， 当 且 仪 当 对 某 个 正 整 数 全 委 ) 在 RR' 的 这 些 顶 点 之 间 存 在 一 条 


路 径 ， 因 为 
R=RURUR UUR" 
并 且 表 示 关 系 的 并 的 0-1 弓 阵 是 这 些 关 系 的 0-1 矩阵 的 联合 ， 因 此 对 于 传递 闭 包 的 0-1 给 阵 
是 RR 的 0-1 算 阵 的 前 有 次 究 的 0-1 和 矩阵 的 联合 。 
定理 3 设 M, 是 # 元 素 集合 上 的 关系 R 的 0-1 和 矩 隆 。 那 么 传递 闭 包 及 “的 0-1 和 矩阵 是 
MR =MeYVME VMA VY VM I 
例 7 求 关 系 RR 的 传递 闭 包 的 0-1 和 矩阵 ， 其 中 


1 0 1 
0 1 0 
1 1 0 
解 ” 由 定理 3，R' 的 0-1 和 矩阵 是 


MR =MrVMA YM I 


Ms = 


因为 
1 1 1 1 1 1 
Mas0 1 0 和 M 和 =iI0 1 0 
1 1 1 1 1 1 
所 以 
1 0 1 1 1 1|) fl 1 1 1 
Mr'=0 1 OYVIo 1 0VIO 1 0 =I0 1 0 图 
1 1 0) li 1 1) {1 11 1 1 1 


深 定理 3 可 以 作为 计算 关系 R* 的 矩阵 的 算法 基础 。 为 求 出 这 个 算 阵 ， 要 连续 计算 Mi 
2 的 布尔 备 ， 直 到 第 n 次 宕 为 止 。 当 计算 每 次 寡 时 就 构成 这 个 畦 与 所 有 较 小 的 宕 的 联 
合 。 当 做 到 第 x 次 各 时 ， 就 得 到 关于 R' 的 窍 阵 。 这 个 过 程 显示 在 算法 1. 

我 们 可 以 容易 地 求 出 用 算法 1 确定 关系 的 传递 团 包 所 使 用 的 位 运算 次 数 。 计算 布尔 篆 
Mg，M 昌 ，…，M ti 需要 找到 ww 一 1 个 nxn 的 0-1 和 矩阵 的 布尔 积 。 每 个 布尔 积 可 以 使 
用 w: (2 - 1) 次 位 运算 求 得 。 因 此 ,计算 这 些 乘 积 使 用 nn? (wn 一 1)(n 一 1) 次 位 运算 ， 

为 从 了 个 Me 的 布尔 寡 求 Mp" ， 需 要 求 上 -1 个 0- 上 矩阵 的 联合， 计算 每 -- 个 联合 使 
用 nn? 次 位 运算 。 因 此 ， 在 这 部 分 计算 中 使 用 (za 一 1) n? 次 位 运算 。 所 以 ， 当 使 用 算法 1 
上 时， 可 以 用 mn? (2x 一 27(n 一 1)+ (nn 一 n=2m3 (一 人 三 加 (次 位 运算 就 可 以 求 出 
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元 率 集 合 上 关系 的 传递 闭 包 的 和 矩阵。 下 面 我 们 将 要 措 述 一 个 更 有 效 的 求 传递 闭 包 的 算法 。 
算法 1 计算 传递 闭 包 的 过 程 


procedure fransitive ciaosure (Mr: nxn 的 0-1 和 矩阵 ) 
A:= Mop 
B:=A 
fori:=2t0n 
begin 
入: 二 AOMeE 
B:=BYVA 
end {B 是 关于 玉 “的 0-1 垂 阵 | 


5.4.5 沃 会 尔 算法 


活 会 尔 算法 ， 是 由 于 史蒂芬 : 沃 会 尔 咏 面 命名 的 ， 是 他 在 1960 年 给 出 的 算法 。 这 个 算法 
是 计算 关系 的 传递 闭 包 的 有 效 方 法 。 算 法 1 求 出 n 元 豪 集 合 上 关系 的 传递 闭 包 使 用 2x3 
{n 一 1) 次 位 运算 ， 而 活 合 尔 算 法 上 只 使 用 2n5 次 位 运算 就 可 以 求 出 。 

注意 沃 会 东 算 法 有 时 也 品 敌 罗 伊 - 沃 会 泵 算法 ， 因 为 罗 伊 (BE，Roy) 在 1959 年 

描述 了 这 沾 算 法 。 

假设 RR 是 x 元 集 上 的 关系 ， 设 vw ，v2，… ，%v， 是 这 个 元 素 的 任意 排列 。 沃 会 尔 算法 
中 用 到 一 条 路 径 的 内 点 的 概念 。 如 时 a， Xl A m1 6 是 一 条 路 径 ， 它 的 内 点 是 
zl，z2，…，zZm_1， 即 除了 第 一 和 最 后 一 个 顶点 之 外 出 现在 路 径 中 的 所 有 项 点。 例如 ， 在 
有 向 图 的 一 条 路 径 a，c，,， a， fF， g， 有 ,b,j 的 内 点 是 c,d, f, g, h, boa, c,d, 
4a， 了 ， 上 8 的 内 点 是 :<，ad，a ，f。( 注 意 这 条 路 径 的 始点 不 是 内 点 ， 除 非 这 条 路 径 肯 次 访问 
它 ， 且 不 是 作为 终点 来 访问 的 。 类 似 地 ， 这 条 路 径 的 终点 也 不 是 内 点， 除非 它 在 这 之 前 曾 被 
这 条 路 径 访 问 过 ， 且 不 是 作为 始点 来 访问 的 。) 


局 果 带 苏 : 放 党 尔 (Stephen Watshall , 生 于 1935 年 ) 效 会 尔 生 于 纽约 ,在 布鲁克 莱恩 的 公立 学 校 接受 孝 育 。 他 进 人 
哈佛 大 学 学 习 ，1956 年 获得 数学 学 位 。 他 没有 得 到 更 高 的 学 位 ， 因 为 在 那个 年 代 在 他 蔬 兴 趣 的 町 起 没有 人 台 适 的 培养 计 
划 , 但 且 ， 他 在 几 个 不 同 的 去 学 瞻 了 研究 生 谋 释 并 且 对 计算 机 科学 和 软件 工程 的 发 展 作 出 了 艾 献 。 从 哨 侣 毕业 以 后 ， 话 
会 尔 在 ORO { 运 适 学 办 公 室 ) 工作 ， 它 是 由 约 粳 : 土 普 爹 斯 建立 的 并 为 美 团 陆军 作 研 究 和 开发 工作 。1958 年 他 离开 DRO 
去 一 个 叫 虞 技术 操作 的 公司 工作 ， 在 那 蛙 他 帮助 建立 了 一 个 从 事 军事 软件 课题 研究 和 开发 的 实验 宝 。1951 年 他 离开 了 技 
术 操 作 汉 司 去 创建 马萨诸塞 计算 机 联合 公司 。 后来， 这 个 公司 变 成 了 应 用 数据 研究 ADR) 公司 的 一 部 分 。 在 这 吹 合 并 
以 后 ， 话 会 尔 进 人 了 ADR 的 董事 会 并 上 且 管理 了 各 种 项 目 和 组 织 。 届 在 1982 年 从 ADR 退休 。 

在 性 职 期 间 ， 斌 善 尔 在 损 作 系统 ， 网 译 设计 、 语 言 设 计 和 运 吾 学 领域 上 共事 研究 和 开发 工作 .在 1971 一 1972 年 掌 术 年 
会 上 他 在 法 国 各 大 学 作 了 关于 软件 工程 方面 的 报告 。 关 于 这 个 忧 递 团 包 算 装 ， 如 目前 所 称 的 话 舍 尔 算法 的 正确 性 证 明 有 
一 个 有 趣 的 故事 。 届 和 和 --- 个 在 技术 操作 公司 的 同事 打赌 ， 谁 首先 确定 这 个 算法 是 知 隶 远 有 效 谁 就 翡 得 一 河 甜 酒 。 活 会 尔 
过 了 了 一夜 绩 出 广 他 的 证 明 ， 诀 得 了 这 括 甜 泗 ， 并 和 这 个 打赌 的 同事 共同 分 享 了 这 湛 甜 酒 。 因 为 活 例 尔 不 育 丈 坐 在 写字 下 
壹 ， 他 的 诗 老 创造 性 工作 都 基 王 不 寻常 的 地 方 完 成 的 ， 协 如， 在 印度 们 的 一 条 帆船 上 或 在 布 脐 的 一 标 行 樟树 下 。 
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沃 合 尔 算法 的 基础 是 构造 一 系列 0 一 1 矩阵。 这 些 矩阵 是 WW ，Wi，… WW,， 其 中 WW = 
Mx 是 这 个 关系 的 0 一 1 矩阵 ， 且 到 ,= [mw 1]。 如 果 存 在 一 条 从 mm 到 的 路 径 使 得 这 条 路 
径 的 所 有 内 点 都 在 集合 j ol ,v2… ,ws1( 表 中 的 前 上 个 顶点) 之 中 ， 那 么 mg 和 =1， 和 否则 为 
0。( 这 条 路 径 的 始点 和 终点 可 能 在 表 中 的 前 上 个 顶点 的 集合 之 外 。) 注意 W, Mr" ， 因 为 
Ma ; 的 第 (i,;) 项 是 1， 当 且 仅 当 存 在 一 条 从 v, 到 的 路 径 ， 且 全 部 内 点 都 在 集合 |ot ,va， 


…, vw | 之 中 (但 这 些 就 是 有 向 图 的 所 有 顶点 )。 下 面 的 例子 说 明知 阵 Wi 表示 什么 。 
dU 必 


例 8 设 RR 是 一 个 关系 ， 它 的 有 问 图 如 图 6-11 所 示 。 设 
ada, b,c, 避 是 集合 元 素 的 排列 。 求 矩 阵 Wh ， Wi ， Wo.,， WW 
和 Wi。 篆 阵 W, 是 R 的 传递 闭 包 。 


解 令 v=a， Uy = v= cc, 上 w=。 Wh 是 这 个 关 


系 的 矩阵 ， 于 是 图 6-1L 关系 只 的 有 问 图 
0 0 0 1 
ll 0 1 0 
Wh = 
] dd 0 1 
心心 1 0 


如 果 存 在 一 条 了 到 vw, 的 且 欠 有 wi =a 作为 内 点 的 路 径 ，Wi 的 (i,j7) 项 有 1。 注意 因为 所 有 
长 为 1 的 路 径 没 有 内 点 ， 所 以 仍旧 可 以 使 用 这 些 路 径 。 此 外 存在 一 条 从 5 到 a 的 路 径 ， 即 
p，a， 有 QR。 因 此 
1 
I 
Wi 二 1 


人 
二 
一 


和 | 
如 果 存 在 一 条 从 vz; 到 ww; 的 且 只 有 zi=a 和 w= 上 作为 内 点 的 路 径 ，W 的 (i,j) 项 有 1。 因 
为 没有 边 以 5 作为 终 操 ， 当 允许 5 作为 内 点 时 不 会 得 到 新 的 路 径 。 因 此 ，W, = Wi。 

和 若 存 在 一 条 从 vv 到 z， 的 只 用 =a，v23=58 和 w= c 作为 内 点 的 路 径 ， 则 本 :的 (人 
项 有 1。 我 们 现存 有 从 4 到 4 的 有 路径 ， 凤 尽 ，c，w 和 从 4 到 4 的 路 径 4，c，d。 因 此 


0 0 1 
1 0 1 1 
0 0 1 
1 0 1 1 
最 后 ， 如果 存 在 一 条 从 vw 到 w, 的 有 路径， 并且 以 vw1=a，vw3=，v3= 二 < 及 wa 一 a 作为 
内 点 ， 那 么 Wi 的 (i, 站 项 为 1。 因为 这 些 是 图 的 全 部 顶点 ， 此 项 为 1， 当 且 仅 当 存 在 一 条 从 


Ey, 到 全 的 路 径 。 因此 


W, EE 


二 二 二 
一 一。 hm bu 
Im 


l 
1 
] 
] 
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这 个 最 后 的 矩阵 就 是 传递 闭 包 的 和 矩阵， 副 
沃 会 尔 算法 通过 有 效 的 计算 Wo = Mrn，W，W2，"…，W, = Mg: 来 计算 Mx*。 不 难看 
出 可 以 直接 从 WW _1 计 算 到 , : 存在 一 条 从 vz, 到 的 只 以 加 ， 轨 ，…， 了 下 中 的 顶 氮 作为 内 
点 的 路 径 ， 当 且 仅 当 或 者 存在 一 条 从 v, 到 %; 的 且 内 点 是 表 中 前 一 1 个 顶点 的 路 径 ， 或 省 存 
在 从 v; 到 vw 的 路 径 和 从 wi 到 ww 的 上 路径， 而 这 些 路 径 的 内 点 是 表 中 的 前 一 1 个 顶点 。 这 就 
是 说 ,或 者 在 vw 被 允许 作为 内 点 之 前 从 全 到 二 已 经 全 证 1 
存在 一 条 路 径 ， 或 者 允许 内 作为 内 点 产生 一 条 从 vw oo 
到 vw, 然后 从 v 到 ww 的 路 径 。 这 两 种 情况 显示 在 
图 6-12 中 ， 
第 一 种 类 型 的 路 径 存 站， 当 且 仪 当 wf =1， Vk 
日 第 二 种 类 型 的 路 径 存 在 ， 当 且 仅 当 ww 6 =1 和 a 


w [5 =1。 于 是 ，w 叶 是 二 ， 当 且 仪 当 或 者 名 [51 名 
= 或 者 rw [1 = 二 1 和 ww 51 二 1。 这 就 得 到 下 面 ps \ 2 ~ 
的 引 理 。 中 的 全 部 内 点 


引 理 2 设 Wi= [wo0] 是 6-1 和 矩阵 ， 它 在 
(i，j) 位 置 有 1， 当 且 仅 当 存在 一 条 从 vw 到 久 的 内 ”加 6_12 把 加 到 允许 使 用 的 内 点 集中 


点 取 目 集合 1 ， 了 | 的 路 径 。 那么 


[ya 站 -中 的 全 部 内 点 


te [#1 = ty [eo VY (rw tl] Awalr!l) 
其 中 i，; 和 上 是 不 超过 = 的 正 整 数 。 
引 理 2 提供 了 有 效 计算 矩阵 WW，(=1，2，…，n) 的 手段 。 我 们 使 用 引 理 2 把 沃 会 尔 
算法 的 伪 码 给 在 算法 2 中 。 


算法 2 沃 舍 尔 算法 

procedure Warshall (Mr: nxXnn 的 0-i 矩阵 ) 
W:= Me 
For ££:=1]ton 
begin 

for i1:=1ton 

begin 

for := 一 了 to 


tC = TO vy ( wap A rp) 


er 
end tW-= [rw | 是 MR | 


很 容易 以 位 运算 次 数 计算 出 沃 售 尔 算法 的 计算 复杂 性 。 使 用 引 理 2， 从 项 ws* 1、 
sx 和 zu 找到 项 wa 人 需要 2 次 位 运算 。 为 从 W,-_] 求 出 的 所 有 的 nn 个 项 需要 
2n” 次 位 运算 ， 因为 锋 售 尔 算法 从 Wo= Me 开始 ， 计算 1 个 0-1 矩阵 的 序列 Wi, Wa *， 
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Ws = Mg* ， 使 用 的 位 运算 总 数 是 z -2n?=2n3。 
练习 


1. 设 及 是 集合 10,1,2,31 鞋 的 关系 ， 及 包含 有 序 驹 (0,1)0t 1 2) (2 0) 2:2) 利 
(3,0)。 求 
a) 的 自 反 闭 包 ， b) R 的 对 称 闭 包 。 

. 设 R 是 整数 集 上 上 的 关系 ita,8)|a 关 541。R 的 自 反 闭 包 是 什么 ? 

3. 设 R 是 整数 集 土 的 关系 1(ta,5)|a 整除 51。R 的 对 称 闭 包 是 什么 ? 

4. 从 有 穷 集 上 关系 的 有 问 图 怎样 构造 表示 它 的 自 反 闭 包 的 有 问 图 ? 


在 练习 5 一 7 中 画 出 给 定 有 癌 图 所 表示 关系 的 自 反 闭 包 的 有 向 图 。 
9， 6. ee 


tb 


可 . 


Pe 本 


C | 


8. 从 有 穷 集 上 关系 的 有 回 图 怎样 构造 表示 它 的 对 称 财 色 的 有 加 山 ? 
9. 对 于 练习 ~ 了 的 有 向 图 表示 的 关系 ， 找 出 关系 的 对 称 财 包 的 有 癌 图 。 
10. 找 出 包含 了 例 2 中 关系 的 最 小 的 目 反 和 对 称 的 关系 。 
11. 对 于 练习 5~7 的 每 个 有 问 图 表示 的 关系 ， 求 包 人 沼 它 的 最 小 的 自 反 对 称 关 系 的 有 疝 图 。 
12. 假设 有 穷 集 4 土 的 关系 民 由 和 矩 阵 Mx 表示 ， 证明 表示 R 的 自 反 闭 包 的 矩阵 是 Mx Vl。 
13. 忆 设 有 穷 集 上 A 的 关系 RR 由 和 矩阵 Ms 表示 ， 证 明 表 示 R 的 对 称 用 包 的 矩阵 是 My ¥ ME 。 
14. 证 明 关 系 及 关于 性 奈 王 的 抽 包 如 果 存 在 ， 就 是 所 有 包含 R 的 具有 性 奈 P 的 关系 的 交 。 
15. 草 么 时 候 可 能 定 交 一 个 关系 的 反目 反 财 包 ， 即 和 会 民 的 一 个 扩 上 自 反 关系 内 被 包含 在 每 
一 个 包 舍 员 的 反日 反 关 系 之 中 ? 
16. 确定 下 面 的 项 序列 是 否 为 下 面 的 有 回 图 中 的 路 径 。 
有 d,s H, C, PF 
b) Bb, e, c, b, € 
CE b, es, d, ze 
d) b,c, ee, d, a, a 8 
e) b,c, cec, b, es, d, e, d 
fy a, a, bp, b,c, Fs Fe, dd 
17. 求 出 练习 16 的 有 向 图 中 所 有 长 为 3 的 路 径 。 
18. 确定 练习 16 的 有 辐 图 中 是 否 存 在 一 条 以 下 面 给 定 的 第 一 项 点 作为 始点 和 第 二 顶点 作为 
终点 的 路 径 ， 
ai 人 看 b) Bb, a c) B, 6 d} a, e Ee) Hp, a 
f} e, a g) d, dd h) e, a i) ee， 
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19. 设 R 是 集合 |1,2,3,4,5| 上 的 关系 ，R 包含 有 序 对 (1,3),(2,4),(3,1),(3,5),(4,3)， 
(5,1),(5,2) 和 (5,4)。 求 
ay R’ by RR 
c) R’ d) R’ 
e} R® fy R* 
20. 设 R 是 关系 ， 如 果 存 在 一 条 从 a 城 到 上 域 的 直达 航班 ， 则 R 包含 有 序 对 (ta,5)。 什 么 
时 候 (a ,上 5) 在 下 面 的 关系 中 ? 
a} R*° bb)R’ cc) ER’ 
21. 设 R 是 所 有 学 生 的 集合 上 的 关系 ， 如 果 a 关 5 且 a 和 #5 至 少 有 一 门 公共 课程 ， 则 R 包含 
了 有 序 对 (a ,5)。 秆 必 时 候 ta ,5) 在 下 面 的 关系 中 ?7 
a) R’ b) R’ c) RR’* 
22. 假设 关系 R 是 目 居 的 。 证 明 R* 是 日 反 的 。 
23. 假设 关系 R 是 对 称 的 。 证 明 R* 是 对 称 的 。 
24. 假设 关系 R 是 有 反 自 反 的 。 关 系 民 ' 一 定 是 反 自 反 的 吗 ? 
25. 使 用 算法 1 找 出 下 面 |1,2,3,4} 上 的 美 系 的 传递 钱包 。 
a) {11,2),(2,1),(2,3),(3,4) ,4,1) 
b)》 12,1),(2,3),(3,1),(3,4), {4,1), (4,3)| 
cy (1,2),01,3), (1,4),(2,3),(2,4),(3,4)| 
dj 1(1,1) ,1,4),C62,1),(2,3) ,3,1),(3,2),(3,4),(4,2)| 
26. 使 用 算法 1 找 出 下 面 1a ,5,c,d ,el 上 的 关系 的 传递 闭 包 。 
a) l(a,c) tb,d), (ea),(d,6),(e, a)! 
by Ifa ec),(be), (ec,e), (da), te,b),(e,c)l 
ec) tasb), ac) (are) tba), (bce), (tec,a), (ch),(d,a),(e,d) 
d) fase), (ba), bd) , (cd) ,da), (dc), (esa) (eb), (ec),(e,e) 
27. 使 用 沃 会 尔 算 法 找 出 练习 25 中 关系 的 传递 闭 包 。 
28. 使 用 沃 会 尔 算法 找 出 练习 26 中 关系 的 传递 闭 包 。 
29, 求 出 包含 关系 1(1,2),(1,4),(3,3),(4,1) 的 最 小 的 关系 使 得 它 是 
a) 自 有 反 的 和 忧 递 的 。 
b) 对 称 的 和 传 并 的 。 
c) 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 
30. 完成 在 引 理 1 当 a 关 # 的 情况 下 的 证 明 。 
31. 已 经 设计 出 算法 用 O(n**) 次 位 运算 来 计算 两 个 nx 的 0--1 算 阵 的 布尔 积 。 假 悦 可 
以 使 用 这 些 算法 ,给 出 用 算法 1 和 沃 舍 尔 算法 求 n 元 素 集 合 上 关系 的 传递 闭 包 所 用 位 运 
算 次 数 的 大 OO 估计 。 
“32 . 如 果 有 向 图 的 两 个 顶点 间 的 最 短路 径 存 在 ,设计 一 个 算法 使 用 路径 中 的 内 点 的 概 候 求 
这 种 最 短路 径 的 长 度 。 
33. 修改 重 法 1 找 出 元素 集合 上 关系 的 传递 闭 包 的 日 反 闭 包 .。 
34, 修改 沃 舍 尔 算法 找 出 x 元 素 集合 上 关系 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 。 
35. 证 明 集 合 10,1,21 上 的 关系 R= 1(0,0),(0,1),(1,1),{2,2)| 关 于 下 述 性 质 P 的 闭 包 不 存 
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人 在， 如果 证 是 
a)“ 不 是 自 友 的 ”。 
bj “有 奇数 个 元 素 "。 


6.5 等 价 关 系 


6.5.1 引言 


在 学 期 开始 之 前 学 院 的 学 生 登 记 注 册 。 姓 的 第 一 个 字母 从 和 A 到 避 、 从 上 到 和 从 O 口 到 
Z 的 学 生 分 别 可 以 在 上 和 车 8 点 到 111 点、 上午 11 点 到 下 午 2 点 和 和 下午 2 点 到 5 点 之 间 的 任何 
时 间 广 册 。 设 R 是 关系 ，KR 包含 (rr，y)， 当 且 仅 当 开 和 > 是 姓 的 第 一 个 字母 在 同一 组 的 
学 生 。 因 此 x 和 3 可 以 在 同一 时 间 注 册 ， 关 有 旦 仅 当 (rz，y) 属于 RR。 容易 看 出 R 是 自 反 
的 、 对 称 的 和 传递 的 。 此 外 ， 依 赖 于 他 们 的 姓 的 第 一 个 字母 ，R 把 学 生 的 集合 划分 成 3 类 。 
为 了 解 一 个 学 生 在 什么 时 则 注册 ， 我们 仅 关 心 这 个 学 生 是 在 3 个 类 中 的 哪个 类 ， 并 不 需要 识 
员 这 个 学 生 。 

整数 a 和 5 有 模 4 同 余 的 关系 ， 如 果 4 整除 a - 5。 后 面 我 们 将 证 明 这 个 关心 是 自 上 反 的 、 
对 称 的 和 传递 的 。 不 难看 出 < 和 5 有 关系 ， 当 且 仪 当 被 4 整除 时 a 和 5 有 相同 的 条 数 。 这 个 
关系 将 整数 集 划 分 成 不 同 的 4 类 。 当 我 们 仅 关 心 一 个 整数 被 4 整除 时 的 余数 时 只 需要 郑 道 它 
在 哪个 类 而 不 必 知 道 它 的 特定 值 。 

这 两 个 关系 ，R 和 模 4 司 余 关系 是 等 价 关 系 ， 即 自 反 、 对 称 各 传递 关系 的 例子 。 在 这 
一 节 将 证 明 这 种 关系 把 集合 划分 成 由 等 价 元 素 构 成 的 不 相交 的 类 。 妆 我 们 仅 关 心 集合 的 一 个 
元 素 是 否 在 某 个 元 素 类 ， 而 不 介意 它 的 特殊 身份 时 ， 就 出 现 三 等 价 关系 。 


6.5.2 等 价 关 系 


在 这 一 节 我 们 将 研究 具有 一 组 特殊 性 质 的 关系 ， 可 以 用 这 组 性 质 在 某 一 方 而 类 似 的 相关 
个 体 之 间 建 立 联系 。 

定 兴 1 工 集 台 4 上 的 鞠 系 叫做 等 价 的 ， 如 果 它 是 和 目 反 的 、 对 称 的 和 传 伸 的 。 

两 个 由 等 价 关 系 联系 起 来 的 元 素 叫 机 等 价 的 元 素 【 国 为 等 价 关 系 是 对 称 的 ， 这 个 定妆 是 
有 意 头 的 ,) 由 于 等 价 关系 是 自 反 的 ， 在 一 个 等 价 关 系 中 每 个 元 素 都 与 自身 等 价 。 此 外 ， 因 
汶 等 价 关系 是 传递 的 ， 如 果 a 和 上 是 等 价 的 且 5 和 ce 是 等 价 的 ， 那 么 a 和 re 是 等 从 的 。 

面 的 姻 子 说 明了 等 价 关 系 的 概念 。 

例 1 设 R 是 英语 字母 里 的 集合 上 的 关系 ， 并且 aR5， 当 且 仪 当 1 (a)=1{65)， 其 中 
1 (zz) 是 串 x 的 长 度 。R 是 等 价 关 系 吗 ? 

解 ” 因 为 上 (a)= ?7 (a)， 从 而 只 要 a 是 一 个 早 ， 就 有 aR5， 故 RR 是 自 友 的 。 其 次 ， 假 
设 aR6, 即 72 (a)=71{5) ， 那么 有 BRa， 因 为 (5) =7 (a)。 因 此 RR 是 对 称 的 。 最 后 ， 
假设 aRb 和 ppRc， 那 么 有 1 (a) = (bp) 和 1 bl) = tc}y。 因此 二 (a) = ec)， 即 aRe。 
以 而 六 是 传递 的 。 由 于 态 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 ，R 是 等 价 关 系 。 基 


例 2 设 民 是 整数 集 上 的 关系 ， 并 且 eR5 ， 当 有 旦 仅 当 ce=5 或 e= -Bs。 在 6.1 节 我 们 证 
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明了 RR 是 自 反 的 、 对 称 的 和 和 传递 的 。 因 此 RR 是 等 从 关系。 国 
例 3 设 只 是 实数 集 上 的 关系 ,并且 aR5， 当 有 目 仪 当 a 一 上 8 是 整数 。R 是 等 价 关 系 吗 ? 
解 ” 因 为 对 所 有 的 实数 ea，a-a=0 是 整数 ， 即 对 所 有 的 实数 有 aRa， 因 此 R 是 自 反 
的 。 现 在 假设 aRb， 那 么 a -6 是 整数 ， 所 以 5 -a 也 是 整数 。 因 此 有 5Ra。R 是 对 称 的 。 
如 果 aRB 和 BRc， 那么 a 一 5 和 5 一 < 是 整数 ， 所 以 ea-c= (aa -pl) + (5~c) 也 是 整数 。 
因此 aRc。 于 是 ，R 是 传递 的 。 综 合 上 述 ，R 是 等 价 关 杀 。 | 
最 广泛 使 用 的 等 和 价 关系 之 一 是 模 mx 同人 杂 关 系 ， 其 中 mw 是 大 于 1 的 正 整数 。 
例 4 模 mm 同 余 。 设 mw 是 大 于 1 的 正 整 数 。 证 明 关 藉 
R= |(a,6)la = (mod m)| 


是 整数 集 上 的 等 价 关系 。 

解 ” 回 大 2.3 节 ,a 三 户 (mod mmr)， 当 且 仅 当 mr 整除 4 一 8。 注意 a 一 a 0 被 mr 台 除 ， 
因为 0=0:m。 因 此 a 三 a (mod mmr)， 从 而 模 mx 同 余 关系 是 自 反 的 。 现 在 假设 4a 二 & (mod 
zz )， 那 和 ee 一 被 由 整除， 即 e 一 五 = ， 其 中 由 是 整数 。 从 而 上 -aa=( -下 ， 即 户 三 
a (mod m)。 因 此 模 mw 同 余 关系 是 对 称 的 。 下 面 假设 4 三 &8 (mod mj 和 6 三 cc (mod xm)， 
那么 mx 整除 < 一 5 和 和 5 一 c。 因 此 ， 存 在 整数 和 | 使 得 a -了 5B=km 和 bb~c= iim。 把 这 两 个 
等 式 加 起 来 得 a 一 c=ta- t+t{th-c)= 二 kmt+ 7m 二 (上 +1)m。 于 是 , a 三 c (mod m)。 从 
而 ， 模 mx 同 余 关 系 是 传递 的 。 综 合 上 述 ， 模 mmx 同 余 关 系 是 等 价 关 系 。 国 


§.5.3 等 价 类 


设 A 是 在 你 们 学 校 所 有 的 高 中 毕业 生 。 考 虑 A 上 的 关系 RRR，R 由 所 有 的 对 (x ,y) 构 成 ， 
其 中 x 和 3 从 同一 高 中 毕业 。 给 定 学 生 zx， 我 们 可 以 构造 所 有 的 关于 R 与 x 等 价 的 学 生 的 
集合 。 这 个 集合 由 与 x 在 问 一 高 中 毕 下 的 所 有 学 生 构 成 。A 的 这 个 子 集 叫 做 这 个 关系 的 一 
个 等 价 类 。 

定 党 2 设 及 是 集合 4 上 的 等 价 关 系 。 与 4 中 的 一 个 元 素 a 有 关系 的 所 有 元 过 的 集合 
叫做 = 的 等 价 类 。A 的 关于 民 的 等 价 娄 记 作 [a jk。 当 只 有 一 个 关系 被 考虑 时 我 们 将 省 去 下 
标 及 并 把 这 个 等 价 类 写作 [aaj]。 

搞 避 话说， 如 果 R 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 ， 元 寨 a 的 等 价 类 是 

[alrs {sl(a,s)ER; 
如 果 5E [an,， 据 叫 艇 这 个 等 价 类 的 代表 。 
和 例 5 对 于 例 2 的 等 价 关 系 一 个 整数 的 等 价 类 是 什么 ? 


解 ”在 这 个 等 价 关 系 中 一 个 整数 等 价 子 它 自身 稳 它 的 负数 。 从 而 [ej= fa, 一 a1。 这 个 


集合 包含 两 个 不 同 的 整数 ， 除 非 a =0。 例 如 , [7]=17, 一 ?1,L~-5]={1~5,51,[0]= |01。 
| 


例 6 对 于 模 4 同 余 关 系 , 0 和 1 的 等 价 类 是 什么 ? 
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解 0 的 等 价 类 包含 使 得 a 圭 0 (mod 4) 的 所 有 整数 a。 这 个 类 中 的 整数 是 被 4 整除 的 
那些 整数 。 因 此 ， 对 于 这 个 关系 0 的 等 价 类 是 


[0 = 和 一 8 一 ,04,8 | 


1 的 等 价 类 包含 使 得 a 三 1 (mod 4》 的 所 有 整数 e。 这 个 类 中 的 整数 是 当 被 4 除 时 余数 为 1 
的 那些 整数 。 因 此 ， 对 于 这 个 关系 上 的 等 价 类 是 


[11=1…,—7,—3,1,5,9,.…| | 


在 例 6 找到 了 0 和 1 关于 模 4 同 余 的 等 价 类 。 用 任何 正 整 数 ;x 代替 4 很 容易 把 例 6 加 
以 推广 模 zx 同 余 关系 的 等 价 类 叫 作 模 sw 同 余 类。 整数 a 模 j 的 同 余 类 记 作 [a],， 
aj, = jr a-2m 4a 一遍， a， 4+m， a+2mm |。 网 如 ， 从 例 5 得 出 [074= 二 
-8, -4, 0, 4, 8| 和 [= 1-…， 一 7, 一 3, 1, 5, 9,… 


| 。 


6.5.4 等 价 类 与 划分 


设 A 是 你 们 学 校 恰好 主 修一 个 专业 的 学 生 的 集合 ，R 是 A 上 的 关系 ， 如 果 x 和 y 是 主 
修 同一 专业 的 学 生 ， 则 (+ ，y) 属于 R。 那 么 正如 读者 可 以 验证 的 ，R 是 等 价 关系 。 我们 
可 以 看 出 R 将 4 中 的 所 有 学 生 分 成 不 相交 的 子 集 ， 其 中 每 个 子 集 包含 某 个 特定 专业 的 学 生 ， 
例如 ， 一 个 子 集 包含 所 有 (只 主 修 》 计 算 机 专业 的 学 生 ， 第 二 个 子 集 包含 所 有 历史 专业 的 学 
生 。 而 且 这 些 子 集 是 R 的 等 价 类 。 这 个 例 于 说 明 一 个 等 价 关系 的 等 价 类 怎样 把 一 个 集合 划 
分 成 不 相交 的 非 空子 集 。 我 们 将 在 下 面 的 讨论 中 把 这 些 概念 进一步 精 移 化 。 

设 R 是 集合 A 上 的 等 价 关系 。 下 而 的 定理 证 明 A 的 两 个 元 素 的 等 价 类 或 是 相等 或 是 不 
相交 。 

定理 1 设 R 是 集合 A 上 的 等 价 关系 ， 下 面 的 命题 是 等 价 的 。 


(| ) aRp 

Cj) Lej=[5 

(和 [ea] 站 1 天 名 

证 首先 证 明 ( | ) 推 出 (i)。 人 假设 eRa ， 我 们 将 通过 [aejS15] 和 [ojE[a] 来 证 明 [a ] 
=|2。 假 说 ce 人 Laj， 那么 aRe。 因 为 aRb 和 R 的 对 称 性 ， 有 pRue 。 又 由 于 R 是 传递 的 以 
及 Re 和 aRc， 就 得 到 5Rc ， 因 而 有 cE18]。 这 就 证 明了 了 [a] 守 [5]。 类 似 地 可 证 明 [ 5] 守 
[a]， 证 明 留 纷 读者 作为 练习 。 

其 次 我 们 将 证 明 ( ji ) 推 出 ( 诈 )。 假 设 [aj=[5]。 这 就 证 明了 [Lal 门 [8] 关 信 ， 因 为 [a] 
是 非 空 的 《由 于 R 的 自 反 性 ,， aE€ la]); 

下 面 证 有 明 ( 曾 ) 推 出 (i), 很 设 [aj 门 [58] 关 人 如 。 那 么 存在 元 素 c 满足 -Ela] 和 -El5]。 
换 避 话说 ，aRe 和 BRe。 由 对 称 性 有 cRea。 再 根据 传递 性 ,由 aRe 和 ccRb 就 有 aRb。 

因为 {i} 推出 (和)，( 让 ) 推 出 { 放 )》,( 首 推出 (1)， 三 个 问题 (Ci),(ii) 和 (前 ) 是 等 价 
的 。 图 

我 们 现在 将 显示 一 个 等 从 关系 扯 样 划分 一 个 集合 。 设 R 是 集合 4 上 的 等 价 关 系 。 尽 的 
所 有 等 价 类 的 并 集 就 是 4 的 全 部 ， 因 为 A 的 每 个 元 素 a 都 在 它 自己 的 等 价 类 即 [a jg 中 。 
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换 句 话说 ， 
VY, [ele =A 

此 外 ， 由 定理 1， 这些 等 价 类 或 是 相等 的 或 是 不 相交 的 ， 因 此 当 La] 取 [5] 时 ， 
[ajNisl=@ 

这 上 鸯 个 观察 让 明 等 价 类 构成 4 的 划分 ， 因 为 它们 将 A 分 成 不 相交 的 子 集 。 更 精确 地 说 ， 集 


合 S 的 划分 是 一 族 S 的 不 相交 的 非 空子 集 ， 且 S 就 是 它们 的 并 。 换 何 话 说 ， 一 族 子 集 A,， 
;ET (其 中 了 是 指标 集 ) 构成 S 的 划分 ， 当 且 仅 当 


六 ;天 份 ， 对 了 于 iE 了 

i 门 和 = 全， 当天 
和 

UA;=5 


rE 


(这 里 符号 JU:c yA, 表示 对 于 所 有 的 i 了 集合 有 A; 的 并 集 )。 
图 6-13 说 明了 集合 的 划分 的 概念 。 

例 7 假设 S=11,2,3,4,5,6|， 一 族 集 合 4i = 11， XeAA 
2,31，4y*= 14,5| 和 AA;3= 61 构成 S$ 的 一 个 划分 ， 因为 这 < 人 


些 集合 是 不 相交 的 ， 且 它们 的 并 是 5。 下 

我 们 已 经 看 到 集 台 上 等 价 关 系 的 等 价 类 构成 这 个 集 
人 台 的 一 个 划分 。 这 个 划分 中 的 子 集 就 是 这 些 等 价 类 。 反 过 图 6-13 集合 的 划分 
来 ， 可 以 用 桌 谷 的 每 个 划分 来 构成 等 价 关 系 。 两 个 元 于 关 于 这 个 关系 是 等 价 的 ， 当 且 仪 当 它 
们 在 这 个 划分 的 同一 于 集中 。 

为 看 到 这 一 点 ， 很 设 14,1iETI 是 3 的 划分 。 设 丸 是 3 上 的 由 有 序 对 (z ,组 成 的 等 
价 关 系 ， 其 中 和 y 属于 这 个 划分 的 同一 子 售 4A,。 为 证 明 R 是 等 价 关 系 ， 我 们 必须 证 明 R 
是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 

”对 于 每 个 a€ S 有 (aa)ER， 因 为 a 和 它 自己 在 同一 子 集中 。 因 此 民 是 自 反 的 。 如 果 
fa , 丰 和 民 ， 那 么 疡 和 ea 在 这 个 划分 的 同一 子 集 中 ， 因 此 有 (2,a)ER。 从 而 民 是 对 称 的 。 
如 果 (&a,5)ER 和 (5,c)ER, 那么 a 和 和 上 & 在 这 个 划分 的 同一 子 集中 ， 比 如 是 处 ,5 和 c 也 
在 这 个 划分 的 同一 子 集中 ,比如 是 Y。 央 为 划分 的 子 集 是 不 相交 的 ,并且 上 5 属 子 半 和 六 ， 
必 有 = 了 了。 因而 e 和 c 属于 这 个 划分 的 同一 子 集 ， 即 (a,c)ER。 于 是 R 是 传递 的 。 

这 就 证 明了 R 是 等 价 关 系 。 玉 的 等 价 类 由 S 的 子 集 构成 ， 这 些 子 集 包 合 了 S 的 有 关系 
的 元 素 ， 根 据 RR 的 定义 ， 它 们 就 是 划分 的 子 集 。 定 理 2 是 对 等 价 关 系 和 划分 之 则 建立 的 这 

定理 2 设 R 是 集合 S$ 上 的 等 价 关 系 。 那 人 么 R 的 等 价 类 物 成 3 的 划分 。 反 过 来 ， 给 定 
集合 S 的 划分 1AiliE Ti， 存 在 着 等 价 关系 尺 ， 它 以 集合 A,， 人 了 作为 它 的 等 价 类 。 


模 m 同 余 类 对 定理 2 提供 了 一 个 有 用 的 说 明 。 存 在 mx 个 不 同 的 模 mm 同 余 类 ， 对 应 于 
当 一 个 整数 除 以 m 时 可 能 得 到 的 mz 个 不 同 的 余数 。 这 产 个 同 余 类 记 作 [0]j。，[1jJw ，…， 
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Le 一 1],，。。 它 们 构成 了 整数 集合 的 划分 。 
例 8 在 模 4 同 余 产 生 的 整数 划分 中 的 集合 是 什么 ? 
解 ” 存 在 4 个 同 余 类 ， 对 应 于 [0]4，[1js，[2j4 和 [3]4 。 它 们 是 集合 


[10]s= 1,—8,—4,0,4,8,-…| 

[js =), C7 ,3,1,S,9,.| 

[Ol = } ,=™6,—2,2,6,10,.…| 

10] = 1 , -5,—1,3,7,11,.…| 
这 些 同 余 类 是 不 相 交 的 ， 并 且 每 个 整数 怡 好 在 它们 之 中 的 -个 。 换 句 话 说， 正如 定理 2 所 
说 ， 这 些 同 余 类 构成 一 个 划分 。 国 
练习 
1. 正面 是 10,1,2,3!1 上 的 关系 ， 其 中 甩 些 是 等 价 关 系 ? 确定 一 个 等 协 关 系 中 为 其 他 等 惟 关 系 

所 缺少 的 性 质 。 


a) {0,0),C1,1),(2,2),(3,3)| 
by) {00,0), 0,2),(2,0),(2,2),{2,3),{3,2),03,3)i 
c) E00), (01,1) ,61,2),02,1),(2,2),(3,3)| 
dy {0,0),01,1) ,01,.3),(2,2),02,3),(3,1),(3,2),(3,3)| 
ey) [0,.0),00,1) ,0,2), (1,0) ,C1,.1),01,2),(2,0),{2,2),(3,3)| 
2. 下 面 是 所 有 人 集合 上 的 关系 ， 其 中 哪些 是 每 价 关 系 ? 确定 一 个 等 价 关 系 中 为 其 他 等 价 关 
系 所 缺少 的 性 质 。 
a) ita,b)la 与 pb 有 相同 的 年 龄 ] 
by l(a,5)|a 与 #8 有 相同 的 父母 ' 
c) tta,b)la 与 5 有 一 个 相同 的 父亲 或 者 一 个 相同 的 母亲 | 
d】j(a,58)la 与 相识 | 
ey) l(a,b)ia 与 5 说 同一 种 语言 | 
.下面 是 从 世 到 ZZ 的 所 有 苯 数 集合 上 的 关系 ， 其 中 哪些 是 等 价 关系 ? 确定 一 个 等 价 关系 中 
为 其 他 等 和 价 关 系 所 页 少 的 性 质 。 
a) {(Ff,g)| fF(1)= g(1)1 
b) |(F,g)1 Ft0)=g(0) 或 1(1)= g(t1)| 
cj (fF,g)| 对 所 有 的 xzEZ,f(x)-glx)=1| 
d) {{f,g)| 对 某 个 CEZ, 对 所 有 的 XEZ,F(z)~- g(x)= | 
e) {Fg)| FO0)— gtl)HR A1)= g(0)1 
, 定义 3 个 在 你 们 离散 数学 班 中 学 生 集 合 上 的 等 价 关 系 ， 要 求 与 书 中 讨论 的 关系 不 同 。 确 
定 半 于 这 些 等 性 关系 的 等 惟 类 。 
. 假设 A 是 非 空 集合 ，f 是 以 A 作为 定义 域 的 函数 。 设 RR 是 A 上 虐 的 关系 ， 若 f(x)= f(y)， 
则 tz,y) 属 于 RR。 
a 证明 尺 是 A 上 的 等 价 关系 。 


ty 


> 


Cn 
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b) RR 的 等 价 类 是 什么 ? 

656. 假设 A 是 非 空 集合 ,ER 是 A 上 的 等 价 关 系 。 证 明 存 在 以 A 作为 定义 域 的 函数 f， 使 得 
(x,y)ER,， 当 且 权 当 闻 (zr)= fy), 

7. 设 RR 是 长 度 至 少 为 3 的 所 有 二 进 制 串 的 集合 上 的 关系 ，R 由 对 (xz,y) 构 成 ,其 中 x 和 >» 
在 它们 的 前 3 位 相同 。 证 明 R 是 等 价 关 系 。 

8. 设 尺 是 长 度 至 少 为 3 的 所 有 二 进 制 串 的 集合 上 的 关系 ， 尺 由 对 {zy) 构 成 ， 其 中 工 和 y 
除了 在 它们 的 前 3 位 有 可 能 不 同 之 外 其 他 位 都 相 岗 。 证 明 R 是 等 价 关 系 。 

9, 证 明 命 题 等 价 是 在 所 有 复合 命题 集合 上 等 价 的 关系 。 

10. 设 RR 是 正 整数 的 有 序 对 集合 上 的 关系 ((a,8),(c,Q))ER， 当 和 且 仪 当 ad = Be。 证明 民 
是 等 价 关 系 。 


在 练习 11 一 13 中 确定 具有 所 示 有 问 图 的 关系 是 否 为 等 价 关 系 。 
11. 12. 13. 


14. 确定 由 下 面 的 0- 1 和 矩阵 表示 的 关系 是 否 为 等 价 关 系 。 


10100 1 1 10 
Yo 
J 1 0 10 1 1 10 
0 0 101 0001 

15. 设 RR 是 所 有 二 进 制 囊 的 集合 上 的 关系 ，sRt 当 且 仅 当 s 和 + 包含 相同 个 数 的 1。 证 明 RR 


是 等 价 关系 。 
16. 练习 1 中 的 等 价 关 系 的 等 价 类 是 什么 ? 
17, 练习 2 中 的 等 价 关系 的 等 价 类 是 和 害 么 ? 
18. 练习 3 中 的 等 价 关 系 的 等 价 类 是 什么 ? 
19. 对 于 练习 15 中 的 等 价 关 系 ， 二 进 制 串 011 的 等 价 类 是 什么 ? 
20. 对 于 练习 7 的 等 价 关 系 ， 下 述 二 进 制 串 的 等 价 类 是 什么 ? 
ay 010  b) 1011 ell gd 01010101 
21. 对 于 练习 8 的 等 价 关系 ， 描 述 练习 20 中 的 二 进 制 虽 的 等 价 失 。 
22. 当 m 是 下 面 的 整数 时 ,什么 是 [4],。 的 同 余 类 ? 
a) 2 b) 3 cy 6 d) 8 
23. 描述 每 一 个 模 6 同 作 类，。 
24，a) 对 于 练习 10 中 的 等 价 关 系 ， (1，2) 的 等 价 类 是 什么 ? 
b) 对 于 练习 10 中 的 等 价 关 系 ， 解释 等 价 类 的 含义 。 
25. 下 面 哪 些 子 集 族 是 11，2，3，4，5， 6| 的 划分 ? 
a) {1, 2:, {2, 3, 41}, 14, 5, 6} bl 111}, {12, 3, 6}, 14}, 15| 
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e) 12, 4, 6}, {11, 3, $1 d) 11, 4, 5}, !2, 6| 
26. 下 面 哪些 子 集 族 是 整数 集合 的 划分 ”? 
a) 偶数 集合 与 奇数 集合 。 
b) 正 整 数 集 合 与 负 整 数 集合 。 
c) 被 3 整除 的 整数 集合 ， 当 被 3 除 时 余数 为 1 的 整数 集合 ， 当 被 3 除 时 休 数 为 2 的 整 
数 集合 。 
a) 小 于 一 100 的 整数 集合 ， 绝 对 值 不 超过 100 的 整数 集合 ， 大 于 100 的 整数 集合 。 
e) 不 能 被 3 整除 的 整数 集合 ， 偶 数 集合 ， 当 被 6 除 时 余数 为 3 的 整数 集合 。 


如 果 在 划分 Pl 中 的 每 个 集合 都 是 划分 P, 中 每 个 集合 的 子 集 ， 则 P 叫做 P; 的 加 细 。 


27, 证 明 由 模 6 同 余 类 构成 的 划分 是 模 3 同 余 类 构成 的 划分 的 加 细 。 

28. 假设 R 和 R; 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 ，Pi 和 卫 : 分 别 是 对 应 于 Ri 和 R; 的 划分 。 证 明 
有 Ri; 宇 民 , ， 当 且 仅 妆 Pi 是 P, 的 加 细 。 

29. 求 出 在 集 台 ja,byc,z,el 上 所 合 关 系 1ia,5jkayclftaee)l 的 最 小 的 等 价 基 系 。 

30. 假设 R! 和 FR; 是 集合 S 上 的 等 价 关 系 。 确 定 下 面 Ri 与 Ri 的 每 个 组 合 是 否 一 定 为 等 价 
关系 。 
a) RilIR, by RiNNR, ce) 及 的 开 ， 

31. 考虑 例 3 的 等 价 关 系 , 即 R=|1(zrx,y)|z 一 >» 是 整数 | 。 
a) 基于 这 个 等 价 关 系 1 的 等 价 类 是 什么 ? 
b) 关于 这 个 等 价 关 系 1 的 等 众 类 是 什么 ? 

"32. 如 例子 中 所 显示 的 ,在 具有 3 颗 珠 子 的 于 镯 上 每 箱 珠 于 
可 以 是 红 的 、 白 的 或 蓝 的 。 如 下 定义 手镯 之 间 的 等 价 关 
系 尺 : 设 Bl 和 B; 是 手 物 ，(Bi,B;) 属 于 尺 ， 当 且 仪 当 
BB; 可 以 由 旋转 B11， 或 先 诈 转 B81 然后 再 翻转 Bi 得 到 。 

珠子 3 珠子 2 a) 证 明 RR 是 等 价 关 系 。 

b) 只 的 等 价 类 是 什么 ? 


"33. 设 尺 是 2x2 模 盘 的 所 有 涂 色 集合 上 的 关系 ， 其 中 4 个 方 格 中 的 每 -个 可 以 被 涂 成 红色 
或 蓝 色 。C 和 C, 是 被 这 样 涂 色 的 2x2 棋盘 ，(Ci,C2s) 属 于 尺 ， 当 且 仪 当 Cs 可 以 由 
旋转 C, ， 或 旋转 Ci 然后 再 翻转 Ci 得 到 。 

a) 证 明 R 是 等 价 关 系 。 
b) RR 的 等 价 炎 是 什么 7 
34.a) 设 R 是 从 Z' 到 ' 的 函数 的 集合 上 的 关系 ， 且 (ff,g)ER， 当 且 仪 当 是 8(g)( 见 
1.8 节 )。 证 明 RR 是 等 价 关 系 。 
b) 对 于 a} 的 等 价 关 系 描述 包 售 Fa)= nxn? 的 等 价 类 ， 

35. 通过 列举 确定 3 元 素 集 合 上 的 不 同 的 等 价 天 系 个 数 ， 

36, 通过 列举 确定 4 元 素 集 合 上 的 不 同 的 等 价 关系 个 数 。 

*37. 当 我 们 构造 一 个 关系 的 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 的 传递 团 包 时 ， 一 定 得 到 一 个 等 价 关 系 吗 ? 

"38， 当 我 们 构造 一 个 关系 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 时 ,一定 得 到 一 个 等 价 关 系 吗 ? 

39. 假说 我 们 使 用 定理 2 从 一 个 等 价 关系 R 构造 一 个 划分 已 。 如 果 我 们 再 次 使 用 定理 2 丛书 
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构造 一 个 等 价 关系 ,那么 结果 的 等 价 关系 R' 是 什么 ? 

40, 假设 我 们 使 用 定理 2 从 一 个 划分 P 构造 一 个 等 价 关系 尺 ， 如 果 我 们 再 次 使 用 定理 2 从 R 
构造 一 个 划分 ， 那 么 结果 的 划分 P' 是 什么 ? 

41, 设计 一 个 算法 找 出 包含 一 个 给 定 关系 的 最 小 的 等 价 关系 。 

42 . 设 p (nn) 表示 nn 元 素 集合 上 的 不 同 的 等 价 关系 个 数 (由 定理 2 也 是 ”元素 集合 的 划分 
个 数 )。 证 明 p(n) 满 足 递 推 关系 p(n) "0C (nn 一 1,j)p(n ;一 1) 和 初始 条 件 
(0)=1。( 注 : 数 p (x) 叫 作 贝尔 数 ， 以 美国 数学 家 玉 .T. 贝尔 命名 。) 

43. 用 练习 42 求 # 元 素 集合 上 的 不 同 的 等 价 关系 个 数 ， 其 中 = 是 不 超过 10 的 正 整数 。 


6.6 愉 序 


6.6.1 引言 


下 常常 用 关系 对 集合 的 菜 些 元 素 或 全 体 元 素 排序 。 例 如 ， 使 用 包含 着 字 对 (<,y) 的 
人 关系 对 字 排 序 ， 其 中 x 按照 字典 顺序 排 在 y 的 前 面 。 使 用 包含 着 对 (x ,y) 的 关系 安排 
课题 ， 其 中 x 和 y 是 课题 中 的 任务 并 且 z 必须 在 y 开始 之 前 完成 。 使 用 包含 着 对 (x ,y) 的 关 
系 排序 整数 集合 ， 其 中 x 小 于 y。 当 我 们 把 所 有 形 如 (x ,x) 的 对 加 到 这 些 关系 中 时 就 得 到 了 
一 个 自 反 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 关系 。 这 些 都 是 刻 划 关系 特征 的 性 质 ， 而 这 些 关系 使 用 它们 


相对 的 大 小 来 排序 集合 的 元 素 。 


定义 1 集合 S 上 的 关系 尺 ， 如 果 它 是 自 反 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 ， 就 称 为 偏 序 。 集 全 
5 与 偏 序 民 一 起 吊 作 依 夺 集 ， 记 作 (5S,R)。 


例 1 证 明 “ 大 于 或 等 于 ”关系 ( 实 ) 是 整数 集合 上 的 偏 序 。 


解 ” 因 为 对 所 有 整数 a 有 a 主 a， 空 是 自 友 的 。 如 果 4a 宇 5 且 5 守 a， 那么 a = 8， 因此 详 
是 反对 称 的 。 最 后 ， 因 为 a 实 5 和 4&8 实 c 推出 a 宇 c， 所 以 宇 是 传递 的 。 从 而 宇 是 整数 集合 上 


的 偏 序 且 (Z, 实 ) 是 仙 序 集 。 园 
例 2 整除 关系 | 是 正 整 数 集合 上 的 偏 序 ， 因为 正如 6.1 节 所 述 ， 它 是 目 反 的 、 反 对 称 
的 和 传递 的 。 我 们 看 到 (Zz ,| ) 是 心 序 集 {Z 表示 正 整 数 集 合 )。 蜀 


全 3 证 明 包 含 关系 竺 是 集合 5 的 医 集 上 的 锅 序 。 


解 ”因为 只 要 上 是 $ 的 子 集 就 有 4 上 4,， 毛 是 自 反 的 。 因 为 A 守 B 和 BCA 推出 A = 
B， 因 为 它 是 反对 称 的 。 最 后 ,因为 A 守 B 种 BCC 推出 4 和， 三 是 传递 的 。 因 此 ， 握 是 
P(S) 上 的 偏 序 ， 且 (PC(S), 守 ) 是 偏 序 集 。 国 


在 一 个 偏 序 集中 记号 z 蕊 表 示 (ta,5)ER。 使 用 这 个 记号 是 由 于 “小 于 或 等 于 ”关系 
是 偏 序 关 系 的 范例 。( 注 意 符 号 专用 来 表示 任意 偏 序 集 的 关系 ， 并 不 仅仅 是 “小 于 或 等 于 ” 
关系 。) 记号 a<<b 表示 a 二 b, 但 a 了 关 b。 如 果 a<5 我 们 说 “a 小 于 56” 或 “5 大 于 a”。 

当 4 与 5 是 偏 序 集 (S ,<) 的 元 喜 时 ， 不 一 定 有 e 秋 8 或 5 所 a。 例 如 ， 在 (PIZ), 宛 ) 中 ， 
|1,2) 与 1f1,31 没 有 关系 ， 上 反之 亦 然 ， 因 为 没有 一 个 集合 被 田 一 个 集合 包含 。 类 极地 ， 在 
(ZZ, |) 中 ，2 与 3 没关系 ，3 与 2 也 没关系 ， 因 为 213 且 3 这 。 由 此 得 到 下 面 的 定义 。 
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定 尺 2 偏 序 集 15S ,所 ) 的 元 素 e 和 5 岂 作 可 比 的 ， 如 果 a 和 5 或 5 所 a。 当 a 和 5 是 5 的 
元 素 并 且 既 没有 a 芒 58， 也 没有 上 5 二 a， 则 称 a 与 5 是 水 可 比 的 。 

例 4 在 偏 序 集 (z+ ,|) 中 整数 3 和 39 是 可 比 的 了 吗 ? 5 和 7 是 可 比 的 吗 ? 

解 ” 整数 3 和 9 是 可 比 的 ,因为 319。 整 数 5 和 和 7 是 不 可 比 的 ， 因 为 5 人 县 ?7415。 苔 

用 形容 词 “ 部 分 的 ( 偏 的 )” 描 述 偏 序 是 由 于 一 些 对 元 素 可 能 是 不 可 比 的 。 当 集合 中 的 
每 对 元 素 都 可 比 时 ， 这 个 关系 叫 作 全 序 。 

定 光 3 如 果 (3S ,所 ) 是 偏 序 集 ， 且 S 的 每 对 元 素 都 是 可 比 的 ， 则 S$ 叫 作 全 序 集 或 线 序 
集 ， 上 所 叫 作 全 序 或 线 序 。 一 个 全 序 集 也 叫 作 链 。 


例 5 偏 序 集 (Z ,所 ) 是 全 序 集 ， 因 为 只 要 ua 和 5 是 整数 就 有 a 所 5 或 二 4o 国 

例 6 人情 序 集 (1Z+ ,| ) 不 是 例 序 集 ， 因 为 它 包 含 善 不 可 比 的 元 素 ， 例 如 3 和 ?7 了。 加 

在 第 3 章 我 们 注意 到 (Z+ ,所 ) 是 良 序 的 ， 其 中 委 是 通常 的 “小 于 或 等 于 ”关系 。 我 们 更 
在 定 必 民 序 集 。 


定义 4 对 于 偏 序 集 (5 ,二 )， 如 果 志 是 全 序 ， 并且 S$ 的 每 个 非 空子 集 都 有 一 个 最 小 元 
素 ， 就 称 它 为 良 序 集 。 

例 7 正 整 数 的 有 序 对 的 集合 Z' xzZ 与 关系 过 构成 展 序 集 。 对 于 (al,az) 和 (Pi ,52)， 
如 末 dl 上 | ， 或 如 果 al 二 0] HB ays ps (字典 顺序 ) ， 则 geiyeay (hi by)e 有 闫 的 验证 留 
作 节 后 的 练习 。 集 合 与 通常 的 所 序 不 是 良 序 的 ， 因 为 负 整 数 集合 是 了 的 子 集 ， 但 设 有 最 
小 元 素 。 圆 


6.6.2 宪 昌 顺序 


字典 中 的 字 按 照 字 母 顺 序 或 字典 顺序 排 询 ， 字 典 顺 序 是 以 字母 表 中 的 字母 顺序 为 基础 
的 。 这 是 从 一 个 集合 上 的 偏 序 构造 一 个 集合 下 的 串 的 序 的 特殊 情况 。 我 们 将 说 明 这 种 构造 在 
一 个 贪 序 集 上 是 皇 样 做 的 。 

首先 ， 我 们 将 说 明 怎 样 在 两 个 偏 序 集 (A1, 专 1) 和 (As, 二 2) 的 向 卡尔 积 上 构造 一 个 仿 序 。 
在 4;x A， 上 的 字典 顺序 定义 如 下 : 如 果 第 一 个 对 的 第 一 个 元 素 (在 A, 中 ) 小 于 第 二 个 对 
的 第 一 个 元 素 ， 或 者 第 一 个 元 素 相等 ,但 是 第 一 个 对 的 第 二 个 元 素 (在 A; 中 ) 小 于 种 二 个 
对 的 第 二 个 元 素 ， 那 么 第 一 个 对 小 于 第 二 个 对 。 换 名 请 谨 ，(ail,a2) 小 于 (B51,563)， 邑 


(Casao) (oH1,b2) 
或 者 dal 181 4 或 者 1 一 pi 日 rp 
把 相等 加 到 A x B 上 的 序 << 就 得 到 偏 序 。 这 个 验证 留 作 练习 。 


例 8 确定 在 偏 序 集 (Zx7, 所 ) 中 是 理 有 (3,.S$)<(4,8)2 (3,8) 过 (4,5)? 【491 把 
(4,11)? 这 里 的 筷 是 从 莹 上 通常 的 入 关系 构造 的 字 艳 顺序 。 


解 ”因为 3<z4， 因 此 (3,5)<({4,8) 且 (3,8) 必 (4,53)。 因 为 (4,9) 守 {4,11) 的 第 一 元 素 相 
出， 但 是 9<11， 我 们 有 (4,9)<(4 11) 图 


i 
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“图 6-14 明显 地 显示 了 Zz xZ 中 比 (3， | . : 
eA i i dn OD Gn aD 8 6 On 
本 以 在 5 个 偏 序 集 (Ai, 二 1),( As， ， ， , 
2) A, 二 ) 的 秒 卡 儿 积 上 十 半 字 上 典 (6) (20) (36) 46) (150) (66) (70) 
顺序 。 如 下 定义 A XA; X… x A, 上 的 懈 
序 : 如 有 果 al<pi， 或 者 存在 整数 i >>0 使 得 
0 上 eg G0 UD GY GH OW 


电 者 学 鼎 必 量 和 ，:，- 
ti 


(Caja2s rr a Eb Das Db, ) 名 闪 必 者 日 晶 各 ， 
(3 人 303 3 (033 (63) (073] 

换 何 话 襄 ， 如 果 在 曲 个 站 死 组 不 同 匹 素 出 ， ， ， ， ， 

现 的 第 一 位 置 上 第 一 个 元 组 的 元 素 小 于 (2 OD 092) (42) C2) (62) (7.2) 


第 二 个 元 组 的 元 素 , 那么 第 一 个 = 元 组 se 
小 于 第 二 个 站 元 组 ，。 (CD DY YD 


例 9 注意 (1,2,3,5) 琶 (1,2,4,3}， 因 图 6-14 按照 字典 顺序 比 (3,4) 小 的 有 序 对 
为 这 些 4 元 组 的 前 两 位 相同 ， 但 是 第 一 个 4 元 组 的 第 三 位 3 小 于 第 二 个 4 元 组 的 第 三 位 4 


(这 里 的 4 元 组 上 的 字典 顺序 是 整数 集合 上 的 通 表 的 “小 于 或 等 于 ”关系 导出 的 宇 更 顺序 。) 
= 


我 们 现在 可 以 定 六 串 上 的 字典 顺序 。 考 虑 候 序 集 $ 上 的 申 aja;…a, 和 #5，… 加 5, 假定 
这 些 串 不 相等 。 设 上 是 关 ，7 中 较 小 的 数 。 定 尽 字典 顺序 如 下 : ace 小 于 bb,， 
当 旧 仅 当 
(Cas aa) by 或 者 
(Cas aas oa) = bb, bE mn 
其 中 这 个 不 等 式 中 的 忌 表 示 S' 中 的 字 昌 顺序 。 换 句 话 说， 为 确定 两 个 不 同 串 的 序 ， 较 长 的 
串 被 切 到 较 得 的 串 的 长 雇 上， 即 上 =min(m,z)。 然后 合用 3 上 的 字典 顺序 比较 每 个 串 的 前 
t 位 组 成 的 : 元 组 。 如 果 对 应 于 第 一 个 绅 的 元 组 小 于 第 二 个 串 的 上 元 组 ， 或 者 这 两 个 上 元 组 
相等 ， 但 是 第 二 个 串 更 长 ， 那 么 第 一 个 串 小 于 第 二 个 串 。 这 是 偶 序 的 验证 留 给 读者 作为 练习 。 
例 10 ”考虑 小 写 英语 字母 的 串 构成 的 集合 。 使 用 在 字母 表 中 的 字母 序 可 以 构造 在 串 的 
集合 上 的 字 更 顺序 。 如 果 在 两 个 串 出 现 不 同 字母 的 首位 ， 第 一 个 串 的 字母 在 第 二 个 串 的 同 亿 
字母 的 前 边 ， 或 者 如 困 第 一 个 串 和 第 二 个 串 在 所 有 的 位 都 相同 ， 但 是 第 二 个 串 有 更 多 的 字 
母 ， 那 名， 第 一 个 串 少 于 第 二 个 串 。 这 个 序 和 字典 使 用 的 序 相 同 。 例 如 ， 


discreet™— discrete 

因为 这 两 个 串 在 第 7 位 首次 出 现 不 同 字母 ， 并 且 e<t。 
discreet <.discreetmess 

因为 这 两 个 串 前 8 个 字母 相同 ， 但 是 第 二 个 串 更 长 。 此 外 ， 
drscrete™ discretion 


因为 
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6.6.3 哈 斯 图 


在 有 穷 偏 序 集 的 有 加 图 中 有 许多 进 可 以 不 必 显 示 出 来 ， 因 8 为 它们 是 必须 存在 的 。 例 如 ， 
考虑 在 集合 11,2,3,4| 上 的 偏 序 1(a,58)|a 筷 5 的 有 向 图 ， 该 图 给 在 图 6-15 a)。 因 为 这 个 关 
系 是 偏 序 ， 它 是 自 反 的 并 且 有 隔 图 在 所 有 的 项 点 都 有 环 。 因 此 ， 我 们 不 必 显 示 这 些 环 ， 因 为 
它们 是 必须 出 现 的 。 在 图 6-15 b) 中 没有 显示 这 些 环 。 由 于 一 个 偏 序 是 传递 的 ， 我 们 不 必 显 
示 那 些 由 于 传递 性 而 必须 出 现 的 边 。 例 如 ， 在 图 6-15 cj) 中 没有 显示 边 (1,3),(1,4), 和 (2， 
4)》， 因 为 它们 是 必须 出 现 的 。 如 果 我 们 稻 设 所 有 过 的 方向 是 阿 上 的 【如 它们 在 图 中 所 示 )， 
我 们 不 必 显 示 边 的 方向 ) 图 6-15 c) 没有 显示 方向 。 


| 4 4 


1 1 | 
a) b) c) 
图 6-15 构造 关于 (1,2,3,4| , 筷 ) 的 阶 斯 图 
一 般 说 来 ， 我 们 可 以 使 用 下 面 的 过 程 表示 一 个 有 穷 集 上 的 偏 序 。 从 这 个 关系 的 有 回 图 开 
始 。 由 于 信 序 是 自 反 的 ， 每 个 顶点 有 一 个 环 ， 移 走 这些 环 。 移 走 所 有 由 于 传递 性 出 现 的 志 ， 
因为 偏 序 是 传递 的 ， 这 些 边 是 必须 出 现 的 。 例 如 ， 如 果 (a,5) 和 (5,c) 在 编 序 中 ， 移 走边 
(a,c)， 因为 它 必须 鹿 出 现 。 此 外 ， 如 果 (c,d}) 也 在 偏 序 中 ， 移 走边 (a ,4}， 因 为 它 也 是 必 
须 出 现 的 。 最 后 ， 排 列 每 条 边 司 得 它 的 始点 在 终点 的 下 面 〈 止 如 在 纸 上 所 画 的 )。 移 走 所 有 
有 向 边 上 的 舌头 ， 因 为 所 有 的 边 向 上 指向 它们 的 终点 (只 有 和 仿 序 集 的 覆盖 关系 中 的 对 所 对 
应 的 边 留 下 来 。 见 练习 20 前 面 的 说 明 )。 
这 些 步 是 严 褚 定义 的 ， 并 且 对 于 一 个 有 穷 偏 序 集 只 有 有 限 步 需 要 执行 。 当 所 有 的 步 被 执 
行 以 后 ， 就 得 到 一 个 包含 着 足够 的 表示 偏 序 信息 的 图 。 这 个 图 叫 作 哈 斯 图 ， 它 是 用 20 地 纪 
德国 数学 家 赫 尔 姆 : 哈 斯 的 名 字 命 名 的 。 


-名 替 尔 姆 ' 阶 斯 【Helmut Hasse，1898 一 1979) 。” 喻 斯 生 于 卡 斯 水 。 他 高 中 毕业 后 在 德国 海军 服役 。 他 于 1918 
刁 汶 年 在 本 延 根 大 学 开始 大 学 学 习 ， 并 于 1920 年 到 马尔 八大 学 的 数论 专家 科 特 :部 塞 尔 指导 下 学 习 。 人 在 这 医 时 间 ， 
只 基 对 代数 教 论 作出 了 革 础 性 的 贡献 。 他 接 赫 了 享 赛 尔 在 马尔 堡 大 学 的 工作 ， 后 来 于 1934 生成 为 著名 的 哥 姓 要 数学 研究 
所 的 所 长 ， 并 日 在 1950 年 受聘 于 汉 公 大 学 。 险 斯 作为 著名 的 德国 数学 期 刊 《Crelie 党报》 的 编辑 工作 了 50 年 。 当 纳粹 近 
点 剖 塞 尔 套 职 时 他 在 1936 年 承 拒 了 主编 的 工作 。 在 第 二 次 世界 大 战 时 期 ， 哈 斯 为 德国 海军 从 事 点 用 数学 研究 。 他 以 讲课 
的 清晰 和 个 人 风 可 而 著称 ， 并 且 献 身 于 数论 和 他 的 学 生 。( 哈 斯 由 于 与 纳粹 党 的 联系 而 受到 非议 。 调 查证 明 他 是 强烈 的 德 
国民 族 主 义 者 ， 但 不 是 狂热 的 纳粹 分 子 。) 


到 全 一 
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例 11 画 嘲 表示 11,2,3,4,6,8,121 上 的 偏 序 i(a ,8)|a 整除 5 的 蛤 斯 图 。 


解 ”由 这 个 偏 序 的 有 向 图 开始 ， 如 图 6-16 a) 所 示 。 移 走 所 有 的 环 ， 如 图 6-16 b) 所 
示 。 钴 后 删除 所 有 由 传递 性 导出 的 边 。 这 些 过 是 (1.4);(1,6),(1,8) (1t1, 12 02,8) ,212) 
和 {3,12)。 排 列 所 有 的 边 使 得 方向 向 上 ,并 且 删 除 所 有 的 箭头 得 到 哈 斯 图 。 绪 果 的 喻 斯 图 显 
示 在 图 6-16 c)。 | 


例 12 画 出 医 集 P(4S) 上 的 侦 友 14 , 呈 )| 二 
B1 的 哈 斯 图 ， 其 中 S= ja,5;:cl。 A 

解 ”关于 这 个 偏 序 的 哈 斯 图 是 由 相关 的 有 问 图 得 We 他 
(个 ,feb 门 ,( 全 ,iayc 昌 (全 10ch,( 乡 ,lab， 
cy Chai,ta,b, ct), (ipl, fa,b,cl) 和 (let, ta,b, 
c|)。 最 后 ， 使 所 有 的 边 方向 向 上 ， 并 删除 第 头 。 结 
果 的 啥 斯 图 如 图 6-17 所 示 。 

图 5-17 {PGiayb,cl), 守 ) 的 蛤 斯 图 


6.6.4 极 大 元 率 与 极 小 元 率 


有 某 种 特殊 性 质 的 偏 序 集 的 元 素 对 许 才 应 用 是 很 重要 的 。 候 序 集 的 一 个 元 素 叫 作 极 六 
的 ， 如 果 它 不 小 于 这 个 偏 序 集 的 任何 其 他 元 素 。 即 是 偏 序 集 (S, 么 ) 的 极 大 元 素 ， 如 采 不 
存在 5E S 使 得 <c<p。 类 伺 地 ， 偏 序 集 的 一 个 元 素 叫 作 裤 小 的 ， 如 果 它 不 大 于 这 个 偶 序 集 
的 任何 其 他 元 素 。 即 a 是 偏 序 集 (S, < ) 的 极 小 元 素 。 如 果 不 存 在 bE S 使 得 <a。 使 用 哈 
斯 图 很 容易 识别 极 大 元 与 极 小 元 素 。 它 们 是 图 中 的 “ 顶 ” 元 素 与 “ 底 ” 匹 素 。 

例 13 偏 序 集 (12,4,5,10,12,20,251 ,| ) 的 哪些 元 素 是 极 大 元 素 ， 哪 些 是 和 极 小 元 京 ? 


解 ” 图 6-18 关于 这 个 偏 序 集 的 哈 斯 图 显示 了 极 大 元 率 是 12，20 和 25， 极 小 九 素 是 2 
和 5。 通过 这 个 例子 可 以 看 出 ， 一 个 偏 序 集 可 以 有 多 于 一 个 的 极 大 元 素 和 名 于 一 个 的 极 小 元 
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过 。 图 12 20 


有 时 在 情 序 集中 存在 一 个 元 过 大 于 每 个 其 他 的 元 
素 。 这 样 的 元 素 叫 作 最 大 元 素 。 即 a 是 篇 序 集 (5， 
所)》 的 最 大 斤 素 ， 如 果 对 所 有 的 ES 有 5 和 ec。 当 最 大 
元 素 存 在 时 它 是 唯一 的 [ 览 节 末 练 习 32 a)]。 类 似 地 ， 
一 个 元 素 叫 作 最 小 元 素 ， 如 果 它 小 于 偏 序 集 的 所 有 其 他 
的 元 素 。 即 a 是 偏 序 集 (5S， 芯 ) 的 最 小 元 索 ， 如 果 对 
所 有 的 5ES 有 a 志 b。 当 最 小 元 素 本 在 时 它 也 是 唯一 的 
[ 见 节 林 练 习 32 b)|， 


例 14 确定 图 6-19 的 每 个 哈 斯 图 表示 的 往 序 集 是 否 有 最 大 元 素 和 最 小 元 素 。 


fa ce dd ed 尼 并 可 
Xx 人 > 
a 站 0 0 p a 

d) 


a) b’ Cc) 


图 6-18 和 惕 序 全 的 喻 斯 图 


图 5-19 四 个 偏 序 集 的 险 斯 图 


解 ” 哈 斯 图 a) 的 偏 序 集 的 最 小 元 素 是 a。 这 个 偏 序 集 没有 最 大 元 素 。 哈 斯 图 b) 的 偏 
序 集 既 没 有 最 小 元 素 也 没有 最 大 元 素 。 哈 斯 图 c) 的 偏 序 集 没 有 最 小 元 素 。 它 的 最 大 元 素 是 
4 。 险 斯 图 d) 的 偏 序 集 有 最 小 元 素 a 和 最 大 元 素 4d。 加 


例 15 设 $S 是 集合 。 确定 偏 序 集 (P(tS), 丑 ) 中 是 否 存 在 最 大 元 素 与 最 小 元 素 。 


解 ” 最 小 元 素 是 空 集 ， 因 为 对 于 S 的 任何 子 集 荆 有 名 局 全 。 集合 5 是 这 个 偏 序 集 的 最 
大 元 素 ， 因 为 只 要 个 是 5 的 子 集 ， 就 有 TCS。 图 


例 16 在 偏 序 集 (Zz' ,|) 中 是 否 存 在 最 大 元 紊 和 和 最 小 元 紊 。 
解 1 是 最 小 元 素 ， 因 为 只 要 ” 是 正 整 数 , 就 有 1|x。 因 为 没有 被 所 有 正 整 数 整 除 的 整 
数 ， 所 以 不 存在 最 天 元 素 。 图 
有 时 候 可 以 找到 一 个 元 素 大 于 候 序 集 (4S , 失 )? 的 子 集 A 
中 所 有 的 元 素 。 如 果 是 S 的 元 素 ， 使 得 对 所 有 的 元 素 a ; 


EA 有 a 和 a， 那么 & 叫 作 及 的 一 个 上 异 。 类 们 地 ， 也 可 g f 
能 存在 一 个 元 素 小 于 A 中 的 所 有 其 他 元 素 。 如 果 7 是 S 的 
一 个 元 素 ， 使 得 对 所 有 的 元 素 aEA 有 i 二 &， 那么 7 叫 作 了 
六 的 一 个 下 卉 。 

例 17 找 出 在 图 6-20 所 示 哈 斯 图 的 偏 序 集 的 子 集 |a， ' | 
二 和 :eyecyar 让 的 下 筑 和 上 并。 可 


解 la,p,rl 的 上 和 对 是 e，F， 7 和 严 ， 它 的 唯一 的 下 再 图 6-20 偏 序 集 的 喻 斯 图 


Tp lh Th 时-。: 
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是 a。ji7, 六 | 没有 上 卉 ， 它 的 下 卉 是 a 858, c,dQ ,ee 和 fF。 layc,a ,| 的 上 界 是 ff， 种;， 
它 的 下 界 是 a。 夯 

元 素 工 电 作 子 集 4 的 最 小 上 宣 ， 如果 工 是 一 个 上 界 并 且 它 小 于 4 的 每 个 其 他 的 上 界 。 
因为 如 果 这 样 的 元 素 存 在 ， 只 存在 一 个 ， 称 这 个 元 素 为 最 小 上 界 是 有 得 六 的 【( 见 节 末 练习 
34 a))。 即 如 果 只 要 aEA 各 有 ae 所 荆 ， 并 且 只 要 > 是 上 的 上 界 ， 就 有 z 和 zx， 工 屿 是 4 的 最 
小 上 春 。 类 似 地 ， 如 果 yv 是 4 的 下 界 ， 并且 只 要 是 4 的 下 界 ， 就 有 zy，y 就 称 为 4 的 
最 大 下 界 。AA 的 最 大 于 界 如 果 存 在 志 是 唯一 的 【见闻 末 的 练习 34 b))。 一 个 子 集 A 的 最 太 
下 界 和 最 小 上 界 分 别 记 作 glb (A) 和 lub (A》。 


例 18 在 图 6-20 所 示 避 序 集中 如 果 12.a,fl 的 最 大 下 异 和 最 小 上 界 存 在 ， 求 出 这 个 最 
太 下 界 和 最 小 上 界 。 


解 |5,a ,gl 的 上 界 是 g 和 有 有。 因为 gk，g 是 最 小 上 上 界 。|b5 ,a ,gi 的 下 界 是 a 和 #5。 
国 为 a 蕊 5， 5 是 最 太 下 界 。 国 

例 19 在 偏 序 集 {Z' ,|) 中 如 果 集 合 13,9,12| 和 jj1,2,4,5,10| 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 存 
在 ， 求 出 这 些 最 大 下 界 和 最 小 上 界 。 


解 ” 如果 3,， 9，12 被 一 个 整数 整除 ， 那 么 这 个 整数 就 是 13.9,12j} 的 下 界 。 这 样 的 整数 
只 有 1 和 3。 因 为 113，3 是 13,9,121 的 最 大 下 界 。 和 集合 i1,2,4,5,101 关 系 到 | 的 下 界 只 有 1， 
因此 1 是 11,2,4,5,10| 的 最 大 下 界 。 

一 个 整数 是 13,9 ,121 的 上 界 ， 当 且 仅 当 它 被 3，9 和 12 整除。 具有 这 种 性 质 的 整数 就 是 
那些 被 3, 9 和 12 的 最 小 公 倍 数 36 整除 的 整数 。 因 此 ，36 是 13,9,12| 的 最 小 上 界 。 一 个 正 
整数 是 集合 i1,2,4,5,10| 的 上 界 ， 当 且 仅 当 它 被 1，2,，4, 5 和 10 整除。 具有 这 种 性 质 的 整 
数 就 是 被 这 些 整 数 的 最 小 公 倍 数 20 整除 的 整数 。 因 此 ，20 是 11,2,4,5,10| 的 最 小 上 界 。 加 


6.6.5 格 


如 果 一 个 偏 序 集 的 每 对 元 素 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下界， 就 称 这 个 侦 序 集 为 格 。 格 有 许 儿 
特殊 的 性 质 。 此 外 ， 格 有 许多 不 同 的 应 用 ， 如 在 信息 流 的 模型 中 ， 并 且 格 在 布尔 代数 中 起 了 
重要 的 作用 。 


例 20 确定 图 6-21 的 每 个 险 斯 图 表示 的 俩 序 集 是 否 是 格 。 
解 在 a) 和 <) 中 的 蛤 斯 图 表示 的 偏 序 集 是 烙 ， 因 为 在 每 个 心 序 集中 每 对 元 素 都 有 最 


小 土 界 和 最 大 下 界 ， 读 者 应 该 能 验证 这 一 点 。 另 一 方面 ，b) 所 示 的 喻 斯 图 的 偏 序 集 不 是 格 ， 
了 入 


3 by C} 
图 6-21 三 个 偏 序 集 的 喻 斯 图 
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因为 元 素 5 和 c 没有 最 小 上 界 。 为 此 只 变 注 意 到 d，e 和 了 中 每 一 个 都 是 上 界 ， 但 这 3 个 元 
素 的 任何 一 个 关于 这 个 偏 序 集 中 的 序 部 不 大 于 其 他 2 个 。 天 


例 21 仿 序 集 (Zz ,|) 是 格 吗 ? 


解 ” 设 a 和 5 是 两 个 正 整数 。 这 两 个 整数 的 最 沾 上 界 和 最 大 下 界 分 别 是 它们 的 最 小 公 售 
数 和 最 大 公约 数 ， 计 者 应 能 验证 这 一 点 。 因 兹 这 个 侦 序 集 是 格 。 | 


例 22 确定 偏 序 集 (11,2,3,4,5| ,| ) 和 (fi1.2,4,8,16| ,是否 为 格 ， 


解 ” 因 为 2 和 3 在 (|1,2,3,4,5},1) 中 没有 上 界 ， 它 们 当然 没有 最 小 上 界 。 因 此 第 一 个 
偏 序 集 不 是 格 。 

第 二 个 候 序 集 的 每 两 个 元 素 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 。 在 这 个 侦 序 集中 两 个 元 束 的 最 小 
上 办 是 它们 中 间 较 大 的 元 素 ， 而 两 个 元 素 的 最 大 下 界 是 它们 中 间 较 小 的 元 素 ， 读 者 应 能 验证 
这 一 点 。 因 此 第 二 个 偏 序 集 是 格 。 | 


例 23 确定 (P(S), 忆 ) 是 否 是 格 ， 其 中 S 是 集合 。 


解 设 4 和 号 是 3 的 两 个 子 集 。4 和 B 的 最 小 上 界 和 最 太 下 界 分 别 是 AUB 和 A 站 mB， 
正如 读者 可 以 证 明 的 。 因 此 {P1S) ,三 ) 是 格 。 国 
: 例 24 信息 流 的 格 模 型 。 在 许多 设置 中 从 一 个 人 或 计算 机 程序 到 另 一 个 人 或 计算 机 


请 嘱 、 得 序 的 信息 流 要 受到 限制 ， 这 可 以 通过 安全 权限 来 实现 。 我 们 可 以 使 用 格 的 模型 来 
表示 不 同 的 信息 流 策略 。 例 如 ,一 个 通用 的 信息 流 策略 是 用 于 政府 或 军事 系统 中 的 多 级 安全 
策略 。 为 每 组 信息 分 配 一 个 安全 级 别 ， 并 且 每 个 安全 级 别 用 一 个 对 (4 ,C) 表 示 ， 其 中 上 是 
权限 级 别 ，C 是 种 类 。 然 后 允许 人 和 计算 机 程序 从 一 个 被 特别 限制 的 安全 类 的 集合 中 访问 
信息 : 

在 美国 政府 中 使 用 的 典型 的 权限 级 别 是 不 保密 (0) 、 秘 密 (1) 、 机 密 (2) 和 绝密 (3) 。 在 安 
全 级 别 中 使 用 的 种 类 是 一 个 集合 的 子 集 ， 这 个 集合 含有 与 一 个 特定 行业 领域 相关 的 所 有 的 分 
部 ， 每 个 分 部 表示 一 个 指定 的 课题 领域 。 例 如 ， 如 果 分 部 的 集合 是 | 间谍 , 左 女 ， 双 重 间 
谍 | ， 那 么 存在 8 个 不 向 的 种 类 ， 分 部 集合 有 8 个 子 集 ， 对 于 每 个 子 集 有 - -类 ,例如 | 间谍 ， 
爵 鼠 } 。 

我 们 可 以 对 安全 类 排序 ， 规 定 (A1,C1) 二 (As,C2)， 当 月 仅 当 A1 专 A; 和 C1 守 C2。 信 
息 介 许 从 安全 类 { Al ,Cj) 流 向 安全 类 (A,,C2)， 当 且 仅 当 (A1,C1) 所 (A3,C2)。 放 如 ， 信 息 
允许 从 安全 类 (机 密 ，| 间 谍 ， 恨 鼠 |} 流向 安全 类 (绝密 ，| 间 谍 ， 屡 局， 双重 间谍 |)， 反 
之 ， 信 息 不 允许 从 安全 类 (绝密 ，| 间 谍 ， 朵 鼠 |) 流向 安全 类 (机 密 ，| 间 谍 , 女 鼠 ， 双 重 
间谍 1) 或 (绝密 ，|! 间 谍 | )。 

我 们 留 给 读者 ( 见 节 末 练 习 40) 证 明 所 有 安全 类 的 集合 与 在 这 个 例子 中 所 定义 的 序 构 
成 一 个 格 。 国 


6.6.6 拓扑 排 麻 


,4 假说 一 个 项 目 由 20 个 任务 构成 。 某 些 任务 只 能 在 其 他 任务 结束 之 后 完成 。 怎 么 能 找 
"多 到 关于 这 些 任务 的 顺序 ? 为 了 对 这 个 问题 构造 模型 ， 我 们 建立 一 个 任务 集合 上 的 信 
序 ， 使 得 < <5， 当 且 仅 当 a 和 5 是 任务 且 直 到 a 结束 后 5 才能 开始 。 为 安排 好 这 个 项 目 ， 
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需要 得 出 与 这 个 偏 序 相 容 的 所 有 20 个 任务 的 顺序 。 我 们 将 说 明 替 样 可 以 做 到 这 一 点 。 

我 们 从 定 祥 开始 。 说 一 个 全 序 所 同 偏 序 R 是 租 窜 的 ， 如 果 只 要 a R5 就 有 a 二 8， 从 一 
个 依 序 构造 一 个 相 容 的 全 序 叫 作 拓扑 排序 。 我 们 需要 使 用 下 面 的 引 理 。 

引 理 1 每 个 有 穷 非 空 偏 序 集 (5S ,<) 都 有 极 小 元 素 。 

证 选择 5 的 一 个 元 素 ao。 如 果 a6 不 蚌 极 小 元 素 ， 那 么 存在 元 于 ai 满足 a1 二 a6。 如 
果 ai 不 是 极 小 元 素 ， 那 么 存在 元 素 a; 满足 ez<al。 继 续 这 一 过 程 ， 使 得 如 果 a, 不 是 极 小 
元 素 ， 那么 存在 元 素 a, 41 满足 e+i1<a。 因为 在 这 个 偏 序 集 只 有 有 穷 个 元 素 ， 这 个 过 程 一 
定 结 束 ， 并 卫 具 有 极 小 元 去 av。 [ 

将 要 描述 的 拓扑 排序 算法 对 任何 有 穷 非 空 偏 序 集 都 有 效 。 为 在 偏 序 集 ( A, 专 ) 上 定义 一 
个 全 序 ， 首先 选择 一 个 极 小 元 素 a ; 由 引 理 1 这样 的 元 素 存 在 。 接 着 ， 正 如 读者 应 该 验证 
的 ，(A ~ fail ,二 ) 也 是 一 个 偏 序 集 。 如 果 它 是非 空 的， 选择 这 个 偏 序 集 的 一 个 极 小 元 素 
ar。 然后 再 取 走 ea; ， 如 果 还 有 其 他 的 元 素 留 下 来 ,在 A 一 和 al,as| 中 选择 一 个 极 小 元 素 os。 
继续 这 个 过 程 ， 只 要 还 有 元 素 留 下 来 ， 就 在 A - ialyeaz,…eaif 中 选择 极 小 元 陛 ayla 

因为 A 是 有 穷 集 ， 这 个 过 程 一 定 终 止 。 最 终 产 生 一 个 元 素 序 列 al ，az ，…，qanwe 所 需 
要 的 全 序 定义 为 

G1 二 2 

这 个 全 序 是 与 初始 的 偏 序 相 容 的 。 为 看 出 这 一 点 ， 如 果 在 初始 的 偏 序 中 上 <c，*c 在 算法 的 
某 个 阶段 被 选择 为 极 小 元 素 ， 这 时 5 已 经 被 移出 ， 和 否则 c 就 不 会 是 极 小 元 素 。 关 于 这 个 拓 
扑 排 序 算法 的 伪 码 给 在 算法 1 中 。 


算法 1 拓扑 排序 


procedure topological sort (3S: 有 穷 偏 序 集 ) 

上 二 

while SD 

bepgin 
as = 号 的 极 小 元 素 1 由 引 理 1 这样 的 元 紊 一 定 存 在 | 
SS=S- ta,| 
kk: 二 k+l 

end al,a;;"…a, 是 S 的 相 容 的 全 序 } 


例 25 找 出 对 于 偏 序 集 (1i1,2,4,5,12,20| ,|) 的 一 个 相 容 的 全 序 。 


解 ”第 一 步 是 选择 一 个 极 小 元 素 。 这 个 元 素 一 个 是 1， 因 为 它 是 唯一 的 极 小 元 素 。 下 一 
步 选择 (12,4,5,12,20i, |) 的 一 个 极 小 元 素 。 在 这 个 偏 序 集中 有 两 个 极 小 元 素 ， 即 2 和 5。 
我 们 选择 5。 剩 下 的 元 素 是 12,4,12,20|。 在 这 一 步 的 唯一 极 小 元 素 是 2。 下 一 步 选 择 4， 因 
为 它 是 14 .12.201 ,|) 的 唯一 级 小 元 素 。 因 为 12 和 20 都 是 (112,201 ,|1) 的 极 小 元 素 ， 下 一 步 
选 哪 -个 都 可 以 。 我 们 选 20 ， 只 剩 下 12 作为 最 后 的 元 素 。 这 产生 了 全 序 
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1 <5<2<4<20<12 
这 个 排序 算法 所 使 用 的 步骤 给 在 图 6-22 中 ， 加 


rm 


团 6-22 {11,2,4,5,12,20}, |) 的 拓扑 排序 


在 项 目的 安排 中 沉 用 拓扑 排序 。 


例 26 一 个 计算 机 公司 的 开发 项 由 需要 完成 7 个 竺 G 
务 。 上 其 中 的 某 些 任 务 只 能 在 其 他 任务 结束 后 才能 开始 。 
考虑 如 下 建立 任务 上 的 偏 序 ， 如 果 柱 务 Y 在 处 结束 后 
才能 开始 ， 则 任务 外 二 任务 了 Y。 这 了 个 任务 关于 这 个 仿 
序 的 哈 斯 图 给 在 图 6-23 中 ， 求 一 个 全 序 使 得 可 以 按照 3 
这 个 全 序 执 行 这 些 任务 以 完 威 这 个 项 目 。 

解 ” 可 以 通过 执行 一 个 拓扑 排序 得 到 7 个 任务 的 排 
序 。 排序 的 步骤 显示 在 图 6-24 中 。 这 个 排序 的 结果 ， 图 6-23 关于 7 个 任务 的 喻 斯 图 
AC<B<E<F<D<G, B 册 了 关于 任务 的 一 种 可 能 的 次 序 ， 曾 


本 全 E 


图 6-24 人 性 务 的 折 扑 排序 


练习 
1. 下 面 哪些 集合 是 偏 序 集 ? 


DODDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com! | UUUA^A 


彩扩 闭 类 质 415 


a) (2,=) by (ZA) 0) Dd) (2 
2. 确定 由 下 面 的 0-1 短 阵 表 示 的 关系 是 否 为 偏 序 。 


0 1 0 1 0 
a) 0 b) . cj lIo 1 1 0 
1 1 0 0 1 0 
0 0 1 1 
QO 小 1 1 0 1 
1 1 0 1 
在 练习 3 一 5 确定 有 疝 图 所 表示 的 关系 是 否 为 偏 序 。 
本 44， | 


6. 设 (S ,RR}) 是 偏 序 集 。 证 明 (S,RR- 也 是 偏 序 集 ， 其 中 R-' 是 R 的 逆 。 偏 序 集 (S,R ') 
叫 作 {S , 民 ) 的 对 偶 。 
7. 求 下 面 偏 序 集 的 对 侦 。 
a) (10,1,2} ,所 ) b) 〈Z ,之 ) ce) (PI(2),2S) dd) (2 ,1) 
3. 在 偏 序 集 (Z” ,|) 中 下 面 哪 对 元 素 是 可 比 的 ? 
a) 5, 15 b) 6, 9 cy SB, 16 d) 7, 7 
9. 在 下 面 偏 序 集中 抄 出 两 个 不 可 比 的 元 素 。 
a) {P(10,1,21), 守 ) 
b) {11,2,4,6,8|,|) 
10, 设 S=|11,2,3,4|。 考 虑 基于 通常 小 于 关系 的 字典 顺序 。 
a) 找 出 在 Sx 5 中 所 有 小 于 (2,3) 的 对 。 
b) 我 出 在 Sx5S 中 所 有 大 于 (3,1) 的 对 。 
c) 画 出 偏 序 集 (5 x 5S, 志 ) 的 喻 斯 图 。 
11. 找 出 下 面 的 4 元 组 的 字典 有 顺序。 
ay (1,1,2),t1,2,1) 
b) (0,1,2,3),(0,1,3,2) 
c) (1,0,1,0,1) ,0,1,1,1,0) 
12. 找 出 下 面 小 写 英语 字 母 串 的 字典 顺序 。 
ay》 quack, guick, guicksilver, guicksand, quacking 
b) open, opener, optera, operand, opened 
cy zo00, Zero, zo0m, zoology, zoological 
13. 找 出 二 进 制 曲 0，01，11，001，010，011，0001 和 0101 的 基于 0<1 的 字典 虞 序 。 
14. 画 出 10,1,2,3,4,S$ 上 的 “大 于 或 等 于 ”关系 的 哈 斯 图 。 
15. 画 出 在 下 述 集合 上 的 整除 关系 的 哈 斯 图 。 
a) 11,2,3,4,5,6,7,8| b) 11,2,3,5,7,11,13} 


DDDU-DDU-DDDDUUUUUD--www.shubulo.com! | UUUA^A 


416 天 瘟 珀 学 婉 基 大 肝 


ce) 11,2.3,6.12 24 .36 ,48| d) 11,2,4,8,16,32,64| 
16. 画 出 在 集合 呈 (S) 上 包 售 关系 的 哈 斯 图 ， 其 中 号 = 1a,5,c,d|。 


在 练习 17~19 别 出 具有 所 示 哈 斯 图 的 偏 序 中 的 所 有 的 有 序 对 。 
17. 18, 19. 


设 (5S ,所 ) 是 偏 序 集 。 我 们 说 一 个 元 素 yE 5 窗 冀 元 素 x ES， 如 果 <<y 并 且 没 有 元 素 
z 亿 久 司 得 x <<z 必 y。 使 得 yy 震 盖 xz 的 对 (zx ,yy) 的 集合 叫做 (CS, 专 ) 的 丑 盖 关系 ，。 


20. 什么 是 11,2,3,4,6,12) 上 的 偏 序 i (a ,oa 整除 5 的 改 亲 关系 ? 
21. 什么 是 5 的 顶 集 上 的 偏 序 | (A ,8)|ABI1 的 守 盖 关系 ?其 中 5S= la,b,cl。 
22. 证 明 有 序 对 (zx ,vy) 属 于 有 穷 偏 序 集 (5S, 专 ) 的 才 攻 关 系 ， 当 且 仅 当 x 小 于 y， 并 且 在 这 个 
候 序 集 的 哈 斯 图 中 存在 一 条 这 接 x 和 y 的 边 。 
23. 证 明 一 个 有 穷 偏 序 集 可 以 从 它 的 覆盖 关系 重新 构造 出 来 。 
24, 对 于 由 右边 的 险 斯 图 表示 的 俩 序 回 管 下 列 问 题 。 
a) 求 极 大 元 素 。 
b) 求 极 小 元 素 。 
c) 存在 最 大 元 紊 风 ? 
d) 存在 最 小 元 紊 则 ? 
e) 求 la,8,c| 的 所 有 上 界 。 
f 如 果 存 在 的 话 , 求 1a ,5,c| 的 最 小 上 淹 。 
g) 求 |f,g ,hi 的 所 有 下 界 。 
hy 如 果 丰 在 的 话 ， 求 1f,g ,hi 的 最 大 下 需 。 
25. 对 偏 序 集 (13,5,9,15,24,45| ,|) 回 管 下 列 问 题 。 
a) 求 极 大 元 素 。 
b) 求 极 小 元 素 。 
d) 存在 最 小 元 素 吗 ? 
e) 找 册 13,$| 的 所 有 上 界 。 
f) 如 果 存 在 的 话 ， 求 13,5| 的 最 小 上 界 。 
g) 求 115,45i 的 所 有 下 界 。 
h) 如 果 存 在 的 话 ， 求 115,451 的 最 大 下 界 。 
26. 对 偏 序 集 (i 这 ,4,6,9,12,18,27,36,48,60,721, |) 回答 下 列 问 题 。 
a) 找 出 航 大 元 素 ， 
b) 找 出 极 小 元 素 。 
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c) 存在 最 大 元 喜 中 ? 
d)】 存在 最 小 元 素 吗 ? 
e) 找 出 人 ,9 的 所 有 上 和 弄 。 
f) 如 果 存 在 ， 找 出 12,.9| 的 最 小 上 界 。 
g)】 找 出 160,72| 的 所 有 下 界 。 
h) 如 困 存 在 ， 找 出 160,72| 的 最 太 下 界 。 
27. 对 偏 序 集 (| ,1127 ,144 ,11,21, 11,41 ,12,41 ,13,4} ,11,3,41 ,12.3, 4 三) 回答 下 列 
问题 。 
a) 求 极 大 元 束 。 
b) 求 极 小 元 素 。 
d) 存在 最 小 元 素 吗 ? 
e) 求 1121 .441 的 所 有 上 界 。 
f) 如 果 存 在 的 话 ,， 求 1121i,14|1 的 最 小 上 界 。 
g) 求 111,3,4| ,12,3,4} | 的 所 有 下 界 。 
h) 如 果 存 在 的 话 ， 求 111,3,4!,12,3,4||} 的 最 大 下 界 。 
28. 给 出 满足 于 述 性 和 岳 的 偏 序 集 。 
a) 有 一 个 极 小 元 素 但 没有 极 大 元 率 。 
b) 有 一 个 极 大 元 素 但 没有 和 极 小 元 带 。 
c】 既 没有 极 大 元 素 也 没有 极 小 元 素 。 
29. 证 明 字 上 典 顺 序 是 两 个 偏 序 集 的 笛 卡 儿 积 上 的 侦 序 。 
30. 证 明 字 典 硕 序 是 一 个 偏 序 集 的 串 的 集合 上 的 偶 序 。 
31. 假设 (5 ,二 /) 和 (本 ,二 ;) 是 偏 序 集 。 证 明 (S x 工 , 筷 ) 也 是 仿 序 集 ， 其 中 (5s,1) 志 (u,v)， 
当 且 届 当 5s 所 /wx 且 1pv。 
32. a) 如 果 偏 序 集 存 在 最 大 元 索 ， 证 明 怡 好 存在 一 个 最 大 元 素 。 
b) 如 果 偏 序 集 存在 最 小 元 素 ， 证明 恰 好 存在 一 个 最 小 元 豪 。 
33. a) 证 朋 在 一 个 具有 最 大 元 素 的 偏 序 集中 怡 好 存在 一 个 极 大 元 杂 。 
by 证 明 在 一 个 具有 最 小 元 素 的 仿 序 集中 恰好 存在 一 个 极 小 元 素 。 
34. a) 证 明 如 果 偏 序 集 的 子 集 存在 最 小 上 界 的 话 ， 则 是 唯一 的 。 
by 证 明 如 果 偏 序 集 的 子 集 存在 最 大 下界 的 请 ， 则 是 唯一 的 。 
35. 确定 具有 下 面 哈 斯 图 的 偏 序 集 是 否 为 格 。 
a) g 的 c) i 
和 An 
d 了 


ps 0 » 


36. 确定 下 面 的 偏 序 集 是 否 为 格 。 
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al {11,3,6,9,12|,|1) 

b) (11,5,25,125}.,1) 

c) (> 

d) (P(tS}, 尝 )}, 其 中 P (SS) 是 集合 5S 的 寡 集 

37. 证 明 一 个 格 的 每 个 有 限 非 空 子 集 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 。 

38. 证 明 如 果 偏 序 集 (S ,RR) 是 格 ， 那 么 对 侦 偏 序 集 (S,R !') 也 是 格 。 

39. 在 一 个 公司 里 用 信息 流 的 格 模 型 控制 敏感 信息 ， 这 些 信 息 具 有 由 有 了 序 对 {A，C) 表示 
的 安全 类 别 。 这 里 4 是 权限 级 济 ， 这 种 权限 级 别 可 以 是 非 私有 的 《0)、 秘 有 的 【1)、 
受 限 制 的 【2) 或 注册 的 (3}。 种 类 C 是 所 有 项 目 集合 | 猎豹 ， 黑 询 辩 ， 美 洲 狮 | 的 子 
集 。{ 在 公司 里 常常 使 用 动物 的 名字 作为 项 目的 代码 名 字 。) 

a) 信息 允许 从 〔 各 有 的 ，! 猎豹 ,美洲 狮 旧 流向 〈 受 限制 的 ，| 美 训 独 |) 吗 ? 
b) 信息 允许 从 【 受 限 制 的 ，}! 满 豹 扫 流向 (注册 的 ，| 猎 鹏 ， 黑 斑 状 1) 吗 ? 
c) 信息 从 (私有 的 ，i 猎 豹 ， 美洲 狠 1} 允许 流向 哪个 类 ? 

d) 信息 允许 从 哩 个 类 流向 安全 类 ( 受 限 制 的 ，| 黑 斑 状 ， 美 洲 刹 |)? 

40. 证 明 安 全 类 别 (A ,C) 的 集合 S 是 一 个 格 ， 其 中 A 是 表示 权限 级 别 的 正 整 数 ，C 是 种 类 
的 有 穷 集 的 子 集 ， 具 有 (Ai,Ci) 所 (Ar,C)， 当 且 仅 当 4 委 A 且 CIECao [提示 : 首 
先 证 明 (S ,所 ) 是 一 个 偏 序 集 ， 然 后 证 明 (4,C) 和 (4 ,Cz) 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 分 别 
是 fmaxf ai ,4 ，CUC 和 (minft ai A), Cf Ci Do 

*41. 证 明 一 个 集合 上 的 所 有 划分 的 集合 与 关系 去 构成 一 个 格 ， 其 中 如 果 划 分 Pl 是 划分 P， 
的 加 细 ， 则 Pi 二 Py。{ 见 节 6.5 的 练习 27 前 面 的 说 明 。) 完成 

42. 证 明 每 个 全 序 集 都 是 一 个 格 。 

43, 证 明 每 个 有 限 格 都 有 一 个 最 小 元 素 和 一 个 最 大 元 素 。 

44. 给 出 一 个 无 限 格 的 例子 ， 使 得 
a) 工 没 有 一 个 最 小 元 素 也 设 有 一 个 最 大 元 素 。 

b) 有 一 个 最 小 元 素 但 没有 一 个 最 大 元 素 。 
c) 有 一 个 最 大 元 素 全 没有 一 个 最 小 元 素 。 
dj 有 一 个 最 小 元 素 也 有 一 个 最 大 元 素 ， 

45, 验证 (Z- xZ' , 拟 ) 是 一 个 和 良 序 集 ， 其 中 志 是 如 例 了 所 铺 电 板 
声明 的 字典 顺序 。 

46. 证 明 一 个 有 穷 非 空 偏 序 集 有 一 个 极 大 元 素 。 

47. 求 一 个 全 序 使 得 它 与 练习 24 的 哈 斯 图 所 表示 的 偏 序 集 
相 容 。 

48. 求 一 个 与 集合 11 ,2,3,6,8,12,24,36| 上 的 整除 关系 相 容 
的 全 序 。 

49., 求 一 个 为 完成 开发 项 目 中 任务 的 全 序 ， 使 得 它 与 例 26 构 

造 的 序 不 间 。 

.如果 表示 建筑 一 座 房 子 所 需 任 务 的 喻 斯 图 如 右 图 所 示 ， 

通过 指定 这 些 任务 的 顺序 来 安排 它们 。 


内 部 说 施 单 外 部 区 缠 


铺 地 瑟 


外 部 站 艇 


下 闪 出 


所 
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关键 术语 和 结果 


术语 

从 BA 到 B 的 二 元 关系 ; 4x 喇 的 子 集 

A 上 的 美 系 ;: 从 AA 到 自身 的 二 元 关系 《 即 A x A 的 子 集 ) 

SR: RR 对 S$ 的 合成 

R ::， RR 的 道 关系 

R”: R 的 nn 次 春 

自 反 的 ; A 上 的 一 个 关系 是 自 反 和 的， 如果 对 所 有 的 a€E A 有 (a,a)€ RR 

对 称 的 : 六 上 的 一 个 关系 是 对 称 的 ， 如 果 只 要 (a,b}ER 右 有 (Bb,a}ER 

上 反对 称 的 ，AA 上 的 关系 是 反对 称 的 ， 如 果 只 要 (ae ,8)ER 和 (5,a)©R 就 有 a=b 

传递 的 ; 上 各 上 的 英 系 民 是 传递 的 ， 如 果 从 (a ,5}ER 和 (5,c)ER 推 出 {a,c)€ 民 R 

六 1， 及 2，…， 有 A， 上 的 nn 元 关系 : AyX AsyX… XX 及, 的 子 集 

关系 数据 模型 ;一 个 合用 nn 元 关系 表示 数据 库 的 模型 

主键 码 :; 7 元 关系 的 一 个 域 ， 俩 得 一 个 工 元 组 被 它 在 这 个 域 的 值 唯一 确定 

复合 键 码 ; 一 个 元 关系 域 的 箔 卡 儿 积 ， 使 得 一 个 = 元 组 被 它 在 这 些 域 的 值 叭 一 确定 

投影 ; 一 个 函数 ， 它 从 一 个 n 元 夫 系 通过 删除 域 产 生 一 个 阶 较 小 的 关系 

连接 : 一 个 肾 数 ， 它 把 具有 某 些 相 同 的 域 的 nr 元 关系 组 全 起 来 

有 向 图 ; 称 为 顶点 的 元 素 以 及 这 些 元 素 的 有 序 对 【也 叫 必 边 ) 的 集合 

夭 : 形 如 (a ,a) 的 边 

关系 民 关于 性 质 P 的 闭 色 ; 和 包含 民 的 关系 SL 如果 存在 的 话 ) 具 有 性 质 P， 并 且 被 任何 包 
含 民 且 具 有 性 质 P 的 关系 所 包 合 

有 向 图 中 的 路 径 : 边 的 序列 (a ,zx1) (xl,T2) ze -2 ,Ta-1) (za-1,5) 和 使 得 序列 中 每 条 边 

的 终点 是 后 面 一 条 过 的 始点 

有 向 图 的 回路 (或 图 ): 以 同一 顶点 镍 为 始点 和 终点 的 路 径 

R* (连通 关系 )， 由 有 序 对 (a ,5) 构 成 的 关系 ,条件 是 存在 一 条 从 a 到 的 路 径 

等 价 关 系 : 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 关系 

等 价 ; 如 果 民 是 等 价 关 系 ， 车 a R5， 那 么 a 等 价 于 8 

[antfe 关于 尽 的 等 协 类 ): 有 A 中 所 有 等 价 于 a 的 元 素 的 集合 

[aj,( 模 sm 的 同 余 类 )， 与 4 模 wm 同 余 的 整数 的 集合 

集合 S 的 划分 : 一 族 两 两 不 相交 的 非 空 子 集 且 这 些 子 集 的 并 就 是 S 

恼 序 : 自 反 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 关系 

贪 序 集 {S, 民 R): 集合 S 与 这 个 集合 上 的 个 序 民 

可 比 的 ; 偏 序 集 (4 ,所 ) 的 元 素 a 和 5 是 可 比 的 ， 如 果 a 二 5 或 b 二 a 

不 可 比 的 : 一 个 忆 序 集 的 元 紊 不 是 可 比 的 

全 序 ( 或 线 序 ): 一 个 偏 序 ， 并且 它 的 每 对 元 素 都 是 可 比 的 

全 序 ( 或 线 序 ) 集 : 具有 一 个 全 序 {或 线 序 ) 的 俩 序 集 

字典 顺序 : 箭 卡 交 积 或 昌 上 的 一 个 偏 序 ( 匈 6.6.2 六 ) 

哈 斯 图 : 篇 订 集 的 图 表示 ， 其 中 所 有 的 环 和 由 传递 性 导出 的 边 不 出 现 ， 并 且 项 点 的 位 置 指示 
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了 边 的 方向 
极 大 元 素 : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 不 小 于 这 个 偏 序 集 的 任何 其 他 元 素 
家 小 元 素 : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 不 大 于 这 个 偏 序 集 的 任何 其 他 元 素 
最 小 元 素 ; 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 小 于 这 个 集合 的 所 有 其 他 元 素 
最 大 元 素 ， 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 大 于 这 个 集合 的 所 有 其 他 元 素 
”集合 的 上 界 ; 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 大 于 这 个 集合 的 所 有 其 他 元 素 
集合 的 下 界 : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 小 于 这 个 集合 的 所 有 其 他 元 素 
集合 的 最 小 上 界 : 集合 的 一 个 上 界 ， 它 小 于 所 有 其 他 的 上 界 
集合 的 最 大 下 界 : 集合 的 一 个 下 界 ， 它 天 于 所 有 其 他 的 下 界 
格 :一 个 偏 序 集 : 其 中 每 对 元 素 都 有 一 个 最 大 下 界 和 一 个 最 小 上 甸 
良 序 集 : 一 个 偏 序 集 (S ,< ) 其 中 尺 是 全 序 ， 并 且 S 的 每 个 非 空 子 集 都 有 最 小 元 素 
与 一 个 偏 序 相 容 的 全 序 ， 包 含 了 给 定 偏 庆 的 一 个 全 序 
拓扑 排序 : 用 给 定 偏 序 构造 一 个 相 容 的 全 序 


结果 

集合 及 上 的 关系 民 的 自 反 闭 包 等 于 RUA ,其 中 A=j(a,a})la€E A|。 

集合 A 上 的 关系 RR 的 对 称 闭 包 等 于 RUR- '!', 其 中 R11=i(p,a)|l(a,bjER|。 

一 个 关系 的 传递 团 包 等 于 从 这 个 关系 构成 的 连通 关系 。 

求 一 个 关系 的 传递 闭 包 的 沃 合 尔 算法 ( 见 6.4.5 节 )。 

设 RR 是 等 价 关 系 ， 那么 下 面 三 个 语句 是 等 价 的 ; (1) a RPp; (2) [ass 门 [8 天 全 ; (3) 
al | 0 

集合 4 上 的 等 价 关系 的 等 价 类 构成 A 的 划分 。 相 反 ， 从 一 个 划分 可 以 构造 一 个 等 价 关系 使 
得 等 价 类 就 是 划分 中 的 子 集 。 

拓扑 排序 算法 ( 见 6.6.6 节 )。 


复习 题 


1. a) 什么 是 集合 上 的 关系 ? 

b) 一 个 = 元素 集合 上 有 窗 少 个 关系 ? 

. a) 秆 人 么 是 自 反 关系 ? 

b) 和 什么 是 对 称 关系 ? 

c) 什么 是 反对 称 关 系 ? 

d) 什么 是 传递 关系 ? 

3. 纵 出 集合 11,2,3,4} 上 的 关系 的 一 个 例子 ， 使 得 它 是 
a) 自 反 的 、 对 称 的 但 不 是 传递 的 。 
b) 不 是 自 反 的 ， 是 对 称 的 和 传递 的 。 
c) 上 自 友 的 、 反 对 称 的 ， 但 不 是 传递 的 。 
d) 目 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 
e) 自 友 的 、 友 对 称 的 和 传递 的 。 

4. a) 在 一 个 疡 元 束 集 人 台 上 有 老少 个 自 反 的 关系 ? 
b) 在 一 个 :元 素 集 合 上 有 多 少 个 对 称 的 关系 ? 


2 
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c) 在 一 个 n 元 素 和 集合 上 有 多 少 个 反对 称 的 关系 ? 
5. a) 解释 在 一 个 大 学 里 怎样 用 一 个 2 元 关系 表示 有 关 学 生 的 信息 。 

b) 怎样 用 一 个 包 会 学 生 姓 名 、 地 址 、 电 话 号 码 、 专 业 和 平均 成 绩 的 5 元 关系 构造 包 合 举 
生 姓 名 、 专 业 和 平均 成 绩 的 3 元 关系 
怎样 用 包 合 学生 姓名 、 地 址 、 电 话 号 码 和 专业 的 4 元 关系 和 包 合 学 生 姓名 、 学 号 、 专 
业 和 学 分 数组 合成 一 个 单一 的 n 元 关系 ? 
6. a) 解释 怎样 使 用 一 个 0 一 1 和 矩阵 表示 有 穷 集 上 的 关系 。 

b) 解释 怎样 使 用 表示 关系 的 0- 1 第 阵 来 确定 这 个 关系 是 否 为 目 反 的 、 对 称 的 和 反对 

称 的 。 

7. a) 解释 怎样 使 用 一 个 有 向 图 来 表示 有 穷 虞 上 的 关系 。 

b) 解释 怎样 使 用 表示 关系 的 有 向 图 来 确定 这 个 关系 是 否 为 自 反 的 、 对 称 的 和 反对 称 的 。 
8. a) 定义 一 个 关系 的 日 反 闭 包 和 对 称 财 包 。 

b) 怎样 可 以 构造 一 个 关系 的 且 反 闭 包 ? 

c) 怎样 可 以 构造 一 个 关系 的 对 称 闭 包 ? 

d) 求 集合 i1,2,3,4| 上 的 关系 1,2),(2,3),(2,4),(3,1)| 的 自 反 闭 包 和 对 称 闭 包 。 
9. a) 定义 一 个 关系 的 传递 闭 包 。 

b)》 一 个 关系 的 传递 闭 包 能 够 通过 包含 所 有 的 对 (a,c) 得 到 吗 ? 其 中 (ac) 满 足 (a ,bp 和 


Mm 


© 


(5,c) 属 于 RR。 
c) 描述 求 关系 的 传递 闭 包 的 两 个 算法 。 
d) 求 美 系 和 1,1),(1,3),(2,1),(2,3),(2,4),(3,2),(3,4),(4,1)1 的 传递 闭 包 。 


10. a) 定义 等 价 关 系 。 

b) 集合 la ,5,c,d|l 上 的 哪些 关系 是 包含 了 ta,5) 和 (5 ,d) 的 等 价 关 系 ? 
11. a) 证 明 模 严 邮 余 关系 是 等 价 关 系 ， 其 中 严 是 正 整 数 。 

b) 证 明美 系 |(a ,5)|a 三 土 6(mod 7)} 是 整数 集 上 的 等 价 关 系 。 
12. a) 和 什么 是 一 个 等 价 关 系 的 等 价 类 ? 

b) 什么 是 模 5 同 余 关系 的 等 价 类 ? 

c) 什么 是 问题 11 b) 中 等 价 关 系 的 等 价 类 ? 
13. 解释 在 集合 的 等 价 关系 与 集合 划分 之 间 的 联系 。 
14. a) 定义 偏 序 。 

b) 证 明正 整数 集合 上 的 整除 关系 是 偶 序 。 
15. 解释 怎样 用 集合 A, 和 4， 上 的 偏 序 定 义 在 集合 Ai1 x A; 上 的 偏 序 。 
16. a) 解释 怎样 构造 有 穷 集 上 的 偏 友 的 哈 斯 图 。 

by 画 出 集合 {2，3，5，9，12，15，18| 上 的 整除 关系 的 喻 斯 图 。 
17. a) 定义 一 个 偏 序 集 的 极 大 元 素 和 最 大 元 妹 。 

b) 给 出 一 个 有 3 个 极 大 元 素 的 偏 序 集 的 例子 。 

cj 给 出 一 个 有 1 个 最 大 元 素 的 偏 序 集 的 鲍 子 。 
18. a) 论 尽 格 。 

by 给 出 一 个 5 元 素 偏 序 集 是 格 的 例子 和 一 个 $ 元素 偏 序 集 不 是 格 的 例子 。 
19. a) 有 证明 一 个 格 的 每 个 有 穷 子 集 有 一 个 最 大 下界 和 一 个 最 小 上 既 。 
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b) 证 明 每 个 具有 有 限 雹 素 的 格 有 一 个 最 小 元 祭 和 一 个 最 大 元 亲 。 
20. a) 定义 一 个 良 序 集 。 

b) 描述 一 个 从 候 序 集 产 生 良 序 集 的 算法 。 

ce) 如 果 每 个 任务 仅 当 某 个 或 某 些 其 他 任务 完成 以 后 可 以 开始 ， 解 释 怎 样 用 b) 中 的 算法 
排序 这 个 项 目 中 的 任务 。- 


补充 练习 


1. 设 S 是 所 有 英语 字母 惠 的 集合 。 确 定 下面 的 关系 是 否 是 自 反 的 、 反 自 友 的 、 对 称 的 、 反 
对 称 的 和 传递 的 。 
a) RI=i(a,b)|la 和 上 5 没有 公共 字母 |。 
b) R= 1(a,5)|a 和 5 长 度 不 相等 |。 
c) R43= {tayb}la 比 #8 长 |。 
2. 构造 集合 1a;b,c ,9 上 的 关系 ， 合 得 它 是 
a) 自 肥 的 和 对 称 的 ， 但 不 是 传递 的 。 
b) 反 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 
c) 上 友 自 友和 的 和 友 对 称 的 ， 但 不 是 侍 递 的 。 
d) 自 反 的 ， 既 不 是 对 称 的 也 不 是 反对 称 的 ， 是 传递 的 。 
e) 既 不 是 自 反 的 、 反 上 自 反 的 、 对 称 的 和 到 对称 的 ， 也 不 是 传递 的 。 
3. 立 xz 上 的 关系 R 定义 如 下 ; (a,b)R(c,b5)， 当 且 仅 当 a+5=5+c。 证 明 尺 是 等 价 关 
系 。 
.证 明 一 个 反对 称 疯 系 的 子 集 也 是 一 个 反对 称 关 系 。 
. 设 尺 是 4 上 的 自 反 关系 。 证 明 RER’。 
. 假设 RI 和 RR; 是 集合 A 上 的 自 反 关系 。 证 明 只 中 民 : 是 反 自 反 的 。 
. 假设 R, 和 R, 是 集合 A 上 的 自 反 关系 。Ri 门 RR; 也 是 自 反 的 吗 ? RiUR2 也 是 目 友 的 吗 ? 
. 假设 R 是 集合 4 上 的 对 称 关系 。R 也 是 对 称 的 吗 ? 
. 设 RI 和 R; 是 集合 A 上 的 对 称 关 系 。Ri 门 R; 也 是 对 称 的 吗 ? 尺 ;U R2 也 是 对 称 的 吗 ? 
10. 一 个 关系 RR 叫做 循环 的 ， 如 果 从 a 肛 已 和 5R 民 ec 推出 c Ra。 证明 民 是 自 反 的 和 循环 的 ， 
当 且 公 当 它 是 等 价 关 系 。 
11. 证 明 一 个 # 元 关系 的 主键 码 也 是 这 个 关系 的 任何 投影 的 主键 码 ， 其 中 这 个 投影 包含 这 个 
键 码 作为 它 的 一 个 域 。 
12. 一 个 nx 元 关系 的 主键 码 也 是 由 取 这 个 关系 与 第 二 个 关系 的 连接 而 得 到 的 较 太 的 去 系 的 主 
键 码 吗 ? 
13. 证 明 一 个 关系 的 对 称 闭 包 的 自 反 闭 包 和 它 的 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 是 相同 的 。 
14. 设 RR 是 所 有 数学 家 的 集合 上 的 关系 ，R 包含 有 序 对 (a ,Ba)， 当 且 仅 当 a 与 袁 侣 写 了 一 逢 
论文 ， 
a) 描述 关系 民 。 
b) 措 述 关系 及” 。 


记 
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“az c) 如 果 一 个 数学 家 与 多 产 的 匈牙利 数学 家 保罗 . 厄 多 斯 合 写 了 一 篇 论文 ， 那 么 这 个 
数学 家 的 厄 多 斯 数 是 1]。 如 果 这 个 数学 家 没有 与 厄 密斯 合 写 一 篇 论文 ， 但 是 与 某 个 与 
厄 多 斯 合 写 过 论文 的 人 合 写 了 一 篇 论文 ， 那么 这 个 数学 家 的 厄 包 斯 数 是 2， 依 比 下 去 (除了 
顾 案 斯 本 上 的 厄 才 斯 数 是 0)。 用 R 中 的 路 径 给 出 厄 多 斯 数 的 定 头 。 
"15 .a) 疝 出 一 个 例子 ,证 明 一 个 关系 的 对 称 闭 包 的 传递 闭 包 不 一 定 与 这 个 关系 的 传递 闭 包 
的 对 称 闭 包 相 等 。 
b) 证 明 一 个 关系 的 对 称 闭 包 的 传递 闭 包 一 定 包 含 这 个 关系 的 传递 闭 包 的 对 称 闭 包 。 
16. a) 设 SS 是 一 个 计算 机 问题 的 子 程序 的 集合 。 和 定义 关系 RR， 如 果 在 执行 中 子 程序 P 调用 
子 程序 Q， 那 么 PR Q。 描 述 R 的 传递 团 包 。 
by 对 子 哪 些 子 程序 P、{P,P) 属 于 的 传递 闭 包 ? 
c) 描述 R 的 传递 团 包 的 自 反 闭 包 。 
17. 假设 RR 和 各 S 是 集合 A 上 的 关系 ，RSS,， 且 民 和 83 的 关于 性 质 P 的 闭 包 存在 。 证 明 民 
关于 下 的 亲 包 是 S 关 于 下 的 闭 包 的 于 集 。 
18. 证 明 两 个 关系 的 并 的 对 称 闭 包 是 它们 的 对 称 闭 包 的 并 。 
“19 , 设计 一 个 基于 内 点 概念 的 算法 ， 求 有 问 图 中 两 个 顶点 之 间 的 最 长 路 径 的 长 度 ， 或 确定 
在 这 些 项 点 之 间 存 在 任意 长 的 路 径 。 
20. 下 面 的 哪些 关系 是 所 有 人 集合 上 的 等 价 关 系 ? 
a) |(z,y)|z 与 y 有 同样 的 星座 i 
b) i(z,y)|z 与 y 出 生 在 同一 年 } 
ec) jtz,y)1z 上 与» 曾 去 过 同一 城市 | 
"21. 在 5 元 素 集 合 上 有 和 多少 个 不 同 的 等 价 关 系 恰 有 3 个 不 同 的 等 价 类 ? 
22, 证 明 | (xz,y)|x 一 yeEQ| 是 实数 集 上 的 等 价 关系 ， 其 中 是 有 理 数 集合 。[1] ,L172] ,Lx] 
是 什么 ? 


号” 保罗 . 厄 守 斯 【Paul Erd5s，1913 一 1996) ” 厄 儿 斯 生 寺 乞 政 利 的 布达佩斯 ， 是 两 个 高 中 数学 教师 的 儿子 。 他 

入 是 一 个 神童 : 3 岁 就 能 总 心算 3 位 数 的 加 法 ，4 岁 发 现 了 负数 。 由 于 他 的 妈妈 不 想 让 他 外 出 受到 传 巢 策 的 局 巢 ， 他 
主要 是 在 家 淡 书 。 在 17 由 厄 尖 斯 进入 Estv5s 大 掌 ，4 年 毕业 获得 数学 博士 。 毕 亚 后 作 博 士 后 ,在 英国 曼彻斯特 许 过 4 
年 。 在 1938 年 由 于 切 牙 利 困难 的 政治 形势 ,特别 是 对 犹太 人 的 形势 ， 他 去 了 美国 。 他 在 美国 度 过 了 一 生 的 大 密 数 时 间 ， 
除了 1954 一 1962 年 之 外 ， 这 上段 时 期 由 于 均 卡 锡 偏 执 狂 ， 他 被 禁止 留 在 美国 。 他 也 在 以 色 列 度 过 相当 长 的 时 间 。 

厄 密 斯 对 组 全数 学 和 数论 作出 许 名 突出 的 贡献 。 届 最 值得 骄 油 的 发 现 之 一 是 关于 囊 数 定理 的 茜 硕 证 朋 (这 里 的 党 义 
是 指 没 有 使 用 任何 复杂 的 分 析 )》， 这 个 定理 对 于 不 超过 一 个 固定 正 整数 的 素数 的 个 数 进行 了 估计 。 在 拉 姆 赛 理论 的 近代 发 
展 他 也 起 了 作用 。 

厄 密 斯 间 浒 世界， 出席 会 说 ,访问 大 学 和 研究 所 ， 与 其 他 的 数学 家 一 起 工作 。 他 全 身心 地 把 自己 献身 于 数学 从 一 
个 数学 家 到 下 一 个 数学 家 地 请 行 ， 宜 称 “ 我 的 大 乔 是 开放 的 "。 厄 宁 斯 是 太 约 1500 籍 论 交 的 作者 或 合作 者 ,他 几乎 有 500 
个 全 和 作者。 因为 他 没有 辕 定 的 家 ， 这 些 论 交 的 备份 由 AT 六 TT 实 牙 室 的 一 也 著 名 的 高 散 数 学 家 劳 斩 -格雷 汉 姆 保存 ， 这 个 
数学 家 与 他 广 渤 合作 并 抬 于 她 许 铸 生活 上 的 照 疗 。 

厄 事 斯 提供 奖金， 从 10 美元 到 10 000 美元 ， 用 于 他 特别 感 兴趣 的 问题 的 求解 ， 甘 金 的 案 少 依赖 于 问题 的 难度 。 他 付 
上 出 过 将 近 4 000 美元 。 毛 允 斯 有 他 自己 的 特 几 语言 ， 司 用 如 “epsilon” 【和 孩子)，“boss (老板 )”{ 妇 大 )，“slave ( 舰 球 )" 
胃 大) ，"eaptured { 悍 著 )”( 辣 婚 }，"liberaved 【自由 )” 【离婚 )，“Supreme Fascist 【极端 法 西 斯 1)”( 上 帝 )，“Sam 【 灶 
国 ) 和 “Joe”{ 苏 联 ) 等 术语 。 尽 警 他 在 许 允 事 上 与 从 不 同 ， 伍 是 他 集中 了 几 平 所 有 的 能 量 在 数学 研究 上 - 他 没有 嗜好 ， 
也 证 有 全 日 制 的 职业 。 他 从 未 结婚 ， 看 起 来 是 独身 主义 者 。 叱 过 斯 特别 惊 委 ， 必 把 来 自 奖 品 、 奖 金 和 薪金 的 许多 钱 用 于 
学 术 交 流 和 有 价值 的 事情 。 他 请 行 特别 简单 ， 不 俐 是 有 许 密 财产 的 人 。 
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23. 设 PI=14 4 4 和 PP = 1B,,B;,…,B,| 都 是 集合 5 的 划分 。 证 明 形 如 A, 门 B， 
的 非 空子 集 恋 是 S 的 划分 ， 且 是 Pi 和 PP 的 加 细 ( 见 6.5 节 练 习 27 前 面 的 说 明 )， 

24. 证 明 关 系 只 的 自 反 团 包 的 对 称 闭 包 的 传递 闭 包 ， 是 包含 R 的 最 小 的 等 价 关 系 。 

25. 设 RR(S) 是 集合 S 上 的 所 有 关系 的 集合 。 如 下 起 义 RC(S) 上 的 关系 专 :; 如 果 民生 只 刚 
RR1 专 民 ,>， 这 里 和 的 R; 和 R, 是 S$S 上 的 关系 。 证明 (R(5), 芯 ) 是 偏 序 集 。 

26. 设 P(S) 是 S 上 的 所 有 划分 的 集合 。 定 义 P(S) 上 的 关系 如 下 ， 如 果 Pi 是 P; 的 加 细 ， 
风 PP, 二 P，{ 见 6,5 节 的 练习 27)。 证 明 (P(S), 有 二} 是 偏 序 集 ， 

27, 对 一 个 软件 项 目的 任务 进行 排序 ， 关 于 这 个 项 目 任务 的 喻 斯 图 给 在 直面。 


元 成 


开发 模块 站 


建立 测试 点 


确定 用 户 需求 


如 果 一 个 偏 序 集 子 集 的 每 一 对 元 素 都 是 可 比 的 ， 就 称 这 个 子 集 为 一 条 链 。 如 果 它 的 每 一 
对 元 素 都 是 不 可 比 的 ， 就 称 这 个 子 集 为 一 条 反 链 。 


28. 找 出 656.6 市 练习 17 一 19 的 哈 斯 图 所 表示 的 偏 序 集中 的 所 有 链 。 

29. 找 出 6.6 市 练习 17~19 的 了 哈 斯 图 所 表示 的 侦 序 集中 的 所 有 反 链 。 

30. 找 出 6.6 节 练习 24 的 蛤 斯 图 所 示 的 偏 序 集中 具有 最 多 元 素 的 一 条 反 链 。 

31. 证 明 在 一 个 有 穷 伍 序 集 45 , 失 ) 中 每 个 极 大 链 包 售 5S 的 一 个 极 小 元 束 。{ 一 条 极 大 链 是 一 
条 链 ， 但 不 是 一 条 更 大 的 链 的 子 链 。) 
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”32. 证 明 一 个 偏 序 集 可 以 被 分 成 条 链 ， 其 中 上 是 这 个 偏 序 集中 一 条 反 链 的 最 大 元 素数 。 

33 . 证 明 在 任意 一 组 ma + 1 个 人 中 或 者 存在 mrw+1 个 人 一 张 表 ,其 中 每 个 人 (除了 表 的 第 
一 个 人 以外) 都 基 表 中 前 一 个 人 的 后 代 ， 或 者 存在 n +1 个人， 其 中 没有 一 个 人 是 其 他 
n 个 人 中 任何 一 个 人 的 后 代 。|[ 提 示 ; 用 练习 32。] 

34 . 建立 广义 归纳 原理 : 如 果 P{zxo) 为 真 ， 其 中 zo 是 一 个 良 序 集 S 的 最 小 元 素 (归纳 基 
础 )， 并 且 由 P(xz) 对 于 一 切 z 过 yy 为 真 推出 PCy) 为 真 ( 归 销 步 骤 )， 那么 对 于 S 的 每 个 
元 素 xX，P(x) 为 真 。 

35. 使 用 在 良 序 集 (Z Uf0l xz Ut101) 上 (关于 字典 顺序 ) 的 广义 归纳 原理 证 明 a,,， = 
[ 22+TI)2 + 了 其 中 4a00 三 由， 并 且 

am-_-1i,a+1， 如 果 7=0 
i 如 果 n 冯 0 
集合 4 上 的 关系 民 叫做 4 上 的 拟 序 ， 如 果 尺 是 自 友 的 和 传递 的 。 


36. 设 R 是 从 ZZ 到 Z' 的 所 有 了 葡 数 的 集合 上 的 关系 ,使 得 {ff,g) 属 于 RR， 当 且 仅 当 站 是 
OO (g)。 证 明 R 是 拟 序 。 

37. 设 RR 是 A 上 的 拟 序 ， 证明 R 门 R ”是 等 价 关 系 。 

38. 设 RR 是 氟 序 , 设 S 是 RN 站 R “的 等 价 类 的 集合 上 的 关系 ，C 和 万 是 R 介 R" 的 等 价 类 ， 
(C ,了 ) 属 于 S， 当 且 仅 当 存 在 C 的 元 素 c 和 DD 的 元 素 4d 使 得 (c,d) 属 于 RR。 证 明 S 是 
候 序 。 

设 工 是 一 个 格 。 内 x Ay=glb{tz,y) 和 x Yy= 二 lub (xz,y) 定 多 交 (A 太 ) 和 联合 (YYV) 
运算 ， 

39, 证 明 下 面 的 人 性质 对 格 上 的 一 切 元 素 7+，y，z 成 六 : 

a) ITAy 二 yAT,， XVYy 二 yYVX 《交接 律 ) 

by {xzAy)Ar= rTACyANz), (TVYYy)YVz= TV (yYz)( 秆 合 律 ) 
C) zrA(lrTYy)=xX,， IVY{xAy)=x (吸收 荐 ) 

d) rzAz=x，xXVx=x (项 等 律 )】 

40. 证 明 如 果 x 和 yy 是 格 的 元 素 ， 那么 x VY y= 当 且 仅 当 x 入 y= x。 

一 个 格 L 是 有 界 的 ， 如 果 它 有 一 个 上 界 ， 记 和 作 1， 即 对 所 有 的 EL 有 zx1， 并 且 有 

一 个 下 界 ， 记 作 0， 芭 对 所 有 的 xEL 有 0 志 x。 

41. 证 明 如 果 个 工 是 具有 上 界 1 和 下 界 0 的 有 界 格 ， 那 么 对 所 有 的 元 素 zE 工 下 面 的 性 质保 持 ; 
a} xr¥1=1 b) xAl=x cj xr YO0=zx d) 工具 站 三 站 

42. 证 明 每 个 有 限 禧 是 有 盘 的 。 

一 个 格 叫 伐 分 配 前 ， 如 果 对 工 中 所 有 的 z，?，= 有 > 上 VIAzi=(zY3y ACEYWz 和 

TA(yV er)= (rNMy V(rAz) 

43, 给 出 一 个 不 是 分 配 衬 的 例子 

44, 证 明 格 {PC(S), 导 ) 是 分 配 格 ,其 中 P(S) 是 有 穷 集 $ 的 败 集 。 

45. 格 (Z” ,| ) 是 分 配 档 吗 ? 
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有 界 略 工 的 元 素 a 关于 上 界 1 和 下 界 和 的 补 元 是 元 素 5 使 得 aY5b=1 和 a 入 5 二 0。 如 
划一 个 格 的 每 个 元 素 都 有 补 元 ,那么 这 个 梅 叫做 有 和 补 格 。 
46. 给 出 一 个 有 限 格 的 例子 ， 其 中 至 少 1 个 元 素 有 多 于 1 个 的 补 元 ， 和 且 至 少 1 个 元 素 没 有 
补 元 。 
47. 证 明 格 (PC(S), 守 ) 是 有 补 略 ， 其 中 P(S) 是 有 穷 集 S 的 顺 集 ， 
"48, 证 明 如 果 工 是 有 限 分 配属 ， 那 么 工 的 元 束 至 多 有 1 个 补 元 ， 


计算 机 题目 
用 下 面 的 输入 和 和 输出 写 程 序 。 


. 给 定 表 示 有 穷 集 上 关系 的 答 阵 ， 确 定 这 个 关系 是 否 是 目 反 的 或 民 日 反 的 。 

. 给 征 表 示 有 穷 集 土 关系 的 和 矩阵， 确定 这 个 关系 是 否 是 对 称 的 或 反对 称 的 。 

. 弟 定 表示 有 穷 集 上 关系 的 矩阵 ， 确 定 这 个 关系 是 否 是 传递 的 。 

. 弟 定 正 整 数 nw， 显示 一 个 x 元 京 集合 上 有 上 甩 有 的 关系 。 

"5, 给 定 一 个 正 整数 x， 确 定 元 率 集 合 上 的 传递 关系 的 个 数 。 

06. 给 定 一 个 正 整数 n， 确 定 ”元 素 集 舍 上 的 等 价 关 系 的 个 数 。 

了 . 给 定 一 个 正 整 数 nxn， 显示 7 个 最 小 的 正 整 数 集合 上 的 所 有 的 等 价 关 系 。 

8. 输 定 一 个 # 元 美 系 ， 当 某 些 特定 的 域 被 删除 以 后 求 这 个 关系 的 投影 。 

9. 给 定 一 个 六 元 关系 、 一 个 #n 元 关系 和 和 一 个 公共 字段 的 集合 ， 找 出 这 些 关 系 关 于 这 个 公共 
字段 的 连接 。 

10. 给 定 表示 一 个 有 穷 集 关系 的 和 矩阵 ， 求 表示 这 个 关系 自 反 闭 包 的 矩阵 ， 

11. 给 定 表示 一 个 有 穷 集 土 关系 的 卸 阵 ， 求 表示 这 个 关系 对 称 财 包 的 怎 阵 。 

12. 给 定 表示 一 个 有 穷 集 上 关系 的 和 矩 隆 ， 通 过 计算 表示 这 个 关系 的 矩阵 的 大 的 联合 求 表示 这 
个 关系 传递 闭 了 世 的 矩阵 。 

13. 给 定 表 示 一 个 有 穷 集 上 关系 的 年 阵 ， 使 用 还 舍 尔 算法 求 表 孙 这 个 关系 的 传递 财 包 的 托 
阵 。 

14. 给 定 表示 一 个 有 穷 集 上 关系 的 矩阵 , 求 表示 包 含 这 个 关系 的 最 小 的 等 价 关 系 的 矩阵 ， 

15. 给 定 一 个 有 穷 集 上 的 候 序 ， 使 用 拓扑 排序 找 出 一 个 与 它 相 容 的 全 序 。 


计算 和 研究 
使 用 一 个 计算 程序 或 你 已 完成 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


1. 显示 一 个 4 元 素 集 合 上 的 所 有 不 同 的 关系 。 

2. 显示 一 个 5 元素 集 合 上 的 所 有 不 同 的 和 且 反 的 和 对 称 的 关系 。 

3. 显示 一 个 5 元 素 集合 上 的 所 有 不 问 的 自 友 的 和 传递 的 关系 。 

和 4. 对 所 有 的 正 整 数 x，n 太 7， 确定 在 n 元 素 集 合 上 存在 有 和 多少 个 传递 的 关系 。 

5. 在 至 少 20 个 元 素 的 集合 上 求 某 个 关系 的 传递 团 包 。 可 以 使 用 对 应 于 某 个 特定 运输 或 通信 
网 络 的 有 向 链 路 的 关系 ， 或 者 使 用 一 个 随机 生成 的 关系 。 

6. 对 于 所 有 不 超过 20 的 正 整 数 xn， 计算 2 元 素 集 合 车 不同 的 等 价 关 系 个 数 。 

7. 显示 了 元 素 集 合 上 的 所 有 等 价 关 系 。 


> 


dr i 站 Ich 1， 
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"8, 显示 5 元素 集合 上 的 所 有 仿 序 。 
9. 显示 5 元 素 集合 上 的 所 有 格 。 


与 作 题 月 
用 课本 以 外 的 资料 写成 短文 回 答 下 列 问题 。 


1. 讨论 模糊 关系 的 概念 。 怎 样 使 用 模糊 关系 ? 

. 越 出 6.2 节 所 讲述 的 内 容 ， 描 述 关 系数 据 库 的 基本 原理 。 关 系数 据 库 与 其 他 类 型 的 数据 
库 相 比 使 用 得 有 多 广 ? 

3, 查找 淆 舍 乐 和 罗 俩 的 原始 论文 (法文 )， 在 那 箭 论文 中 他 们 提出 了 求 传 递 闭 包 的 算法 。 讨 
论 他 们 的 方法 。 为 什么 可 以 认为 称 作 沃 会 尔 算 法 的 方法 是 由 多 人 独立 发 现 的 ? 

4. 描述 怎样 用 等 价 类 把 有 理 数 定义 为 整数 对 的 类 ， 并 且 遵 照 这 种 方法 怎样 定义 有 理 数 的 基 
本 算术 运算 〈 克 6.5 节 练习 10) 。 

5. 解释 赫 尔 姆 . 哈 斯 怎样 使 用 现在 称 为 只 斯 图 的 图 示 。 

6. 描述 在 计算 机 操作 系统 中 用 来 执行 信息 流 策略 的 某 些 机 制 。 

7. 讨论 计划 评审 技术 (PERT) 在 安排 一 个 大 的 复杂 项 目的 任务 中 的 应 用 。PERT 使 用 得 有 多 
三? 

8. 讨论 关键 路 径 方 法 {CPM) 对 找 出 完成 项 目的 最 短 时 间 的 应 用 。CPM 使 用 得 有 和 凶 广 ? 

9. 讨论 格 中 的 对 偶 性 的 概念 。 解 释 怎 样 用 对 偶 性 建立 新 的 结果 ? 

10. 解 入 模 格 的 意 闵 。 描 述 模 格 的 某 些 性 质 ， 描 述 模 格 是 怎样 在 投影 才 何 的 研究 中 产生 的 。 


hy 
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图 论 是 有 许多 现代 应 用 的 兰 老 题目 ,伟大 的 珊 士 数学 家 列 昂 哈 德 ' 欧 拉 在 18 世纪 引进 了 
图 论 的 基本 思想 。 他 利用 图 解决 了 有 名 的 哥 尼 斯 堡 七 桥 庄 题 ， 在 本 章 里 将 要 讨论 这 个 问题 。 

图 可 用 来 解决 许多 领域 的 问题 。 例 如 ， 用 图 来 确定 能 否 在 平面 电路 板 上 实现 电路 。 用 图 
来 区 别 分 子 式 相 同 但 绪 攀 不 同 的 两 种 化 合 物 。 用 计算 机 网 络 的 图 模型 来 确定 两 台 计 算 机 是 否 
由 通信 和 链 路 所 连接 。 用 边 上 市 校 值 的 图 来 解决 请 如 寻找 交通 网 络 持 两 个 城市 之 则 最 短 通 路 的 
也 题 。 还 可 用 图 来 安排 考试 和 分 配 电视 台 的 频道 。 


7.1 图 的 介绍 


AS 图 是 由 一 些 顶 点 和 连接 这 些 顶 点 的 一 些 边 所 组 成 的 离散 结构 。 存 在 多 种 不 同类 型 的 
< 图， 其 间 的 区 别 在 于 连接 顶点 对 的 边 的 种 类 和 数目 。 几 平 每 一 门 可 以 想象 的 学 科 里 的 
问题 都 可 以 用 图 模型 来 解决 。 将 要 给 出 例子 来 说 明 如 和 何 用 图 作为 不 同 领域 的 模型 。 例 如 ， 将 
要 说 明 如 何 用 图 来 表示 生态 环境 里 不 同 物种 的 竞争 ， 如 何 用 图 来 表示 在 组 织 里 谁 影响 谁 ， 以 
及 如 何 用 图 来 表示 比赛 结果 。 稍 后 将 要 说 明 如 何 用 图 解决 许多 问题 ， 比 如 计算 航线 网 络 里 两 
个 城市 之 间 航 班 的 不 同 组 合 的 数目 ， 确 定 是 否 可 能 走 六 城市 里 所 有 街道 而 不 重复 经 过 街道 ， 
以 及 求 地 图 区 域 着 色 所 需要 的 颜色 数 。 


7,1.1 图 的 种 类 


将 柴 通 这 说 明 如 格 用 每 一 类 型 的 图 为 计算 机 网 络 建 模 来 介绍 不 同类 型 的 图 。 假 设 网 络 世 
括 计算 机 和 计算 机 之 间 的 电话 线 。 用 点 表示 每 台 计 算 机 的 位 置 ， 用 弛 表 水 每 条 电话 线 ， 如 图 
7-1 所 示 。 


底特律 
汛 约 


旧 驼 出 六 加 册 


| 
丹佛 全 衣 天 


洛杉矶 
图 7-1 计算 机 网 络 

对 图 7-1 的 网 络 有 下 述 的 观察 结果 。 这 个 网 络 里 两 台 计 算 机 之 间 最 多 有 一 条 电话 线 ， 短 
条 线 都 是 双向 传输 ， 没 有 计算 机 有 到 自身 的 电话 线 。 所 以 这 个 网 络 可 以 用 简单 图 建 模 ， 由 表 
示 计 算 机 的 顶点 和 表示 电话 钱 的 无 身边 所 组 成 ， 其 中 每 条 边 都 连接 两 个 不 朵 顶点， 而 且 被 有 
两 条 边 连 接 同样 一 对 顶点 。 

定义 1 简单 图 G =(V,E) 是 由 非 空 项 点 集 Y 和 和 边 集 EE 所 组 成 的 ，V 的 不 同 元 泰 的 无 
序 对 称 为 边 。 


一 一 二 1 
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有 时 网 络 里 的 计算 机 之 间 有 包 条 电话 线 。 当 计算 机 之 间 通 信和 量 很 大 时 情况 就 是 这 样 的 。 
图 7-2 显示 带 多 重 线 的 网 络 。 简 单 图 不 能 为 这 样 的 网 络 建 模 。 取 而 代 之 的 是 利用 多 重 图 ， 它 
包括 项 点 和 顶点 之 间 的 无 身边 ， 而 且 人 允许 顶点 对 之 间 有 多 重 边 。 每 一 个 简单 图 也 是 多 重 图 。 
不 过 ， 并非 所 有 多 重 图 都 是 简单 图 ， 因 为 在 多 重 图 里 两 条 或 更 多 条 边 可 以 连接 同一 对 顶点 。 


底特律 
芝 加 苛 纽约 


肯 金 山 
壬 佛 


洛 棚 乔 
图 7-2 带 多 更 线 的 计算 机 网 络 

当 出 现 多 重 边 时 ， 不 能 用 一 对 顶点 指定 图 的 边 。 这 样 使 得 多 重 图 的 形式 化 定义 变 得 有 点 
复杂 。 

定义 2 多 重 图 G =(V,E) 是 由 非 空 顶 点 集 V、 边 集 E 以 及 从 EE 到 iiu,viiu,vEV， 
wx 天 可 的 函数 了 所 组 成 的 。 若 /(e1) = f(ez)， 则 边 el 和 边 ez 称 为 多 重 边 或 平行 边 。 

计算 机 网 络 可 以 包含 从 计算 机 到 它 自身 的 电话 线 (可 能 是 为 了 诊断 的 目的 )。 图 7-3 显 
示 这 样 的 网 络 。 不 能 用 多 重 图 为 这 样 的 网 络 建 模 ， 因 为 多 重 图 里 不 允许 有 环 《 它 是 从 顶点 到 
它 自身 的 边 )。 了 到 而 代 之 的 是 利用 伪 图 。 伪 图 比 多 重 图 更 为 一 般 ， 因 为 在 伪 图 里 的 边 可 以 连 


接 项 点 和 它 日 身 。 


洛杉矶 


图 7-3 带 诊 断 线 的 计算 机 网 络 
为 了 形式 化 地 定义 伪 图 ， 必 须 设法 把 边关 联 到 只 包含 一 个 顶 上 的 集合 。 


定义 3 人 妨 图 G =(V,EFE) 是 由 非 空 顶点 集 WVW、 边 集 玉 以 及 从 E 到 ||w,wi|z,vE€E VI 的 
函数 了 所 组 成 的 。 若 对 某 个 wx 马 VY 来 说 有 f(e)= aci=jial， 则 边 e 是 环 。 

读者 应 当 注 意 在 伪 图 里 多 重 边 关联 同一 对 顶点 。 椒 过 ， 若 至 少 有 一 条 边 e 满足 fte) = 
aa zol， 则 说 fu，w| 是 图 G = (VY,E) 的 边 。 我们 不 区 分 边 e 和 它 所 关联 的 集合 {ww，vw!， 
除非 识别 个 别 多 重 边 是 重要 的 。 

总 而 言 之 ， 仿 图 是 最 一 般 类 型 的 无 向 图 ， 因 为 它们 包含 环 和 多 重 边 。 多 重 图 是 包 售 多重 
边 但 没有 环 的 无 向 图 。 最 后 ， 简 单 图 是 不 带 多 重 边 和 环 的 无 回 图 。 

计算 机 网 络 里 电话 线 可 以 不 是 双向 传输。 例如 ， 图 7-4 里 纽约 的 主机 只 从 其 他 计算 机 接 
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收 数 据 而 不 发 出 数据 。 其 他 电话 线 都 是 双向 传输 ， 而 且 用 成 对 的 方向 相反 的 边 来 表示 。 
用 有 向 图 (在 第 6 章 里 研究 它们 ) 为 这 样 的 网 络 建 模 。 有 向 图 的 边 是 有 序 对 。 人 允许 有 环 
( 即 根 同 元 素 的 有 序 对 }， 但 不 允许 在 两 个 顶点 之 间 有 同 向 的 多 重 边 。 僻 忆 下 述 的 定义 。 
定义 4 有 向 图 〈【Y，E) 是 由 非 空 顶点 集 V、 边 集 下 所 组 成 的 ， 巡 是 V 中 元 素 的 有 
序 对 。 


芳 训 哥 底特律 纽约 


洛 杉 册 


图 7-4 带 单 向 电话 线 的 通信 网 络 


最 后 ,计算机 网 络 里 可 以 出 现 儿 重 线 ,所 以 从 每 个 地 点 到 纽约 主机 有 铸 条 单身 线 ， 并 上 且 
从 主机 回 到 每 个 远程 计算 机 有 不 止 一 条 线 。 图 7-5 显示 这 样 的 网 络 。 有 向 图 不 足以 为 这 样 的 
网 络 建 模 ， 因 为 这 些 图 里 不 允许 败 重 边 。 取 而 代 之 的 是 需要 有 向 多 重 图 。 它 有 从 一 个 顶点 到 
第 二 个 (可 能 相同 ) 顶点 的 有 问 多 重 边 。 有 问 多 重 图 的 形式 化 定义 如 下 。 


艺 加 哥 个 符 健 。 细 约 


旧金山 


洲 夏 生 


图 7-5 带 多 重音 向 线 的 计算 机 网 络 


定义 5 有 向 过 重 图 G = (Y ,已 ) 是 由 非 空 顶点 集 V、 边 集 下 以 及 从 下 到 |{u,vYyiu,v 
EE V1 的 蚂 数 了 所 组 成 的 。 着 f(e1) = ez)， 则 和 这 e! 和 边 es 是 多 重 边 。 


读者 应 当 注 意 到 ， 多 重 有 疝 边 所 关联 的 是 同一 对 项 点。 不 过 ， 只 要 至 少 有 一 条 按 满 足 
Fe) = yw)， 就 说 (4 ,%) 是 =(VY,E} 的 边 。 不 区 分 边 e 和 和 它 所 关联 的 有 序 对 (ww，w)， 
除非 识别 个 别 甸 重 边 基 草 要 的 。 

对 各 种 类 型 的 图 来 说 ,这 样 的 术语 表达 清楚 了 图 的 边 是 关联 着 无 序 对 还 是 有 序 对 ， 是 否 
允许 守重 边 ， 以 及 是 否 允 许 环 。 将 用 图 来 描述 带 有 有 向 过 或 无 向 边 、 带 有 或 不 带 环 和 奢 重 边 
的 图 。 将 几 避 词 无 向 图 或 伪 图 来 表示 带 有 守重 边 和 环 的 无 向 图 。 当 伐 到 边关 联 着 有 序 对 的 图 
时 ,， 将 总 是 利用 形容 词 有 向 的 。 表 7-1 总 结 了 各 种 类 型 的 图 的 定义 。 因 为 对 图 论 的 相对 现 
代 的 兴趣 ， 以 及 图 论 对 各 式 各 样 的 学 科 的 应 用 ， 有 许 千 不 同 的 图 论 术 语 者 是 常用 的 。 每 当 遇 
到 这 样 的 和 名词 时 ， 读 者 应 当 自 行 决定 它们 是 如 和 何 全 用 的 。 也 许 有 朝 一 日 这 样 的 术语 将 变 得 标 
淮 化 。 
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束 7-1 图 的 术语 
类 型 边 允许 索 重 边 允许 环 
简单 图 无 向 理 
稳重 图 无 向 涯 
锡 图 元 间 是 
有 向 图 有 向 是 
有 向 多 重 图 有 向 是 
7.1.2 图 模型 


wa2y 图 可 用 在 各 种 模型 里 。 在 这 里 将 要 给 出 不 同 领 域 的 图 模型。 本 章 和 后 面 几 章 的 后 续 小 
“~ 节 将 要 介绍 其 他 模型 。 


例 1 生态 学 里 栖息 地 重合 图 ”图 可 用 在 洲 及 到 不 同 种 类 的 动物 在 一 起 活动 的 许多 模型 
里 。 例 如 用 桥 息 地 重 又 图 为 生 入 系 统 里 物种 之 间 的 苑 争 建 模 。 用 项 点 表示 每 个 物种 。 帮 两 个 
物种 竞争 〔 即 它们 共享 某 些 食物 来 源 )， 则 用 无 同 边 连接 代表 它们 的 顶点 。 图 7-6 里 的 图 表 
示 森 林 生 访 系统 。 从 这 个 茄 看 出 松鼠 与 浣 能 竞争， 但 是 乌鸦 不 与 哆 贿 竞 争 。 图 


例 2 彩 响 图 在 对 群体 行为 的 研究 里 ， 可 以 观察 到 某 些 人 能 够 影响 其 他 人 人 的 思维 。 一 
种 称 汶 影响 图 的 有 向 图 可 以 用 来 为 这 样 的 行为 建 模 。 用 顶点 表示 群体 的 每 个 人 。 当 顶点 a 
所 表示 的 人 影响 到 顶点 5 所 表示 的 人 时 ， 就 有 从 顶点 a 到 顶点 6 的 有 向 边 。 图 7-7 是 表示 群 
体 成 员 的 影响 图 的 合子。 在 这 个 用 影响 图 建 模 的 群体 里 ，Deborah 影 啊 Brian、Fred 以 必 
Linda， 但 是 设 有 人 影响 Deborah。 男 外 ，Yvonne 与 Brian 互相 影 啊 。 图 


蕊 难 | 
Linda Brian 


嚼 木马 


Peborah Fred Yvonne 


图 7-6 栖息 地 和 章 委 图 图 7-7 影 呵 图 
例 3 巡回 联赛 每 个 队 都 与 其 他 每 队 怡 好 比赛 一 次 的 联赛 称 为 因 加 联赛。 用 其 中 而 思 
表示 每 个 队 的 有 向 图 来 为 这 样 的 联赛 建 模 。 注 意 若 a 队 击 败 5 队 ， 则 (a，5) 是 边 。 忌 7-8 
给 出 这 样 的 有 向 图 。 注 意 在 这 个 联赛 里 ， 队 1 无 败绩 而 队 3 无 胜 绩 。 四 
例 4 优先 图 与 并 发 处 理 ”通过 并 发 地 执行 基 些 语句 ， 计 算 机 程序 可 以 执行 得 更 快 。 重 
要 的 是 避免 执行 需要 尚未 执行 语句 结果 的 语句 。 语 名 与 前 而 语句 的 相关 性 可 以 表示 成 有 同 
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图 。 用 项 点 表示 和 锤 个 语句 ， 阁 在 执行 完 第 一 个 硕 点 所 表示 的 语句 之 前 不 能 执行 第 二 个 顶 轧 所 
表示 的 语句 ， 则 从 第 一 个 顶点 到 第 二 个 顶点 有 一 条 边 。 这 样 的 图 称 为 优先 图 。 图 7-9 显示 计 
算 机 程序 和 优先 图 例如， 该 图 说 明 在 执行 语句 S$, 、5, 和 34 之 前 不 能 执行 语 铭 5S,。 是 


队 1 队 2 性 | 站 := 
sa A:=1 
3 Cisatl 

以 6 队 3 

S =b+d 
5 +1 

也 5 羽生 Ss ee:=e*d 

图 7-8 巡回 联赛 的 图 模型 图 7-9 优先 图 


练习 


1. 画 出 表示 航空 公司 航班 路 线 的 名模 型 ， 并 说 出 所 用 图 的 类 型 ， 其 中 每 天 有 4 个 航班 从 波 
士 顿 刘 纽 所 元，2 个 航班 从 纽 瓦 克 到 波士顿 ，3 个 航班 从 纽 瓦 殉 到 迈阿密 ，2 个 航班 从 迈 
阿 密 到 纽 瓦 克 ，1 个 航班 从 组 瓦 克 到 底特律 ，2 个 航班 从 底特律 到 纽 已 克 ，3 个 航班 从 纽 
瓦 克 到 华盛顿 ，2 个 航班 从 华盛顿 到 纽 瓦 克 ，1!1 个 航班 从 华 盛 神 到 迈阿密 ， 其 中 
a) 车 城市 之 间 有 航班 (任何 方向 )， 则 在 表示 城市 的 厌 点 之 间 有 这。 

b) 对 城市 之 间 每 个 航班 〈 任 何方 向 ) 来 说 ， 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 

c) 对 城市 之 间 每 个 航班 (任何 方向 ) 来 说 ， 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 ， 此 外 对 在 迈 阿 
密 起 飞 和 降落 的 特殊 观光 旅行 增加 一 个 环 。 

d) 从 表示 航班 出 发 城市 的 项 点 到 表示 航班 终止 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 

e) 对 每 个 航班 从 表示 出 发 城市 的 大 点 到 表示 终止 城市 的 顶点 之 间 有 边 ， 

2. 什么 类 型 的 图 可 以 用 来 为 大 城市 之 间 的 高 速 公 路 系统 建 模 ? 其 中 

a》 若 在 城市 之 间 有 专 际 高 速 公路 ， 则 在 表示 城市 的 项 点 之 间 有 边 。 

b》 对 城市 之 间 每 条 州 际 高 速 公 路 ， 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 

c) 对 城市 之 间 每 条 州 际 高 速 公 了 路 ， 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 ， 此 外 车 有 环 城 州 际 高速 
公路 ， 则 在 郑 示 该 城 的 顶点 上 有 环 。 


对 练习 3 一 909， 判断 所 示 的 图 是 否 简单 图 、 多 重 图 ( 非 简 单 图 )、 伪 图 ( 非 多 重 图 )、 有 
向 图 或 有 向 多 重 图 ( 非 有 向 图 )。 


| 
了， 沁 4. 5. 
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Wb 


10, 对 练习 3 一 9 里 每 个 非 简单 无 向 图 ， 找 出 删除 后 使 它 变 成 简单 图 的 边 。 
11. 集合 4 ，…，A, 的 交 图 对 每 个 集合 来 说 都 有 一 个 项 点 ， 寿 两 个 集合 有 非 空 区 集 ， 则 有 
一 条 边 连 接 代 表 这 两 个 集合 的 顶点。 构造 下 烈 集合 的 交 图 。 


ay Ai=10, 2, 4, 6, 8|, A:= 10, 1, 2, 3, 41， 
As= 11 了， 全 i， 0 1, pe 6， 了 ， 8 ， 9 }， 


A;s=10, 1, 8, 91 


b) Ajy=1|..., -4, -3, -2,， 一 1, 01, 
EE .ee 
站 | 
人 
| 

c) 41=izlzc<0l， 


A,= {zx| -1<r<0), 
六, = [x | -lz 工人 1|， 
AAc= ir|r> -下 ， 
A。=R 
12. 用 图 7-6 里 的 栖息 地 重 肥 图 来 确定 与 认 竞 争 的 物种 。 
13. 构造 6 种 鸟 的 栖息 地 重 倒 图， 其 中 有 隐士 转 与 旅 殉 并 与 蓝 松 鸦 竞争 ， 上 旅 转 也 与 旱 转 范 争 ， 
嘲 轴 也 与 蓝 松 鸦 竞争 ， 以 及 向 鸟 与 多 毛 邑 木 鸟 竞争 。 
14. 往 例 2 的 影响 图 里 谁 影响 Fred? Fred 影响 谁 ? 
15. 构造 公司 董事 会 成 员 的 影响 图 ， 总 裁 影 啊 研 发 人 董事、 市场 董事 和 执行 董事 : 研发 董事 影 
响 执 行 董事 ; 市 场 董 事 影 响 执 行 董事 ; 无 人 影响 首席 财务 官 或 受 其 影响 。 
16. 在 殴 7-8 表示 的 巡回 联赛 里 ， 队 4 击败 哪些 其 他 队 ? 哪些 队 击 败 队 4? 
17, 在 巡回 联赛 里 ,老虎 队 击败 蓝 松 鸦 队 ， 老 虎 队 击败 红 衣 主教 队 ， 老 虎 队 击败 金吉 队 ， 蓝 
枞 鸦 队 击 赂 红 衣 主 邯 队 ， 蓝 松 鸦 队 击 败 金 营 队 ， 红 衣 主 教 队 击 雍 金 营 队 ， 用 有 问 图 为 这 
样 的 结果 建 模 。 
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18, 在 例 4 的 程序 里 ,执行 Se 之 前 必须 执行 哪些 语句 ? (用 图 7-9 中 的 优先 图 ,) 
19. 构造 下 列 程序 的 优先 图 : 
1 
S77:T 三 二 1] 
Siy = 
S42=y 
:一 十 之 
6 
S71T :二 4 
20. 描述 - :种 用 来 为 航空 会 司 的 航班 路 线 和 航班 时 间 建 模 的 基于 图 的 离散 结构 。 [提示 : 给 
一 个 肥 问 图 添加 结构 。| 
21 . 描述 一 种 用 来 为 群体 里 成 对 个 人 之 则 关系 建 模 的 基于 图 前 离散 结构 ， 其 中 每 个 入 可 能 对 
另 一 大 喜欢 或 者 不 彰 欢 ， 或 者 中 立 ， 而 反 过 来 的 关系 可 以 是 不 同 的 。 [提示 : 给 一 个 有 
向 图 添加 缩 徇 ， 分 别处 理 各 示 两 个 人 的 顶点 之 间 的 反 网 近 。 


?.2 图 的 术语 
7,2,1 引言 


在 本 节 里 将 介绍 图 论 的 一 些 基本 词汇 。 当 解决 许多 不 同类 型 的 问题 时 就 使 用 这 样 的 词 
汇 。 其 中 一 个 这 样 的 问题 涉及 到 判定 能 否 把 图 画 在 平面 里 ， 使 得 没有 两 条 过 起 交叉 的 。 男 一 
个 例子 是 判定 两 个 图 是 否 具有 顶点 之 间 的 一 一 对 应 ， 使 得 这 样 的 对 应 能 够 产生 边 之 间 的 一 一 
对 刁 。 还 将 介绍 在 例子 和 模型 里 经 常用 到 的 几 族 重要 的 图 。 


7.2.2 基本 术语 


首先 给 出 描述 无 向 图 的 项 点 和 边 的 一 些 术 语 。 


定 光 1 | Tl i 是 鞠 问 图 G 有 的 边 ， 峙 两 个 顶点 3 和 zz 称 汶 在 如 里 邻接 (或 相 邹 }。 
车 e =|a，m1li， 则 和 李 e 称 为 关联 顶点 z 和 ww。 也 可 以 说 边 。 连接 ww 和 me。 顶点 # 和 ww 称 为 


边 e 的 端点 。 
为 了 及 映 出 有 和 多少 条 边关 联 着 一 个 顶点 ， 有 下 还 的 年 处 。 


定义 2 在 无 向 图 里 ， 项 点 的 度 是 与 该 项 点 关联 的 边 的 数目 ， 例 外 的 情形 是 ， 顶 点 上 的 
环 为 顶点 的 度 做 出 双 悦 页 献 。 顶 点 wm 的 度 表示 成 deg( vw)。 


例 1 图 7-10 所 示 图 G 和 理 的 顶点 的 度 是 什么 ? 

解 在 避 里 ,deg(a}=2, deg(tb)= degtc}—=degtf}=4, deg(d}=1, degle}=3, 
deg(tg)=0。 在 玉里 ,deg{a)=4， deg(b)= 二 deg(e)}=6,， degtc)=1, deg(d)=5.。 医 

把 度 为 0 的 顶点 称 为 性 立 的 。 因 此 攻 立 点 不 与 任何 顶点 相 邻 。 例 1 里 图 G 的 顶点 & 是 
孤立 的 。 顶 点 是 旺 挂 的 ， 当 且 仅 当 它 的 度 是 1。 因 此 巧 挂 点 恰 与 1 个 其 他 顶点 相 邻 。 鲍 1 里 
图 G 的 顶点 4a 是 悬挂 的 。 


Fe 
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pb ce | 如 中 C 
/XK 必 
9 了 E 抱 d 
CG 所 


图 7-10 无 呵 图 习 和 五 


当 对 图 和 =(Y, 下 ) 的 所 有 顶点 的 度 求 和 时 ， 得 出 了 什么 ? 每 条 边 都 为 顶点 的 度 之 和 页 
献 2， 因 为 一 条 边 恰 好 关联 2 个 (可 能 相同 ) 顶点 。 这 意味 着 项 点 的 度 之 和 是 边 数 的 2 倍 。 
有 下 述 的 结果 ， 它 有 时 称 为 握手 定理 ,这 是 因为 在 一 条 边 有 两 个 端点 与 ~ 次 握手 涉及 到 两 只 
手 这 两 件 事 情 之 间 的 类 比 。 


定理 1 握手 定理 设 避 =(V,EE) 是 有 条 按 的 无 向 图 ， 则 
2e = > deglv) 


(注意 即使 出 现 儿 重 边 和 环 ， 这 个 式 于 也 俏 然 是 成 捞 的 。) 

例 2 一 个 具有 10 个 顶点 而 且 每 个 顶点 都 度 为 6 的 图 ， 有 名 少 杀 边 ? 

解 ” 因 为 顶点 的 度 之 和 是 6:10=60， 所 以 2e = 60。 因 此 e = 30。 | 

定理 1 说 明 无 向 图 顶点 的 度 之 和 是 侦 数 。 这 个 简单 事实 有 许多 后 果 ， 其 中 一 个 后 果 作 为 
定理 2 给 出 。 

定理 2 无 向 图 有 偶数 个 奇数 度 顶点 。 

证 在 无 向 图 如 =(Y, 王 ) 里 ， 设 V; 和 V。 分 别 是 侦 数 度 顶 点 和 奇数 度 顶 点 的 集合 。 于 
是 

2e= > deg(v)= 2, deg( vu) + 2 deg(v) 

因为 对 wE Vi 来 说 deg (vw) 是 偶数 ， 所 以 上 面 等 式 右 端的 第 一 项 是 偶数 。 另 外 ， 土 面 等 式 
右 端 的 两 项 之 和 是 侦 数 ， 因 为 和 是 2e。 因 此 ， 和 里 的 第 二 项 也 是 偶数 。 因 为 在 第 二 项 的 和 
里 ， 所 有 的 项 都 是 奇数 ， 所 以 必然 有 偶数 个 这 样 的 项 。 国 此 ， 有 偶数 个 奇数 度 顶 点。 国 

对 带 有 有 向 边 的 图 来 说 也 有 一 些 有 用 的 术语 。 

定义 3 当 (w,v) 是 带 有 有 有 向 边 的 图 G 的 边 时 ,说 x 邻接 到 v， 而 且说 久 从 4 邹 接 。 顶 
直到 称 为 (wu ,v0) 的 起 点 ，% 称 为 (u,v) 的 终点 。 环 的 起 点 和 终点 是 相同 的 。 

因为 带 有 有 向 边 的 图 的 边 是 有 序 对 ， 所 以 这 时 顶点 度 的 定义 细 化 成 反映 这 个 顶点 作为 起 
点 和 作为 终点 的 不 同上 度数 。 


定 匀 4 在 带 有 有 向 边 的 图 里 ， 顶 点 vv 的 入 度 (表示 成 deg (ww)) 是 以 v 作为 终点 的 边 
数 。 顶 点 v 的 出 度 (表示 成 deg* (wv)) 是 以 vv 作为 起 点 的 边 数 。 (注意 顶点 上 的 环 对 这 个 顶 
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点 的 入 度 和 出 度 的 页 献 都 是 1 。) 
例 3 求 出 图 7-11 所 示 带 有 癌 边 的 图 侣 里 每 个 顶点 的 入 度 和 出 度 . 


解 全 里 的 人 人 上 度 是 ; deg (ta)=2, deg (5b)=2, 
deg (c)}=3, deg (a)=2, deg (te}=3, deg (让 =0。 出 度 
是 : deg (wa)=4, deg (EB)=1, deg (cc)}=2, deg (aq = 


2, deg te)=3, deg (f=0。 | 
因为 每 条 按 都 有 一 个 起 点 和 一 个 终点 ， 所 以 在 融 有 向 过 _ 
的 图 里 ， 所 有 顶点 的 人 度 之 和 等 于 出 度 之 和 。 这 两 个 和 者 等 站 


于 图 的 按 数 。 把 这 个 结果 氢 述 成 下 述 的 定理 。 
定理 3 设 G={V,EFE) 是 带 有 癌 边 的 图 。 寺 是 


> ,deg (vw)= Ydeg! (vu)= | 五 | 
EV 2E VW 


带 有 疝 边 的 图 有 许多 性 质 是 不 依赖 于 边 的 方向 的 。 因 此 忽略 这 些 方 问 经 党 是 有 用 处 的 。 
忽略 进 的 方向 后 得 出 的 无 向 昕 称 为 底 无 向 图 。 带 有 向 进 的 图 与 它 的 廊 无 向 图 有 相同 的 边 数 。 


7.2.3 一 些 特 殊 的 简单 图 
现在 将 要 介绍 几 类 简单 图 。 常 肖 用 这 些 图 作为 例子 ,这些 图 来 日 许多 应 用 里 。 


例 4 完全 图 ?个 顶点 上 的 完全 图 【表示 成 K,) 是 在 每 对 不 同 厌 点 之 间 剖 怡 有 一 条 
边 的 简单 图 。 对 n=1, 2，3, 4,5, 6 来 说 ,图 7-12 显示 图 K,。 图 


人 只 会 多 


汰 7-12 图 KK ,n=1, 2, 3, 4,， 5, 抽 


例 | 5 图 图 团 图 C (nn; 宇 3) 是 由 1 个 顶点 Us Ts 以 及 边 {ws v2}， | vw, Us |, 
0 | Ty | ， 1 wr | 组 成 的 。 图 7-13 显示 图 图 Ca, C4 Cs, Cpe [3 


入 口 人 人 


围 C3, Ca Cs, Cs 


图 7-13 


例 6 轮 图 对 ”之 3 来 说 ， 当 给 圈 图 C, 添加 男 一 个 项 点 ， 而 且 把 这 个 新 珊 点 与 C 里 
nn 个 顶点 逐个 连接 时 ， 就 得 出 轮 图 Wo 图 7-14 和 显示 轮 图 W;, Wi ， Ws, Ws 国 
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从 区 食 吕 


图 7-14 轮 图 Wi Wi Ws:， W, 
例 7 ?立方体 图 nn 立方 体 图 (表示 成 @,) 是 用 顶点 表示 2* 个 长 度 为 n 的 位 串 的 图 。 
两 个 顶点 相 邻 ， 当 且 仅 当 它 们 所 表示 的 位 申 恰 怡 相差 一 位 。 图 7-15 显示 图 Qj ，Q;，Q;。 国 


7.2.4 惕 图 


有 时 把 图 的 顶点 分 成 西 个 不 相交 的 子 集 ， 使 得 每 条 边 都 连接 一 个 子 集 里 的 顶点 与 另 一 个 
子 集 里 的 顶点 。 人 例如， 考虑 一 下 表示 村 民 之 间 的 婚姻 的 图 ， 其 中 用 顶点 表示 每 个 人 ， 用 边 表 
示 婚 姻 。 在 这 个 图 里 ， 每 条 边 都 连接 表示 男人 的 项 点子 集 里 的 顶点 与 表示 女人 的 顶点 子 集 里 
的 顶点 。 这 导致 下 述 的 定义 。 

定 尽 5 者 把 简单 图 G 的 顶点 集合 分 成 两 个 不 相交 的 非 空 集合 VI 和 WV,， 使 得 图 里 的 
每 一 条 边 都 连接 着 Vi 里 的 一 个 顶点 与 Yj 里 的 一 个 顶点 (因此 GG 里 没有 边 是 连接 着 Vi 里 
的 两 个 顶点 或 VW 星 的 两 个 顶点 )， 则 G 称 为 司 图 。 

在 例 8 里 说 明 Cs 是 便 图 ， 在 例 9 里 说 明 KK; 不 是 握 图 。 

例 8 图 7-16 所 示 的 Cs 是 侦 图 ， 因 为 把 它 的 顶点 集 分 成 两 个 集合 vi = tw，w3，ws| 
和 V = fvw2，vws，ve|， 已 。 的 每 一 条 边 都 连接 V 里 的 一 个 顶点 与 WV, 里 的 一 个 顶点 。 国 

110 111 
10 | sd 
， 。 图 国有 
| 图 7 
00 Dt QD G8] 
0 


2 a U1 


图 7-15 对 于 n=1,，2, 3 的 ?立方 体 略 站 图 ?7-16 说 明 Cs 是 偶 图 

例 9 K; 不 是 慢 图 。 为 了 看 明日 这 一 点 ， 注 意 在 把 KK; 的 顶点 集 台 分 成 两 个 不 相 变 的 集 
合 ， 则 两 个 集合 之 一 必然 包含 两 个 顶点 。 檀 如 这 个 图 是 得 图 ， 那 么 这 两 个 顶点 就 不 能 用 边 连 
接 ， 但 是 在 天 ; 里 每 一 个 顶 上 友邦 用 边 连 接着 到 其 他 每 个 顶点 。 四 

例 10 图 7-17 所 示 的 图 G 和 时 是否 为 偶 图 ? 

解 ” 图 GG 是 偶 图 ， 因 为 它 的 顶点 集 是 两 个 不 相交 集合 ja, 5, dd} 和 {ce, e, dd, /| 
的 并 ， 每 条 边 都 连接 一 个 子 集 里 的 一 个 硕 点 与 为 一 个 于 集 里 的 一 个 项 点 。 (注意 对 G 作为 偶 
图 来 说 ， 不 必 让 1a， 5，d| 里 每 一 个 顶点 与 {c，e， 了 ，F 里 每 一 个 项 点 都 相 邻 。 例 如 
pb 村 扣 就 不 相 邻 ,) 
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图 7-17 泡 向 图 G 种 日 
图 瓦 不 是 候 图 ， 因 为 它 的 项 总 集合 不 能 分 成 两 个 子 集 ， 使 得 边 玫 不 连接 同一 个 子 集 的 
两 个 顶点 。( 读 者 应 当 通 过 考虑 项 点 a ，#， 了 来 验证 它 .) 
例 11 完全 惕 图 完全 侦 图 KK,, ,是 顶点 集合 分 成 分 别 全 有 mmr 和 ? 个 顶点 的 两 个 子 集 的 


图 。 两 个 顶点 之 间 有 边 ， 当 和 且 羽 当 一 个 项 点 属于 第 一 个 子 集 而 男 一 个 顶点 属于 第 二 个 子 集 ， 
图 7.18 显示 完全 侦 图 KK; 3，K;3， Ks5s， 以 及 Ky so 图 


图 ?7-18 一 些 完 全 偶 图 


7.2.5 特殊 类 型 的 图 的 一 些 应 用 


特 要 说 明和 如 何 把 特殊 类 型 的 图 用 在 数据 通信 和 并 行 处 理 的 模型 里 。 


例 12 局 域 网 ”在 一 座 大 楼 里 ， 像 小 型 计算 机 和 个 人 电脑 这 样 的 各 种 计算 机 ， 以 及 
2 像 打印 机 和 绘图 仪 这 样 的 外 设 ， 都 可 以 用 局 城 网 来 连接 。 一 些 这 样 的 网 络 是 基于 星 型 
拓扑 ， 其 中 所 有 设备 都 连接 到 中 央 挤 制 设备 。 局 域 网 用 图 7.19 a) 所 示 的 完全 偶 图 Ki ,来 
表示 。 通 过 中 央 榨 制 设备 把 消息 从 设备 送 到 设备 。 


其 他 局 域 网 是 基 拉 环 型 拓扑 ， 其 中 每 个 设备 恰 俗 连接 到 两 个 其 他 设备 。 之 环 型 拓扑 的 局 
域 网 用 图 7-19 by 所 示 的 n 轿 图 C, 来 建 模 。 围 绕 着 较 把 消息 从 设备 送 到 设备 ， 直 到 抠 达 消 


息 生 的 地 为 止 。 
最 后 ， 一 些 局 域 网 采用 这 两 种 拓扑 的 混合 形式 。 消 息 是 围绕 着 环 或 通过 中 央 设 备 来 传送 。 
这 样 的 完 余 使 得 网 络 更 加 可 靠 。 带 完 余 的 局 域 网 用 图 7-19 c) 所 示 的 轮 图 W, 来 建 模 。 图 


例 13 并 行 计算 的 互联 网 络 ”直到 最 近 ， 计算 机 执行 程序 还 是 一 次 完成 一 个 操作 。 因 
此 ， 为 解决 问题 而 写 的 算法 都 设计 成 一 次 执行 一 步 ; 这 样 的 算法 称 为 事 行 的 。( 几 平 上 所 有 本 
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a by c) 
图 7-19 局 域 网 的 星 型 、 环 型 以 及 泥 合 拓扑 


书 描述 的 算法 都 是 串 行 的 。) 不 过 ， 像 气象 模拟 、 医 学 图 像 以 及 密码 分 析 这 样 的 许多 高 强度 
计算 问题 ， 妓 使 在 超级 计算 机 上 上 ， 也 不 能 通过 申 行 操作 在 合理 的 时 间 范 围 之 内 解决 。 胃 外 ， 
对 计算 机 执行 基本 操作 有 多 快 来 说 ， 还 存在 物理 的 限制 ， 所 以 总 是 有 问题 不 能 时 申 行 操作 在 
合理 长 度 的 时 间 之 内 解决 。 


并 行 处 理 利用 包 会 许 凶 自 带 内 存 的 单 色 理 器 的 计算 机 来 帮助 克服 串 行 计算 机 的 局 限 性 。 
并 行 算法 把 问题 分 成 可 并 发 解决 的 若干 子 问 题 ， 于 是 可 以 设计 并 行 算法 ,用 带 有 和 多 姓 理 器 的 
计算 机 来 快速 解决 问题 。 在 并 行 算法 里 ， 单 个 指令 流 控 制 阁 算 法 的 执行 ， 包括 把 子 问题 送 到 
不 同 的 处 理 器 ， 以 及 把 子 问题 的 输入 和 输出 定向 到 适当 的 处 理 器 。 

采用 并 行 处 理 时 ， 一 个 处 理 器 需要 另 一 个 处 理 器 产生 的 输出 。 因 此 处 理 器 需要 互联 。 用 
适当 类 型 的 图 来 表示 带 有 和 多重 处 理 器 的 计算 机 里 处 理 器 的 互联 网 络 。 在 以 下 讨论 里 将 要 描述 
最 常用 类 型 的 并 行 处 理 器 互联 网 络 。 用 来 实现 具体 并 行 算 法 的 互联 网 络 的 类 型 ， 依 闵 于 椒 理 
器 之 间 交 撞 数 据 的 需求 其 和 所 需要 的 还 度 ， 当 然 还 有 可 用 的 硬件 等 。 

最 简单 而 且 景 昂贵 的 网 络 互联 处 理 器 ,包含 每 对 处 理 器 之 间 的 双向 连接 。 当 有 = 个 处 
理 器 财 ， 这样 的 网 络 表 示 成 n 个 顶点 上 完全 图 K;。 不 过 ， 这 种 类 型 胸 互 联网 络 有 户 重 的 问 
题 ， 基 为 需要 的 连接 数 太 大 。 在 现实 里 ， 作 理 器 可 以 直接 连接 的 数 且 是 有 根 的 ， 所 以 当 处 理 
器 数目 很 大 时 ， 处 理 器 不 能 直接 连接 到 所 有 其 他 处 理 器 。 例 如 ， 当 有 564 个 处 理 嚣 时， 就 需 
要 CC64,2)=2016 个 连接 ， 每 个 处 理 器 都 得 直接 连接 63 个 其 他 处 理 丹 。 

男 一 方面 ， 互 联 n 个 外 理 器 的 最 简单 方式 或 许 是 使 用 称 为 线性 阵列 的 排列 方式 。 除 P; 
和 PP, 外 的 每 个 处 理 器 P, 者 通过 双向 连接 来 连接 到 相 邻 处 理 器 
Pj 各 了 上 了,,J。Pi 只 连接 P; ，P,. 只 连接 PP;_1。 图 7-20 显示 昌 Bm Bs 可 
个 处 理 器 线性 阵列 。 缺 点 是 为 了 让 处 理 器 共享 信息 ， 有 时 需要 图 20 6 个 处 理 器 的 线性 阵列 
使 用 太 量 的 称 为 hop 的 中 间 连 接 。 

初稿 网 络 {或 二 维 阵 列 ) 是 通用 的 互联 网 络 。 在 这 样 的 网 络 里 ， 处 理 器 个 数 是 一 个 完全 平 
方 数 ， 绪 方 说 nn = m*。nn 个 姓 理 器 标记 成 PCOi,j7), 0 夺 i? 守 一 1 0 一 1。 双向 连接 
把 处 理 器 Pti, 门 连接 到 它 的 4 个 相 邻 处 理 器 PIit+1l, 门 和 PIij+l)， 只 要 这 些 处 理 青 是 在 
栅 格 里 。( 注 意 栅 格 弟 上 的 4 个 处 理 器 只 有 2 不 相 邻 处 理 器 . 边界 上 其 他 处 理 器 只 有 3 个 要 
邻 处 理 器 ; 有 时 也 用 每 个 处 理 器 从 有 4 个 连接 的 变种 的 栅 格 网 络 ; 见 本 节 林 尾 的 练习 44。) 
栅 格 网 络 限制 每 个 处 理 器 的 连接 数 。 某 些 成 对 处 理 器 之 间 的 通信 需要 OUva)=OQ(m) 个 中 
间 连 接 。( 见 本 节 末 尾 的 练习 45。) 图 ?7-21 显示 表示 16 个 处 理 器 的 栅 格 网 络 的 图 。 

一 个 重要 类 型 的 互联 网 络 是 超 立 方 体 。 对 这 样 的 网 络 来 说 ， 处理 器 数 是 2 的 天， = 
2 。z 个 处 理 器 标记 成 Pu，Pi，…，P, io。 每 个 处 理 器 都 有 到 mm 个 其 他 处 理 峰 的 双 问 连 
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接 。 处 理 闪 也, 与 下 标的 二 进 制 表示 与 i 的 二 进 制 表 示 怡 恰 相 差 1 位 的 处 理 器 相连 接 。 超 立 
方 体 网络 在 每 个 顶点 的 直接 连接 数 与 保证 处 理 器 通信 的 中 间 连 接 数 之 间 取 得 了 平衡 。 已 经 用 
址 立方体 网 络 建造 了 许 客 计算 机 ， 耐 且 用 超 立 方 体 网 络 设计 了 许多 算法。?# 立方 体 图 口 , 内 
示 带 = 个 处 理 器 的 趣 立 方 昼 网 络 。 图 7-22 显示 8 个 处 理 器 的 超 立 方 体 阿 络 。! 图 7-22 显示 出 
与 图 7-13 所 不 的 图 外 ; 的 方式 不 同 。) 国 


POD) PO PED2) PUD,) 


Pa 
PD Fo 于 Pa 各 hy Fs 16 Py 
OD 


图 7-21 证 个 处 理 器 的 栅 格 了 网 络 图 7-22 8 个 处 理惠 的 下 立方 体 网 络 


P(3.3) 


7.2.5 从 旧 图 刘 新 图 


有 时 为 了 解决 问题 ， 只 需要 图 的 一 部 分 。 鲍 如 ， 只 关心 涉及 在 纽约 、 丹 借 、 底 特 律 以 及 亚 
特 兰 大 的 计算 机 中 心 的 大 计算 机 网 络 的 一 部 分 。 于 是 可 以 忽略 其 他 的 计算 机 中 心 以 及 不 连接 到 
这 4 个 具 悼 计算 机 中 心里 尾 何 2 个 的 所 有 电话 线 。 在 大 网 络 的 图 模型 里 ， 可 以 删除 与 不 是 所 关 
心 的 4 个 计算 向 中 心 所 对 应 的 项 点， 可 以 删除 与 所 删除 顶点 关联 的 所 有 边 。 当 从 图 里 删除 一 些 
边 和 顶点 而 不 删除 任何 剩余 的 边 的 端点 时 ， 得 出 了 较 小 的 图 。 把 这 样 的 图 你 为 原 图 的 子 图 。 


定 湾 在 图 扫 =(Y, 下 的 子 图 是 图 瓦 = 证,F)， 其 中 丸 福 VW 而 且 FECEE。 


例 14 图 7-23 所 示 的 图 G 是 KK; 的 子 图 , 加 
可 以 用 各 种 方式 组 合 两 个 或 玩 多 的 图 。 把 这 些 图 的 ， bp 
所 有 顶点 和 按 所 组 成 的 图 称 为 这 些 图 的 并 图 。 将 对 2 个 
简单 图 的 并 图 给 出 更 加 形式 化 的 定 半 。 画 
Fa c 


十 光 了 两 个 简单 图 如 | = (Vi ,五 1 和 G2 = (VV ,BE,) 
的 并 图 是 带 有 顶点 集 YU Y- 和 和 边 集 Ej WE, 的 简单 
图 。 Cr 和 Gr» 的 并 图 表示 成 GIU Go 


例 15 求 图 7-24 a) 所 示 的 图 G1 和 GG 的 并 图 。 


图 7-23 天, 的 子 图 


a 4 站 
d 8 dt i 好 e i 
Cl Dy GU 

a1 b) 


图 7-24 al 简单 图 上 G 和 如; 以 及 pb) 它们 的 并 GU G， 
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解 ” 并 图 G; UG; 的 顶点 集 是 两 个 顶点 集 的 并 ， 即 fa,，5,c, 有 台 ,，e，fi。 并 图 的 边 
集 是 两 个 边 集 的 并 。 并 图 显示 图 7-24 b) 中 。 加 
练习 

在 练习 1~-3 里 ， 求 所 给 无 向 图 的 顶点 数 、 边 数 以 及 每 个 顶点 的 诬 。 指 出 所 有 投 立 点 和 悬挂 点 。 


1 a b c TD 3. 
e 2 e 可 / 
4. 求 练 习 1 一 3 里 每 个 图 的 顶点 的 度 之 和 ， 并 验证 它 等 于 图 里 边 数 的 2 倍 。 


5. 能 否 存 在 带 有 15 个 项 点 而 且 每 个 顶点 的 度 都 为 15 的 简单 图 ? 
6. 证 明 ; 在 一 次 聚会 上 全 体 人 员 的 担 手 次 数 之 和 是 偶数 。 人 很 设 无 人 自己 与 自己 握手 。 


在 练习 7 一 9 里 ， 对 给 定 的 有 向 多 重 图 来 说 ， 确 定 顶 点 数 和 边 数 ， 并 求 出 每 个 顶点 的 人 
度 和 出 度 。 
Ee 


上 RR, uu 如 ， 
如 
4) : 
可 可 - 可 让 


对 练习 7 一 9 里 每 个 图 来 说 ， 直 接 确 定 每 个 顶点 的 入 度 之 和 与 出 度 之 和 。 证 明 ; 它们 都 


10. 


Mr 


等 于 图 里 的 边 数 。 
11. 构造 出 图 7-11 里 带 有 向 边 的 图 的 底 图 。 
12. 画 出 下 列 图 。 
a) 所 > b} Ks cj Ka d}) CC ey) W, [fy 已 4 


在 练习 13 一 17 里 ， 确 定 图 是 否 为 偶 图 。 


13， & 2 14. ; 5 15. ” a 
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18. 对 哪些 = 值 来 说 下 列 图 是 偶 图 ? 
a) K,  b) CC, c) W, d) Q, 

19. 下 列 图 有 和 多少 个 顶点 和 和 多少 条 边 ? 

a) K, by CGC, c) W, d) Ks» e) QQ, 

20. 若 图 有 度 为 4，3，3，2，2 的 顶点 ， 则 它 有 多少 条 边 ? 

21. 是 否 存 在 带 有 下 列 度 的 有 5 个 顶点 的 图 ? 着 有 ， 则 画 出 这 样 的 图 。 
a) 3, 3, 3, 3,2 b})1,2,3,4,5 c)1,2, 3, 4,4 
dj 3, 4, 3, 4,3 ej0,1,2,2,3 pf1,1,1,1,1 

22. 至 少 带 有 1 个 项 点 的 K, 的 于 图 有 和 多少 个 ? t 

23. 至 少 带 有 1 个 顶点 的 KK 的 子 图 有 老少 个 ? 

24. 至 少 带 有 1 个 顶点 的 WW; 的 于 图 有 和 多少 个 ? 

25. 男 出 右面 这 个 图 的 所 有 了 于 图 。 

26. 设 避 是 带 有 ww 个 顶点 和 条 边 的 图 。 设 M 是 G 的 顶点 的 最 大 度 ， 
m 是 捷 的 顶点 的 最 小 度 。 证 明 : 

4) 2e/v En b) 2e/wu EM 


若 简 单 图 每 个 顶点 的 度 都 相等 ， 则 这 个 图 称 为 正则 的 。 若 正则 图 每 个 顶点 的 度 痢 为 xn， 
则 这 个 图 称 为 正则 的 。 


27, 对 哪些 2 值 来 说 下 列 图 是 正则 图 ? 
aj K, bj) C, cj WW, d) Qs, 
28. 对 哪些 x 和 的 值 来 说 玉 ,, ,是 正则 图 ? 
29. 度 为 4 而 且 带 有 10 条 边 的 正则 图 有 和 多少 个 项 点 ? 


在 练习 30~32 里 ， 求 给 定 的 简单 图 对 的 并 图 。t 假 设 带 有 相同 端点 的 边 是 相同 的 。) 


: 31， ， ,a /1 bb32.0 po 
i 上 
i 瑟 VY 
8 4 ” de £ da ee 8 
33, 简单 图 G 的 补 图 G 与 上 有 相同 的 顶点 。 两 个 顶点 在 怠 里 相 邻 ， 当 日 仅 当 它 们 在 G 里 不 
相 邻 。 求 下 列 图 。 
a) K, b) K,， c) i, d} 站 
34. 车 G 是 有 15 条 边 的 简单 图 而 二 G 有 13 条 边 ， 则 G 有 和 多少 个 夺 扣 ? 
35. 蕊 简单 图 G 有 mm 个 顶点 和 e 条 边 ， 则 避 有 多 少 条 边 ? 
*36, 证 明 : 若 G 是 有 w 个 预 点 和 we 条 边 的 惕 简单 图 则 e 所 vw*/4。 


37, 证 明 : 若 避 是 有 nm 个 顶点 的 简单 图 ， 则 G 和 如 的 并 图 是 KK,。 
“38. 描述 判定 图 是 否 为 偶 图 的 算法 。 


30. 
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表示 成 Ge: 的 有 向 图 G = (V,E) 的 北 图 是 图 (V,F),， 其 中 (u,v)€ 下 ， 当 且 仅 当 

(vu)EE, 

39. 描述 7.1 节 练 习 7 了 7 一 9 里 每 个 图 的 逆 图 。 

40. 证 明 : 每 当 G 基 有 向 图 了 时， 就 有 (GG ) = 。 

41. 证 明 : 图 G 是 它 自 身 的 道 图 ， 当 且 仅 当 G 所 关联 的 关系 《 见 6.3 节 ) 是 对 称 的 。 

42. 把 有 向 图 的 道 图 的 定义 推广 到 有 向 多 重 图 的 逆 图 的 慨 念 。 

43. 画 出 互联 9 个 并 行 处 理 器 的 栅 格 网 络 。 

44. 在 互联 m = 到 个 处 理 器 的 变种 的 栅 格 网 络 里 ， 处 理 器 Pti, 门 连接 4 个 处 理 器 
POCit1) mod mr,7)，P(i,tj 土 1) mod )， 使 得 连接 沿 栅 格 的 边 着 绕 。 画 出 16 个 处 
理 器 的 这 种 变种 的 栅 格 网 络 。 

45. 证明; 在 n=m? 个 处 理 器 栅 格 网 络 里 用 Ofvn) = Ofm) 个 hop 就 能 让 每 一 对 处 理 器 互 
相通 信 。 


7.3 图 的 表示 和 图 的 同 构 


7,3,1 引言 


存在 许 包 种 有 用 的 方式 可 以 对 图 进行 表示 。 在 本 章 里 将 看 到 设法 选择 最 方便 的 表示 是 有 
助 于 对 图 的 姓 理 的 。 在 本 节 将 要 说 明 如 何 用 多 种 不 同 的 方式 来 表示 图 。 

有 时 两 个 蜀 在 这 样 一 种 意义 下 恰好 具有 相同 的 形式 ， 就 是 在 两 个 图 的 顶点 之 间 存 在 着 一 
一 对 应 ， 这 个 对 应 保持 边 的 对 应 关系 。 在 这 种 情形 下 就 说 两 个 图 是 同 构 的 。 确 年 两 个 图 是 否 
辣 构 ， 这 是 本 节 里 将 要 研究 的 重 训 图 沦 问题 。 


7,3.2 图 的 赛 示 


表示 不 带 多 重 边 的 图 的 一 种 方式 是 列 出 这 个 图 的 所 有 边 。 田 一 种 表示 不 带 多 重 边 的 图 的 
方式 是 用 相 邻 表 ， 它 规定 与 图 的 每 个 硕 点 相 邻 的 顶点 。 


例 1 用 相 邻 表 搞 述 图 7-25 所 给 出 的 简单 图 。 


解 ” 表 72 列 出 与 图 的 每 个 顶点 相 邻 的 顶点 。 国 
例 2 通过 列举 在 图 的 每 个 顶点 上 发 出 的 过 的 化 点 ， 来 表示 图 7-26 所 示 的 有 向 图 。 
解 ” 表 7.3 表示 图 7-26 所 示 的 有 向 图 。 图 


a 


必 
让 


e 可 


图 7-25 一 个 简单 图 图 7-26 一 个 有 向 图 
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表 7.2 一 个 简单 图 的 边 表 囊 7-3 一 个 有 向 图 的 边 胡 


7.3.3 相 邻 矩阵 


硅 图 里 有 许多 边 ， 则 把 图 表示 成 边 表 或 相 邹 表 ， 就 不 便于 执行 图 的 算法 。 为 了 简化 计 
算 ， 可 用 和 矩阵 表示 图 。 在 这 里 将 纵 出 两 种 类 型 的 常用 的 表示 图 的 矩阵 。 一 神 类 型 是 基于 顶点 
的 相 邻 关系 ， 另 一 种 类 型 是 基于 项 点 与 边 的 关联 关系 。 

假设 6G = (V,E) 是 简单 图 ， 其 中 | Vi| = ww。 假设 把 G 的 项 点 任意 地 排列 成 wi1，w%)， 
.Vo 对 这 个 顶点 表 采 说 ，G 的 相 孝 短 阵 站 (或 六 A.) 是 一 个 nxn 的 0-1 给 阵 ， 它 满 
是 这 样 的 性 质 : 当 vw; 和 ww 相 邻 时 第 (i ，j) 项 是 1， 当 vw 和 也 林 相 分 时 第 (i ，jij) 项 有 是 0。 
换 句 话说 ， 吞 相 邻 矩 阵 是 A= [a,]， 列 

-人 -= vw | 是 G 的 一 条 边 

” lL0， 否 则 
注意 图 的 相 名 矩阵 依赖 于 所 选择 的 顶点 的 顺序 。 因 此 带 站 个 顶点 的 图 有 2 1 个 不 同 的 相 邻 证 
阵 ， 因 为 n 个 巴 点 有 n1 个 不 同 的 顺序 。 


简单 图 的 相 邻 搜 阵 是 对 称 的 ， 即 az = aj;;， 这 是 因为 当 vw; 和 vw 相 邻 时 ， 3 
这 两 个 项 都 是 1， 否 则 都 是 0。 另 处 ， 因 为 简单 图 无 环 ， 所 以 每 一 项 a,, 都 是 
0,， 7 二 | ， 2 3， “ay 好 


注意 ， 当 图 里 的 边 相 对 少时 ， 相 邻 矩 阵 是 稀 玖 和 矩阵， 即 只 有 很 少 的 非 0 
项 的 矩阵 。 可 以 用 特殊 的 方法 来 表示 和 计算 这 桩 的 矩阵 。 另 外 ， 当 表示 和 处 “ 
理 这 样 的 图 时 ， 用 边 表 有 时 是 于 有效 的 。 图 7-27 一 个 


例 3 用 相 邻 算 阵 表示 图 7.27 所 示 的 图 。 eh 
解 ” 把 顶点 排列 成 a，5，c，4。 表 示 这 个 图 的 矩阵 是 
DD 1 1 1 
1 0 1 0 
1 1 0 
D0 0 0 前 


例 4 画 出 带 有 相对 于 顶点 顺序 a，b，<，a 的 相 邻 矩阵 的 图 ， 


器 
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解 ” 图 7-28 显示 带 有 这 个 相 邻 矩 阵 的 图 ， 其 


相 邻 矩阵 也 可 用 来 表示 带 环 和 和 多重 边 的 无 同 图 。 把 顶点 a 上 的 环 表示 成 相 邻 矩阵 第 
(i ，i) 位 置 上 的 1。 当 出 现 多 重 边 时 ， 相 邻 矩 阵 不 再 是 0 一 1 和 矩阵， 这 是 因为 相 邻 矩阵 的 第 
ti，7) 项 等 于 与 fa,，a,i 关联 的 边 数 。 包 括 多 重 图 与 伪 图 在 内 的 所 有 无 四 图 都 具有 对 称 
的 相 邻 短 阵 。 


例 s5 用 相 邻 矩阵 表示 图 7-29 所 示 的 伪 图 。 


有 | 


图 7-28 党 有 纶 定 的 相 邻 是 孟 的 图 图 7-29 - -个 檀 图 
解 ”顶点 顺序 为 a， 658，c，d 的 相 邻 矩阵 是 


0 302 
3011 
0 1 1 2 
2 1200 
在 第 6 章 里 用 0 一 1 矩阵 表示 有 问 图 。 若 有 疝 图 G==(V ,EE) 从 wv; 到 w, 有 边 , 则 它 的 抵 
阵 在 (i,j) 位 置 上 有 1， 其 中 wi ，w2，...，wa 是 任意 的 项 点 顺序 。 换 句 话 说,， 符 A= [ao 


是 相对 于 这 个 顶点 表 的 相 邻 什 阵 ， 则 


人 ,着 (vw,， ww) 是 G 的 一 条 边 
“= 否则 
有 向 图 的 相 邻 短 阵 不 必 是 对 称 的 ， 因 为 当 从 a, 到 a, 有 边 时 ， 从 a, 到 ai 可 以 没有 边 。 
相 邻 矩阵 也 可 用 来 表示 有 向 多 重 图 。 同 样 ， 当 有 连接 两 个 顶点 的 同和 疝 多 重 边 时 ， 这 样 的 
算 阵 不 是 0 一 1 矩阵 。 在 有 向 多 重 图 的 相 邻 答 阵 里 ，a, 等 于 关联 到 (wvw，wv,) 的 边 数 。 


7.3.4 关联 矩阵 

表示 图 的 另 一 种 常用 方式 是 用 关联 拓 阵 。 设 如 =(Y ,FE) 是 无 问 图 。 设 ml，t，.…… ，mz 
是 顶点 而 e, ，e;，...，e。 是 边 。 则 相对 于 V 和 EE 的 这 个 顺序 的 关联 年 阵 是 zx 产 组 阵 
M= [mm;,]， 其 中 


3 


Wi Yo 6 
sh 当 边 @ 关联 sw 时 NS 
“lo, 香 则 AN 
例 6 用 关联 矩阵 表示 图 7-30 所 示 的 图 。 YY 
解 ”关联 和 矩阵 是 图 7-30 无 向 图 
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vu Il 1 0 0 0 
va 0 0 1 1 0 1 
va 0 0 0 0 1 1 
a 0 1 0 0 0 
Us 0 1] 0 1 1 0 | | 


关联 和 抱 阵 也 可 用 来 表示 多 重 边 和 环 。 在 关联 矩阵 里 
用 相等 项 的 列 来 表示 多 重 边 ， 因 为 这 些 边 关联 同样 一 对 
顶点 。 用 恰 有 一 项 等 于 1 的 列 来 表示 环 ， 它 对 应 于 环 所 
关联 的 顶点 。 


例 7 用 关联 定 阵 表示 图 7-31 所 示 的 伪 疼 。 


水 
解 ” 这 个 图 的 关联 短 阵 是 0 
el ED E34 Fa Es Fo eT Er 
Ul 11 1 0 0 0 0 0 
v» 0 1 1 10 1 1 0 
va 0 0 0 1 100 0 
wa | 0 0 9 0 1 1 
Us |o DO 0 0 1 1 0 0 轴 
7.3.5 和 图 的 同 构 
经 常 需要 知道 是 否 有 可 能 以 同样 的 方式 来 画 出 两 个 图 。 例 如 ， uu wo 
在 化 学 里 用 图 为 化 合 物 建 模 。 不 同 的 化 合 物 可 能 分 子 式 相同 但 结构 
不 同 。 把 这 样 的 化 合 物 表 示 成 不 能 以 同样 方式 来 画 的 图 。 用 表示 过 
去 已 知 化 合 物 的 图 来 判定 想象 中 的 新 化 合 物 是 否 已 经 研究 过 了 。 ， 
对 具有 同样 结构 的 图 来 说 ， 存 在 着 一 些 有 用 的 术语 。 
人 
定义 1 设 Gi= (YE) 和 Gz=(Vz, 忆 :) 是 简单 图 ， 若 存在 一 ， ， 
对 一 的 和 了 上映 上 的 从 Vw 到 V, 的 函数 f+， 且 六 具有 这 样 的 性 质 ， 对 
V 里 所 有 的 a 和 5 来 说 ，a 和 5 在 Gj 里 相 邻 ， 当 且 仅 雪 Fa 和 
了 (5) 在 Gs 里 相 邻 ， 就 说 G, 与 G。 是 同 构 的 。 这 样 的 函数 f 称 为 
同 构 吕 。 人 Ll 
挽 颁 话 说 ， 当 两 个 简单 图 同 构 时 ， 两 个 图 的 人 项 点 之 间 有 具有 保持 H 
图 7- 可 图 上 记 和 下 


相 邻 关系 的 一 一 对 应 。 


例 8 证 明 图 7-32 所 示 图 G=(V,E) 和 玉 =(W, 下 ) 同 构 。 


已 同 构 kisomerphism) 这 个 词 来 日 两 个 项 腊 语 字 根 ; 表示 “相等 ”的 isos 利 表 水 “形式 ”的 morphe。 
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解 郴 数 了 满足 Fai) = vw， ， flus) = va 4 f(aua)= va ? fus) = va * 它 是 YY 和 王 之 
间 的 一 一 对 应 。 为 了 看 出 这 个 对 应 保持 相 邻 关系 ， 注 意 G 里 相 邻 的 了 项 点 是 za 和 zz，ai 和 
J #727 各， 以 品 #3 利 HA， 本 fF) = 和 f(s) = va 5 站 1 和 f(a) v3 + 
Faz)=v4 种 ws) = vy， 以 及 Ft)= v3 和 f(awa)= ws 所 组 成 的 每 一 对 顶点 都 有 是 在 吉 里 
相 邻 的 。 加 
,2 判定 两 个 简单 图 是 否 同 构 常常 是 一 件 困难 的 事情 。 在 两 个 带 有 个 项 点 的 简单 图 的 
2 顶点 集 之 间 有 n1 种 可 能 的 一 一 对 应 。 若 nn 太 大 ， 则 通过 检验 每 一 种 对 应 来 看 它 是 否 
保持 相 邻 关系 和 不 相 邻 关系 ， 这 样 做 是 不 可 行 的 。 

不 了 过， 和 常 沉 可 以 通过 说 明 两 个 简单 图 不 具有 了 同 构 的 图 所 必须 具有 的 性 质 来 说 明 它们 不 同 
构 。 把 这 样 的 性 质 称 为 对 简单 图 的 同 构 来 说 的 不 变 重 。 例如， 同 构 的 简单 图 必然 具有 相同 的 
顶点 数 ， 因 为 在 这 些 图 的 顶点 集 之 间 有 着 一 一 对 应 。 而 自 ， 同 构 的 简单 图 必然 有 相同 的 边 
数 ， 因 为 在 顶点 之 间 的 一 一 对 应 建立 了 边 之 间 的 一 一 对 应 。 另 外 ， 同 构 的 简单 图 必然 有 相同 
的 顶点 度 。 即 马里 的 也 度 顶点 w 必然 对 应 所 里 的 dz 度 顶 点 f(w)， 这 是 因为 在 如 里 顶点 
与 ww 相 邻 ， 当 县 忆 当 在 互 里 Fo 与 Ac) 相 邻 。 

例 9 说 明 图 3-33 所 示 的 图 不 同 构 。 

解 G 和 HH 都 具有 5 个 顶点 和 6 条 边 。 不过， GG 有 1 上 度 顶 点 。 而 万 没有 1 度 顶 点 。 所 
以 上 与 日 是 不 同 构 的 。 | 

顶点 数 、 边 数 以 及 顶点 度 都 是 在 同 构 于 的 不 变量 。 若 两 个 简单 图 的 这 些 量 有 任何 不 同 ， 
则 这 两 个 图 就 不 是 同 构 的 。 不 过 ， 当 这 些 量 都 相同 时 ， 也 不 一 定 意 味 着 丙 个 图 是 同 构 的 。 卓 
前 还 没有 已 知 的 用 来 判定 简单 图 是 否 同 构 的 不 变量 集 。 


例 10 判定 图 7-34 所 示 的 图 是 否 同 构 。 
b b 
了 pb y : 
d e d d c p g 
0 H 0 FH 
图 733 图 避 和 三 图 7-34 图 安 和 万 


解 ”图 G 和 瑟 都 具有 8 个 顶点 和 和 10 条 边 。 它们 都 具有 4 个 2 度 顶 点 入 4 个 3 度 顶 点 。 
因为 这 些 不 变量 都 相同 ， 所 以 可 能 想到 它们 是 同 构 的 。 

然而 GG 和 二 不 是 同 构 的 。 为 了 着 明白 这 一 点 ， 注 意 到 因为 在 避 里 deg{a)=2， 所 以 a 
必然 对 应 于 五 里 的 tf， xz 或 y， 这 是 因为 这 些 顶 点 是 五 里 的 2z 度 顶点 。 不 过 ， 事 里 的 这 
4 个 顶点 中 每 一 个 都 与 如 里 另 一 个 2 度 顶点 相 邻 ， 但 是 在 G 里 a 却 不 是 这 样 的 。 

看 出 GG 与 万 水 同 构 的 男 一 种 方式 是 ， 注意 到 若 这 两 个 图 同 构 ， 则 由 3 度 顶点 和 连接 它们 
的 边 所 组 成 的 子 图 同 构 (读者 应 当 验 证 它 )。 然 而 图 7-35 所 示 的 这 些 子 图 却 不 是 同 构 的 。 国 


本 
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为 了 说 明 从 图 G 的 顶点 集 到 图 皇 的 项 号 集 的 图 数 子 是 一 个 同 构 ， 需 要 培 明 了 保持 过 的 
关系 。 一 种 有 助 于 这 样 做 的 方式 是 利用 相 邻 怎 阵 。 上 基体 地 说 ， 为 了 说 明 了 是 一 个 同 构 ， 就 
说 明 G 的 相 邻 矩阵 与 日 的 相 邻 征 阵 相同 ， 其 中 G 的 相 邻 矩阵 的 行 和 烈 的 标记 都 是 G 里 的 顶 
点 ， 的 相 邻 矩阵 的 行 各 列 的 标记 都 是 G 里 的 对 应 顶点 在 上 下 的 像 。 在 下 一 个 例子 里 解释 
如 何 这 样 司 。 


例 11 判定 图 7-36 所 术 的 图 G 各 日 是 否 同 构 。 


| uo | V3 
' F 
| BA 
- 机 了 3 Vs Le 
安 万 
和 


疾 7-35 由 3 诬 顶 点 和 连接 图 ?7-36 图 避 和 二 
它们 的 氨 所 组 成 的 如 和 也 的 子 图 


解 ”G 和 五 都 具有 6 个 项 点 和 7 条 边 ， 都 具有 4 个 2 度 硬 点 和 2 个 3 度 环 点 。 还 容易 看 
出 由 2 上 度 了 天 点 和 连接 它们 的 边 上 所 组 成 的 GG 和 和 瑟 的 子 图 是 同 构 的 (读者 应当 验证 它 }。 因 为 
G 各 塌 对 这 些 不 变量 来 说 是 相同 的 ， 这 训 有 理由 试 首 找 出 一 个 同 构 ff。 

现在 定义 明 数 了 7， 然 后 判定 它 是 否 同 构 。 因 为 deg{x1)=2 而 且 ai 不 与 尾 司 其 他 2 庶 顶 
点 相 邻 ， 所 以 zi 的 像 必 然 是 v4 或 vw。， 它 们 是 石 里 仅 有 的 不 与 2 度 项 点 相 邻 的 硕 点。 随意 
地 令 了 (wl) = vs 。[ 如 果 发 现 这 个 选择 得 不 出 同 构 ， 就 接着 试验 f(a1) 一 ws。 因为 za 与 
ul 相 邻 ,所 以 ez 可 能 的 像 是 ns 和 vw;。 随 意 地 令 f(ws) = v3。 照 这 样 继续 下 去 ， 用 顶点 的 
相 邻 关系 和 度 作 为 指引 , 令 f(wa)= v4 Fw)== ws， us)= 以 及 大 ai= ve 现 
在 已 经 有 了 在 G 的 顶点 集 与 日 的 碳 太 集 之 间 的 一 一 对 应 ,好 说 ) 二 ve， (wy) = vy， 
Fe) = 二 v3。 为 了 查看 f 是 否 保 持 边 ， 就 检 
查 G 的 相 邻 答 阵 


i Ha Hs Hd Ws Hs 


a 10 1 0 1 0 0 
My 1 0 1 0 0 1 
着 二 ua [0 1 0 1 0 0 
TO 1 0 1 0 
us [0 0 0 1 0 1 
xss (QQ 1 0 0 1 0 


以 及 用 G 里 的 对 应 顶点 的 像 来 标记 行 和 列 的 日 的 相 邻 矩阵 
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Ve 0 1 0 1 0 0 
全 1 0 1 90 0 1 
Re vd D0 1 0 1 0 1 
Us ll 0 10 1 0 
we D0 0 1 0 1 
Ua 0 1 00 1 0 


因为 Ac = Ap， 所 以 了 是 保持 边 的 。 由 此 得 出 丫 是 一 个 同 攀 ， 所 以 如 与 日 是 同 构 的 。 注 意 ， 
若 事 实证 明 f 不 是 一 个 同 构 ， 则 并 没有 证 明 GG 与 玉 不 是 同 构 的 ， 因 为 G 和 玉里 的 顶点 的 
男 一 个 对 应 仍然 可 以 是 同 构 。 | 


"way 判定 两 个 图 是 否 同 构 ， 已 知 的 最 好 算法 具有 指数 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 性 〈 对 图 的 顶点 
> 数 来 说 )。 不 过 ， 已 经 知道 了 解决 这 个 问题 的 线性 平均 情形 时 间 复 杂 性 的 算法 ， 而 且 
有 希望 找到 判定 两 个 图 是 否 同 构 的 密 项 式 最 坏 情形 时 间 复 杂 性 的 算法 。 一 种 名 为 NAUTY 
的 最 好 的 实用 算法 可 用 来 在 现代 个 人 电脑 上 在 1 秘 钟 之 内 判定 带 有 100 个 顶点 的 两 个 图 是 
否 同 构 。 可 以 在 因特网 上 下 载 NAUTY 软件 并 用 它 做 实验 。 


练习 
在 练习 1 一 4 中 ， 用 相 邻 表 表 示 第 定 的 图 。 
| 00 b < 3. 


ce d 可 e 


. 用 相 邻 矩阵 表示 练习 1 中 的 图 。 
. 用 相 邻 矩阵 表示 练习 2 中 的 图 。 
, 用 相 邻 矩阵 表示 练习 3 中 的 图 。 
. 用 相 邻 矩阵 表示 练习 4 中 的 图 。 
. 用 相 邻 矩阵 表示 下 列 每 一 个 图 。 
a) K, by 政 1 4 ec) 天 ?3 d) Ca ey Wa f) 已; 


在 练习 10 一 12 中 ， 画 出 带 有 给 定 的 相 邻 矩阵 的 图 。 


| 


| 


| 
Ee 
Lr 
I 
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一 人 人 一 
pO 
Ee 


在 练习 13 一 15 中 ， 用 相 邻 搜 阵 表示 所 给 定 的 图 。 


13. ] 14. 又 15. 
or 本 心 | 


企 练 习 16~18 中 ， 表 出 用 给 定 的 相 令 矩阵 所 表示 的 无 同 图 。 


16 . 


人 


tt 
pb 


pk 


lh 
二 


人 
Le 
A 


18. 


Lm 
二 


bam 
tf 


1 


2 : 


1 
2 
0 
R 
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9 2 3 0 
1 2 2 1 
2 1 10 
1 0 0 2 
25. 每 一 个 对 称 的 和 对 角 线 全 为 0 的 0-1L 方 阵 是 否 都 是 简单 图 的 相 部 和 乒 阵 ? 
26. 用 关联 生 阵 表示 练习 1 和 2 中 的 留 。 
27. 用 关联 矩阵 表示 练习 13 一 13 中 的 图 。 
“28. 什么 是 无 回 图 的 相 邻 乞 阵 的 一 行 中 的 各 项 之 和 ? 对 有 癌 图 来 说 呢 ? 
“29. 什么 是 无 向 图 的 相 邻 矩 中 的 一 列 中 的 各 项 之 和 ? 对 有 向 图 来 说 呢 ? 
30. 什么 是 无 向 图 的 关联 算 降 的 一 行 中 的 各 项 之 和 ? 
31. 什么 是 无 向 锣 的 关联 折 阵 的 一 列 中 的 各 项 之 和 ? 
"32 . 求 下 列 每 个 图 的 相 部 矩阵 。 

a) KK, b) CC, Cj W, d) Ks e) QQ, 
33. 求 练习 32 a) 一 d) 中 的 图 的 关联 和 矩 阵 。 


在 练习 到 和 4 里， 判定 所 给 定 的 一 对 图 是 否 同 构 。 


全 于 
Vv | 
3 HH | | Ks V3 
#1 U3 
A Ps 
Hs | Fs 1 
bl! 
| uy 
天 型 了 rl 
i I 
vw vy 了 3 
> 和 l 
Ms Hi 
i 3 EE 
Hs 站 | 
Hl] 
| 1 
所 | iH Vv 
38 | mw 39. wu a Se 
1 
RS 机 #3 Wi 
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4 人 ， 


42 . 


44 


45. 证 明 : 简单 图 的 局 构 关 系 是 等 价 关 系 。 

46, 设 GG 和 瑟 是 同 构 的 简单 图 。 证 明 ; 它们 的 补 图 G 和 五 也 是 同 构 的 。 
47. 描述 -- 下 图 的 相 邻 矩阵 里 对 应 于 弧 立 点 的 行 种 列 。 

48. 描述 一 下 图 的 关联 矩阵 里 对 应 于 履 立 点 的 行 。 

49. 证 明 : 带 有 2 个 以 上 顶点 的 偶 图 的 项 点 可 以 排序 ， 使 得 相 邻 矩阵 形 和 如 


we! 

B 0 

其 中 所 示 的 四 项 都 是 矩形 块 。 

若 简 单 图 G 各 是 同 构 的 ， 则 避 称 为 自 补 图 。 4 . 


50. 证 明 :; 右 图 是 自 补 图 。 

51. 求 带 有 5 个 顶点 的 和 目 补 简 单 图 。 

"52. 证 明 : 考 G 是 带 有 ww 个 俐 点 的 自 补 简单 图 ， 则 多 寺 0 或 1 (mod4)。 c 
53. 对 哪些 整数 ”来 说 性 是 日 补 图 ? 

54. 带 有 xn 个 顶点 的 非 同 构 的 简单 图 有 和 多少 个 其 中 是 
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ah 2 by 3 c) 4 
55. 带 有 5 个 顶点 种 3 条 边 的 非 同 构 的 简单 图 有 凶 少 个 ? 
56, 带 有 个 估 点 和 4 条 边 的 非 同 构 的 简单 图 有 条 少 个 ? 
57. 带 有 下 烈 相 分 短 阵 的 简单 图 是 否 同 构 ” 


00 1 f011 
a I0 0 1|, Il1 0 0 
1 10) 100 
0 01 /0 111 
001 |1001 
0001 |1001 
1! 1 10 io 
0110 /0 101 
1 001| 11000 
9 oo01 looo01 
0110) 4010 
58. 判定 带 有 下 列 关 联 租 阵 的 无 环 图 是 否 同 构 的 。 
101 (11110 
a lo 1 1|, |101 
1 10) lol 
1 100 0 (‘0 1001 
10101 lo1110 
D011 loolo 
01110 0101 


59. 把 简单 图 的 同 构 定 义 推广 到 包含 环 和 多重 边 的 无 疝 图 。 


60. 定义 有 向 图 的 间 构 。 
在 练习 61 一 64 中 ， 淹 定 所 给 定 的 一 对 图 是 否 同 构 的 。 


从 六 


65. 证 明 : 若 G 和 万 a 则 和 万 的 道 (在 7.2 节 练习 39 之 前 定妆) 也 是 


同 构 的 。 
“66. 带 有 rn 个 顶点 的 非 同 构 有 向 图 有 和 多少 个 ?其 中 是 
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a) 2 hb) 3 Cj 寺 
“67. 无 向 图 的 关联 矩阵 与 它 的 转 置 之 积 是 什么 ? 
"68. 表示 带 有 vw 个 顶点 和 e 条 边 的 简单 图 需要 儿 少 存储 空间 ? 其 中 分 别 利用 

a) 相 邻 表 b) 相 邻 拓 阵 c) 关联 矩阵 

对 所 谓 的 同 构 检验 来 说 ， 魔 鬼 对 是 该 检验 不 能 证 明 为 不 同 构 的 一 对 不 同 构 的 图 . 
69., 求 一 个 用 于 检验 的 感 捍 对 ， 检 查 两 个 图 里 的 项 点 虞 的 序列 确定 它们 荐 相同 的 。 


7.4 连通 性 


许多 问题 可 以 用 沿 图 的 过 旅行 所 形成 的 通路 来 建 模 。 倒 如， 判定 在 两 个 计算 本 之 间 用 中 
间 连 接 能 和 理 传 递 消息 的 问题 ， 就 可 以 用 图 模型 来 研究 。 利 用 由 图 里 的 通路 所 组 成 的 模型 ， 可 
以 解决 投递 邮件 、 收 集 境 圾 以 及 计算 机 网 络 中 的 诊断 等 的 路 线 有 效 计 划 问 题 ， 
7.4,2 通路 

首先 定 尽 描 述 通路 的 基本 的 秽 论 术语 。 

定 光 1 在 无 向 图 里 从 & 到 % 的 长 度 为 的 通 足 是 由 图 的 边 所 组 成 的 序列 e]，..,，e;， 
悟 得 Fei ) = 0 人 1 fles) = 人 a fle,)= | 其 中 ni 是 止 整 数 ， 
Ti HH 而 x， 一 Ur 当 这 个 图 是 简单 图 时 ， 就 用 顶点 序列 Th Rn 表示 这 条 通路 
(这 是 因为 列 出 这 些 顶 点 就 唯 -: 地 确定 了 通路 )。 若 一 条 通路 在 相同 的 项 点 上 开始 和 结束 ， 即 
4 二， 则 它 基 一 条 回路 。 把 这 条 通路 或 回路 说 成 是 经 过 或 行 遍 山 感 I， Ys -12 
若 通 踏 或 回 足 不 重复 地 包含 相同 的 边 ， 则 它 是 简单 的 。 

当 疫 有 必要 区 分 多 草 边 时 ， 就 用 天 加 序 列 TE 表示 通路 ei， Eos rrp 
其 中 对 =1， 2，...，n 来 说 (ej) = 1x;-_1,x;1。 这 种 记 法 仅 仅 指出 通路 所 经 过 的 顶点 。 
经 过 这 个 顶点 序列 可 以 有 多 条 通 有 路。 . E 

例 1 在 图 7-37 所 示 的 图 里 ，a, d, r， 了 ，e 是 长 度 为 4 的 简 
单 通路 ， 因 为 fa, dj，id, ci，lc,， fl 和 1f,， et! 都 是 边 。 但 
是 ， 如 a 不 是 通路 ， 因 为 le, fea 椒 是 边 。 注意 4， i | ge 于 
<，5 是 长 度 为 4 的 回路 ,这 是 因为 156， cl，1e， fi，|f， oj 和 国信 量 
le，5| 都 是 边 ， 这 条 通路 在 bh 上 开始 和 结束 。 长 度 为 5 的 通路 a， 
5，e，4qd，a， 上 5 不 是 简单 的 ， 因 为 它 两 次 包含 边 la,， bi。 图 

有 向 图 里 的 通路 和 回路 在 第 6 章 里 介绍 过 。 现 在 定义 对 有 向 杀 重 图 来 说 的 这 样 的 通路 。 


定义 2 在 有 向 图 里 从 x 到 的 长 度 为 n 的 通路 ， 是 由 图 的 边 所 组 成 的 序列 e|，...， 
e ， 和 使 得 Flel)=({zovzri)，Feays=( ziyr)， Fre)=(z iozr)， 其 中 ”是正 整数 ， 
Xo 二 妈 春 x ,= ww。 当 图 里 没有 考 重 边 时 ， 就 用 国 点 序列 x Tl 表示 这 条 通路 。 
把 在 相同 顶点 上 开始 和 结束 的 通路 称 为 回路 或 圈 。 若 一 条 通路 或 回路 不 重复 地 包 合 相同 的 
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边 ， 则 把 它 称 为 简单 的 ，。 


当 没 有 必要 区 分 多 重 边 时 ， 就 用 顶点 序列 ro，xzrl，... ，z 表示 通 路 ej， ey，...， Ee,， 
其 中 对 7=1，2，...， 来 说 ff(e)}= (x;-1,Xx,)。 这 种 记 法 仅仅 指出 通路 所 经 过 的 顶点 。 
经 过 这 个 顶点 序列 可 以 有 多 条 通路 。 


7.4.3 无 向 医 和 连通 性 


车 消息 通过 一 个 或 多 个 中 和 间 计 算 机 来 传递 ， 则 和 何 时 计算 机 网 络 具 有 每 对 计算 和 机 都 可 共享 
信息 的 性 质 ? 当 简 用 图 来 表示 这 个 计算 机 网 络 ， 其 中 用 顶点 表示 计算 机 而 用 边 表示 通信 和 连接 
时 ， 这 个 问题 就 变 成 : 何 时 在 图 里 任何 两 个 顶点 之 间 都 存在 通路 ? 

定义 3 车 无 向 图 每 一 对 不 同 的 项 点 之 间 都 有 通路 ， 则 该 图 称 为 连通 的 。 

因此 在 网 络 里 ， 任 何 两 个 计算 机 都 可 以 通信 ， 当 和 且 仅 当 这 个 网 络 的 图 是 连通 的 。 

例 2 图 7-38 里 的 图 6G 是 连通 的 ， 这 是 因为 在 每 一 对 不 后 的 顶点 之 间 都 有 通路 (读者 
应 当 验 证 它 )。 但 是 图 7-38 里 的 图 百 不 是 连通 的 。 倒 如 ， 在 顶点 a 和 了 之 间 没 有 通路 。 国 

在 第 8 章 里 将 需要 下 述 的 定理 。 

定理 1 在 连通 无 向 图 的 每 一 对 不 同 预 点 之 间 都 存在 简单 通路 。 

证 设 z 和 mw 是 连通 无 向 图 如 =, 下) 的 两 个 不 同 的 顶点 。 因 为 G 是 连通 的 ， 所 以 za 
和 vw 之 间 至 少 有 1 条 通路 。 设 zo。，x1，...， Xs 是 长 度 最 短 的 通路 的 硕 点 序列 ,其 中 xo = 
xz 而 x 二 wv。 这 条 长 度 最 短 的 通路 是 简单 的 。 为 了 着 明 白 这 一 点 ,假设 它 不 是 简单 的 。 则 对 
满足 0 所 ;< 7 的 某 个 i 和 1 来 说 有 xz;= x;。 这 意味 着 通过 删除 天 点 序列 x;，...，x，1 所 对 
应 的 边 ， 就 获得 了 带 有 顶点 序列 TO Es rs +t i i 的 从 到 | vo 的 时 痊 通 
路 。 Li 

不 连通 的 图 是 2 个 或 2 个 以 上 连通 子 图 之 并 ， 每 一 对 子 图 都 没有 公共 的 预 点 。 这 些 不 相 
变 的 连通 子 图 称 为 图 的 连通 分 支 。 

例 3 图 7-39 所 示 的 图 G 的 连通 分 支 基 什 么 ? 


| a 
全 
1 人 
入 一 一 一 一 一 一 此 
/ d ] T 
中 
号 E 本 了 
性 号 
图 7-38 图 申 和 万 图 7.39 图 三 和 它 的 连通 分 支 C，Cz 和 3 


解 图 GG 是 图 7-39 所 示 的 3 个 不 相交 连通 子 图 G1，G2 和 G3 之 并 。 这 3 个 子 图 是 C 
的 连通 分 支 。 量 
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有 时 删 际 一 个 项 点 和 它 所 关联 的 边 ， 就 产生 带 有 比 诛 图 4a d 7 民 
更 多 的 连通 分 双 的 子 图 。 把 这 样 的 江 点 称 为 割 点 (或 节点 )。 
太 连 遂 图 里 删除 荐 点 ， 就 产生 不 过 遂 的 子 图 。 同 理 ， 把 一 日 
删除 颈 产 生 党 有 比 原 图 更 多 的 连 遂 分 支 的 子 图 的 边 称 为 割 边 
或 桥 ， 

例 4 求 出 图 7-40 所 示 的 图 G 的 撩 点 和 制 边 。 

解 ” 图 G 的 荐 点 是 5，c 和 e。 删 除 这 些 观 点 中 的 一 个 (和 它 的 邻 边 )， 就 使 得 这 个 图 不 
再 是 连通 的 。 割 边 是 lta, zl 和 1c，e1。 删除 这 些 边 中 的 一 条 ， 束 使 得 G 不 肯 是 连通 
的 。 | 


图 7-40 图 顾 


7,4.4 有 向 图 中 的 连通 性 


根据 量 否 考虑 边 的 方向 ， 在 有 问 图 里 有 两 种 连通 性 概念 。 

定义 4 和 若 每 当 a 和 5 都 是 一 个 有 和 癌 图 里 的 顶点 时 ， 就 有 从 a 到 5 和 和 从 5 到 a 的 通路 ， 
则 该 图 是 强 和 连通 的 。 

为 了 让 一 个 有 向 图 是 强 连 通 的 ， 从 这 个 图 里 任何 一 个 顶点 到 任何 另外 一 个 顶点 必 而 存在 
有 问 边 的 序 刚 。 有 回 图 可 以 不 是 强 连通 的 但 还 是 “一 整 块 "。 为 了 淮 确 地 说 明 这 一 点 ， 给 出 
下 述 的 定义 。 

定义 5 寿 在 有 问 图 的 研 图 里 ， 任 何 两 个 项 点 之 间 邦 。 
有 通路 ， 则 该 有 癌 图 是 弱 达 通 的 。 


即 有 向 图 是 弱 连 通 的 ， 当 且 仅 当 在 忽略 地 的 方向 时 ， 


任何 两 个 硕 点 之 间 总 是 存在 通路 。 显 然 ,， 任何 强 连 通 有 ? . a 

问 图 也 是 弱 连 通 的 。 a H 
俩 5 图 ?41 所 示 的 有 问 图 台 和 互 是 理 强 连通 的 ? 图 7-41 有 向 图 避 和 互 

是 理 能 连通 的 ? 


解 C 是 强 连通 的 ， 因 为 在 这 个 有 向 图 里 ， 任 何 两 个 顶点 之 间 都 存在 通路 【读者 应 当 
验证 它 }。 因 此 G 也 古 绕 连通 的 。 图 末 不 是 强 连 通 的 。 在 这 个 图 里 ， 从 a 到 上 没有 有 癌 通 


路 。 但 是 五 是 弱 连 通 的 ， 因 为 在 五 的 底 图 里 ,任何 两 个 顶点 之 间 都 有 通路 (读者 应 当 验 证 
Eo 加 


7.4.5 通路 与 同 构 

有 多 种 方式 可 以 利用 通路 和 回路 来 帮助 判定 两 个 图 是 否 同 构 的 。 例 如 ， 上 县 有 特定 长 诬 的 
简单 回路 的 存在 性 ， 了 怠 是 一 种 可 以 用 来 证 明 两 个 图 是 不 则 榴 的 有 用 的 性 奈 。 另 外 ， 利 用 通路 
来 构造 可 能 是 同 构 的 上 映射 。 

曾经 指出 计 ， 简 单 图 的 一 个 有 用 的 同 构 不 变量 是 长 度 为 上 的 简单 回路 的 存在 性 ,其 中 & 
是 大 于 2 的 正 整数 。 (这 个 不 变量 的 证 明 在 本 章 末 尾 留 作 练 习 36,) 例 6 说 明 如 何 用 这 个 不 


变量 来 证 明 两 个 图 不 同 构 。 
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例 6 判定 图 7-42 所 示 的 图 G 和 和 厂 是 否 同 桔 。 


解 ”G 和 互 都 具有 6 个 顶点 和 8 条 边 。 各 自 具 有 4 个 3 度 顶 点 和 2 个 2 度 项 点 。 所 以 对 
两 个 图 来 说 有 3 个 不 变量 {顶点 数 、 边 数 以 及 顶点 度 ) 都 是 相同 的 。 但 是 睛 有 长 度 为 3 的 
简单 回路 。 即 wy ，w2，wse，v1， 而 G 没有 长 度 为 3 的 简单 回路 (G 里 的 所 有 简单 回路 的 长 
度 至 少 为 4)}。 因 为 长 度 为 3 的 简单 回路 的 存在 性 是 一 个 向 构 不 变量 ， 所 以 G 和 万 不 是 同 构 
的 。 器 


已 经 说 明了 茶 种 类 型 的 通路 ， 即 具有 特定 长 度 的 简单 回路 ， 是 如 何 用 来 证 明 两 个 图 是 不 
间 构 的 。 还 可 以 用 通路 来 求 出 潜在 的 同 构 上 映射 。 


例 7 判定 图 7-43 所 示 的 图 G 和 和 太 是 否 同 构 。 


村 | 1 

i 2 We 二 

ts Hl3 rs V3 #| 对 3 Vs Vv 
Hd | Hs Lk | | Dik 

心 i 


图 742 图 如 和 五 图 7-43 图 忧 和 五 


解 G 和 互 都 具有 5 个 顶点 和 6 条 边 ， 都 具有 2 个 3 度 顶 点 和 3 个 2 度 顶 点 ， 都 具有 1 
个 长 度 为 3 的 简单 回路 ，1 个 长 度 为 4 的 简单 回路 ， 以 及 1 个 长 度 为 5 的 简单 回路 。 因 为 所 
有 这 些 同 构 不 变量 者 是 相同 的 ， 所 以 G 和 所 可 能 是 司 构 的 。 为 了 求 出 可 能 的 同 构 ， 跟 随 经 
过 所 有 顶点 并 且 使 得 两 图 里 的 对 应 顶点 的 度 都 相同 的 通路 。 例 如 ，G 里 的 通路 ，z，zaas， 
2，as，a 和 百 里 的 通路 ws，v，zm，u，z4 都 经 过 图 里 的 每 一 个 顶点 ， 都 在 3 度 顶 点 
上 开始 ， 都 分 别 经 过 2、3 和 2 度 顶 点 并 且 在 2 度 顶 点 上 结束 。 通 过 在 图 里 跟随 这 些 通路 ， 
定义 胰 射 了 满足 Fai)=as，Fa=za，Fa=a， 六 ao)=as 和 六 us)= ws。 通过 说 
明 六 保持 边 ， 或 者 通过 说 明 在 顶点 的 适当 顺序 下 G 和 五 的 要 邻 息 阵 是 相同 的 ， 读 者 就 串 以 
说 明 六 是 一 个 同 构 ， 所 以 殷 与 五 是 同 构 的 。 国 


7.4.6 统计 项 点 之 间 的 通路 

在 一 个 图 里 两 个 顶点 之 间 的 通路 的 数目 ， 可 以 用 这 个 图 的 相 邻 息 阵 来 确定 。 

定理 2 设 上 GG 是 带 有 相对 于 顶点 顺序 ww，wy，...，vw, 的 相 邻 窍 阵 态 的 图 (允许 带 有 
向 边 或 无 同 边 、 带 多 重 边 和 环 }。 从 v; 到 wv, 的 长 度 为 + 的 不 同 通路 的 数 日 等 于 A” 的 第 
(2， 7 ) 项 ， 其 中 r 是 正 整 数 , 

证 用 数学 归纳 法 证 明 。 设 G 是 带 有 相 邻 矩阵 A 的 图 (很 设 G 的 项 点 具有 顺序 wv， 
vz 0x)o 从 到 % 长 度 为 1 的 通路 数 是 A 的 第 (i，j) 项 ， 这 是 因为 该 项 是 从 za 


到 , 的 边 数 。 
假设 A7" 的 第 (i,，j;) 项 是 从 vi 到 % 的 长 度 为 的 不 同 通 路 的 个 数 。 这 是 归纳 假设 。 因 
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为 站 = 站 站 ,所 以 上 的 第 (i ，7) 项 等 于 
bia1) + brad2) Ea Bendny 
其 中 是 A” 的 第 (i， 训 ) 项 。 根据 归纳 假设 ，54 是 从 vw 到 vw 的 长 度 为 + 的 通路 数 。 
从 v; 到 wv, 的 长 度 为 x + 1 的 通路 ， 和 包括 从 vv 到 某 个 中 间 顶 点 的 长 度 为 > 的 通路 以 及 
从 vw 到 vw 的 边 。 根 据 计 数 的 乘法 规则 ， 这 样 的 通路 的 个 数 是 从 vw; 到 vw 的 长 度 为 + 的 通路 
数 〈 即 8) 与 从 wv 到 vw 的 边 数 ( 即 as,) 之 积 。 当 对 所 有 可 能 的 中 间 硕 点 闪 求 这 些 乘 税 之 


和 和 时， 根据 计数 的 加 法 规则 ， 就 得 出 所 需要 的 结果 。 于 
例 8 在 图 7-44 所 示 的 简单 图 GG 里， 从 a 到 4a 的 长 度 为 4 的 通路 有 和 多少 条 ? 34 
解 ”GG 的 相 邻 和 矩 阵 (顶点 顺序 为 4, 5, c，d) 是 

0 1 1 0 

1 0 人 1 | co 
种 兰 

1] 0 1 图 7-44 图 避 

U 1 1 0 


因此 从 a 到 4 的 长 度 为 4 的 通路 数 是 A' 的 第 (1，4) 项 。 因 为 


8 0 0 8 

0 8 8 0 

0 8 8 0 

8 0 0 8 
所 以 恰好 有 8 条 从 a 到 4a 的 长 度 为 4 的 通路 。 通 过 检查 这 个 图 ， 我们 看 出 a, 5, a, 5b, d; 
a bp, a, cd; a, bd,b, dy a, Bb, d, ec, d; a ce, a b, d; a, cc, a, 0, 
好 as c,d; b;d 和 和 a， c,d,，c， dd 是 8 条 从 a 到 4 的 通路 。 末 


定理 2 可 以 用 来 求 出 在 图 的 两 个 项 点 之 间 的 最 短 通 路 的 长 度 ( 见 练习 32)， 还 可 以 用 来 
判定 图 是 否 连 通 ( 见 练习 37 和 38)。 


练习 


1. 下 述 的 每 个 顶点 表 是 否 可 以 构成 下 图 里 的 2. 下 述 的 每 个 顶点 列表 是 否 可 以 构成 下 图 里 
通路 ” 哪些 通路 是 简单 的 ? 哪些 是 回路 ? 的 通路 ? 哪些 通路 是 简单 的 ? 哪些 是 回 


点 4 一 


那些 通路 的 长 度 是 多 少 ? 路 ? 那些 通路 的 长 度 是 多 少 ? 

a) ase,H ,c,h bja,e,adbc,a a}y ab eh badad,e 

cy eba dd,e deeb daese cy adbea d) abe,cp,d,a 
可 pb ce 全 上 
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在 练习 3 一 5 中， 判定 所 给 的 两 个 图 是 否 连 通 。 


次 


6. 在 练习 3 一 5 中， 每 个 图 各 自 有 包 少 个 连通 分 支 ? 对 每 个 图 来 说 ， 求 出 它 的 每 个 连通 分 
支 。 
了 . 求 出 Ks 中 两 个 不 同 顶 点 之 间 长 度 为 ”的 通路 的 数目 ， 若 ”是 
al)2 hb3 ee4 由 5 
“8, 对 练习 7 中 的 值 来 说 ， 求 出 ;3 里 任何 两 个 相 邻 顶点 之 间 长 度 为 ”的 通路 的 数目 。 
器 . 对 练习 7 了 中 的 x 值 来 说 , 求 出 天 ;3 里 任何 两 个 林 相 邻 顶 点 之 间 长 度 为 二 的 通路 的 
数目 。 
10. 求 出 在 图 7-37 的 图 中 c 和 4 之 间 具 有 如 下 长 度 的 通路 的 数目 。 
a)2 bb)3 cc)4 ds ee)6 fy7 
11. 求 出 在 练习 2 的 有 向 图 中 从 a 到 ee 具有 如 下 长 座 的 通路 的 数目 。 
a) 2 b) 3 cy 4 d) 5 e) 6 f) 7 
“12. 证 明 : 带 有 wn 个 顶点 的 连通 图 至 少 具有 nn 一 1 条 边 。 
13. 设 上 =tV, 玉 ) 是 简单 图 。 设 RR 是 V 上 的 关系 ， 它 是 由 这 样 的 顶点 对 (ww,v) 所 组 成 的 ， 
使 得 存在 从 & 到 ww 的 通路 、 或 使 得 w = w。 证 明 : RR 是 一 个 等 价 关 系 。 
14. 证 明 ; 在 任何 简单 图 中 ， 从 任何 奇数 度 顶 点 都 有 通路 到 某 个 其 他 的 奇数 度 顶点 。 


在 练 卫 15 一 17 中 ， 求 所 结 图 的 所 有 割 点 。 


b I 
15, 16. 17. 
如 本 中 襄 i 
上 e I 右 和 | Ss 
四 
| 1 上 


18. 求 练习 15 一 17 中 的 图 的 所 有 割 边 。 

"19. 假设 vw 是 一 条 荐 边 的 端点 。 证 明 : wv 是 割 点 当 且 避 当 它 不 是 晤 挂 点 。 

"20 . 证 明 : 在 连通 简单 图 G 中 ， 顶 点 c 是 割 点 当 且 仅 当 存在 着 与 c 不 同 的 顶点 zx 和 w， 使 
得 在 x 和 ww 之 间 的 每 一 条 通路 都 经 过 c。 

"21. 证 明 ; 其 有 有 至少 2 个 顶点 的 简单 图 至 少 有 2 个 顶点 不 是 割 点 。 

"22. 证 明 : 简单 图 中 的 一 条 按 是 割 边 当 且 公 当 它 不 属于 该 图 里 任何 一 条 简单 回路 。 

23. 若 网 络 里 的 通信 连接 故障 会 导致 不 能 传 六 半 些 消息 ， 则 应 当 提供 备份 连接 。 对 下 面 a) 和 
b) 里 所 示 的 通信 网 络 来 说， 确定 出 那些 应 当 有 备份 的 连接 。 


i 
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a) 波 十 于 


纽约 


旧金山 
1 
入 佛 华 盛 巾 


说 夏 矶 


b) 


波 特 二 


日 登山 


亚特兰大 


洗 杉 多 


一 个 有 问 图 中 的 顶点 基 是 顶点 的 一 个 集合 ， 从 该 集合 中 的 某 个 顶点 到 有 问 图 中 不 在 集合 中 
的 任何 项 点 邦 有 一 条 通路 ， 并 且 从 集合 中 任何 项 点 到 该 集合 中 任何 男 一 个 硕 后 都 没有 通路 。 


24. 对 7.2 节 练 习 7 一 9 中 的 每 个 有 回 图 求 巴 点 基 。 
25. 在 影响 图 (在 7.1 节 例 2 里 撕 述 ) 中 须 点 基 的 重要 性 是 什么 ? 拷 出 该 合 里 的 影 啊 图 的 项 


点 基 。 
LF 26. 证 明 : 者 连通 有 和 问 图 G 是 图 Gl 和 GG; 的 并 图 ， 则 G1 和 6 至 少 具 有 1 个 会 共 的 顶点 。 
27. 证 明 : 知 简 单 图 G 有 二 个 连通 分 支 ， 而 且 这 些 分 区 分 别 具 有 mi ，?#2，,…， 生 个 项 
点 , 则 G 的 边 数 不 超过 


>, Ct{n,,2) 
“28 . 用 练习 27 证明: 带 有 个 顶点 和 上 个 连通 分 支 的 简单 图 最 多 有 (tn 一 (n+1)72 
条 边 。[ 提 示 : 上 先 证 明 


2 nn — (kk—1){(2n—k) 


其 中 n, 是 第 i 个 连通 分 支 的 顶点 数 。j 

29, 证明: 若 带 有 x 个 顶点 的 简单 图 如 具有 超过 (aa 一 1)(n 一 2) 这 条 边 ， 则 它 是 连通 的 。 

30. 当 把 每 个 连通 分 支 中 的 质点 都 连 继 地 列 出 时 ， 撕 述 一 下 带 有 nn 个 连通 分 支 的 图 的 相信 
短 阵 。 

31. 存在 多 少 个 不 同 构 的 带 有 x 个 顶点 的 连通 简单 图 ? 其 中 2 是 
a) 2 by 3 Cj 村 d) 5 

32. 解释 一 下 如 何 用 定理 2 求 出 图 里 从 顶点 vw 到 顶点 w 的 最 短 通 路 的 长 度 。 

33. 用 定理 2 求 出 图 7-37 中 的 多 重 图 从 a 到 了 的 最 短 通 路 的 长 度 。 

34. 用 定理 2 求 出 练习 2 中 的 有 问 图 从 e 到 c 的 最 短 通路 的 长 度 。 
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r735. 设 Pj 和 P, 是 简单 图 上 G 中 顶点 和 ww 之 间 的 没有 相同 边 的 两 条 简单 通路 。 证 明 ; 在 
G 中 存在 简单 回路 。 

36. 证 明 ， 长 度 为 的 简单 回路 的 存在 性 是 一 个 同 构 不 变量 ， 其 中 由 是 大 于 2 的 正 整数 。 

37. 解释 一 下 如 何 用 定理 2 判定 一 个 图 是 次 连通 。 

38. 用 练习 37 证明: 图 7-38 中 的 图 G 是 连通 的 而 图 互 不 是 连通 的 。 


7.5 欧 拉 通路 与 哈密 顿 通 蹄 


7.5,1 引言 
普鲁士 的 六 尼斯 堡 镇 ( 现 名 加 里 宁 格 勒 ， 属 于 越 罗斯 共和 国 ) 被 普 雷 格 尔 河 支流 分 成 


这 ”4 部分。 这 4 部 分 包括 河岸 两 部 分 ， 河 中心 岛 以 及 两 条 支流 之 间 的 部 分 。 在 18 世纪 
有 ?了 座 桥 连接 这 4 部分。 图 7-45 融 出 了 这 些 部 分 和 桥 。 


图 7-45 哥 尼 斯 保 七 桥 by 


镇 上 的 人 们 在 由 日 蛙 穿 过 镇 子 进 行 长 距离 的 散步 。 他 们 想 弄 明 
白 是 理 可 能 从 镇 里 基 个 位 置 出 发 不 重复 她 经 过 所 有 桥 并 且 返 回 出 发 
人 号 

瑞士 数学 家 列 晶 哈 德 ' 欧 拉 ” 解 决 了 这 个 问题 。 他 的 解答 在 1736 ”图 7.46 哥 尼 斯 保 镇 
年 发 表 ， 这 也 许 是 第 一 次 使 用 图 论 。 欧 拉 利 用 宗 重 图 来 研究 这 个 问 的 多 重 图 模型 
题 ， 其 中 用 顶点 表示 4 个 部 分 ， 用 边 表 示 桥 。 图 7-46 显示 这 个 多 重 
图 。 


六 全 ” 列 易 啥 德 ' 瓯 拉 (Leonhard Euler，1707 一 1783) ”了 欧 拉 是 瑞士 巴塞 尔 峙 近 一 位 加尔 文 鼓 泌 牧师 之 了 于。 他 13 岁 
”进入 巴 寒 尔 大 学， 遵照 父亲 的 愿望 开始 神学 生涯 。 在 大 学 里 ， 了 欧 拉 受到 著名 的 伯 努 利 数 学 家 诬 的 约翰 * 伯 努 利 的 指 
导 。 忆 的 兴趣 和 技巧 使 他 放弃 神学 研究 而 转向 数学 。 欧 控 16 步 取得 哲学 硕士 学 位 。1727 年 彼得 大 帝 邀 请 他 加 人 至 彼得 笃 
的 科学 院 。1741 年 他 来 到 柏林 科学 院 ， 在 这 里 一 直 采 到 1756 年 。 杖 后 他 回 到 圣 第 得 堡 ， 并 在 那 黑 度 过 余生 。 

欧 拉 令 人 难以 置信 地 吉 产 ， 对 数学 的 许多 领域 作出 了 贡献 ， 包 括 数论 ,组 侣 教学、 分 析 以 及 在 诸如 音乐 造 船 学 这 
样 的 领域 的 应 用 等 。 他 写 了 教 量 在 1100 以 上 的 书籍 和 文章 , 而且 留 下 了 如 此 多 的 未 发 表 的 著作 ， 以 致 于 在 他 去 世 之 后 ， 
用 了 条 年 才 发 表 完 他 的 所 有 著作 。 在 他 活着 的 时 习 ， 他 的 文章 积累 得 如 此 快 ， 使 得 乙 总 有 -- 大 操 文 章 等 竺 发 表 。 柏 林 科 
学 院 先 发 表 了 这 - 提 顶 上 的 文章 ， 所 以 后 来 的 结果 常常 先 于 它们 所 依赖 起 取 民 的 结果 而 发 表 。 欧 拉 有 13 个 接 - 广 ， 当 有 一 - 
两 个 孩子 在 他 膝 上 玩 机 时， 他 能 够 照样 工作 。 在 他 生命 的 最 后 17 年 里 ， 李 完全 失明 了 ， 但 是 由 于 他 奇 够 的 记忆 力 ， 这 并 
没有 影响 他 的 数学 产 出 。 他 的 全 集 的 出 版 工作 由 瑞士 自然 科学 协会 负责 ,目前 还 在 进行 之 中 ， 预 期 将 超过 75 卷 。 
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不 重复 地 经 过 每 一 座 桥 试行 的 问题 可 以 夭 用 这 个 模型 来 重新 叙述 。 癌 题 变 成 : 在 这 个 名 
重 图 里 是 否 存 在 着 包 仿 每 一 条 边 的 简单 回路 ? 


定 必 1] 图 忆 里 的 欧 拉 回路 是 包 舍 着 G 的 每 一 条 边 的 简单 问 上 路。 图 上 6G 里 的 欧 拉 通路 是 
包含 善 G 的 每 一 条 边 的 简单 通路 。 

下 述 的 例子 解释 了 欧 拉 回 路 和 了 欧 拉 通路 的 概念 。 

例 1 在 图 ?7-47 里 ， 哪 些 无 向 图 具有 欧 拉 回路 ? 在 没有 欧 拉 回 路 的 那些 图 里 ， 哪 些 具 有 
网 拉 通 路 ? 

解 图 GG 具有 欧 拉 同 路 ,例如 a， ec， de， 5，a。 GG; 和 都 没有 欧 拉 回路 
{ 访 者 应 当 恰 让 它 )。 但 是 G3 共有 网 拉 通 路 ， 即 a， c,d,，e,， 5，d，,，a， bo Gs 省 有 欧 拉 
通路 (读者 应 当 验 证 它 )。 天 

例 2 在 图 7-48 里 ， 哪 些 有 向 图 具有 欧 拉 回路 ? 在 没有 欧 拉 回路 的 那些 图 里 ， 哪 些 具有 . 
欧 近 通路? 


如 上 各 了 召 也 可 . 
如 上 dd 
| | IN 
| E 可 性 co 可 2 可 二 2 br a 上 
0 Ci Es Hi 万 2 H; 


图 7-47 无 向 图 6G, ,GG 和 如， 图 7-48 有 里 图 日 ,，H; 利 Hi， 


解 多 五 ,具有 了 欧 拉 回路 ， 例 如 a ， Eee 下， 有 ea 万 和 万 ;都 没有 了 酌 拉 
回路 (读者 应 当 验 证 它 }。 昌 ;具有 有 欧 拉 通路 ， 芭 c，a, 5,，c，q， #5， 但 是 万 | 没有 欧 拉 通 
路 (读者 应 当 验 证 它 )。 车 


7.5.2 欧 拉 辐 赂 和 欧 拉 通 路 的 充 要 条 件 


对 判断 多 重 图 是否 具有 欧 拉 回路 和 欧 拉 通 路 来 说 ， 存 在 着 简单 的 标准 。 欧 拉 在 解决 著 
名 有 网 哥 尼斯 保 七 桥 问 题 时 发 现 了 它们 。 假设 在 本 节 里 讨论 的 所 有 图 都 具有 有 穷 多 个 顶点 利 
边 。 

若 一 个 连通 多重 图 具有 欧 拉 回路 ， 则 能 说 出 它 的 什么 性 质 来 呢 ?” 可 以 涪 明 的 是 : 每 一 个 
顶点 都 必 有 偶数 条 边 。 为 此 ， 首先 注 意 一 条 欧 拉 回路 从 顶点 a 开始 ， 接 着 是 a 关联 的 一 条 
边 ， 比 方 说 fa, 51。 边 fa， 5 为 deg fael 贡献 11 度 。 这 条 回路 每 次 经 过 一 个 顶点 就 为 
该 顶点 贡献 2 度 ， 这 是 因为 这 条 回 粘 经 过 关联 该 顶点 的 边 进 入 ， 义 经 过 男 一 条 这 样 的 边 离 
开 。 最 后 ， 这 条 回路 在 它 开始 的 地 方 结束 ， 为 dcg (a) 贡献 1 度 。 因 此 deg (a) 必 为 偶数 ， 
这 是 因为 当 回 路 开始 时 它 贡 献 1 度 。 当 回路 结束 时 它 贡 献 1 度 ， 每 次 经 过 a 都 贡献 2 度 (如 
果 它 经 过 了 a)。 队 a 并 的 其 余 顶 点 都 有 偶数 度 ， 这 是 因为 每 次 回路 经 过 一 个 顶点 就 为 该 顶 
点 页 献 2 度 。 由 此 得 出 绪论 ， 奉 连通 图 有 欧 拉 回路， 则 每 一 个 顶点 必 有 帆 数 上 度 。 

欧 拉 回路 存在 的 这 个 必要 条 件 是 否 也 是 充分 的 ? 即 车 在 连通 多 重 图 里 所 有 顶点 都 有 偶数 
度 ， 则 是 否 必 有 欧 拉 匠 路 ?9 这 个 问题 可 雇 通 过 构造 来 肯定 地 解决 。 
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假设 G 是 连通 和 多重 图 而 且 G 的 每 一 个 硕 点 都 有 侦 数 度 。 构 造 从 G 的 任意 项 点 a 开始 的 
简单 回路 。 设 xo = a。 首先 任意 地 选择 一 条 关联 a 的 边 {xo，z1i。 通 过 建 并 尽量 长 的 简单 


通路 1 zp, 工 ] | ， | 芝 ] ， To!,， nr Ll XT | 来 
继续 构造 。 人 例如， 在 图 7-49 的 图 GG 中 ,从 a 开始 
而 且 连 续 地 选择 边 la, Fl，|1f, cil，i:c,， 51 和 


Ip, als 

这 样 的 通路 必然 结束 ， 这 是 因为 图 的 边 数 是 有 
穷 的 。 它 在 a 上 以 形 如 fa，x! 的 边 开 始 ， 而 且 
在 a 上 以 形 如 1y>，a+ 的 边 结 束 。 这 是 因为 通路 每 
次 经 过 一 个 偶数 度 项 点 时 , 它 只 用 1 条 边 进入 这 个 G + 


顶点 ， 所 以 至 少 还 剩 下 1 条 边 让 通路 离开 这 个 项 
太 。 这 条 通路 可 能 用 完 所 有 的 边 。 也 可 能 没有 用 完 。 图 7-49 构造 C 中 的 欧 拉 回路 


在 所 有 的 边 都 已 经 用 完 ， 则 欧 拉 回路 已 经 构造 好 了 。 和 否则， 考虑 通过 从 G 中 得 了 栈 已 经 
用 过 的 边 和 不 夫 联 任何 剩余 的 边 的 硕 点 ， 这 样 得 到 子 图 日 。 当 从 图 7-49 中 删除 回 上 路 a， 下 ， 
c， 上 ，a 时 ， 就 得 到 标记 为 五 的 于 图 。 

因为 G 是 连通 的 ， 所 以 五 与 已 经 删除 的 回路 至 少 具有 1 个 公共 山 点 。 设 w 是 这 样 的 
硕 点 。( 在 这 个 例子 里 ，c 是 这 个 项 点 。) 

百 中 的 每 一 个 顶点 都 有 偶数 度 (因为 G 中 的 所 有 顶点 都 有 偶数 度 ， 对 每 个 顶点 来 说 ， 
把 与 这 个 项 点 关联 的 边 成 对 地 删除 ， 以 便 形 成 互 )。 注 意 可 能 是 不 连通 的 。 像 在 G 中 敌 
过 的 那样 ， 在 ww 上 开始 ， 通 过 尽 可 能 地 选择 边 来 构造 五 中 的 简单 回路 。 这 条 回路 必然 在 好 
土 结束 。 同 如 ， 在 图 7-49 中 ,，c， 4,，e,，c 是 五 中 的 回路 。 下 一 步 通 过 把 五 中 的 回路 与 6 
中 原来 的 回路 拼接 起 来 形成 怠 中 的 加 路 (这 是 可 行 的 ， 因 为 w 是 这 个 回 有 路 的 顶点 之 一 )。 
当 在 图 7 了 -49 中 这 样 做 时 ， 襄 得 到 回路 a,，Ff, ee, dd, ee, c, 5b, ao 

继续 进行 这 个 过 程 ， 直 到 已 经 用 完了 所 有 的 边 为 目 。‘ 这 个 过 程 必然 结束 ， 这 是 因为 图 
中 只 有 有 旁 的 边 数 。) 这 样 就 产生 出 欧 拉 阿 路 。 这 样 的 构造 讽 明 ， 才 连通 和 多重 图 的 顶点 都 有 
偶数 度 ， 则 该 图 具有 欧 拉 呵 路 。 

把 这 些 结果 总 结 成 定理 1。 

定理 1 连通 多 重 图 具有 了 欧 拉 回 路 当 且 仅 当 它 的 每 个 项 点 都 有 侦 数 度 。 


现在 可 以 解决 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 了 。 因 为 图 7-46 所 示 的 表示 这 些 桥 的 多 重 图 具有 4 个 
奇数 度 顶 点 ， 所 以 它 没有 欧 拉 回 路 。 无 法 在 给 定点 开始 ,恰好 经 过 每 座 桥 一 次 ,并 返回 开始 
把 。 

算法 1 给 出 了 在 定理 1 前 面 的 讨论 中 所 给 的 求 欧 拉 回路 的 构造 过 程 。( 因 为 这 个 过 程 中 
的 回路 是 任意 地 选择 的 ,所 以 存在 一 些 不 确定 性 。 不 打算 通过 更 精确 地 说 明 过 程 的 步骤 来 消 
除 这 些 不 确定 性 。) 

于 一个 例子 说 明 如 人 司 利 用 欧 拉 通路 和 欧 拉 回 路 来 解决 一 种 智力 题 。 


例 3 有 许多 智力 题 要 求 用 铅笔 连续 移动 ， 不 离开 纸 面 并 且 不 重复 地 画 出 图 形 。 利 用 欧 
拉 回 路 和 欧 控 通路 来 解决 这 样 的 智力 题 。 例 如 ， 能 否 用 这 样 的 方法 曾 出 图 7-50 所 示 的 种 罕 
于 德 短 桔 刀 ? 其 中 留 形 是 在 问 一 个 项 点 上 开始 和 结束 。 


DDDU-DDU-DDDDUUUUUD--www.shubulo.com! | UUU^A 


464 营 散 澳 学 友基 民有 万 


算法 1 构造 欧 拉 加 路 


brocedure Euier(G : 所 有 顶点 有 候 数 度 的 连通 多 重 贸 ) 
| circuit 一 在 G 中 和 伍 选 的 顶点 开始 连续 地 加 入 边 所 形成 的 回 到 该 大 点 的 回路 
| “= 删除 这 条 回路 的 边 之 后 的 6 
while 及 述 有 边 
begin 
subcircait 二 在 工 是 明 中 的 顶点 也 是 cireawit 一 条 边 的 端点 开始 的 电 中 的 一 条 回路 
五 := 删除 supeireait 的 边 和 腑 有 扳 训 反之 后 的 二 
circautt 二 在 这 当 顶 点 上 请 人 subcirewit 之 后 的 cireauit 
end {circenit 是 欧 拉 回 路 | 


解 ”可 以 解决 这 个 问题 ， 因 为 图 7-50 所 示 的 图 G 具有 了 欧 拉 a 1 
回路 。 它 具有 这 样 的 回路 是 因为 它 的 所 有 观点 和 偶 有 偶数 度 。 用 算 | 
法 1 来 构造 欧 拉 回 路 。 首 先 形成 回路 a, 5, d, c, 5 e, 1, J J AN 
e，a。 通过 删除 这 条 回路 的 边 并 且 删 除 因此 产生 的 孤立 点 ， 就 得 + - 
到 子 图 下。 然后 形成 打 中 的 回路 如 ，&， 产 ， 7， i, hk,， 8g， ff 让 zs0 人 
dQ 。 形 成 这 条 回路 之 后 就 用 完了 G 中 的 所 有 边 。 在 适当 的 地 方 

拼接 这 条 回路 和 第 一 条 回路 ， 就 产生 出 欧 拉 回路 a, 5, d, g, hh j,i, hk, gg, ff, d,， 


c，b，e，i，f， 2，a。 这 条 回路 给 出 了 儿 笔 不 离开 纸 面 并 且 不 重复 地 画 出 达 刀 的 方法 。 加 

构造 欧 拉 回路 的 另 一 个 算法 称 为 弗 惑 里 算法 ， 在 本 六 末 属 的 导 题 里 的 述 它 。 

现在 说 明 ， 连 通才 重 图 具有 欧 拉 通 路 〔 不 是 欧 拉 回路 ) 当 且 仅 当 它 恰 有 两 个 奇数 度 项 
点 。 首 先 假设 连通 多 重 留 有 从 a 到 5 的 欧 拉 通路 ， 但 不 是 欧 拉 侣 路 。 通 路 的 第 一 条 边 为 a 
贡献 1 度 。 通 路 每 次 经 过 a 就 为 a 贡献 2 度 。 通 路 的 最 后 一 条 边 为 5 页 献 1 上 度 。 通 路 每 次 经 
过 上 5 就 为 5 贡献 2 度 。 所 以 a 和 5 的 度 都 是 奇数 。 其 他 每 一 个 顶点 都 具有 偶数 度 ， 这 是 因为 
每 当 通路 经 过 一 个 顶点 时 ， 就 为 这 个 顶点 更 献 2 度 。 

现在 考 碟 相反 的 情况 。 人 假设 这 个 图 答 有 两 个 奇数 度 项 点 ， 比 方 说 a 和 思 。 考 虚 由 原来 的 
图 和 边 la，5| 所 组 成 的 更 大 的 图 。 这 个 更 大 的 图 的 每 一 个 项 点 都 有 偶数 度 ， 所 以 具有 欧 
拉 回 路 。 删 除 新 边 就 产生 原 图 的 欧 拉 通 路 。 下 述 的 定理 总 结 了 这 些 结 霖 ， 


定理 2 连通 多 重 图 具有 有 欧 拉 通 路 而 无 欧 拉 回路 ， 当 且 促 当 它 恰 有 两 个 奇数 度 栅 点 。 
例 4 图 7-51 所 示 的 哪些 图 具有 欧 拉 通路 ? 


| b 三 名 i 已 | 占 
好 c h c | 2 过 
Ul 2 《7 
图 7.51 三 个 无 癌 图 


解 Gi 和 褒 有 两 个 奇数 度 顶 点 ， 即 和 和 4。 因此 它 具 有 必须 用 & 和 4a 作为 端点 的 欧 拉 通 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com! UUU^A 


F 国 465 


了 路。 一 条 这 样 的 欣 拉 通路 是 dd，a,， 5，c， dd ，8。 同 理 ，Gz 恰 有 了 两 个 苛 煞 度 顶 铝 ， 即 和 
。 因 此 它 上 其 有 必须 用 5 和 a 作为 端点 的 欧 拉 通路 。 一 条 这 样 的 欧 近 通路 是 5,，a，g8， 下 ， 
Ee, dc, gg: cr qd。 G3 没有 欧 拉 通路 ， 因 为 它 其 有 6 个 琳 数 度 顶 点 。 哆 


回 到 18 世纪 的 表 尼 斯 爸 ， 是 否 有 可 能 在 镇 里 茶点 开始 ， 经 过 所 有 的 桥 ， 在 镇 里 其 他 某 
点 结束 ? 通过 判定 表示 督 尼斯 保 七 桥 的 多 重 图 是 否 具 有 欧 拉 通路 ， 就 可 以 回答 这 个 问题 。 因 
为 这 个 多 重 留 有 四 个 奇数 度 项 点 ， 所 以 没有 欧 拉 通路 ， 这 样 的 旅行 是 不 可 能 的 。 

有 阿 图 中 欧 近 通路 和 网 拉 回 路 的 充 机 条 和 忻 ， 在 本 六 末尾 的 红 习 里 讨论 。 


7.5.3 哈密 顿 通 路 和 回路 


已 经 讨论 了 包含 多 重 图 每 一 条 边 怡 好 一 次 的 通路 和 回路 存在 的 序 机 条件。 能 否 对 包含 图 
的 每 一 个 顶点 恰好 一 次 的 简单 遗 路 和 回路 做 同样 的 事情 ? 

定 党 2 在 图 避 ={V,FE) 中 ， 阁 V=1royxise To-1;ZT,| 并 且 对 0 志 7 之 j 所 4 来 说 有 天 
x;， 则 通路 ro，zi，…，zr 1， 称 为 哈密 顿 通路 。 在 图 G= (TY 下) 中 ， 在 xo，x1， 
xX,_1， Xs 是 哈密 顿 通路 ， 则 xz，z ，…，xm1，2，20 (其 中 几 >1) 称 为 哈密 顿 回路 。 


这 个 术语 来 自爱 尔 兰 数学 家 威廉 . 罗 万 .哈密 顿 稻 士 ” 在 1857 年 发 明 的 智力 题 。 险 密 顿 
的 智力 题 包含 木质 十 二 面体 【如 轿 7-52 a 所 示 ， 十 二 面体 有 十 二 个 正 五 边 形 表 面 ]， 十 二 面 
栖 每 个 顶点 上 的 钉子 以 及 细 线 。 十 二 面体 的 20 个 顶点 用 世 办 上 不 同城 市 作 标 记 。 智 力 题 的 
目标 是 在 一 个 城市 开始 ， 沿 于 二 面体 的 边 旅行 ， 访 问 其 他 19 个 城市 每 个 恰好 一 次 ， 回 到 第 
一 个 城市 结 东 。 旅 行经 过 的 回路 用 条 子 和 细 线 来 标记 。 

因为 作者 不 可 能 向 每 位 读者 提供 带 钉 子 和 细 线 的 木质 十 二 面体 ， 所 以 考虑 一 个 等 价 的 问 
题 ， 图 ?- $2 5 所 示 图 中 是 否 具有 恰好 经 过 每 个 顶点 一 次 的 回路 ? 这 就 解决 了 这 个 智力 题 ， 
因为 该 图 与 包含 十 二 面体 硕 点 和 边 的 图 同 构 。 图 7-53 显示 了 哈密 顿 智力 题 的 解 。 


台 ”威廉 : 罗 万 . 员 密 顿 【 允 iliam Rowan Hamilton，1805 一 1865) ”出 密 顿 该 位 以 往 最 用 的 爱 永 兰 科 学 家 1805 年 
“2 出 生 在 部 柏林 。 乙 的 父亲 是 成 功 的 律师 ， 母 亲 来 自 以 因 力 超群 而 闻名 的 家 族 ， 他 本 人 是 个 神童 。 到 3 岁 时 他 就 是 
一 各 出 色 的 读者 并 掌握 了 高 等 算术 。 因 为 他 的 聪明， 地 被 送 到 身 为 著名 语言 学 家 的 地 报 篇 姆 二 的 身边 。 到 8 岁 时 哈密 顿 
学 会 了 拉丁 语 、 希 腊 请 和 和 希 怕 来 语 ; 到 10 岁 时 他 多 学 会 了 意大利 语 和 法 语 ， 并 且 开 始 学 习 东 方 洁 育 ， 和 包括 徊 拉 怕 语 、 医 
语 和 波斯 语 。 在 此 期 间 地 以 懂得 当时 的 所 有 语言 而 自 膏 。17 岁 时 他 不 再 学 习 新 的 语言 ， 但 是 已 经 章 查 了 微 积 分 和 许多 数 
学 天 文学 ， 他 开始 了 在 光学 上 的 开 世 性 工作 ， 还 发 现 了 拉 普 拉 斯 的 天 体力 学 著作 中 的 重大 错误 。 哈 审 顿 在 18 岁 进 人 都 柏 
林 三 一 学 院 之 前 没有 进 过 学 校 ; 他 接受 私人 教育 。 在 三 一 学 院 里 他 在 科学 和 古典 文学 上 部 是 支 现 超群 的 学 生 。 在 获得 学 
位 之 前 ， 他 就 因为 才华 出 众 被 任命 为 爱尔兰 皇家 天 文学 家 ,战胜 了 争取 这 个 职位 的 密 位 著名 天 文学 家 。 他 终身 招 任 这 个 
职位 ， 在 都 柏林 郊外 的 邓 幸 天 文 各 生活 利 工作 。 险 密 顿 为 光学 、 抽 象 代数 和 动力 学 作出 了 章 要 贡献 。 哈 密 顿 发 明了 称 为 
四 元 数 的 代数 对 象 来 作为 非 交 斤 统 的 便 子 。 当 他 沿 都 柏林 的 运河 散步 时 ， 发 现 了 四 元 数 相 飞 的 适当 方式 。 和 狂喜 之 下 ， 
他 把 公 武 刻 在 了 路 趋 运河 的 石 桥 上 。 今 日 该 地 立 基 为 记 。 随 后 哈密 顿 一 家 尝 迷 在 妈 元 数 里 ， 努 力 抬 它们 应 用 到 数学 的 其 
他 领域 ， 而 不 再 转向 新 的 研究 领域 。 

1857 年 ， 了 哈密 配 根据 自己 非 交换 代数 的 工作 ， 发 明了 “" 艾 口 西安 游戏 "。 他 把 这 个 想法 以 25 镑 的 价格 出 此 给 游戏 和 
智力 题 的 经 销 商 。{ 因为 欠 戏 的 销路 一 直 不 好 ， 事 实证 明 这 是 经 稍 商 一 次 失败 的 投 喜 。) 本 节 所 描述 的 智力 题 “ 旅 行者 十 
二 面体 "， 叉 称 “ 周 游人 世界 ”， 就 是 该 游戏 的 变种 。 

哈密 顿 在 1833 年 第 三 沈 结 婚 ， 担 是 他 的 婚姻 结果 很 梢 ， 因 为 他 的 春子 基 半 残 帮 人， 无 法 处 理 他 的 家 务 。 他 在 生命 的 
最 后 20 年 里 ， 过 着 栈 语 和 隐居 的 生活 。 他 于 1865 年 死 于 痛风 ， 贸 下 大 批 包 售 未 发 表 过 铬 究 结果 的 文章 。 在 这 些 文章 里 ， 
混杂 着 大 量 晚 餐 琴 子 ， 许 多 碟子 里 还 有 己 脱 水 的 吃 莘 的 排 表 。 


Ar 
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图 7-52 哈密 顿 “ 册 游 世界 ”的 智力 题 图 7-53 “周游 世界 ” 乱 力 题 的 解 


例 5 在 图 7.54 中 ， 娜 些 简单 图 具有 险 密 顿 回路 ? 或 者 设 有 内 密 顿 回路 但 是 有 哈密 顿 通 
器? 


a bs 如 由 好 a 
并 由 /| 加 国 辆 
9 c 可 e 更 
本 
已] 如 3 Cr 


图 7-54 三 个 简单 图 
解 G 有 哈密 顿 回路 : a ， 58，c，d，e， a。 G2 没有 险 密 顿 四 路 (注意 ， 从 包 会 每 一 
个 顶点 的 任何 回路 必然 丙 次 包含 边 la ，8|， 就 可 以 看 出 这 一 点 }， 但 是 G, 确实 有 哈密 顿 通 
路 ， 即 a，b，rc，d。G3 始 无 哈密 顿 回 路 也 无 哈密 顿 通 上 路， 这 是 因为 包含 所 有 顶点 的 任何 
通路 都 必然 密 次 包 售 边 fa, 5|、je,， 所 和 ie， zl 其 中 之 一 。 二 


是 否 存在 简单 方式 来 判定 一 个 图 有 无 哈密 顿 回路 或 哈密 顿 通 路 ? 初 看 起 来 ， 似 乎 应 当 有 
判定 这 一 点 的 简单 方式 ,因为 存在 简单 方式 来 回答 ~- 个 图 有 无 吏 拉 回路 这 样 的 相似 问题 。 令 
人 吃惊 的 是 ， 没 有 已 知 的 简单 的 充 村 条 件 来 判定 哈密 顿 回路 的 存在 性 。 不 过 ， 已 经 知道 有 许 
多 定理 对 哈密 顿 回路 的 存在 性 给 出 了 充分 条 件 。 另 外 ， 某 些 性 质 可 以 用 来 证 明 一 个 图 没有 哈 
密 顿 回路 。 例 如 ， 带 有 1 度 顶 点 的 图 没有 了 哈密 顿 回路 ， 因 为 在 哈密 顿 回路 里 每 个 顶点 都 关联 
着 回路 里 的 两 条 边 。 再 有 ， 若 图 中 有 2 度 硕 点， 出 关联 这 个 顶点 的 两 条 边 属于 任意 一 条 哈 窗 
顿 问 路 。 还 要 注意 ， 当 构造 哈密 顿 回路 而 且 该 回路 经 过 某 -- 个 顶点 时 ,除了 回路 所 用 到 的 两 
条 边 以 外 ， 不 用 再 考虑 这 个 顶点 所 关联 的 其 他 所 有 边 。 此 外 ， 哈 密 领 回路 里 不 能 包含 更 小 的 
回路 。 


例 6 证 明 图 7-55 中 的 图 都 没有 哈密 赖 回 路 。 i 可 可 可 
解 G 中 没有 哈密 顿 回路 ， 因 为 G 有 1 度 顶点 ， | ->< 
即 e。 现 在 考虑 玉 。 因 为 顶点 4a， 5，d 和 e 的 度 都 . 


为 2， 所 以 这 些 顶 点 关联 的 每 一 条 边 都 必然 属于 和 任意 
一 条 险 密 顿 回 上 路。 现在 容易 看 出 五 中 不 存在 哈密 顿 
回路 ， 因 为 任何 这 样 的 哈密 顿 回路 都 不 得 不 包含 4 条 图 7-55 两 个 没有 蛤 密 顿 回路 的 图 
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关联 c 的 边 ， 这 是 不 可 能 的 。 国 
例 7 证 明 : 每 当空 3 时 KK, 就 有 哈密 辆 回路 。 


解 从 天 ,中 的 任意 一 个 项 点 开始 来 形成 哈密 顿 回 路 。 以 所 选择 的 任意 顺序 来 访问 顶 
点 ， 只 要 求 通路 在 同一 个 顶点 开始 和 结束， 而 且 怡 好 访问 其 他 每 个 顶点 一 次 。 这 样 懒 是 可 能 
的 ， 因 为 在 K, 中 任意 两 个 顶点 之 间 都 有 边 。 国 


现在 陈述 给 出 哈密 额 回 路 存在 的 充分 条 件 的 定理 。 这 只 是 已 知 的 许多 这 样 的 定理 之 一 。 


定理 3 奉 G 是 带 =” 个 项 点 的 连通 简单 图 ， 其 中 * 兰 3， 则 G 有 了 哈密 顿 回 路 的 充分 条 件 
古 每 个 巴 点 的 度 都 至 少 为 ?7/2。 


3 已 知 的 求 一 个 图 中 的 哈密 想 回 路 或 判定 这 样 的 回路 不 存在 的 最 好 算法 具有 指数 级 的 最 
“< 坏 时 间 复 杂 性 (相对 于 图 的 顶点 数 来 说 )。 找 到 解决 这 个 问题 的 具有 多 项 式 最 坏 时 间 
复杂 性 的 算法 必定 是 一 个 重大 成 就 ， 因 为 这 样 一 个 算法 的 存在 将 蕴含 着 许多 其 他 似乎 是 难 解 
的 问题 都 可 以 用 具有 多 项 式 的 最 坏 时 间 复 杂 性 的 算法 来 解决 。 

现在 给 出 哈密 顿 回路 对 编码 的 应 用 。 


例 8 格雷 码 ”旋转 的 指针 的 位 置 可 以 表 /XIA /IA 
示 成 数字 的 形式 。 一 种 方式 是 把 圆周 等 分 成 
2" 段 孤 并 且 用 长 度 为 4 的 位 申 给 每 段 弧 赋 值 。 SS SN 
图 7-56 显示 了 用 长 鹿 为 3 的 位 串 来 这 样 做 的 
两 种 方式 。 
3) b) 


用 n 个 接触 点 来 确定 指针 位 置 的 数字 表 
示 。 每 个 接触 点 用 来 读 出 位 置 的 数字 表示 中 图 7-56 把 措 针 位 置 转换 成 数字 形式 
的 一 位 。 图 7-57 针对 图 7-56 中 的 两 种 氧 值 对 此 做 了 解释 。 

当 指 针 靠 近 两 段 放 的 边界 时 ， 在 读 出 的 指针 位 置 中 可 能 发 生 错误 。 这 可 能 引起 在 读 出 的 
位 串 中 的 一 个 大 的 错误 。 例 如 ， 在 图 7-56 a 的 编码 方案 里 ， 若 在 确定 指针 位 置 的 过 程 中 发 
生 了 一 个 小 的 错误 ， 则 读 出 的 位 申 是 100 而 不 是 011。 所 有 三 位 都 是 错 的 ! 为 了 把 在 确定 指 
针 位 置 的 过 程 中 的 错误 的 影响 降 到 最 低 ， 用 位 中 对 2* 段 弧 的 赋值 应 当 使 相 邻 的 弧 所 表示 的 
位 串 只 相差 一 位 。 在 图 7-56 b 的 编码 方案 中 情况 恰好 就 是 这 样 。 在 确定 指针 位 置 的 过 程 里 
的 一 个 错误 结 出 位 囊 010 而 不 是 011。 只 有 一 位 是 错 的 。 
ay 格雷 码 是 圆周 的 弧 的 一 种 标记 ,使 得 相 邻 的 弧 具 有 恰好 相差 一 位 的 位 串 标记 。 在 
i 图 7-56 b) 里 的 赋值 是 一 个 格雷 码 。 可 以 这 样 找 出 格雷 码 ， 以 下 述 的 方式 列 出 所 有 长 
度 为 的 位 串 ， 使 得 每 一 个 位 串 与 前 一 个 位 串 恰 好 相差 一 位 ， 而 且 最 后 一 个 位 审 与 第 一 个 
位 串 恰 好 相差 一 位 。 可 以 用 立方 体 Q。 来 为 这 个 问题 建 模 。 解 决 这 个 问题 所 需要 的 是 Q， 
中 的 一 条 哈密 顿 占 路 。 这 样 的 哈密 顿 回 路 容易 求 出 。 例 如 ，Qs 的 一 条 哈密 顿 回路 显示 在 
图 7-58 中 。 这 条 哈密 顿 回 路 所 产生 的 前 后 怡 好 相 盖 一 位 的 位 囊 序 列 是 000，001 ，011， 
010,，110，111，101 和 100。 

格雷 码 是 以 绅 兰 克 : 格 雷 的 名 字 命 名 的 ， 在 20 楷 纪 40 年代， 他 在 太 T 芒 TT 贝尔 实 验 室 工 
作 ， 为 了 把 传送 数字 信和 号 过 程 中 的 错误 的 影响 降 到 最 低 而 发 明了 它们 。 图 


DDDU-DDU-DDDDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUU^A 
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此 外 第 3 位 其 | 


此 处 第 2 位 是 1 Vv 
此 处 第 3 位 是 ! 性 此 处 第 2 位 是 ! 


此 处 第 t+ 位 是 1 KU 


此 处 第 3 位 是 1 
此 处 第 1 位 是 1 
此 处 种 3 拉 是 1 1 此 处 第 3 世 是 1] ] 10 11] 
" 分 
此 处 第 2 位 是 1 O00 001 
图 7-57 指针 位 置 的 数字 表示 图 7-58 已 ; 的 哈密 顿 回路 


练习 


在 练习 1~7 中 ， 判 定 每 个 图 是 否 具 有 上 欧 拉 回路 。 当 存在 欧 拉 回 路 时 ， 构 造 出 一 条 这 桂 
的 回路 。 
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8. 判定 练习 1 中 的 图 是 否 具 有 欧 拉 通 路 。 若 存在 欧 拉 通路 ， 则 构造 出 这 样 的 一 条 通路 。 

9. 判定 练习 2 中 的 图 是 否 具有 欧 拉 通 路 。 者 存在 网 拉 通 路 ， 则 构造 出 这 样 的 一 条 通路 。 

10. 判定 练习 3 中 的 图 是 否 具 有 欧 拉 通路 。 若 存在 欧 拉 通 路 ， 则 构造 出 这 样 的 一 条 通路 

11. 判定 练习 4 中 的 图 是 否 具有 欧 拉 通路 。 若 存在 欧 拉 通 路 ， 则 构造 出 这 样 的 一 条 通路 。 

12. 判定 练习 5 中 的 图 是 否 具有 欧 拉 通路 。 若 存在 欧 拉 通 路 ， 则 构造 出 这 样 的 一 条 通路 。 

13. 判定 练习 6 中 的 图 是 否 具有 欧 拉 通 路 。 若 存在 欧 拉 通路 ， 则 构造 出 这 样 的 一 条 通路 。 

14. 判定 练习 7 中 的 图 是 否 具有 欧 拉 通路 。 若 存在 欧 拉 通路 ， 则 构造 出 这 样 的 一 条 通路 。 

15. 在 加 里 字 格 勒 ( 哥 尼 斯 堡 的 俄罗斯 名 称 )， 除 了 18 世纪 的 七 座 桥 之 外 ， 还 有 郊外 两 座 
桥 。 这 些 新 桥 分 别 连 接 区 域 B 和 C 以 及 区 域 恕 和 刀 。 是 否 有 人 能 够 经 过 加 里 末 格 鞠 的 
九 座 桥 怡 好 一 次 并 且 回 到 出 发 点 ? 


16. 是 否 有 人 人 能够 经 过 右 图 所 示 的 所 有 桥 愉 好 一 座 并 
且 回 到 出 发 后 ? 

17. 和 何 时 可 以 莲 出 一 个 城市 里 衡 道 的 各 中 心 线 而 不 草 
复 经 过 一 条 街道 (假设 所 有 街道 都 是 双向 街道 )? 


18. 设计 一 个 与 算法 1 相似 的 过 程 ， 它 在 多 重 图 里 构造 欧 氛 通路。 


在 练习 19 一 21 中 ， 判 定 是 否 可 以 用 一 支 铅 笔 连续 移动 、 不 离开 纸 面 并 且 不 重复 地 画 出 
所 示 的 图 形 。 


19. 20. 2 
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A470 薪 杂 规 学 及 是 位 用 


“22, 证明 : 不 带 有 孤立 点 的 有 向 多 重 图 具有 欧 拉 回 路 ， 当 且 仅 当 该 图 是 弱 连 通 的 并 月 每 个 
硕 点 的 人 上 度 与 出 度 都 相等 。 

“23. 证明 : 不 带 有 孤立 点 的 有 向 多 重 图 具有 欧 拉 通路 而 没有 欧 拉 回路 ， 当 上 且 仪 当 该 图 是 融 
连通 的 并 且 存 在 两 个 顶点 ， 一 个 顶点 的 人 度 比 出 度 大 工 而 另外 一 个 顶 吕 的 出 度 比 人 度 大 
1， 其 余 每 个 顶点 的 人 度 与 出 度 都 相等 。 


在 练习 24 一 28 中 ， 确 定 所 示 的 有 向 图 是 否 具有 欧 拉 回路 。 大 存在 欧 科 思路， 则 构造 出 
一 条 欧 拉 问 路 。 


24 ,a p 了 ,9 b 2 .4 » 
4 o i e 


29. 确定 练习 24 中 的 有 了 向 图 是 否 上 共有 欧 拉 通路 。 若 存在 欧 拉 通 路 ， 则 构造 出 一 条 欧 拉 通 路 。 
30, 确定 练习 25 中 的 有 向 图 是 否 具 有 欧 拉 通 路 。 若 存在 欧 拉 通路 ， 则 桔 造 出 一 条 欧 拉 通 路 ， 
31, 确定 练习 26 中 的 有 向 图 是 否 具 有 欧 拉 通 路 。 若 存在 欧 拉 通路 ， 则 构造 出 一 条 攀 拉 通路 。 
32, 确定 练习 27 中 的 有 向 图 是 否 具 有 欧 拉 通路 。 若 存在 欧 拉 通路 ， 则 构造 出 一 条 欧 拉 通路 。 
33. 确定 练习 28 中 的 有 向 图 是 否 具有 欧 拉 通路 。 若 存在 欧 拉 通路 ， 则 构造 出 一 条 欧 拉 通 路 。 
“34. 设计 一 个 算法 ， 用 它 构造 有 回 图 中 的 欧 拉 回路 。 
35. 设计 一 个 算法 ， 用 它 构 造 有 向 图 中 的 欧 拉 通路 。 
36. 对 哪些 n 值 来 说 下 列 图 上 其 有 欧 拉 回 路 ? 
ah K, by CC, cj W, dj Q, 
37, 对 哪些 ” 值 来 说 练习 36 中 的 图 具有 欧 拉 通路 而 没有 了 欧 拉 回路 ” 
38, 对 哪些 说 和 值 来 说 完全 侦 图 玉 。, 具 有 
a) 欧 拉 回路 ? 
b) 欧 拉 通路 ? 
39. 当 不 重复 任何 部 分 地 画 出 练习 1 一 ?了 中 的 每 个 图 时 ， 求 出 必须 让 铅笔 离开 纸 面 的 最 少 
次 数 。 


在 练习 40 一 46 中 ,确定 所 给 的 图 是 否 上 其 有 了 哈密 顿 回 路 。 阁 有 了 蛤 密 屯 回路， 则 求 出 这 样 
一 条 回路 。 车 没有 哈密 顿 回 路 ， 则 给 出 论证 来 说 明 这 样 的 回路 为 什么 不 存在 。 
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40. 


43. 


中 ， 


47. 练习 40 中 的 图 是 否 具 有 哈密 顿 通 路 ? 阁 有 了 哈密 顿 通路 ， 则 求 出 这 样 一 条 通路 。 吞 没有 
哈密 顿 通 路 ， 则 给 出 论证 来 说 明 这 样 的 通路 为 什么 不 存在 。 

48. 练习 41 中 的 图 是 否 具 有 哈密 顿 通路 ? 若 肥 哈密 顿 通 路 ， 则 求 出 这 样 一 条 通路 。 兰 没有 
哈密 顿 通 路 ， 则 给 出 论证 来 说 明 这 样 的 通路 为 什么 不 人 存在 。 

49. 练习 42 中 的 图 是 否 具有 哈密 顿 通路 9 若 有 了 哈密 顿 通路 ， 则 求 出 这 样 一 条 通路 。 若 没有 
哈密 顿 通 路 ， 则 给 出 论证 来 说 明 这 样 的 通路 为 什么 不 存在 。 

50. 练习 43 中 的 图 是 否 具有 哈密 顿 通 路 ? 若 有 哈密 顿 通 路 ， 则 求 出 这 样 一 条 通路 。 若 没有 
哈密 顿 通 路 ， 则 给 出 论证 来 说 明 这 样 的 通路 为 什么 不 存在 。 

“51. 练习 44 中 的 图 是 否 具有 哈密 顿 通路 ? 车 有 了 哈密 顿 通 路 ， 则 求 出 这 样 一 条 通路 。 吞 没有 
哈密 顿 通路 ， 则 给 出 论证 来 说 明 这 样 的 通路 为 什么 不 存在 。 

52. 练习 45 中 的 图 是 否 共 有 哈密 顿 通路 ? 若 让 哈密 顿 通路 ， 则 求 出 这 样 一 条 通路 。 和 大 没有 
哈密 顿 通 路 ， 则 给 出 论证 来 说 明 这 样 的 通路 为 什么 不 存在 。 

"53, 练习 46 中 的 图 是 否 具有 哈密 顿 通 路 ? 若 有 险 密 顿 通 路 ， 则 求 出 这 样 一 条 通路 。 若 没有 
哈密 顿 通路 ， 则 给 出 论证 来 说 明 这 样 的 通路 为 什么 不 存在 。 

54. 对 哪些 ” 值 来 说 练习 36 中 的 图 具 丰 哈密 顿 回 有 路? 

55, 对 哪些 mx 和 值 来 说 完全 侦 图 K,,,, 具 有 了 哈密 顿 回路 ? 
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一 一 一 


“56. 证 明 : 下 图 所 示 的 彼得 森 图 没有 哈密 顿 回 路 ,但 是 删除 顶点 w 和 和 所 有 与 v 关联 的 边 ， 


所 获得 的 子 图 却 有 了 哈密 顿 回路 。 

“37. 证 明 ; 每 当 = 是 正 整 数 时 ， 瑟 他 在 nn 阶 榨 雷 码 ， 或 省 等 a 
价 地 证 明 ; nn 之 1 的 立方 体 @, 总 是 具有 哈密 顿 回路 。 
[提示 : 用 数学 归纳 法 。 证 明 如 何 从 二- 1 阶 格 雷 码 产生 4 从 5 
阶 格雷 码 .| SS 
构造 欧 拉 回路 的 旨 留 利 算法 是 从 连通 多 重 图 的 任意 一 个 顶 人 ~ 

点 开始 ， 连 续 地 选择 边 来 形成 一 条 加 能 。 一 旦 选择 了 一 条 边 ， 


就 删除 这 条 边 。 连 续 地 选择 边 ， 使 得 每 亲 这 从 上 一 条 边线 束 的 
地 方 开始 ， 而 且 使 得 这 条 迎 不 是 一 条 割 边 ， 除 非 别 无 选择 。 
58. 用 弗 留 利 算 法 找 出 在 鲍 5 的 图 G 中 的 欧 拉 问 路 。 

“9 . 用 伪 代 码 表达 弗 留 利 算法 。 

60. 证明: 弗 留 利 算法 总 中 产生 -条 欧 拉 回 路 。 

“61. 给 出 变化 的 强 留 利 算 法 来 产生 欧 拉 通路 。 

62. 一 个 诊断 消息 可 以 在 计算 机 网 络 上 发 出 ， 以 便 在 所 有 
连接 和 所 有 设备 上 执行 测试 。 为 了 测试 所 有 上 鸣 连 
楼 ， 应 当 使 用 什么 种 类 的 通路 ?为 了 测试 所 有 的 设 
符 呢 ? 

63. 证 明 : 带 有 坷 数 个 顶点 的 惕 图 设 有 哈密 顿 回 骼 。 
国际 象棋 中 的 切 ， 可 以 横向 移动 两 格 再 纵向 榜 动 一 

格 ， 或 者 横向 移动 一 格 再 纵向 移动 两 格 。 即 在 (x，y) 

格子 的 马 可 以 移动 到 人 个 格子 《zz 土 2，y 土 1 ，( 伍 土 1， 

y 土 2) 中 的 任何 一 个 ， 只 要 这 些 格 子 在 棋盘 上 ， 如 石 图 

所 示 。 


一 


马 ” 打 理 入 所 : 被 得 :克星 商 实 : 被 得 森 《Jolius Peter Christian Petorson，1839 一 1910) ”被 得 森 出 生 在 村 专 的 索 镇 ， 
”上 暴 父 是 染 匠 。1854 年 ， 他 的 父母 再 也 负担 不 起 他 的 学 费 ， 所 以 他 到 叔 报 的 杂货 店 当 学 逢 这 位 报 叔 死 的 时 候 络 彼 
得 森 留 下 足 各 的 钱 让 他 回 到 学 校 。 毕 业 后 他 在 哥本哈根 工业 学 校 开始 学 习 工 程 ， 靖 与 峰 定 专攻 数学 。1858 年 他 出 版 了 他 
的 第 一 部 教科 书 ， 一 本 关于 对 数 的 书 ， 当 他 继承 的 遗产 用 完 之 后 ， 他 不得 不 擎 教书 来 谋生 .从 1859 年 上 到 1871 年 ， 和 被 
”得 森 在 哥 本 险 根 的 贵族 私人 高 中 教书 。 他 一 边 载 高 中 一 边 变 续 研 究 ， 在 1862 年 进入 前 本 哈 概 大 学 。1862 年 ， 他 与 劳 拉 - 

伯 特 本 结婚 ， 他 们 有 苦 个 孩子 ， 两 习 一 丰 。 

1866 年 ， 第 得 森 从 哥 本 哈 相 大 学 获得 教学 学 位 ， 并 且 在 1871 年 从 该 校 最 雍 获 得 博 1 学 位 ,得 到 博士 学 位 后 ,他 在 4. 
下 与 军 押 高 等 专科 学 校 妹 教 ，1887 年 他 蔽 生命 为 哥本哈根 大 学 的 教授 . 在 丹 老 ,彼得 森 作 为 -- 天 系列 的 高 中 外 大 学 工科 
书 的 措 者 而 知名 。 其 中 他 的 一 本 《 甫 总 儿 何 构造 问题 的 方法 和 理论 ? 被 详 成 入 种 文字 ， 英 文 版 上 次 重印 导 在 1960 年 而 法 
广 版 最 近 在 1990 年 重印 ， 距 高 初版 日 期 超过 个 世纪 。 

筱 得 森 研 究 的 领域 非 党 广泛， 包括 代 教学 、 分析 学 、 审 冯 学 、 儿 何尝、 力学 . 数理 经 济 学 以 下 数 论 。 他 对 图 论 的 责 
献 ， 包 括 有 甘 正 则 图 的 结果 ， 基 了 他 最 善 名 的 工作 。 他 以 锅 述 的 清晰 性 .、 和解 汰 问 欧 的 拷 巧 性 、 独 创 人 性 、 糊 上 默 感 、 精 力 充 溃 
以 及 善 王 喜 学 而 闻名 。 彼 得 禁 直 愿意 读 共 他 数学 家 的 著 间 。 所 以 他 经 常量 新 您 现 列 大 已 经 证 明 过 的 绪 末 ， 因 此 遇 常 陷于 
旭 垃 之 中 。 不 过 当 其 他 数学 家 不 讯 他 的 昔 作 时 他 却 常常 发 怒 1 

和 锌 得 森 之 死 是 再 本 哈 根 报纸 的 头 版 新 闻 。， 当 时 一 家 报纸 把 他 描述 成 科学 界 的 溉 斯 * 克 里 配 安 :安徒生 一 一 在 学 术 己 界 
里 作出 了 贡献 的 人 民 之 子 。 
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洲 的 周游 是 马 从 某 个 格子 开始 且 访 问 每 个 格子 恰好 一 次 的 合法 移动 的 序列 。 若 存 

<%* 在 一 种 合法 移动 ， 它 让 马 从 周游 的 最 后 一 个 裙子 回 到 周游 开始 的 地 方 ， 则 马 的 

岗 游 称 为 重 反 的。 可 以 用 留 为 马 的 周游 建 模 ， 棋 盘 上 每 个 格子 对 应 团 中 的 一 个 顶点 ， 若 

马 可 以 在 两 个 顶点 所 表示 的 格子 之 间 合 法 地 移动 ， 册 在 图 中 用 一 条 连接 这 两 个 项 点 的 边 

表示 ， 

64. 画 出 表示 马 在 3x3 棋 盘 上 合法 移动 的 图 。 

65. 画 出 表示 马 在 3x 4 棋盘 上 合法 称 动 的 图 。 

66., a) 证 明 ; 求 马 在 m x 棋盘 上 的 周游 等 价 于 求 表示 马 在 该 棋盘 上 合法 移动 的 萎 的 哈密 

顿 通路 。 
hb) 证 明 : 求 马 在 mx Xn 棋盘 上 的 重 返 的 周游 等 价 于 求 所 对 应 的 图 上 的 哈密 顿 回路 。 

“67. 证 明 : 存在 马 在 3x4 棋 盘 上 的 周游 。 

“68, 证 明 : 不 存在 马 在 3x3 棋盘 上 的 局 游 。 

“69. 证 明 : 不 存在 马 在 4x4 棋 提 上 的 周游 。 

70. 证 明 : 每 当 区 和 nn 都 是 正 整 数 时 ， 表 示 包 在 zr Xn 棋盘 上 的 从 法 种 动 的 图 就是 仙 
图 。 

71. 证 明 : 当 mw 和 都 是 奇数 时 ， 不 存在 马 在 m Xn 棋盘 上 的 重 返 的 周游 。[ 提 示 : 利用 练 
习 63、 练 习 65 b) 和 练习 70,] 

"72 . 证 了 月 ， 存在 马 在 8 x8 棋 失 上 的 周游 。[ 提 示 ; 你 可 以 用 沃 恩 斯 道夫 (Warnsdorff) 发 
明 的 下 列 方法 来 构造 马 的 周游 :从 任意 格子 开始 ， 然 后 总 是 移动 到 与 最 少数 目的 没有 用 
过 的 格子 连接 的 一 个 格子 。 虽 然 这 个 方法 不 能 总 是 产生 马 的 周游 ， 介 是 它 确实 常常 产生 
马 的 周游 。] 


7.6 最 短 通 路 问题 


许多 问题 可 以 用 给 边 赋 权 值 的 图 来 建 模 。 作 为 一 个 例子 ， 考 虑 一 下 航线 系统 如 何 建 模 。 
用 以 下 方法 来 建立 基本 的 图 模型 : 用 顶点 表示 城市 ， 用 边 表 示 航 班 。 给 边 赋 权 值 为 城市 之 间 
的 距离 ， 就 可 以 为 涉及 距离 的 问题 建 模 。 给 边 由 权 值 为 飞行 时 间 ， 就 可 以 为 涉及 飞行 时 间 的 
问题 建 模 。 给 边 冉 权 值 为 票 价 ， 就 可 以 为 涉及 票 价 的 问题 建 模 。 图 7-59 显示 了 给 一 个 图 的 
边 的 三 种 不 同 的 赋值 ， 分 别 表示 距离 、 飞 行 时 间 和 票 价 。 

给 每 条 边 荆 权 值 为 一 个 数 的 图 称 汶 带 权 图 。 带 权 图 用 来 为 计算 机 网 络 建 模 。 通 信和 成 本 
(比如 租用 电话 线 的 月 租 费 ) 、 计 算 机 在 这 些 线路 上 的 响应 时 间或 计算 机 之 间 的 距离 每 都 可 以 
用 带 权 图 来 研究 。 图 7-60 最 示 了 一 些 带 权 图 ， 它 们 表示 给 计算 机 网 络 的 图 的 边 峰 权 值 的 三 
种 方式 ， 分 别 对 应 子 成 本 、 哆 应 时 间 和 距离 。 

与 带 权 图 有 关 的 几 种 类 型 的 问题 频繁 地 出 现 。 确 定 网 络 中 两 个 项 点 之 间 长 度 最 短 的 通路 
就 是 一 个 这 样 的 向 题 。 说 得 更 具体 些 ， 设 带 权 图 中 一 条 通路 的 长 度 是 这 条 通路 上 各 边 的 权 的 
总 和 。( 读 者 应 当 注 意 ， 对 长 度 一 词 的 这 种 用 法 ， 与 表示 不 带 权 的 图 中 一 条 通路 的 边 数 的 长 
度 的 用 法 是 不 向 的 。) 问题 是 : 什么 是 最 短 通路 ， 即 什么 是 在 两 个 给 定 顶 点 之 间 长 度 最 得 的 
通路 ? 例如， 在 图 7-59 所 示 带 权 图 表示 的 航线 系统 里 ， 在 波士顿 与 洛杉矶 之 间 以 空中 距离 
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迈阿密 
图 7-59 为 航线 系统 建 模 的 带 术 图 


计算 的 最 短 通 路 是 什么 ”在 波士顿 与 滞 杉 矶 之 间 人 计 么 样 的 航班 组 合 的 总 飞行 时 间 最 短 ”{ 即 
在 空中 的 总 时 间 ， 不 包括 航班 之 间 的 时 间 )? 在 这 两 个 城市 之 间 的 最 低 票 价 是 什么 ?在 图 7- 
60 所 未 的 计算 机 网 络 中 ， 连 接 旧 金山 的 计算 机 与 纽约 的 计算 机 所 需要 的 最 便宜 的 一 组 电话 
线 是 什么 ? 哪 -- 组 电话 线 给 出 旧金山 与 纽约 之 间 和 通信 的 最 短 啊 应 时 间 ” 哪 一 组 电 语 线 有 最 息 
的 总 距离 ? 

与 带 权 图 有 关 的 另外 一 个 重要 问题 是 : 求 访问 完全 图 每 个 顶点 怡 好 一 次 的 而 总 长 度 最 短 的 
回路 。 这 就 是 著名 的 旅行 推 钻 员 问 题 ， 它 求 一 位 推销 员 应 当 以 什么 样 的 顺序 来 访问 其 路 程 上 的 
每 个 城市 恰好 一 次 ， 使 得 他 旅行 的 总 距离 最 短 。 将 在 本 节 后 面 讨论 旅行 推销 员 问 题 。 
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达拉斯 


图 7-60 为 计算 机 网 络 建 模 的 带 权 图 


7.6.2 一 个 最 短 通路 算法 
户 训 存在 由 个 不 同 的 算法 来 求 带 权 图 中 两 个 顶点 之 间 的 最 短 通路 。 下 面 将 给 出 荷兰 数学 家 


| 


2 下 .迪克 斯 届 拉 9 在 1959 年 发 现 的 一 个 算法 。 将 要 描述 的 算法 ， 解决 了 无 向 带 权 图 中 
的 这 个 问题 ， 其 中 所 有 的 权 都 是 正 数 。 容 易 修 改 它 来 解决 有 向 图 中 的 最 短 通路 问题 。 

在 给 出 这 个 算法 的 形式 化 表示 之 前 将 给 出 一 个 良 发 性 的 例子 。 

例 1 在 图 7-61 所 示 的 带 权 图 中 ,a 和 zx 之 间 的 最 得 通路 的 长 雇 是 什么 ? 


作爱 德 思 葛 :韦伯 :迪克 斯 轴 拉 【Edsgar Wybe Diikstra， 生 于 1930 年 ) 迪克 斯 轩 拉 出 生 在 荷 关 ，20 世纪 50 年 
~ ”人民 早 期 ， 他 在 雷 登 大 学 学 习 玛 论 物理 时 ， 就 开始 给 计算 机 编程 。 在 1952 年 ， 他 意 训 到 他 对 编程 比 对 物理 学 更 感 兴 
起 ,于 是 他 各 如 她 结束 了 对 物理 学 位 的 追求 ， 转 而 开始 了 作为 程序 员 的 事业 ， 即 使 当时 编程 还 没有 被 认为 是 一 种 联 业 。 
{在 1957 年 ， 阿 姆 斯 特 丹 当局 拒绝 接受 在 他 的 结婚 证 上 以 “编程 ”作为 他 的 职业 - 小 过 ， 当 必 把 该 亲 款 改 成 “理论 物理 
学 家 ”时 ， 他 们 却 接受 它 。) 
迪克 斯 剧 拉 一 直 是 把 编程 作为 - -个 科学 学 科 的 最 有 上 彤 的 侦 导 者 之 一 。 他 对 诸 包 领域 作出 了 葛 基 性 的 贡献 ， 其 中 有 操 
作 系 统 【包括 死 锁 避 免 ) ， 编 程 请 言 【包括 结构 化 缩 程 的 概 霹 ) ， 以 及 算法 。 在 1972 年 迪克 斯 屈 拉 接受 了 英国 计算 机 协会 
的 图 灵 奖 ， 这 是 计算 机 科学 中 最 具 声望 的 奖项 之 -。 过 克 斯 届 拉 在 1973 年 成 为 宝来 公司 研究 员 ， 并 在 1984 年 被 任命 为 
位 于 奥斯汀 的 德 克 萨 斯 大 学 的 计算 机 科学 教授 。 
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解 虽然 通过 检查 就 容易 求 出 最 短 通路 ， 枉 是 我 们 要 研 
穹 和 在 理解 迪克 斯 屈 拉 算法 上 有 用 的 一 些 想 法 。 将 这 样 解 决 这 
个 问题 : 求 从 e 到 各 个 相继 的 顶点 的 最 短 通路 ， 直 到 到 达 > 
为 止 。 

从 a 开始 (直到 到 达 终 点 为 止 ) 不 包含 除 & 以 外 的 项 点 
的 唯一 通路 是 a, 5 和 a，d。 因 为 ,5 和 a，d 的 长 度 分 
别 沟 4 各 2， 所 以 9 是 与 a 最 靠近 的 顶点。 图 7-61 一 个 带 权 的 简单 图 

可 以 通过 查看 (直到 到 达 终 后 为 目 】 只 经 过 a 各 的 所 有 通路 ， 来 求 出 下 一 个 最 对 近 c 
的 顶点 。 到 六 的 最 短 通 路 仍然 是 ae， 长 度 为 4， 而 到 e 的 最 短 通 路 是 4，d，e， 长 度 为 5， 
所 以, 下 一 个 与 a 最 委 近 的 项 点 是 户 。 

为 了 找 出 第 三 个 与 e 最 靠近 的 顶点 ， 只 需要 检查 (直到 到 达 终 点 为 止 》 只 经 过 a, 4d 
和 5 的 那些 通路 。 存 在 长 度 为 了 的 到 “的 通路 ， 即 eg， 廊 ，c， 以 帮 长 度 为 站 的 到 = 的 通路 ， 
即 a，d，e，z。 所 以 ，z 是 下 一 个 与 a 最 和 马 近 的 顶点 ， 而 且 到 x 的 最 短 遂 路 的 长 度 为 6， 


| 枉 

例 1 说 明了 在 迪克 斯 届 拉 算法 中 使 用 的 一 般 原理 。 注 意 通 过 检查 就 可 能 求 出 从 a 到 z 的 
最 短 通 路 。 不 过 ， 和 检查 边 数 很 多 的 图 ， 无 论 对 人 还 是 对 计算 机 来 说 都 是 不 奶 实 际 的 。 

现在 将 考虑 一 般 问题 ， 在 无 问 连 通 简单 带 权 图 中 ， 求 出 a 与 z 之 间 的 最 短 通 路 的 长 度 。 
迪克 斯 届 拉 算法 如 下 进行 : 求 出 从 a 到 第 一 个 顶点 的 最 短 通路 的 长 度 ， 从 a 到 第 二 个 顶点 
的 最 短 通 路 的 长 度 ， 依 次 类 推 ， 直 到 求 出 从 a 到 > 的 最 短 通路 的 长 度 为 I 上 。 

这 个 算法 依赖 于 一 系列 的 先 代 。 通 过 在 每 次 迭代 中 添加 一 个 项 点 来 构造 出 特 弥 硬 点 的 集 
合 。 在 每 次 秋 绕 中 完成 一 个 标记 过 程 。 在 这 个 标记 过 程 中 ,用 只 包含 符 吻 顶点 的 从 a 到 ww 
的 最 短 通 路 的 长 度 来 标记 rw。 添加 到 特殊 顶点 集合 中 的 硕 点 是 在 还 没有 成 为 特 珠 硕 点 的 那些 
顶点 中 带 有 最 小 标记 的 那个 顶点 。 

现在 给 出 迪克 斯 届 拉 算法 的 细节 。 它 首先 用 0 标记 & 而 用 o 标 记 其 余 的 巴 点 。 用 记号 
Lola)=0 和 上 Lotw)= 吕 表示 在 没有 发 生 任 何 迭 代 之 前 的 这 些 标记 (下 标 0 表示 “第 0 次 ” 
迭代 )。 这 些 标记 是 从 a 到 这 些 项 点 的 最 短 通路 的 长 度 ， 其 中 这 些 通路 只 包含 顶点 a。( 因 为 
不 存在 从 a 到 除 a 外 顶点 的 通路 ,所 以 % 是 a 与 这 样 的 顶点 之 癌 的 最 短 通路 的 长 度 。) 

迪克 斯 届 拉 算法 是 通过 形成 特殊 顶点 的 集合 来 进行 的 。 设 Si 表示 在 标记 过 程 次 迭代 
之 后 的 特殊 顶点 的 集合 。 首 先 让 So= 外。 集合 5; 是 通过 把 不 属于 Si 1 的 带 最 小 标记 的 硕 点 
4 添加 到 Se_ 1 里 来 形成 的 。 一 旦 把 x 添加 到 5, 中， 就 更 新 所 有 不 属 丁 Si 的 顶点 的 标记 ， 
使 得 顶点 v 在 第 个 阶段 的 标记 L (vw) 是 只 包含 S 中 顶点 { 即 已 有 的 特殊 硕 扣 集合 再 加 了 上 
x) 的 从 a 到 wv 的 最 短 通 路 的 长 度 。 

设 是 不 属于 S 的 一 个 顶点 。 为 了 更 新 wv 的 标记 ,注意 L(Vv) 十 只 包含 S4 中 顶点 的 从 
a 到 % 的 最 短 通 路 的 长 度 。 当 利用 下 面 这 个 观察 结 当 时， 就 可 以 有 效 地 完成 这 个 更 新 : 从 a 
到 的 只 包含 S 中 珊 点 的 最 短 通 路 ， 或 者 是 从 a 到 % 的 只 包 会 Sj 中 硕 点 《 即 不 包括 xz 在 
内 的 特殊 顶点 ) 的 最 短 通 路 ， 或 者 是 在 第 名 一 1 阶段 从 a 到 的 最 短 通 路 加 上 上 边 (ww，w)。 
换 句 话说 ， 即 


Lilasv)=minlLy ieyo) ,Leasu)+t tw( (u,v) 
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这 个 过 程 这 样 选 代 : 相继 地 深 加 顶 点 到 特殊 顶点 集合 里 ， 下 到 添加 > 为 止 。 当 把 * 沼 
加 到 特殊 项 点 集合 里 时 ， 它 的 和 标记 就 是 从 a 色 z 的 最 短 通 路 的 长 度 。 在 算法 1 里 给 出 迪克 斯 
届 拉 算法 。 随 后 将 给 出 这 个 算法 为 止 确 的 证 明 。 


算法 1 迪克 斯 届 拉 算法 
Procedure Dijkstra (GG; 所 有 权 都 为 正 数 的 带 权 连 通 简 单 图 ) 
IG 种 有 顶点 a 二 wo IU 和 权 zwtvi,w,) ,其 中 邦 iv,,v! 不 是 全 下 有 叔 边 , 则 


kz Di) = oo} 


fori := 1 和 oo 
(Ti 二 ee 
Lia):= 人 0 
S 二 全 
| “| 现在 初始 化 标记 ， 使 得 a 的 标记 为 0 而 所 有 其 余 标记 为 ww， 而 S 是 空 集合 | 
whilez 人 FS 
begin 
nt :三 个 属于 5S 的 L(tw) 最 小 的 一 个 顶 所 
Ss:= SUta} 
for 所 有 不 属于 S 的 顶 咸 vw 
if Ladt+ rw{au, vo <L(v) then L{w):= Lu)+w{inu,v) 
这 样 就 给 5 中 添加 禹 最 小 标记 的 硕 点 并 且 更 新 不 在 S 中 的 顶点 的 标记 | 
| end |L(z)= 从 4a 到 z 的 最 短 通路 的 长 度 } 


下 面 的 例子 说 明 人 迪克 斯 届 近 算法 是 如 何 工 作 的 。 在 这 之 后 将 证 明 这 个 算法 总 是 产生 带 权 
图 中 两 个 硕 点 之 间 最 短 通 路 的 长 度 。 

例 2 用 迪 死 斯 夯 拉 算法 求 图 7-62a) 所 示 的 带 权 图 中 顶点 a 与 = 之 间 最 短 通路 的 长 度 。 

解 在 图 7-62 中 显示 迪克 斯 顾 拉 算法 求 a 与 x 之 间 最 短 通路 所 用 的 步骤。 在 算法 的 每 
次 进 代 里 ， 对 集合 5S; 中 的 顶点 加 上 圆圈 。 对 每 次 夺 代 都 标明 了 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 每 
个 顶点 的 最 短 通 路 。 当 央 峰 加 到 = 时 ， 算 法 终止 。 找 到 从 a 到 之 间 的 最 短 通 路 是 上 ，F 上 ， 
p，d， ee， 之 ， 长度 为 13， 国 

注意 在 执行 迪克 斯 昌 拼 章法 的 过 程 里 ， 有 时 用 一 外表 求 代 蔡 对 每 步 都 重新 画册 这 

个 图 ， 流 祥 寻 便于 在 每 步 里 跟踪 顶点 的 标记 ， 

下 一 步 ， 用 归纳 论证 来 证 明 迪 克 斯 届 拉 算法 产生 无 回 连通 带 权 图 中 两 个 顶点 和 与 = 之 
间 最 短 通 路 的 长 度 。 用 下 殉 断 言 作 为 归纳 假设 : 在 第 六 次 挝 代 中 

(i) 在 S 中 的 预 点 wz (aa 天 0 的 标记 是 从 a 到 这 个 顶点 的 最 短 通 路 的 长 度 ， 

[ii) 不 在 5 中 的 顶 斥 的 标记 是 (除了 这 个 顶 扣 自身 之 外 ) 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 这 

个 预 点 的 最 短 通 路 的 长 庶 。 

当天 =0 时 ， 在 没有 执行 任何 夺 代 之 前 ，S= iali， 所 以 从 a 到 除 a 外 的 贰 点 的 最 短 通 路 的 
长 度 是 %， 而 从 a 到 a 本 身 的 最 短 长 度 为 0 {在 此 允许 一 个 通路 不 包含 边 在 内 )。 因 此 基本 
情况 是 正确 的 。 


DDDU-DDU-DDDDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUU^A 


478 项 夫 堪 学 爱 症 怀 寿 


bh 350) od Dme) 


(B) 3fac) ac 加 


全 2(91) 1270:C) 


(C200 10 eb,d) O20 Oo, bg) 
1) B) 


图 7-62 用 迪克 斯 轴 拉 算法 求 从 a 到 z 的 最 短 通路 


假定 归纳 假设 对 第 上 次 述 代 成 立 。 今 v 是 在 第 + 1 次 进 代 中 添加 到 5S 中 的 顶点 ， 使 得 
v 是 在 第 有 次 选 代 结 束 时 带 最 小 标记 的 不 在 S 中 的 项 点 (在读 项 点 不 唯一 的 情形 里 ， 可 以 采 
用 带 最 小 标记 的 任意 顶点)。 

根据 归纳 假设 ， 可 以 看 出 在 第 +1 次 迁 代 之 前 ，S 中 的 顶点 都 用 从 a 出 发 的 最 短 通 路 
的 长 度 来 标记 。 另 外 ， 必 须 用 从 a 到" 的 最 得 通路 的 长 度 来 标记 >”>。 人 假如 情况 不 是 这 样 ， 那 
么 在 第 有 次 选 代 结束 时 ， 就 可 能 存在 包 侣 不 在 3 中 的 顶点 的 长 度 小 于 Lo) 的 通路 《因为 
iD) 是 在 第 上 次 选 代 之 后 ， 只 包 售 5 中 顶点 的 从 a 到 w 的 最 短 通 路 的 长 度 )。 设 x 是 在 这 
样 的 通路 里 不 属于 S 的 种 一 个 顶点 。 则 存在 一 条 从 a 到 zz 的 只 包含 S 中 硕 点 的 长 度 小 于 L， 
(vw) 的 通路 。 这 与 对 wm 的 选择 相 玫 盾 。 因 此 ， 在 第 上 +1 次 迭代 结束 时 (i) 成 立 。 

设 4 是 在 第 +1 次 迁 代 之 后 不 属于 S 的 一 个 再 点。 从 a 到 的 只 包含 S$ 里 顶点 的 最 短 
通路 要 公 包 含 nb， 要 全 不 包含 nu。 车 它 不 包含 nu， 则 根据 归纳 假设 ,， 它 的 长 度 是 上 L(tu)}。 若 它 
确实 包含 包 ， 则 它 必然 是 这 样 组 成 的 ， 一 条 从 a 到 zw 的 具有 最 短 可 能 长 度 的 通路 ， 其 中 包含 S 
中 不 同 于 vw 的 元 素 ， 后 面 接着 从 vw 到 # 的 边 。 在 这 种 情形 中 它 的 长 度 是 上 L(v)+w(v,u)。 这 
样 就 证 明了 (为 真 ， 因 为 Liyi(u)==mint La 上 (w+ rt(vw,u)io 

己 经 证 明了 下 面 的 定理 . 


定理 1 迪克 斯 届 拉 算法 求 出 连通 简单 无 向 带 权 图 中 两 个 顶点 之 问 最 短 通路 的 长 度 。 


现在 可 以 估计 迪克 斯 届 拉 算法 的 计算 复杂 性 (就 加 法 和 比较 而 言 )。 这 个 算法 使 用 不 超 
过 nn 一 1 次 选 代 ， 因 为 在 每 次 六 代 中 添加 一 个 顶点 到 特殊 顶点 集合 里 。 首 可 以 估计 每 次 送 代 
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所 使 用 的 运算 次 数 ， 则 大 功 告 成 了 。 可 以 用 不 超过 xx~1 次 比较 来 找 出 不 在 S 中 的 带 最 小 标 
记 的 顶点 。 然 后 ， 我 们 可 以 使 用 加 法 和 比较 来 更 新 不 在 S 中 的 每 个 项 总 的 标记 。 所 以 在 每 
次 迁 代 里 使 用 椒 超过 2 (n 一 1) 次 运算 ， 因 为 在 每 次 选 代 里 兹 更 新 的 标记 不 超过 m -1 个 。 因 
为 使 用 不 超过 n -1 次 选 代 ， 等 次 选 代 使 用 不 超过 2 (xn -1) 次 运算 ， 所 以 有 下 面 的 定理 。 


定理 2 迪克 斯 忆 拉 算法 使 用 O(n ) 次 运算 (加 法 和 比较 ) 来 求 出 连通 简单 无 隔 带 权 图 
中 两 个 项 点 之 同 最 短 通路 的 长 度 。 


7.6.3 ”旅行 推销 员 问 题 


现在 讨论 与 带 权 图 有 关 的 个 重要 问题 。 考 虑 下 面 的 问题 一 位 旅行 推销 员 起 要 访问 
22 个 城市 中 每 个 城市 恰好 一 次 ， 并 县 返回 他 的 出 发 点 。 例 如 ， 假 定 这 个 推销 员 想 要 访 
问 底特律 、 托 雷 多 、 萨 吉 乒 、 格 兰 特 - 拉 皮 兹 以 及 卡拉 玛 祖 ( 见 图 7-63)。 他 应 当 以 什么 顺 
序 访问 这 些 城 市 以 便 旅行 总 距离 最 短 ” 为 了 解决 这 个 问题 ， 可 以 假定 旅行 推销 员 从 底特律 出 
发 《因为 这 个 城市 必须 是 回路 的 一 部 分 }， 并 且 检 查 他 访问 其 余 四 个 城市 然后 返回 底特律 的 
所 有 可 能 方式 (从 别处 出 发 将 产生 相同 的 回路 )。 存 在 总 共 24 条 这 样 的 回路 ， 但 是 因为 当 以 
相反 顺序 经 过 一 条 回路 时 ， 就 经 过 了 相同 的 上 距离， 所 以 为 了 求 出 他 必须 旅行 的 最 短 总 距 高 ， 
只 需要 考虑 12 条 不 同 的 回路 。 列 出 这 12 条 不 同 回路 和 每 条 回路 旅行 的 最 短 总 距离 的 宸 ( 表 
7-4)。 从 这 个 表 可 以 看 出 ， 使 用 底特律 一 托 雷 多 一 卡拉 玛 祖 一 格兰特 - 拉 皮 兹 一 萨 吉 挠 一 底 
特 律 的 回路 ， 就 旅行 了 458 英里 的 最 短 总 距离 。 


图 7-63 ”说明 五 个 城市 之 则 距离 的 图 


只 描述 了 旅行 推销 员 问 题 的 一 个 实例 。 旅 行 推销 员 问题 求 带 权 完 全 无 向 图 中 访问 每 个 项 
点 恰好 一 次 并 县 返 回 出 发 点 的 总 权 数 最 小 的 回路 。 这 等 价 于 求 完全 图 中 总 权 数 最 小 的 哈密 屯 
加 路， 因为 在 回路 中 访问 每 个 顶点 怡 好 一 次 。 

最 直截了当 的 求解 旅行 推销 员 问 题 实例 的 方式 是 检查 所 有 可 能 的 哈密 顿 回路 并 且 挑 出 总 
权 数 最 小 的 一 条 回路 。 若 在 图 中 有 nn 个 城市 ， 则 为 了 求解 这 个 问题 ， 得 检查 多 少 条 回路 ? 
一 日 选 定 了 出 发 点 ， 需 要 检查 的 不 同 的 哈密 顿 回路 就 有 (* 一 1)! 条 ， 因 为 第 二 个 项 点 有 一 1 
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队 7-4 
路 线 总 距离 (英里 ) 
底特律 一 托 尖 才 一 格兰特 - 控 皮 兹 一 萨 吉 找 一 卡拉 玛 祖 一 底特律 610 
底特律 一 托 震 多 一 梯 兰 特 一 拉 皮 冀 一 卡拉 刺 相 一 萨 吉 乒 一 闪 特 律 $16 
底特律 一 托 需 订 一 卡拉 玛 祖 一 些 吉 挤 一 格兰特 - 控 虚 兹 一 底特律 S88 
底特律 一 托 青 凶 一 卡拉 开 祖 一 格兰特 一 拉 皮 次 一 荚 吉 按 一 说 特 律 458 
底特律 一 托 雷 才 一 萨 古 挠 一 卡拉 玛 祖 一 档 兰 特 - 拉 皮 慈 一席 特 律 $40 
底特律 一 托 雷 多 一 萨 吉 找 一 赂 兰 特 - 拉 皮 慈 一 卡拉 到 裕一 底特律 504 
底特律 一 萨 霄 挑 一 托 填 雪 一 格 关 特 一 拉 皮 兹 一 卡拉 把 悍 一 记 特 律 S08 
底特律 一 萨 吉 挠 一 托 雷 儿 一 卡拉 鹉 考 一 格兰特 - 拉 皮 兹 一 底特律 576 
底特律 一 萨 占 找 一 卡拉 型 祖 一 托 雷 多 一 楼 兰 特 - 拉 应 慈 一 底特律 682 
底特律 一 节 吉 抄 一 格兰特 拉 皮 兹 一 托 雷 多 一 卡拉 玛 祖 一 底特律 646 
底特律 一 格兰特 - 拉 皮 兹 一 萨 吉 挠 一 托 尖 多 一 卡拉 到 祖 -一 底特律 670 
底特律 一 格兰特 - 控 虚 兹 一 托 雷 包 一 萨 吉 挠 一 卡拉 玛 祖 一 底特律 728 


种 选择 ， 第 三 个 顶点 有 xn 一 2 种 选择 ， 依 次 类 推 。 因 为 可 以 用 相反 顺序 来 经 过 一 条 上 险 密 顿 回 
路 ， 所 以 只 需要 检查 4z -1)! /2 条 回路 来 求 出 答案 。 注 是 4a 一 1)1 避 增长 得 极 快 。 当 只 有 有 
儿 十 个 顶点 时 ， 试 图 用 这 种 方式 来 解决 旅行 推销 员 合 题 就 是 不 切实 际 的 . 例如 ,假如 有 25 
个 顶点 ,那么 就 不 得 不 考虑 总 共 241 人 2( 约 为 3.1Xx10”) 条 不 同 的 哈密 顿 回 路 。 假 定 检 查 每 
条 哈密 顿 回 路 只 花费 1 纳 秒 (10 “ 秒 )， 那么 就 需要 大 约 1 千 万 年 才能 求 出 这 个 图 中 长 度 最 
短 的 一 条 哈密 顿 回路 。 

因为 旅行 推销 员 间 题 间 时 具有 实践 各 理论 的 重要 性 ， 所 以 已 经 投入 了 巨大 的 努力 来 设计 
解决 它 的 有 效 算法 。 不 过 ， 还 没有 已 知 的 解决 这 个 问题 的 多 项 式 最 坏人 情形 时 间 复 洒 性 的 算 
法 。 另 外 ,假如 找到 了 解决 这 个 问题 的 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 鼻 厅 性 的 算法 ， 那么 许多 其 他 困 
难 问 题 (比如 在 第 1 章 里 讨论 过 的 确定 n 个 变 元 的 命题 公式 是 否 重 席 式 ) 也 可 以 用 多项式 
最 坏 情 形 时 间 复 杂 性 算法 来 解决 。 这 个 结果 是 从 NP 完全 性 理论 得 出 的 。 (关于 这 个 理论 的 
更 多 信息 ， 参 考 本 书 末 尾 处 关于 这 个 题 日 的 参考 文献 。) 

当 有 许多 需要 访问 的 顶点 时 ， 解 类 旅行 推销 员 问 题 的 实际 方法 是 使 用 近似 算法 。 近 似 算 
法 是 这 样 的 算法 ,它们 不 必 产 生 问 题 的 精确 解 ， 取而代之 的 是 保证 产生 接近 精确 解 的 解 。 即 
它们 可 能 产生 带 总 权 数 W’ 的 哈密 顿 回 路 ， 和 使 得 多 所 W' 夺 eW ， 上 其 中 W 是 精确 解 的 心 长 度 ， 
而 c 是 一 个 常数 。 例 如 ， 存 在 名 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 茶 性 算法 使 得 <c 一 3 人 2。 在 实际 中 ,已 
经 开发 出 这 样 的 算法 ， 它们 可 以 只 用 几 分 钟 的 机 时 ， 就 解决 多 达 1000 个 项 点 的 旅行 推销 员 
问题 ， 误 差 在 精确 解 的 2% 之 内 。 关 于 旅行 推销 员 问 题 的 更 多 信息 ,包括 历史 、 应 用 各 算法 
等 ， 几 《离散 数学 应 用 上 (Applications of Discrete Mathematics) [MiRo91] 关于 这 个 题目 的 


那 一 章 。 
练习 


1. 对 下 列 关 于 地 铁 系 统 的 每 个 问题 ， 狂 述 一 个 可 以 用 来 解决 这 个 问题 的 囊 权 贸 符 型 。 
a) 在 两 站 之 间 旅 行 所 需要 的 最 短 时 间 是 什么 ? 
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b》 从 一 站 到 达 男 外 一 站 所 经 过 的 最 短 弃 离 是 什么 ? 
ec) 若 把 各 站 之 间 的 票 价 求 和 就 给 出 总 票 价 ， 则 在 两 站 之 间 的 最 低 票 价 是 什么 ? 


在 练习 2 一 4 中 ， 求 给 定 带 权 图 中 a 与 z 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。 


. 在 练习 2 一 4 中 的 每 个 带 权 图 中 , 在 a 与 = 之 间 的 最 得 通 了 路 是 什么 ? 
. 在 练习 3 的 带 权 图 中 ,， 求 下 列 成 对 顶点 之 间 的 最 短 遂 路 的 长 度 。 
a} a by a 和 和 ff ce 和 上 d) 志和 >z 
7, 在 练习 3 的 带 权 图 中 ,， 求 练习 6 中 的 成 对 顶点 之 间 的 最 短 通 路 。 
8. 在 图 7-59 所 示 的 航线 系统 中 ， 求 下 列 每 对 城市 之 间 的 最 短 通路 (以 英里 表示 )。 
al 纽约 与 洛杉矶 
by 波士顿 与 旧金山 
cj] 还 阿 鸣 与 丹 傍 
d) 迈阿密 与 洛杉矶 
9. 利用 图 7-59 所 示 的 飞行 时 间 ， 求 连接 练习 8 中 成 对 城市 的 总 飞行 时 间 最 短 的 航班 组 合 。 
10. 利用 图 7-59 所 示 的 票 价 ， 求 连接 练习 8 中 成 对 城市 的 成 本 最 低 的 航班 组 合 。 
11. 在 图 7-60 所 示 的 通信 网络 里 ， 求 下 列 每 对 城市 的 计算 机 中 心 之 间距 离 最 短 的 路 线 。 
a) 波士顿 与 洛 杉 宙 
b) 纽约 与 旧金山 
ec) 达拉斯 与 旧金山 
d) 六 佛 与 纽约 
12. 利用 在 图 7-60 中 给 出 的 响应 时 间 ， 求 在 练习 11 中 盛 对 的 计算 机 中 心 之 间 响 应 时 间 最 短 
的 路 线 。 
13. 利用 在 图 7-60 中 给 出 的 租 费 , 求 在 练习 11 中 成 对 的 计算 机 中 心 之 间 月 租 费 最 便宜 的 路 线 。 
14. 解释 如 何 求 无 向 图 中 两 个 顶点 之 间 边 数 最 少 的 通路 ,这 里 把 它 当 作 带 权 图 里 的 最 短 租 路 问题 。 
15. 推广 求 带 权 简单 有 向 连通 图 中 两 个 顶点 之 间 最 组 通 路 的 这 克 斯 届 近 算法， 以 便 求 出 在 项 
点 a 与 图 中 其 余 每 个 顶点 之 闻 的 最 短 通 路 的 长 度 。 


oh A 
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16. 推广 求 带 权 简 单 有 问 连 通 图 中 两 个 顶点 之 间 最 短 通路 的 迪克 斯 届 近 算法， 以 便 构造 出 在 


这 些 了 顶点 之 本 的 最 短 通 路 。 
17. 在 下 图 中 的 带 权 图 说 明了 新 洋 西 的 一 些 主要 道路 。 图 中 a) 说 明了 这 些 道路 上 的 城市 之 


问 的 里 离 ; b) 说 明了 通行 费 。 


a) 利用 这 些 首 路, 求 在 纽 岂 殉 与 卡 姆 登 之 间 以 及 在 纽 筷 抑 与 五 月 角 之 间距 离 最 短 的 
路 线 . 
b) 利用 图 中 在 本 题 a) 中 成 对 城市 之 间 的 道路 ， 求 就 总 通行 费 而 言 最 便宜 的 路 线 。 
18. 右 各 按 的 权 各 是 不 同 的 ， 则 在 带 权 图 中 两 个 顶点 之 间 的 最 短 通路 是 否 唯 一 ? 
19. 营 在 应 用 中 必须 求 出 带 权 图 中 两 个 顶点 之 间 的 最 长 篇 单 通 路 ,这 是 一 些 什 么 样 的 应 用 ? 
20. 什么 是 图 7-62 的 带 权 图 中 在 a 与 x 之 间 的 最 长 简单 通路 的 长 度 ? 在 c 与 z 之 间 呢 ? 


可 以 用 弗 洛 骨 德 算法 来 求 出 带 权 连通 简单 图 中 所 有 项 点 对 之 间 最 短 通 路 的 长 度 。 不 过 ， 
不 能 用 这 个 算法 来 徇 造 出 最 短 通 路 。 (在 下 面 ， 把 无 穷 权 值 髓 给 任何 一 对 不 被 图 中 的 边 所 连 


接 的 项 后 上 。) 


算法 2 弗 党 仇 德 算法 
procedure Fioyeqd (G: 带 权 简单 图 ) 
I 如 染 ( vw; %,) 不 是 一 条 边 ， 则 G 有 硕 点 vj，v2z，.， Vs 和 w(vi,v)= 的 权 


wt v, , J, ) | 


for :=1ton 
for ;}:=1ton 
dv 0) wv 
for:=1ton 


for ;==]ton 


证 dw ot ad vj) dv ve) then dlv, ,w= dy v0) +t dt(vw, wv) 


] for 是 :一 于 to 区 
1 好 ooi) 是 在 v; 和 ww; 之 加 最 短路 径 的 长 度 ! 


Re rr 
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21. 用 弗 洛 仇 德 算法 求 图 7-62 中 带 权 图 里 所 有 顶点 对 之 间 的 距离 。 

“22. 证 明 ， 莫 党 作 德 算法 确定 了 带 权 简 单 图 里 所 有 顶点 对 之 间 的 最 短 距离 。 

"23. 用 弗 洛 伊 德 算法 确定 在 带 有 = 个 顶点 的 带 权 简单 图 里 所 有 顶点 对 之 问 的 最 短路 高 ,给 
出 算法 运算 (比较 和 加 法 ) 次 数 的 大口 知 计 。 

“24. 证明; 若 边 有 负 权 ， 则 迪克 斯 届 拉 算法 或 许 不 能 给 出 正确 答案 。 

25. 通过 求 出 所 有 哈密 顿 回路 的 总 权 数 并 且 26. 通过 求 出 所 有 了 哈密 顿 回路 的 总 权 数 并 且 
确定 出 总 权 数 最 小 的 加 路， 来 解决 下 图 确定 出 总 权 数 最 小 的 回路 ， 来 解决 下 图 
的 旅行 推销 员 问 题 。 的 旅行 推销 员 问 题 。 


27. 求 访问 下 图 中 每 个 城市 的 机 票 总 价 最 低 的 路 线 ， 其 中 边 上 的 权 是 在 这 两 个 城市 之 间 的 航 
班 所 提供 的 最 低 票 价 。 


28. 求 访问 下 图 中 每 个 城市 的 机 票 总 价 最 低 的 路 线 ， 其 中 边 上 的 权 是 在 这 两 个 城市 之 间 的 航 
班 所 提供 的 最 低 票 价 。 
机 雅 图 ed 


韭 尼 抑 斯 $309 新 奥 尔 民 


29. 构造 一 个 带 权 无 向 图 ,使 得 对 于 访问 某 些 顶点 超过 一 次 的 回路 来 说 ， 访 问 每 个 顶点 至 少 
一 次 的 回路 的 总 权 数 是 最 小 的 。[ 提 示 : 存在 带 三 个 硕 点 的 例 于 。] 

30. 证 明 : 求 访问 带 权 图 每 个 顶点 至 少 一 次 的 总 权 数 最 小 的 回路 的 问题 ， 可 以 归 约 为 求 访问 
带 权 图 每 个 顶点 恰好 一 次 的 总 权 数 最 小 的 回路 的 问题 。 这 样 做 的 方法 是 : 构造 一 个 新 的 
带 权 图 ， 它 与 原 图 有 相同 的 顶点 和 边 ， 但 是 连接 顶点 & 和 = 的 边 的 权 却 等 于 在 原 莉 中 从 
4 到 的 通路 的 最 小 总 权 数 。 
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7.7 平面 性 图 


7.7.1 引 谨 


沁 考虑 把 三 座 房 屋 与 三 种 设施 每 种 都 连接 起 来 的 问题 ， 如 图 7-64 所 示 。 是 否 有 了 可 能 这 

* 样 来 连接 这 些 房屋 与 设施 ， 使 得 在 这 样 的 连接 里 不 发 生 交 叉 ? 这 个 问题 可 以 用 完全 侦 
图 氏 ， 来 建 寞 。 原 来 的 问题 可 以 重新 杂 述 为 ， 
能 否 在 平面 里 画 出 开 ;3， 使 得 没有 两 条 按 发 
生 王 叉 ? 
在 本 节 里 将 研究 能 否 在 平面 里 画 出 一 
让 边 不 交叉 的 图 的 问题 。 特 别 是 ， 将 回答 这 
个 房屋 与 设施 的 问题 ， 

总 是 存在 许多 方式 来 表示 一 个 图 。 何 时 
可 能 找 出 至 少 一 种 方式 来 在 平面 里 表示 这 个 
图 而 使 边 没 有 和 任何 交 义 ? 

定 兴 ”各 可 以 在 平面 里 画 出 一 个 图 面 让 
边 没有 任何 交叉 (其 中 边 的 交叉 是 表示 边 的 0 
直线 或 弧 钱 在 它们 的 公共 端点 以 外 的 地 方 相 
亚 )， 则 这 个 图 是 平面 性 的 。 这 样 一 种 画 法 称 为 这 个 图 的 平面 表示 。 

即使 通常 带 交 叉 地 画 出 了 一 个 图 ， 这 个 图 也 仍然 可 能 是 平面 性 的 ， 这 是 因为 有 可 能 以 不 
同 的 方式 来 不 带 交 叉 地 画 出 这 个 图 。 

例 1 Kt( 图 7-65 和 


解 ”K, 是 平面 性 的 ， 因 为 可 以 不 带 交 叉 地 画 ， 如 图 7-66 所 示 ， 
图 7-65 图 KK， 图 7-66 不 市 变 及 地 夯 出 的 兵 ; 


例 2 图 7-67 所 示 的 Q@; 是 否 为 平面 性 的 ? 
解 急 ; 是 平面 性 的 ， 因 为 可 以 画 出 它 而 没有 任何 边 奖 叉 ， 如 留 7-68 所 示 。 


名 加 


圈 ?.67 图 己 ， 图 7-68 ”一 种 平面 表示 
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可 以 通过 显示 一 种 平面 表示 来 证 期 一 个 图 是 平面 性 的 。 更 困难 的 是 证 明 一 个 图 是 非 平面 
性 的 。 将 给 出 一 个 例子 说 明 如 何以 一 种 特别 的 方式 来 做 到 这 一 点 。 

例 3 图 7-69 所 示 的 KK; 3 是 否 为 平面 性 的 ? 

解 ”在 平面 里 画 出 天 ;3 丽 证 有 边 变 及 ,任何 这 样 的 尝试 都 注定 是 失败 的 。 现 在 说 明 这 
是 为 秆 和 外 在 K3 ;的 任何 平面 表示 里 ， 项 点 | 利 如 了 都 必须 同时 与 | 利 Ts 连接 。 这 下 条 


边 上 所 形成 的 封闭 曲线 把 于 面 分 割 成 两 个 区 域 玉 和 及 ， 如 图 7-70a) 所 示 。 顶 点 vs 属于 RR， 
或 Ra。 当 zs 属于 闭 曲 线 的 内 部 Ra 时 ,在 ws 和 vw 之 间 以 及 在 va 和 as 之 间 的 边 ， 把 RR， 


分 割 成 两 个 区 域 Ry 和 Rw;， 如 图 7-70b) 所 示 。 
| Ys rt Ys 
加 | A 
V4 Va 个 5 
ay b) 


图 ?7-69 图 天 ;3 图 7-720 证 明 3; 古 非 平 别 性 的 
下 一 步 ， 注 意 设 有 办 法 来 放置 最 后 一 个 顶点 ve 而 又 不 迫使 发 生变 叉 。 因 为 车 ws 属于 
及 1 ， 则 和 不 能 不 带 变 叉 地 画 出 we 和 ws 之 间 的 边 。 着 z 属于 Rs， 则 不 能 不 带 奕 丸 地 男 岂 v 
和 ws 之 间 的 边 。 若 vs 属于 R,;， 则 不 能 不 市 交 义 地 加 出 wl 和 vw。 之 间 的 这 。 
当 z3 属于 展 ; 时 ， 可 以 使 用 类 似 的 论证 。 把 完成 这 个 论证 留 给 读者 ( 见 本 节 末 尾 的 练 
习 8)。 所 以 K3,3 是 非 平 面 性 的 。 图 


例 3 和 解决 了 在 本 节 开 头 所 措 述 的 设施 与 房屋 的 问题 。 不 能 在 平面 虫 连 接 这 三 座 房 屋 与 二 
种 设施 而 不 发 生变 叉 。 可 以 用 类 似 的 论证 来 证 明 KK 蚌 非 平面 性 的 。( 见 本 市 末尾 的 练习 9。) 


| Vs 了 


7.7.2 欧 拉 公式 


一 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 害 成 一 些 区 城 ， 包 括 一 个 无 掉 eb 
的 区 域 。 例 如 ， 图 7-71 所 示 的 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 六 个 i 
区 域 。 在 该 图 中 标记 了 这 些 区 域 。 欧 拉 证 明了 一 个 图 的 所 有 和平 
面 表 示 都 把 平面 分 割 成 相同 数目 的 区 域 。 他 是 这 样 完 成 证 明 的 : 图 7-71 图 的 平面 
求 出 平面 图 的 区 域 数 ， 顶 点 数 以 及 边 数 之 间 的 天 系 。 表示 中 的 区 域 


定理 1 欧 拉 公式 设 G 是 带 e 条 边 和 ww 个 顶点 的 连通 平面 性 简单 图 。 设 x 十 6G 的 平 
面 表示 里 的 区 域 数 。 则 >=e 一 衬 +2。 

证 首先 规定 G 的 平面 表示 。 将 要 这 样 证 明定 理 : 构造 一 系列 子 图 G1，G2，...， 
G, = G， 相 继 地 在 每 个 阶段 上 添加 一 条 边 。 用 下 面 的 归纳 定义 来 这 样 做 。 任意 地 选择 一 条 
避 的 边 来 获得 如 /|。 从 G, -1 这 样 获得 G,: 任意 地 添加 一 条 与 G,，1 里 顶点 相关 联 的 边 ， 夯 与 
这 条 边关 联 的 另 一 个 顶点 还 不 在 G。; 里 ， 则 添加 这 个 顶点 。 这 样 的 构造 是 可 能 的 ， 因 为 G 
是 连通 的 。 在 添加 e 条 边 之 后 就 获得 G。 设 rm ，e 和 zw 分 别 表 示 的 平面 表示 所 请 吕 出 的 
人 ,的 平面 表示 的 区 城 数 ， 边 数 和 天 点 数 。 


和 = Il nm 
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现在 通过 归纳 来 进行 证 明 。 对 fj 来 说 关系 产 ] ei VI 下 为 


真 ， 因 为 el=1，mni=2， 而 ri=1。 这 种 情形 如 图 7 了 -72 所 示 。 | dd 
现在 假定 +, = es 一 vv 二 2c 设 iaw41， +11 是 为 了 获得 Cr 图 7-72 欧 控 公 式 的 
而 添加 到 G, 里 的 过。 有 两 种 情形 需要 考 上 感 。 在 第 一 种 情形 里 ，a, .1 汪 明 中 的 基础 情 拱 


和 5,411 部 已 经 在 G, 里 了 。 这 两 个 项 点 必然 是 在 一 个 公共 区 域 民 的 边界 上 ,否则 就 不 可 能 
把 边 fei，52+] 深 加 到 心里 而 没有 两 条 边 变 丸 (并 月 G41 是 平面 性 的 ,) 这 条 新 边 
的 溢 加 把 玉 分 割 成 两 个 区 域 。 所 以 ， 在 这 种 情形 里 ，r,+i=r+i，el=e 二 1， 而 且 
va+1 二 wna 因此 ， 联 系 着 区 域 数 、 边 数 、 顶 点 数 的 公式 两 边 剖 恰好 增加 一 ， 所 以 这 个 公式 
仍然 为 真 。 摘 句 话 说， is er-m+l+2 在 图 7-73 a) 里 说 明 这 种 情形 。 


Hn+l 


bit] 


a b) 


图 7-73 语 如 -- 条 边 到 各 ,来 产生 让。: 


在 第 二 种 情形 里 ， 新 边 的 两 个 顶点 之 一 已 不 在 G, 里 。 假 定 as, + ;在 G, 里 但 是 5, ,| 不 在 
G, 里 。 添 加 这 条 新 边 不 产生 任何 新 的 区 域 ， 因 为 必然 是 在 边界 上 有 a,41 的 一 个 区 域 
里 。 所 以 ，r,41 二 Two 男 外 ，gy41 二 ent+ 1 而且 vw ,+1 = v,+1。 联系 着 区 域 数 、 边 数 、 顶 
点 数 的 公式 两 边 都 保持 相等 ， 所 以 这 个 公式 仍然 为 真 。 换 向 话说 ，rorl=erl- ztrlt+2o。 
在 图 7-73 b) 里 说 明 这 种 情形 。 

已 经 完成 了 归纳 论证 。 因 此 对 所 有 来 说 都 有 =e 一 内 +2。 因 为 原 图 是 在 添加 了 * 


条 边 之 后 所 获得 的 图 G.， 所 以 这 个 定理 为 真 。 梧 
在 下 面 的 例子 里 说 明 欧 拉 公 式 。 
例 4 假定 连通 平面 性 简单 图 有 20 个 顶点 ， 每 个 项 点 的 度 都 是 3。 这 个 平面 性 图 的 平面 
表示 把 平面 分 割 成 多 少 个 区 域 ? 


解 ” 这 个 图 有 20 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 度 为 3， 所 以 =20。 因 为 这 些 顶 点 的 麻 之 和 3 
二 3.20=60 是 等 于 边 数 的 两 倍 2e， 所 以 有 2e =60,， 或 e=30。 所 以 ， 根据 欧 拉 公式 ， 区 域 


数 是 
r=e—vVt2=30—-20+2= 12 | 
可 以 用 欧 拉 公 趟 末 建 立 平面 性 图 所 必须 满足 的 一 些 不 等 式 。 在 下 面 的 推论 里 射出 一 个 这 
样 的 不 等 式 。 


推论 1 车 G 是 带 ¢ 条 边 和 ww 个 顶点 的 连通 平面 性 简单 图 ， 其 中 之 3， 则 e 专 3v 一 6。 
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推论 1 的 证 明 是 基于 区 域 的 度数 的 概念 ， 它 定义 为 这 个 区 
域 边界 上 的 边 数 。 妆 一 条 边 在 边界 上 出 瑰 两 次 《上 氛 以 当 描 咒 边 
界 时 就 描 曾 它 两 次 ) 时 ， 它 给 度数 页 献 2。 图 7-74 里 所 示 的 
图 的 区 域 的 度数 都 显示 在 图 中 。 / 

现在 可 以 给 出 推论 1 的 证 明了 。 

证 画 在 平面 里 的 连通 平面 性 简单 图 把 平面 分 割 成 区 域 ， 
比如 说 7 个 区 域 。 每 个 区 域 的 度数 至 少 为 3。 (因为 这 里 所 讨 
论 的 图 都 是 简单 图 ， 不 允许 带 有 可 能 产生 2 度 区 域 的 多 重 边 ， 
或 者 可 能 产生 1 度 区 域 的 环 。 特别 是 ， 注意 无 界 区 域 的 度数 
至 少 为 3， 因 为 在 图 里 至 少 有 3 个 项 把 。 

注意 各 区 域 的 度数 之 和 恰好 是 图 中 边 数 的 两 售 ， 因 为 每 条 边 虱 在 区 域 的 边塞 上 出 现 两 次 
(或 者 在 两 个 不 同 区 域 里 ,或 者 两 次 在 相同 的 区 域 里 )。 因 为 每 个 区 域 都 有 大 于 或 等 于 3 的 度 
数 ， 所 以 


2e 二 >， deg( 民 ) 之 37 
机 有 有 区 遇 愉 


图 7-74 区 域 的 庆 妆 


因此 ， 
(2/3)e>r 
利用 7 =e 一 上 +2 (网 拉 公 式 )， 就 得 到 
e—- vt+2E(2/3)e 
所 以 得 到 eA 妆 筷 w 一 2。 这 样 就 证 明了 ce 所 3w 一 6。 本 


可 以 用 这 个 推论 来 证 明 KK: 是 非 平 面 性 的 。 

例 5 用 推论 1 证 明 : Ks 是非 平面 性 的 。 

解 图 并 ;有 5S 个 项 点 和 10 条 边 。 不 过 ， 对 这 个 图 来 说 ， 不 满足 不 等 式 e 委 3 一 6， 因 
为 ge=10 和 3p-6=9。 因 此 ， 开 , 不 是 平面 狂 的 。 国 


前 面 已 经 证 明了 Ks :不 是 平面 性 的 。 不 过 ， 广 意 这 个 图 有 6 个 顶点 和 9 条 边 。 这 意味 
着 满足 不 等 式 e =9<12=3:6-6。 所 以 ， 满 足 不 等 式 e 志 3v 一 6 的 事实 并 不 蔓 潮 着 一 个 图 是 
平面 性 的 。 不 过 ， 可 以 利用 定理 1 的 下 面 的 推论 来 证 明 开 3,3 不 是 平面 性 的 。 

推论 2 医 连 通 平面 性 简单 图 有 e 条 边 和 > 个 顶点 ，w 斌 3 并 且 没 有 长 度 为 3 的 回路 ， 
则 ge 寺 2w 一 4。 

推论 2 的 证 明 类 似 于 推论 1 的 证 明 ， 不 同 之 处 在 于 ,在 这 种 情形 里 ,没有 长 度 为 3 的 回 
用 的 事实 蕴 函 着 区 域 的 度数 必然 至 少 为 4。 把 这 个 证 明 的 细节 留 给 读者 ( 见 本 节 末 尾 的 绑 习 
13), 

例 6 用 推论 2 来 证 明 KK 是非 平 面 性 的 。 

解 ” 因 为 Ks ;3 没有 长 度 为 3 的 回路 (容易 看 出 这 一 点 ,因为 它 是 偶 图 )， 所 以 可 以 使 用 
推论 2。KK3 3 有 6 个 顶点 和 9 条 边 。 因 为 e=9 和 2w-4=8， 所 以 推论 2 证明 天 3 是 非 平 面 
性 的 。 圈 
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7.7.3 库 拉 图 斯 基 定 理 


已 经 看 到 K; ;各 Ks 都 不 是 平面 性 的 。 显 然 ， 若 一 个 图 包含 这 两 个 图 作为 了 了 图， 则 它 不 
是 平面 性 的 。 另 外 ， 所 有 韭 平面 性 的 图 必然 包含 一 个 子 图 ， 它 是 可 以 利用 某 些 允许 的 操作 从 
K;.: 或 及; 来 获得 的 。 

芒 一 个 图 是 平 而 性 的 ， 则 通过 删除 一 条 边 1 x，w| 并 且 于 加 一 个 新 半点 ww 和 两 条 过 
iIn，w! 与 ww ，v|， 所 获得 的 任何 图 也 是 平面 性 的 。 这 样 的 操作 称 为 初等 细 分 。 若 可 以 
从 相 司 的 图 和 带 过 一 系列 初等 细 分 来 效 得 图 G1 = (Vi,E1) 和 图 G=(ViEz)， 则 它们 称 为 是 
同 胜 的 。 在 图 7-75 中 所 示 的 三 个 图 都 是 同 竖 的 ， 因为 它们 都 可 以 从 第 - -个 图 通过 初等 细 分 
来 获得 。( 读 者 应 当 确 定 出 从 G 获得 G3 和 G3 所 需要 的 初等 组 分 的 序列 .) 


如 也 
| 


图 7-75 同和 的 图 


波兰 数学 家 库 拉 几 斯 基 人 SS 在 1930 年 证 明了 下 茄 的 定理 ， 这 个 定理 用 图 同 旺 的 概念 刻画 
了 平面 性 图 ， 

定理 2 一 个 图 是 非 平面 性 的 ， 当 且 仅 当 它 包含 一 个 同 肛 于 Ka.3 或 Ks 的 于 图 。 

旺 然 ， 一 个 包 舍 着 间 胚 于 K; ;或 Ks 的 子 图 的 图 是 非 平面 性 的 。 不 过 ， 相 反 的 他 是 一 一 
即 每 个 非 平 面 性 图 都 包含 一 个 同 胚 于 K; ;或 KK; 的 子 图 一 一 的 证 明 是 复杂 的 ,因而 不 在 这 时 
给 出 。 王 面 的 例子 说 明 如 何 使 用 库 拉 图 斯 基 定 埋 。 


例 7 确定 图 7-76 中 所 示 的 图 是 香 为 平面 性 的 。 


解 GG 有 同 胚 于 Ks 的 子 图 昌 。H 是 这 样 获得 的 : 删除 户 , 7 和 点 以 及 所 有 与 这 些 顶 总 
关联 的 边 。 昌 是 问 胚 于 Ks 的 .因为 从 K。( 带 有 顶点 a, 5b,，c，g 和 i) 通过 一 系列 初等 细 
分 ， 添 加 顶点 d，e 和 于 就 可 以 获得 时。 {读者 应 当 枸 造 出 这 样 的 一 系列 初等 细 分 。) 因此 ， 
G 是 非 平 面 性 的 。 加 


例 8 在 图 7-77 a) 中 上 所 示 的 彼得 森 图 是 否 为 平面 性 的 ? (丹麦 数 学 家 朱 利 鸟 斯 ,彼得 条 在 


褒 名 卡 兹 米尔 兹 . 库 拉 图 斯 基 (Kazimicerz Kuratowski，1896 一 ]980) 库 拉 图 斯 基 是 华沙 -位 著 甸 律师 的 上 儿子， 他 
下 华沙 上 了 高 中 。 他 从 1913 年 到 1914 年 在 菏 格 兰 的 格拉 斯 哥 学习 ， 但 是 在 第 一 次 世界 大 战 煤 发 后 克 法 返回 履 王 。 
1915 年 他 进 大 华沙 人 学， 在 华 认 大 学 他 积极 参加 恋 兰 的 爱国 学 生 运 副 . 他 在 1919 告发 表 了 第 一 篇 论 立 ， 并 且 在 1921 年 
获得 博士 学 位 。 他 是 以 华沙 数学 学 派 著称 的 小 组 里 的 活活 成 员 ， 从 事 集合 论 基 础 和 拓扑 学 领域 的 上 作 。 他 被 任命 为 坦 淆 
工业 大 学 的 副教授 ， 在 那里 呆 了 了 年 ， 与 重要 的 波兰 数学 家 巴 拿 赫 和 乌拉 姆 合作 。 在 1939 年 还 存 寺 尖 时 ， 库 拉 图 斯 基 完 
成 了 刻画 平面 性 图 的 I. 作 。 

在 1934 年 他 作 当 正教 授 回 到 华沙 大 学 。 直 到 第 “次 志春 大 战 开 始 ， 他 部 活路 在 研究 和 教学 领域 。 在 战 全 期 同 ， 内 为 
对 受过 教育 的 波兰 人 的 追 害 ， 库 拉 图 斯 基 隐 狂 埋 和 名， 并 且 在 地 下 的 华沙 大 学 教书 。 在 战 后 他 划 助 复兴 波兰 的 数学 ， 坦 什 
波兰 国家 数学 研究 所 所 长 。 他 写 过 超过 1 中 篇 的 论文 和 三 本 被 广 泛 使 用 的 教科 书 。 
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nn 


图 7-76 无 向 图 和 G、 同 且 于 KK; 的 了 图 五 和 天 
1891 年 介绍 这 这 个 图 ; 常常 用 它 来 说 明 图 的 各 种 理论 性 质 ,) 


区 KW yi 


a) by 瑟 本 下 33 
图 7-77 a) 彼得 森 图 ; bj 同 有 是 于 Ks ;的 于 图 五 ec) 下 3.3 
解 ”彼得 森 铝 的 子 图 五 是 这 样 获得 的 : 删除 5 和 以 5 和 作为 端点 的 三 条 边 ， 如 图 7-77 b) 
所 示 ， 它 是 同 胚 于 带 有 顶点 集 台 1f,， da, ji 和 fe，i, 站 | 的 Ks ;3 的， 这 是 因为 可 以 通过 


一 系列 初等 细 分 来 获得 它 ， 包 括 删 除 14， 天 | 并 且 添 如 fc,， hi 和 ijc，4Qdi， 删除 |e， 
了 fi 并 上 且 添加 fa, ee) 和 ta， 天 ,删除 ii，;| 并 且 添 加 15，i 和 |g，j;1。 因 紫 ,， 彼 


得 森 图 不 是 平 画 性 的 。 国 


练习 
1. 五 座 房 屋 能 否 不 带 连接 交叉 地 与 两 种 设施 相连 接 ? 
在 练习 2 一 4 中 ,不 带 任何 交 久 地 画 出 给 定 的 平面 性 图 。 


在 练习 5 一 7 中 ， 确 定 所 给 的 图 是 否 为 平面 性 的 。 若 是 平面 性 的 ， 则 画 出 它 使 得 没有 边 
区 多 。 
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8. 完成 在 例 3 中 的 论证 。 

9. 用 类 似 于 在 剑 3 中 给 出 的 论证 来 证 明 ; 天 是 非 平面 性 的 。 

10. 和 根 定 一 个 连通 平面 性 图 有 8 个 项 点 ， 每 个 顶点 的 度 都 为 3。 这 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 
割 成 多 少 个 区 域 ? 

11. 假定 一 个 连通 平面 性 图 有 6 个 项 点 ， 每 个 顶点 的 度 都 为 4。 这 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 
出 成 多 少 个 区 域 ? 

12. 假定 一 个 连通 平面 性 图 有 30 条 边 。 和 振 这 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 20 个 区 域 ， 则 这 
个 图 有 密 少 个 项 点? 

13, 证 明 推 论 2。 

14. 假定 一 个 连通 的 但 平面 性 图 有 e 条 边 和 % 个 顶点 。 证 明 ; 着 vw 宇 3， 则 oe 所 2w 一 4。 

"15 . 假定 一 个 带 有 e 条 边 和 个 顶点 的 连通 平面 性 简单 图 不 包 合 长 认为 4 或 更 短 的 回路 。 
证 明 : 大 vv 守 4， 则 e 太 (5A3)v 一 (1073)。 

16. 假定 一 个 平面 性 圈 有 上 个 连 焉 分支、e 条 边 和 ww 个 顶点 。 另 外 假定 这 个 图 的 平面 表示 把 
平面 分 着 成 7 个 区 域 。 求 用 e，w 和 上 所 表示 的 > 的 公式 。 

17. 下 面 的 哪些 非 伴 面 性 图 具有 这 样 的 性 质 : 删除 任何 一 个 顶点 以 及 与 这 个 顶点 关联 的 所 有 
边 就 产生 一 个 平面 性 图 ? 
a) Ks b) Ks c) KK, d) K3.4 
在 练 避 18~20 里 ,确定 给 定 的 图 是 宕 同 腺 于 天 3 3。 


Pe 


Z| 2s 
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人 一 个 简单 图 的 交叉 数 是 指 ， 当 在 平面 里 画 出 这 个 图 ， 其 中 不 允许 任何 三 条 表示 边 的 
2 线 在 同一 个 点 交叉 时 ， 交 叉 的 最 少 次 数 。 


24. 证 明 : K3 3 的 交叉 数 为 上 。 
“25. 求 下 面 每 个 非 平面 性 图 的 奖 丸 数 。 
a) K; bj K. Cj KK, d) Ks.a e) Ka f) Kss 

“26. 求 彼得 森 图 的 交叉 数 。 

27, 证明: 和 阁 w 和 # 都 是 侦 正 整数 ， 则 六。 ,的 交 灵 数 小 于 或 等 于 mn (m2)(n 一 276。 
[提示 : 泊 辱 工 轴 放 奸 mm 个 顶点 ， 使 得 它们 间距 相等 并 且 关 于 原点 对 称 ， 再 沿 着 y 轴 放 
置 n 个 项 吕 ， 使 得 它们 间 路 相等 并 且 关 于 原点 对 称 。 现 在 连接 x 轴 上 xx 个 顶点 中 的 每 一 
个 与 y 轴 上 ;个 项 点 中 的 每 一 个 ， 并 且 计 算 交 丸 数 。] 


简单 图 G 的 厚度 是 指 G 的 平面 性 子 图 的 最 小 个 数 ， 这 些 子 图 以 G 作为 它们 的 并 集 。 


28. 证 明 ， 下 ;的 厚度 为 2。 

“29. 求 练习 25 中 的 图 的 厚 虚 。 

30. 证 明 ; 大 上 G 是 一 个 带 有 ww 个 硕 点 和 e 条 边 的 连通 简单 图 ， 测 G 的 厚度 至 少 为 [eA(3w 一 
6) |。 

“31. 利用 练习 30 来 证 明 : 每 当 是 正 整 数 时 ，K, 的 厚度 就 至 少 为 [ (n +7) A614。 

32, 证 明 : 者 G 是 一 个 融 有 wv 个 顶点 和 e 条 边 并 且 没 有 长 上 度 为 三 的 回路 的 连通 简单 图 ， 则 如 
的 厚度 至 少 为 [eA(2w 一 4)1。 

33. 利用 练习 32 来 证 上 明 ; 每 当 jy + 和 和 都 是 正 整 数 时 ，K,., 的 厚度 就 至 少 是 [mn (2m +2n 
一 4) 1。 

“34. 在 一 个 torus〔 炸 圈 儿 形状 的 固 悼 ) 的 表面 上 画 出 K;， 使 得 没有 边 交 丸 。 

“3 , 在 一 个 torus 的 表面 上 画 出 K3 sy， 使 得 没有 过 变 叉 。 


7.8 图 着 色 


7,8.1 引 户 


"zaizy 与 区 域 地 图 (比如 世界 各 部 分 的 地 图 ) 著 色 有 关 的 问题 ,已 经 在 图 论 里 产生 了 许多 结 
“fs 打 。 当 一 幅 地 图 着 色 时 ， 具 有 公共 边界 的 两 个 区 域 在 传统 上 指定 为 不 同 的 颜色 。 确 
保 两 上 相 邻 的 区 域 永远 没有 相同 的 颜色 ,一 种 方法 是 对 每 个 区 域 都 使 用 不 同 的 颜色 。 不 过 ， 
这 是 低 效 的 方法 ， 而 且 在 具有 许多 区 域 的 地 图 上 ， 可 能 难以 区 分 相似 的 颜色 。 替 代 的 方法 
是 ， 应 当 尽 可 能 地 使 用 少数 几 种 颜色 。 考 虑 这 样 的 问题 : 确定 可 以 用 来 给 一 幅 地 图 着 色 的 颜 
色 的 最 小 数目 ,使 得 相 邻 的 区 域 永 远 没 有 相同 的 颜色 。 例 如 ， 对 图 7-78 左 侧 所 示 的 地 图 来 
说 ， 加 色 是 足够 的 ， 但 是 三 色 就 不 够 。( 读 者 应 当 验 证 这 一 点 。) 在 图 7-78 右 侧 所 示 的 地 图 
里 ， 三 色 是 足够 的 《但 是 二 色 就 不 够 ) 。 

平面 里 的 每 幅 地 图 都 可 以 表示 成 一 个 图 。 为 了 建立 这 样 的 对 应 关系 ， 地 图 的 每 个 区 域 都 
表示 成 一 个 顶点 。 若 两 个 顶点 所 表示 的 区 域 具有 公共 边界 ， 则 用 边 连接 这 两 个 顶点 。 只 相交 


心 ”我 们 改定 地 图 里 所 有 区 城 都 是 连通 的 。 这 样 或 将 际 了 像 泌 职 根 这 样 的 地 理 实 悼 所 引起 的 发 何 问题 。 
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图 7-78 ”两 幅 地 图 
于 一 个 点 的 两 个 区 域 本 算是 相 令 的。 这 样 拨 得 到 的 图 称 为 这 个 地 图 的 对 慢 图 。 根 据 地 图 的 对 
人 慢 图 的 徇 造 方式 ， 显 然 在 平面 里 的 任何 地 图 都 具有 平面 性 的 对 个 图 .。 图 7-79 显示 对 应 于 图 
7-78 中 所 示 地 图 的 对 侦 图 。 


号 
| 
n GO 
n 
£ 


图 7-79 图 7-78 中 地 国 的 对 储 沿 


给 地 图 的 区 域 着 色 的 问题 等 价 于 这 样 的 问题 : 给 对 个 贸 的 顶点 着 色 ， 使 得 在 对 偶 图 里 没 
有 两 个 相 邻 的 顶点 具有 柱 同 的 颜色 。 给 出 下 面 的 定 尽 。 


定义 1 简单 图 的 着 色 是 对 该 图 的 每 个 项 点 都 指定 一 种 颜色 ,使 得 没有 两 个 相 邻 的 项 点 
指定 为 相同 的 颜色 。 

通过 对 每 个 顶点 都 指定 一 种 不 同 的 颜色 ， 就 可 以 着 色 一 个 图 。 不过， 对 大 多 数 的 图 来 
说 ， 可 以 找到 所 用 颜色 数 少 于 图 中 顶点 数 的 着 色 。 那 么 ， 什 么 是 所 需要 的 最 少 颜色 数 ? 


定义 2 图 的 色 数 是 者 人 色 这 个 图 所 需要 的 最 少 颜色 数 。 


注意 ， 求 平面 图 的 色 数 等 于 是 求 平面 地 图 着 色 所 需要 的 最 少 颜 色 数 ， 使 得 没有 两 个 相 邻 
的 区 域 指 定 为 相同 的 颜色 。 这 个 问题 已 经 研究 了 超过 100 年 了 。 数 学 里 最 著名 的 定理 之 一 提 
供 了 它 的 答案 。 


定理 1 四 多 定理 平面 图 的 色 数 不 超过 4。 


硫 四 色 定 理 最 早 是 作为 猜想 在 19 世纪 50 年 代 提出 的 。 美 国 数学 家 肯 尼 思 ' 阿 佩 尔 和 活 
x5 尔 夫 风 - 黑 肯 最 终 在 1976 年 证 明了 它 。 在 1976 年 之 前 ， 发 表 过 许多 不 正确 的 证 明 ， 
其 中 的 错误 常常 难以 发 现 。 另 外 ， 还 在 通过 画 出 需要 超过 四 色 的 地 图 来 构造 反例 上 面 做 过 许 
多 无 效 的 尝试 。 


台历 史 注 记 : 在 1852 年 ， 德 摩根 从 前 的 一 个 学 生 戎 好 西 斯 : 占 特 利 注 意 到 ， 用 四 种 匡 色 可 以 给 英 格 半 的 壬 着 色 ， 
使 得 设 有 相 邻 的 郡 被 指定 为 相同 的 颜色 。 在 这 个 证 所 的 基础 上 ， 他 猜想 四 色 定 理 为 嘉 。 弗 即 西 斯 把 这 个 问题 告诉 他 的 弟 
弟 弗 雷 科 里 克 ， 弗 甸 德 里吉 当 时 是 荐 摩根 的 学 生 。 曲 雷 褐 里 克 就 哥哥 的 狼 想 询问 了 他 的 老师 德 摩根 。 德 麻 恨 对 这 个 癌 题 
授 其 感 兴 元 首 且 向 数学 界 公布 了 它 。 事 实 廿 ， 在 德 摩根 给 威廉 罗 万 ' 哈 密 顿 超 士 的 信 中 第 :次 在 书面 上 提 到 这 个 猜想 - 
虽然 德 摩根 认为 哈密 顿 可 能 对 这 个 问题 感 兴趣 ， 但 是 哈 窒 顿 芭 明显 地 对 它 不 司 兴 趣 ， 因 为 它 与 四 丘 数 带 无 关系 
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也 许 迄 今 为 止 在 数学 里 最 有 名 的 错误 证 明 就 是 伦 旗 的 律师 和 业 休 数学 家 人 艾 尔 弗 雷 德 : 肯 
普 中 在 1879 年 所 发 表 的 四 色 定 理 证 明 。 数 学 家 们 一 直 把 他 的 证 明 当 做 正 确 的 证 归来 接受 ， 
直到 1890 年 班 西 : 希 伍德 发 现 了 一 处 错误 ， 这 个 错误 使 得 肯 普 的 沦 证 是 不 完全 的 。 不过， 事 
实证 明 ， 肯 兽 的 推理 路 线 是 阿 候 尔 和 黑 肯 所 给 出 的 成 功 证 明 的 基础 。 他 们 的 证 明 恢 袁 于 计算 
机 所 完成 的 逐个 对 各 种 情形 的 仔细 分 析 。 他 们 证 明 ， 车 四 色 定 理 为 假 ， 则 存在 一 个 反例 ， 它 
是 大 约 2000 种 不 同类 型 中 的 一 种 ， 然 后 他 们 证 明 这 些 类 型 都 没有 导致 反 例 。 在 他 们 的 证 明 
中 使 用 了 超过 1000h 的 机 时 。 这 个 证 明 引 起 了 广泛 争论 ， 原 因 是 计算 机 在 里 面 起 到 如 此 重要 
的 作用 。 例 如 ， 在 计算 机 程序 里 有 没有 导致 不 正确 结果 的 错误 ? 很 如 他 们 的 论证 依赖 于 或 
许 不 可 千 的 计算 机 输出 ， 那 么 它 是 不 是 真正 的 证 明 ? 

四 色 定 理 只 适用 于 平面 图 。 在 例 2 里 将 证 明 ， 非 平面 性 图 可 以 有 任意 大 的 色 数 。 

证 明 一 个 图 的 色 数 为 x 需 提 做 两 件 事 。 首 先 必 须 证 明 : 用 n 种 颜色 可 以 大 色 这 个 图 。 
构造 出 这 样 的 着 色 就 可 以 完成 这 件 事 。 其 次 证 明 : 用 少 于 n 种 颜色 不 能 着 色 这 个 图 。 下 面 
的 例子 说 明 如 何 求 出 色 数 。 


例 1 在 图 7-80 中 所 示 的 图 G 和 量 的 色 数 是 多 少 ? 


> Kx) 


全 二 
图 7-80 简单 图 避 和 五 

解 ” 图 GG 的 色 数 至 少 为 3， 因 为 硕 点 a ，4 和 <c 必须 指定 为 不 同 的 颜色 。 为 了 看 出 是 否 
可 以 用 三 种 颜色 来 对 G 着 色 ， 指 定 红 色 给 a ， 落 色 欠 58， 以 及 绿色 给 c。 于 是 ， 可 以 《而且 
必须 ) 把 4 着 色 成 红色 ， 因 为 它 与 5 和 c 相 邻 。 另 外 ， 可 流 {而 且 必 须 ) 把 e 着 色 成 绿色 ， 
因为 它 只 与 着 色 成 红色 和 蓝 色 的 顶点 相 邻 ,同时 可 以 (而且 必 须 ) 把 上 着 色 成 蓝 色 ， 因 为 
它 只 与 着 色 成 红色 和 绿色 的 顶点 相信 。 最 后 ， 可 以 (而 且 必 须 ) 把 g 着 色 成 红色 ， 因 为 上 它 
只 与 着 色 成 蓝 色 和 和 绿色 的 顶点 相 邻 。 这 样 就 产生 出 恰好 使 用 三 入 颜色 的 G 的 着 色 。 图 7-81 
显示 这 样 的 着 色 。 

图 万 是 由 图 G 和 连接 a 与 g 的 一 条 边 所 组 成 的 。 用 三 种 颜色 来 着 色 日 的 任何 尝试 都 必 
须 遵 循 与 着 色 G 所 用 的 同样 的 推理 ， 不 同 之 处 是 在 最 后 阶段 当 除了 gg 以 外 的 所 有 顶点 都 已 


这 所 ” 划 尔 弗 雷 逢 -布雷 - 肯 普 (Alfred Bray Kecmpe，1349 一 1922) ”此 普 是 一 位 律师 和 教会 法 规 的 主要 权威 。 不 过 ， 
， “3 在 便桥 大 学 学 习 过 数学 之 后 ， 他 保持 了 对 数学 的 兴趣 ， 并 县 在 以 后 的 生活 中 对 数学 研究 投入 了 相当 季 的 时 间 。 肯 
普 对 运动 学 和 数理 逻辑 做 出 过 和 贡献， 运动 学 是 处 理 运动 的 数学 分 支 。 不 过 ， 肯 普 被 人 记 住 ， 主 要 还 是 因为 他 对 四 色 定 理 
的 错误 证 明 。 

9 历史 注 记 : 虽然 罗布 森 、 骤 得 尔 斯 、 西 莫 尔 以 及 托马斯 在 1996 年 找到 了 四 色 定 理 的 简化 证 明 ， 把 证 明 的 计算 
部 分 减少 到 检查 633 种 格局 ， 但 是 仍 热 还 没有 找到 不 依赖 于 大 基 计算 的 证 明 。 
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经 着 色 时 。 那 时 ,因为 g 与 着 色 成 红色 、 蓝 色 和 绿色 的 顶点 (在 五 里 ) 相 邻 所 以 需要 使 
用 第 四 种 颜色 ， 比 如 褐色 。 因 此 ， 互 的 色 数 为 4。 在 图 7-81 显示 H 的 一 种 着 色 。 莉 


5 蓝 色 绿色 bp 蓝 色 红 向 g 
可 并 总 Er| 氏 色 全 
红色 入 红色 入 神色 
c 绿 色 了 蓝 色 ?绿色 下 茧 色 


Cr H 
图 7-81 图 如 和 里 的 着 色 


例 2 天, 的 色 数 是 什么 ? 


解 ”通过 给 每 个 顶点 指定 一 种 不 同 的 颜色 ， 用 ”= 种 颤 色 可 以 构造 氏 。 的 着 色 。 有 没有 使 
用 更 少 颜色 的 着 色 ? 答案 是 没有 。 没 有 两 个 顶点 可 以 指定 相同 的 颤 色 ， 因 为 这 个 图 的 每 两 个 
顶点 都 有 是 相 邻 的 。 因 此，K， 的 色 数 二 nw。( 回 忆 一 下 ， 当 之 5 时 K; 不 是 平面 性 图 ， 所 以 
这 个 结果 与 四 人 色 定 理 并 不 矛盾 。) 在 图 7-82 中 显示 使 用 五 种 颜色 的 K; 的 着 色 ， 苔 


例 3 完全 侦 图 KK,, ,的 色 数 是 什么 ， 其 中 mr 和 x 都 是 正 整 数 ? 

解 ” 需 要 的 颜色 数 似乎 依赖 于 sz 和 re。 不过， 仅仅 需要 两 种 颜色 。 用 一 种 颜色 着 包 m 
个 顶点 ， 而 用 第 二 种 颜色 着 色 个 顶点。 因为 边 都 只 能 连接 mx 个 顶点 中 的 一 个 顶点 与 # 个 
顶点 中 的 一 个 顶点 ， 所 以 没有 相 邻 的 顶点 具有 相同 的 颜色 。 在 图 7-83 中 显示 带 有 两 种 颜色 
的 KK3.4 的 着 公 。 吕 


a 红色 六 蓝 色 
红色 上 红外 ce 并 色 
A d 蓝 色 e 蓝 色 了 蓝 色 & 蓝 名 


图 7-82 开 ; 的 着 色 图 7-83 下 3 的 着 包 


每 个 连通 偶 简 单 图 都 具有 色 数 2 或 1， 因 为 在 例 3 中 使 用 的 推理 适用 于 任何 这 样 的 图 。 
反 过 来 ,每 个 色 数 为 2 的 图 都 是 侦 图 。{ 见 本 节 末 尾 的 练习 23 和 练习 24.) 

例 4 图 C, 的 色 数 是 什么 ? (回忆 一 下 ，C, 是 带 有 nn 个 项 点 的 圈 图 -) 

解 ” 将 首先 考虑 一 些 个 别 情 形 。 首 先 , 设 n=6。 挑 选 一 个 顶点 并 且 把 它 着 色 成 红色 。 
在 图 7-84 中 所 示 的 Cs 的 平面 画 法 里 顺 时 针 前 进 。 必 须 给 到 达 的 下 一 个 顶点 指定 第 二 种 颜 
人 色 ， 比 如 蓝 色 。 以 顺 时 针 方 向 继续 下 去 ， 可 以 用 红色 给 第 三 个 顶点 着 鱼 ， 用 蓝 色 给 第 四 个 顶 
点 着 色 ， 用 红色 给 第 五 个 顶点 着 色 。 最 后 ， 可 以 用 蓝 色 给 第 六 个 顶点 着 色 ， 它 与 第 一 个 顶点 


- pe Phi le pt 中 Pb Why apt rr 
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是 相 邻 的 。 因 此 ，Cs 的 色 数 为 2?。 图 7-84 显示 这 里 构造 的 着 色 。 

其 次 , 设 n=5 并 且 考 虑 C;。 挑 选 一 个 顶点 并 
且 把 它 着 色 成 红色 。 顺 时 针 前 进 ， 必 须 给 到 达 的 下 
一 个 顶点 指定 第 二 种 颜色 ， 比 如 蓝 色 。 以 顺 时 针 方 
向 继续 下 去 ， 可 以 用 红色 给 第 三 个 顶点 着 色 ， 用 蓝 
色 给 第 四 个 项 点 着 色 。 用 红色 或 蓝 色 都 不 能 给 第 五 
个 顶点 着 色 ， 因 为 它 与 第 四 个 顶点 和 第 一 个 顶点 都 
相 邻 。 所 以 ， 对 这 个 顶点 就 需要 第 三 种 颜色 。 注 
意 , 假如 以 道 时 针 方 向 对 顶点 着 色 ， 那 么 同样 需要 
三 种 颜色 。 

在 一 般 情 形 里 ， 当 ”是 偶数 时 ， 对 C, 着 色 需 要 两 种 颜色 。 为 了 构造 这 样 的 着 色 ， 简 单 
地 挑选 一 个 顶点 并 且 把 它 着 色 成 红色 。 然 后 ( 剩 用 图 的 平面 表示 ) 以 顺 时 针 方 向 绕 图 前 进 ， 
把 第 二 个 顶点 着 色 成 蓝 色 ， 把 第 三 个 顶点 着 色 成 红色 ， 依 次 类 推 。 可 以 把 第 n 个 顶点 着 色 
成 蓝 色 ， 因 为 与 它 相 邻 的 两 个 顶点 〔 即 第 * 一 1 个 顶点 和 第 一 个 顶点 ) 都 着 色 成 红色 ， 

当 nn 是 奇数 而 且 n>>1 时 ，C, 的 色 数 为 3。 为 了 看 出 这 一 点 ,挑选 一 个 初始 顶点 。 为 了 
只 用 两 种 颜色 ， 当 以 顺 时 针 方向 遍历 这 个 图 时 ， 必 须 使 用 交替 的 颜色 。 不 过 ， 所 到 达 的 第 » 
个 顶点 与 常 不 同 颜色 的 两 个 顶点 相 邻 ， 即 第 一 个 顶点 和 第 n -1 个 顶点 。 因此， 必须 使 用 第 
三 种 颜色 。 加 
TS 已 知 的 最 好 的 求 图 的 色 数 的 算法 (对 图 的 项 点 数 来 说 ) 具有 指数 的 最 坏 情形 时 间 复杂 
六 2 性 。 即 使 求 图 的 色 数 的 近似 值 的 问题 也 是 困难 的 。 已 经 证 明 ， 假 如 存在 具有 多 项 式 最 
坏 情 形 时 间 复 杂 性 的 算法 ,图 的 色 数 可 以 达到 2 倍 近 似 值 〈《 即 构造 出 一 个 不 超过 图 的 色 数 的 
两 倍 的 界限 }， 那 么 也 存在 具有 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 性 的 求 图 的 色 数 的 算法 。 


7.8.2 图 着 色 的 应 用 


图 着 色 对 于 与 调度 和 指派 有 关 的 间 题 具有 各 种 应 用 。 在 这 里 将 给 出 这 样 的 应 用 的 例 了 于 。 
第 一 个 应 用 处 理 期 末 考 试 的 安排 。 


例 5 如 何 安排 一 雇 大 学 里 的 期 未 考试 ， 使 得 没有 学 生 在 同一 时 间 有 两 门 考试 ? 


解 ” 这 样 的 安排 问题 可 以 用 图 模型 来 解决 ， 用 顶点 表示 课程 ， 若 在 两 个 顶点 所 表示 的 课 
程 里 有 公共 的 学 生 ， 则 在 这 两 个 顶点 之 间 有 边 。 用 不 后 颜色 来 表示 期 末 考 试 的 每 个 时 间 上 眉 。 
考试 的 安排 就 对 应 于 所 关联 的 图 的 着 名。 

例如 ， 假 定 要 安排 七 门 期 末 考 试 。 武 定 课程 编号 为 1 到 ?7。 假 定 下 列 成 对 的 课程 有 公共 
的 学 生 ; 1 和 2,， 1 和 3, 1 和 4,. 1 和 7, 2 和 3,， 2 和 4, 2 和 5, 2 和 7,， 3 和 4,， 3 和 6，3 
和 了, 4 和 5, 4 和 6, 5 和 6,5 和 7， 以 及 6 和 7。 在 图 7-85 里 显示 这 组 妹 程 所 关联 的 图 。 
一 种 安排 就 是 由 这 个 图 的 一 种 着 色 来 组 成 的 。 

国 为 这 个 图 的 色 数 为 4《 读 者 应 当 验 证 这 一 点 )， 所 以 需要 4 个 时 间 段 。 在 图 7-86 中 显 
示 使 用 了 4 种 颜色 的 这 个 图 的 着 色 以 及 所 关联 的 实 排 。 国 


现在 考虑 对 电视 频道 分 配 的 应 用 。 
例 6 频率 分 配 ”把 频道 2 到 13 分 配给 在 北美 洲 的 电视 台 ， 使 得 没有 在 150 英里 之 内 


图 7-84 Cs 与 Ce 的 着 色 


au FF- = mr 一-- 一 + 一 
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1 条 色 
| 
神色 2 苏 色 
7 2 

时 间 段 埋 程 
I 1 看 

1 2 
红色 6 了 绿色 站 3 
6 3 lV 4,7 

5 有 3 绿色 4 神色 
图 7-85 表示 期 末 考 试 安排 的 图 图 7-86 用 着 色 来 安排 期 末 考 试 


的 两 家 电视 台 可 以 在 相同 频道 上 播 出 。 如 何 用 图 为 频道 分 配 建 模 ? 

解 ” 这 样 构造 一 个 图 : 给 每 个 电视 全 指定 一 个 顶点 。 蔡 两 个 电 帘 台 彼 此 位 于 150 英里 以 
内 。， 则 用 边 连 接 这 两 个 顶点 。 频 道 分 配 就 对 应 于 这 个 图 的 着 色 ， 其 中 每 种 关 色 岩 示 一 个 不 问 
的 频道。 国 

例 7 变 盐 等 看 器 在 有 效 的 编译 器 里 ， 当 把 频繁 地 使 用 的 变量 暂时 好 保存 在 中 央 处 理 
单元 而 不 是 保 存在 名 规 内 存 时 ， 可 以 加 速 循环 的 执行 。 对 于 给 证 的 得 环 来 说 ， 需 要 多少 个 亦 
址 寄存 器 ? 可 以 用 图 着 色 模 型 来 讨论 这 个 问题 。 为 了 建立 这 个 模型 ， 设 图 的 每 个 顶点 表示 循 
环 里 的 一 个 变量 。 者 在 循环 要 行 期 个 两 个 项 点 所 表示 的 变量 必须 同时 保生 在 变 址 寄存 融 蜂 ， 
则 在 这 两 个 顶点 之 间 有 边 。 所 以 ,这 个 图 的 估 数 就 给 出 所 需要 的 变 引 寄存 器 数 ， 因 为 当 囊 示 
变量 的 顶点 在 图 中 相 邻 时 ， 就 必须 给 这 些 变量 分 配 不 同 的 寄 闻 器 。 国 


练习 
1. 构造 下 烈 每 个 图 的 对 侦 图 。 


/7 


2. 求 练习 1 中 地 图 着 色 所 需要 的 鱼 数 ,和 使 得 相 邻 航 两 个 区 域 都 没有 相同 的 颜 钴 。 
在 练习 3~9 中 ， 求 所 给 的 图 的 估 数 。 
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hb pr £ 了 


了 加 


10. 对 练习 3 一 9 中 的 图 ， 判定 是 否 可 能 通过 删除 单个 顶点 和 和 与 它 关 联 的 所 有 边 ， 来 减少 
全 数 ， 

11. 哪些 图 具有 色 数 1? 

12. 为 美国 地 图 着 色 所 需要 的 最 少 颜色 煞 是 什么 ? 不 要 考虑 只 人 一 个 尖 角 处 变 界 的 相 邻 州 。 
假定 密 歌 根 蚌 一 个 区 域 。 把 表示 阿拉 斯 加 和 夏威夷 的 项 点 当 作 孤立 点 。 

13. W, 的 色 数 是 什么 ? 

14. 证 明 ， 具有 包 舍 奇数 个 顶点 的 回路 的 篇 单 图 不 能 用 两 种 颜色 来 着 色 ， 

15, 很 定 没 有 学 生 同 时 选 歼 Math 115 与 CS 473，Math 116 与 CS 473，Math 195 与 CS 101 ， 
Math 195 与 CS 102, Math 115 与 Math 116, Math 11$ 与 Math 185, Math 185 与 Math 
195， 但 是 在 课程 的 其 他 每 种 组 合 里 都 有 选修 的 学 生 ， 请 使 用 最 少 个 数 的 不 同时 间 段 ， 
来 为 Math 115, Math 116, Math 185, Math 195, CS 101, CS 102，CS 273 和 CS 473 
安排 期 末 考 斌 日 程 表 。 

16. 假定 当 两 家 电视 台 相 距 在 1S0 英里 以 内 时 ， 它 们 就 不 能 使 用 相同 的 频道 ， 那 么 对 位 于 下 
面 表 中 所 未 距离 的 6 家 电视 癌 来 说 ， 需 要 多 少 个 不 同 的 频道 ? 
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17. 数学 系 有 六 个 委员 会 ， 邵 是 每 月 并 一 次 会 。 假 征 赤 员 会 是 C = | 阿 林 村 斯 ， 布 兰 得 ， 沙 斯 
拉夫 斯 基 |，Cz = | 布 兰 得 ， 李 ， 罗 森 |，C3 1: 阿 林 豪 斯 ， 罗 森 ， 沙 斯 拉夫 斯 基 | ，C4 | 李 ， 
罗 森 ， 沙 斯 拉夫 斯 基 | ，Cs -= 1 阿 林 豪 斯 ， 布 兰 得 ?:，C6 = 1 布 兰 得 ， 均 森 ， 沙 斯 拉夫 斯 
基 } ,那么 必须 用 多 少 个 不 同 的 会 议 时 间 ， 来 确保 没有 人 被 安排 同时 参加 两 个 会 议 。 

18. 动物 园 想 建立 动物 白 然 权 息 地 ， 在 里 画展 出 它 的 动物 。 不 幸 的 是 ,一 些 动 物 一 有 机 会 就 
会 吃 掉 胃 外 一 些 动物 。 如 何 用 图 模型 和 着 色 来 确 定 有 所 需要 的 个 同 栖 居 地 的 数 日 ， 以 及 在 
这 些 栖 息 地 里 的 动物 安置 ? 
图 的 边 着 色 是 指 对 各 边 指定 颜色 ， 使 得 关联 到 相同 项 点 的 边 指定 不 同 的 赢 色 。 图 的 边 色 

数 是 在 该 图 的 边 着 色 里 可 以 使 用 的 最 少 颜色 数 。 


19. 求 练习 3~9 中 每 个 图 的 进 色 数 。 

“20. 求 下 列 图 的 边 色 数 。 
a) KK, b} K,,,, cy) CO, dj W, 

21. 有 7 个 变量 出 现在 计算 机 程序 的 循环 里 。 这 些 变量 和 必须 保存 它们 的 计算 步骤 是 : 1: 
步骤 1 到 6; un: 步骤 2; wv: 步骤 2 到 4; 由 : 步骤 1,，3 和 和 5; xz: 步 又 1 和 6; y: 步 
又 3 到 6; 以 及 >: 步 双 4 和 5。 在 执行 期 间 需 要 多 少 个 不 同 的 灾 址 寄存 器 来 保存 这 些 变 
量 ? 

22. 甘于 一 个 忆 天 。 作为 子 图 的 图 的 色 数 能 说 些 什 么 ? 

23, 证 明 : 色 数 为 2 的 简单 图 是 惕 图 。 

”24. 证 明 : 连通 偶 图 的 色 数 为 2。 


下 看 的 算法 可 以 用 来 为 简单 图 着 色 。 首 先 ， 以 度 弟 减 的 顺序 列 出 顶点 wi，wz，...， 
va， 和 使 得 deg{ ww) 宇 deg(v2) 宇 … 守 deg(w,)。 把 颜色 1 措 定 给 ut 和 在 表 中 不 与 mw 相 邻 的 下 
一 个 顶点 【 香 存 在 一 个 这 样 的 顶点 )， 并 且 和 继续 指 定 纤 每 一 个 在 霄 中 不 与 已 经 指定 了 颜色 T 
的 顶点 相 邻 的 顶点 。 然 后 把 颜色 2 指定 给 表 中 还 没有 着 色 的 第 一 个 顶点 。 继 续 把 颜色 2 指定 
给 那些 存 表 中 还 没有 著 色 而 和 且 不 与 指定 了 颜色 2 的 项 点 相 邻 的 项 点 。 阁 还 有 未 着 色 的 顶点 ， 
则 指定 颜色 3 给 表 中 还 没有 着 色 的 第 一 个 顶点 ， 并 且 用 颜色 3 继续 地 对 还 没有 着 色 而 且 不 与 
指定 了 颜色 3 的 顶点 相 邻 的 那些 顶点 着 色 。 继 续 这 个 过 程 直到 所 有 顶点 都 着 色 为 止 。 


25. 用 这 个 算法 构造 右 图 的 着 色 。 

26. 用 伪 代码 描述 这 个 着 色 算 法 。 

27, 证明 : 这 个 算法 所 产生 的 着 色 可 能 使 
用 了 比 着 色 一 个 图 所 需 的 颜色 更 多 的 
颜色 。 


图 G 的 重 着 色 是 对 GG 的 顶点 描 定 含有 (红色 蓝 公 1 ,, {绿色 黄色) 
& 种 不 同 颜色 的 集合 ， 使 得 不 把 相同 的 颜色 指 
定 给 两 个 相 邻 的 项 点 。 用 X {如 ) 来 表示 使 得 
G 有 用 2 种 颜色 的 重 着 色 的 最 小 正 整 数 m。 
例如 ，X%X (Cr =4。 为 了 看 出 这 一 点 ， 注 意 
如 右 图 所 示 ， 只 用 四 种 颜色 ， 就 可 以 对 CC 的 { 绿 色 , 黄 色 ] 八 nj{ 红 色 , 蓝 色 | 
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每 个 顶点 指定 两 种 颜色 ， 使 得 不 把 相间 颜色 指定 给 两 个 相 邻 顶点。 另外 ， 少 于 四 种 颜色 是 不 
够 的 ， 因 为 项 扣 vl 和 vv; 每 个 都 必须 指定 两 种 颜色 ， 而 且 不 能 对 w 和 vw; 指定 相同 颜色 。 
(关于 上 重 着 色 的 更 多 人 信息， 参见 [MiRo90]。) 


28. 求 下 列 值 : 
a) XCKa) by XKa) ce) Xa Wa) d) XxX»{(Cs) 
a) XlK3,4) 人 Xs (Ks) *g) Xa(Cs) hi XtKa.s) 


“29. 设 心 和 五 是 图 7-80 所 示 的 图 。 求 
a) X2(G) bj X ,HI) c} XG dy) xX;(H) 

30. 和 若 G 是 悼 图 而 六 是 正 整 数 ， 则 X ，(G) 是 什么 ? 

31. 移动 广播 (或 峰 窒 ) 电话 的 频率 是 按 地 段 分 配 的 。 每 个 地 段 分配 一 组 该 地 段 里 的 车 辆 所 
使 用 的 频率 。 在 产生 干扰 问题 的 地 段 里 不 能 使 用 相同 频率 。 解 释 一 下 如 和 何 用 重 着 色 来 
对 一 个 地 区 里 的 每 个 移动 广播 地 段 分 配种 频率 ， 


关键 术语 和 结果 


术语 

无 向 边 : 与 集合 fu，w| 关联 的 边 ， 其 中 w 和 都 有 是 顶点 

有 向 边 : 与 有 序 对 (4，wvw) 关联 的 边 ， 其 中 w 和 w 都 是 顶点 

多 重 边 ; 连接 同样 一 对 顶点 的 不 同 的 边 

环 ; 连接 一 个 项 点 与 它 自身 的 边 

无 向 图 : 一 组 顶点 以 及 连接 这 些 顶 点 的 一 组 无 同 边 

简单 图 ; 没有 多 重 边 和 环 的 无 向 图 

多 重 图 : 可 能 包含 多重 边 但 不 包含 环 的 无 向 图 

伪 图 : 可 能 包含 多 重 边 和 环 的 无 同 图 

有 向 图 : 一 组 顶点 以 及 连接 这 些 顶 点 的 一 组 有 疝 边 

有 向 多 重 图 : 可 能 包含 罗 重 有 问 边 的 市 有 了 周边 的 图 

相 孝 : 若 在 两 个 项 点 之 间 有 按 则 它们 是 相 邻 的 

关联 ; 若 一 个 顶点 是 一 条 边 的 端点 则 那 条 边关 联 那个 项 点 

deg{ vw)( 无 向 图 里 顶点 vw 的 度 }: 与 vv 关联 的 边 的 数目 

deg ”{w)( 带 有 向 过 的 图 里 顶点 名 的 入 度 )， 以 避 作 为 终点 的 边 的 数目 

deg!+ (wvw){ 带 有 向 边 的 图 里 顶点 包 的 出 度 ); 以 vo 作为 起 点 的 边 的 数目 

带 有 向 这 的 图 的 底 图 : 通过 希 略 边 的 方向 所 获得 的 无 网 图 

K,，(n 个 顶点 的 完全 图 ): 带 交 个 项 点 的 无 向 图 ， 其 中 每 对 顶点 都 用 一 条 边 连 接 

俩 图 : 顶点 集 划 分 成 两 个 子 集合 Vi; 和 V; 的 图 ,使 得 每 条 边 都 连接 Vi 里 的 项 扣 和 Y2 里 的 

K,,， (完全 偶 图 ): 顶点 集 划分 成 m 个 元 素 的 子 集 和 个 元 素 的 子 集 ， 使 得 两 个 项 点 第 一 条 
边 所 连接 ， 当 且 仅 当 一 个 顶点 属于 第 一 个 子 集 而 另外 一 个 项 点 属于 第 二 个 于 集 

C (大 小 为 n 的 圈 图 ),n 污 3: 带 有 个 顶点 zw，z，.，m 和 和 边 vl，v2i 1v2， v31， 
v1 的 图 
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本 【大 小 为 二 的 轮 围 ,2 之 3: 通过 癌 己 ， 添加 一 个 顶点 以 及 从 这 个 顶点 到 C, 里 原来 每 个 顶 


点 的 一 条 按 所 获得 的 图 

QQ，(n 立方 体 图 ),z 他 1: 用 2" 个 长 度 为 n 的 位 串 作 为 顶点 ， 边 连接 怡 好 相差 一 位 的 每 对 位 
囊 的 图 

孤立 点 : 0 度 顶 点 

基 挂 点 ; 1 度 顶 点 

正则 图 ; 所 有 顶点 都 有 相同 的 度 的 图 

图 个 = 二 (V, 玉 ) 的 子 图 : 图 (W,『),， 其 中 WW 是 VY 的 子 图 而 下 是 E 的 于 图 

CUG CGI 与 人 的 并 图 ): 图 {VU VEIUE;), 其 中 G1= (WV,END) 而 G3= (Vy,E;) 

相 仓 虐 阵 : 利用 顶点 的 相 邻 关系 来 表示 图 的 矩阵 

关联 算 阵 ， 利用 边 与 顶点 的 关联 关系 来 表示 图 的 惩 阵 

同 构 的 简单 图 : 对 简单 图 G1 = 二 {Vi ,1) 和 简单 图 Cs = (VEz) 来 说 ， 右 存在 从 Vi 到 VV， 
的 一 一 对 应 六 ， 使 得 对 所 有 属于 Vi 的 wi 和 ws 来 说 ，| Fe,roz)lEEF2s 当 且 仅 当 
fv v2 七 El ， 则 G1 与 上 ;是 同 构 的 

不 变量 同 构 的 图 都 有 或 都 没有 的 性 质 

在 无 向 图 里 从 六 到 中 的 通路 ; 一 条 或 多 条 边 的 序列 ej ,， ey， ...， een; 对 2=0, 1，...,， 7 
来 说 ，e, 关联 着 ix;，xz,4r1l， 其 中 xo= 而 ril=m 

在 有 向 图 里 从 4 到 慢 的 通路 : 一 条 或 多 条 边 的 序列 e1，ezy，'…，#,， 其 中 对 i =0，1，…， 
n 来 说 ，e 关联 大 {zt,，z+1)， 其 中 x0 二 4 而 X41 二 v 

简单 通路 :不 多 次 包含 一 条 边 的 通路 

回路 : 在 相同 项 点 处 开始 与 结束 的 通路 

连通 图 ; 具有 在 图 中 每 对 顶点 之 间 都 有 通路 这 个 性 质 的 无 向 图 

连通 分 支 ; 图 的 连通 子 图 的 集合 ， 使 得 这 些 子 图 两 两 都 没有 公共 点 

菊 拉 回路 : 怡 好 包含 图 的 每 条 边 一 次 的 加 路 

欧 拉 通 路 : 恰好 包含 图 的 每 条 边 一 次 的 通路 


哈密 顿 通路 ， 简单 图 G =(Y ,上 六) 里 的 通路 zl，zi1，... ，+r 值得 和 fry, x ，...， Xa| = 
7 而且 对 0 和 7 jj 守 n 来 说 有 Xj 关 过 
哈密 搬 回 路 :; 简单 图 里 的 回路 ro，zi+，.,,.，z，xro， 使 得 zu，zrl，...，Y 是 哈密 顿 通 路 


带 权 图 : 为 种 边 指 定数 字 的 图 

最 趣 通 路 问题 : 确定 带 权 图 里 的 通路 。 使 得 这 条 通路 里 的 边 的 权 之 和 在 所 规定 的 醒 点 之 间 的 
所 有 通路 上 是 最 小 值 的 问题 

旅行 推销 员 问 题 ， 求 访问 图 的 每 个 顶点 恰好 一 次 而 总 长 度 最 短 的 回路 的 问题 

平面 性 图 : 可 以 芝 在 平面 上 而 没有 边 交 又 的 同 

平面 性 图 平面 表示 的 区 域 : 该 图 的 平面 表示 把 平 而 分 割 成 的 区 域 

初等 甸 分 : 删除 无 向 图 的 边 ju，wv| 而 且 洪 加 新 顶点 ww 以 及 边 Tw， ww| 和 和 边 1 ， 了 | 

同 胚 :车 两 个 无 向 图 是 从 同一 个 无 向 图 通过 一 系列 初等 细 分 来 获得 的 ， 则 它们 同 肛 

图 着 色 : 给 图 的 顶点 指定 颜色 ， 合 得 相 贸 的 两 个 顶点 没有 相同 的 颜色 

, 数 ;在 图 的 着 色 里 所 需要 的 最 少 颜色 数 
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结果 

在 连通 多 重 图 中 存在 欧 拉 回 栈 ， 妆 且 仅 当 每 个 顶点 都 有 偶数 度 。 

在 连通 多 重 图 中 存在 欧 拉 通路 ， 当 日 仅 当 至 多 两 个 顶点 有 奇数 度 。 

迪克 斯 屋 拉 商法 : 在 高 权 图 里 求 出 两 个 顶 所 之 间 最 短 通 路 的 过 程 《 见 7.6.2 市 ) 

欧 拉 公式 : r= 二 Ee 一 二 2， 其 中 xr，e 和 ww 分别 是 平 瑟 性 图 平面 表示 的 区 域 数 、 边 数 和 项 点数 

库 拉 图 斯 基 定 理 ; 图 是 非 平面 性 的 ， 当 且 仅 当 它 包 含 同 胚 于 KK ;或 K; 的 子 图 (其 证 明 超 出 
本 书 范围 ) 

四 色 定 理 : 每 个 平面 图 都 可 以 用 不 超过 四 种 颜色 来 着 色 (其 证 明 远 远 超出 本 书 范围 1) 


复习 题 


1. a) 定义 简单 图 、 包 重 图 、 伪 图 、 有 向 图 、 有 有 向 多 重 图 。 
b) 用 例子 说 明 如 何 用 a) 中 每 种 类 型 的 图 来 建 模 。 例 如 ， 解 释 一 下 如 何 为 计算 机 网 络 或 
飞行 航线 的 不 同方 面 来 建 模 ， 
. 给 出 如 何 用 图 建 模 的 至 少 四 个 例子 。 
. 在 无 向 图 中 顶点 度数 之 和 与 该 图 里 边 数 之 同 的 关系 是 秆 么 ?解释 为 什么 成 立 这 个 关系 。 
, 为 什么 在 无 向 图 中 奇数 度 顶 点 的 个 数 必 然 是 偶数 ? 
. 在 有 向 图 中 顶点 的 入 度 之 和 和 与 出 度 之 和 之 间 的 关系 是 什么 ? 解释 为 什么 成 立 这 个 关系 。 
. 描述 下 列 图 族 。 
a》 K,， 在 x 个 顶点 上 的 完全 图 
b) Ks 在 mr 和 nn 个 顶点 上 的 完全 偶 图 
c) C,， 带 个 顶点 的 圈 图 
d) W,， 大 小 为 n 的 轮 图 
ce) 六 ,， 总 立方 体 
7. 在 练习 6 的 图 族 中 每 个 图 有 雪 少 个 项 点 和 和 多少 荣 边 ? 
8$. a) 什么 是 个 图 ? 
b) 图 K,，C, 和 WW, 中 哪些 是 侦 图 ? 
c) 如何 确定 无 回 图 是 否 为 偶 图 ? 
9. a) 描述 用 来 表示 图 的 三 种 不 同方 法 。 
b) 商 出 鞋 少 带 5 个 顶点 和 8 条 边 的 简单 图 。 说 明 如 和 何 用 你 在 a) 里 所 描述 的 方法 来 表 
示 和 它 。 
10. a) 两 个 简单 图 同 构 是 什么 意思 ? 
b) 对 于 简单 图 的 同 构 来 说 的 不 变量 是 什么 意思 ? 给 出 至 少 五 个 这 样 的 不 变量 的 例 了 于。 
c) 给 出 带 有 相同 的 顶点 数 、 边 数 和 顶点 度 但 不 是 同 构 的 两 个 简单 图 的 例子 。 
d) 是 否 知 道 有 一 组 不 变量 可 以 用 来 有 效 地 确定 两 个 简单 图 是 否 同 构 ? 
11. a) 图 是 连通 的 是 什么 意思 ? 
b) 什么 是 图 的 连通 分 六? 
12. a) 解释 一 下 如 何 用 相 邻 矩阵 来 表示 图 。 
by 如 何 用 相 邻 皇 阵 来 确定 从 图 G 的 顶点 集 到 图 五 的 顶点 集 的 呵 交 是 对 同 构 ? 
ec 如 条 用 图 的 相 邻 矩阵 来 确定 在 图 的 两 个 顶点 之 间 长 度 为 r 的 通路 数 ? 其 中 > 是正 整 数 。 


a (nm 二 La 5D 
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13. a) 定义 无 向 图 中 的 欧 拉 回 路 和 网 拉 通路 。 
b) 描述 著名 的 哥 尼 斯 妊 七 桥 问 题 ， 并 且 解 释 一 下 如 何 利用 欧 拉 回路 来 重新 技 述 它 。 
cj 如何 葡 征 无 向 图 是 天 具有 欧 拉 通路 ? 
d) 如 何 确定 无 癌 图 是 否 上 其 有 欧 拉 回路 ? 
14. a) 定 兴 简单 图 中 的 哈密 顿 回路 ， 
b) 给 岂 答 单 图 的 一 些 人 性 质 ， 草 衣 着 和 单 图 没有 哈密 顿 回路 。 
15. 给 出 至 少 两 个 可 以 通过 求 出 带 权 图 里 最 短 通路 来 解决 的 问题 的 例子 。 
16. a) 描述 求 在 带 攀 图 两 个 顶点 之 间 的 最 宇通 路 的 迪 殉 斯 届 拉 算法 。 
b) 画册 至 少 带 10 个 顶点 和 20 条 边 的 带 权 图 。 用 迪克 斯 届 拉 算法 求 出 在 图 中 你 所 选择 
的 两 个 硬 点 之 间 的 最 短 通 路 ， 
17. a) 图 是 平面 性 的 是 什么 意 忠 ? 
bj 给 出 不 是 平面 性 的 简单 图 的 例子 。 
18. a) 平面 图 的 欧 近 公式 是 什么 ? 
b) 如 何 用 平面 图 的 纪 拉 公式 来 证 明 简 单 图 是 非 平面 性 的 ? 
19, 叙述 关于 图 的 平面 性 的 库 拉 图 斯 基 定 理 ,， 并 且 解 释 一 下 它 如 何 刻 画 了 哪些 图 是 平面 
性 的 。 
20. a) 定义 图 的 天 数 ， 
b) 当 n 是 正 整数 时 ， 图 KK, 的 色 数 是 什么 ? 
c) 当 是 大 于 2 的 正 整 数 时 ， 图 C, 的 色 数 是 什么 ? 
d) 当 mm 和" 都 是 正 整 数 时 ， 图 KK,, ,的 色 数 是 什么 ? 
21, 叙述 四 色 定 理 。 有 没有 不 能 用 四 种 颜色 来 着 色 的 图 ? 
22. 解释 一 下 在 建 模 中 有 可 以 如 何 使 用 图 的 着 色 。 利 用 至 少 两 个 不 同 的 例子 。 


补充 练习 


1. 一 个 带 100 个 顶点 的 5 正则 图 有 老少 条 按 ? 
2. 天; 有 老少 种 非 同 梅 的 子 图 ? 


在 补充 练习 3 一 5 中 ， 确 定 斯 给 的 成 对 的 图 是 否 同 构 。 


3 21 Hi Hy 4 


Hs 
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完全 mm 部 图 K。,。 ,的 顶点 划分 成 个 子 集合 ， 各 有 #1，n2，...，n, 个 元 素 ， 
而 县 项 点 相 邻 当 且 仅 当 它们 属于 这 个 划分 的 不 同 于 集合 ， 
6. 男 出 下 列 图 。 
a) Kl,2,3 by 天 > 2 cj K1.2,2,3 


7. 完全 m 部 图 民 ，、，,,..,。 有 和 多少 个 顶点 和 和 多少 条 边 ? 
“8.a)】 证 明 或 反 台 ; 在 至 少 有 两 个 顶点 的 有 穷 简 单 图 里 ， 总 是 存在 两 个 度数 相同 的 顶点 。 
b) 对 有 穷 和 多重 宛 做 与 a ) 里 同样 的 事 。 
设 G={V,E) 是 简单 图 。 顶 点 集合 V 的 子 集合 郊 的 导出 子 转 是 图 (三 ,下 )， 其 中 边 集 
合 下 包含 着 五 里 的 一 条 边 当 且 仅 当 这 条 边 的 两 个 妾 点 都 属 子 多 。 


9. 考虑 第 7.4 节 和 图 7-39 中 所 示 的 图 。 求 下 列 顶 点 的 导出 子 图 
a) la, &, cl} 
b) |a ， 磋 全 gz| 


cj jb, c, f, g， Ai 
10. 设 nx 是 正 整 数 。 证 明 ， KK, 的 顶点 集合 的 非 空子 集合 的 导出 子 图 是 完全 图 。 


h 了 了 
简单 图 里 顶点 的 支配 集 是 顶点 的 一 个 集合 ， 使 得 其 他 每 个 顶点 都 与 这 个 集合 里 至 少 一 个 
顶点 是 相 分 的 。 带 最 少 项 点 数 的 支配 集 称 为 最 小 支配 集 。 在 补充 练习 14~16 中 , 求 所 给 的 
图 的 最 小 支配 集 。 
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14. J 16. 
> >< : 
c Ny b i . 


简单 图 可 用 来 确定 在 棋盘 上 控制 整个 棋盘 的 最 
少 明证 数 。 一 个 n xx 的 棋盘 具有 处 在 nx 配置 
下 的 六 个 格子 。 如 图 所 示 ， 在 所 给 位 置 里 的 皇后 
控制 着 同行 、 间 列 以 及 包含 这 个 格子 的 两 条 射线 上 
的 所 有 格子 。 与 此 对 应 的 简单 图 具有 天 个 顶点 ， 
每 个 顶点 表示 一 个 格子 ， 而 且 若 一 个 项 点 所 表示 的 
格子 里 的 星 后 控制 着 另外 一 个 顶点 所 表示 的 格子 ， 
则 这 两 个 砚 点 是 相 名 的 。 


17. 物 造 表示 nn x x 棋盘 的 简单 图 ， 用 边 表示 皇后 
对 格子 的 控制 ， 其 中 
a)} n=3 b) n=4 
18. 解释 一 下 最 小 去 配 集 的 概念 如 何 应 用 到 确定 控制 x x n 棋盘 的 最 少 皇 后 数 的 问题 。 
”19,. 求 控 制 nx x = 嵌 盘 的 最 少 皇 后 数 ， 其 中 
a) 和 二 了 hh) n=4 ci 好 二 与 
20. 假定 Cl 和 五 | 是 同 梅 的 而 县 Gs 和 五 ; 是 同 梅 的 。 证 明 或 反 取 : CUG， 和 下 ,Hs 是 
同 构 的 。 
21. 证 明 : 下 列 性 质 是 问 构 的 简单 图 都 有 或 都 没有 的 不 变量 ， 
a) 和 连通 性 
b) 哈密 顿 回路 的 存在 性 
cj 了 欧 控 回路 的 存在 性 
d) 有 问 灸 数 CC 
e) 有 于 个 孤立 顶点 
f 是 企图 
22, 如 何 从 G 的 相 邻 抢 阵 求 C 的 相 邻 答 阵 ?其 中 G 是 简单 图 。 
23. 有 多 少 种 非 同 梅 的 带 有 4 个 顶点 的 连通 简单 偶 图 ? 
24. 有 多 少 种 非 同 构 的 简单 连通 图 带 有 5 个 项 点 并 且 
a) 没有 任何 顶点 的 虚 超 过 2? 
b) 色 数 等 于 4? 
c) 旦 非 平面 性 的 ? 


行 有 同 图 与 它 的 道 同 构 ， 则 它 是 自 逆 的 。 
23. 硝 下 下 列 图 是 否 为 自首 的 。 


> 
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8a) b) 


26. 证 明 : 寿 有 同 图 G 是 自 逆 的 而 且 H 是 同 枸 于 G 的 有 问 图 ， 则 玉 也 是 目地 的 。 


无 向 简单 图 的 定向 就 是 指定 它 的 各 边 的 方向 ， 使 得 所 得 到 的 有 问 图 是 强 连 通 的 。 当 无 问 
图 有 定向 时 ， 这 个 图 称 为 可 定向 的 。 在 补充 练习 27 一 29 中 ， 确 定 给 定 的 图 是 否 为 可 算 问 的 。 


21. 28, 


如 


30, 因为 在 城市 中 心 区 的 交通 流量 正在 增长 ， 所 以 交通 工程 师 们 正在 计划 把 目前 所 有 双 行 街 
道 都 变 成 单行 街道 。 解 释 一下 如 何 为 这 个 问题 建 模 。 
431. 证 明 : 若 一 个 图 具有 割 边 ， 则 它 不 是 可 定向 的 。 


竞赛 图 是 简单 图 ， 使 得 若 wu 和 zw 是 图 里 不 同 的 顶点 ， 则 (wz 和 (oua) 中 恰好 有 一 个 是 
图 中 的 边 。 


32. 用 少 种 不 同 的 带 ns 个 顶点 的 竞赛 图 ? 

33, 在 竞赛 图 里 一 个 顶点 的 入 度 与 出 度 之 和 是 什么 ? 

"34. 证 明 ， 每 个 竞赛 图 都 有 哈密 幢 通 路 。 

35. 给 定 鸡 群 里 两 只 鸡 ， 其 中 一 具 占 优势 。 这 样 就 定义 了 这 个 鸡 群 的 吸食 次 序 。 如 何 用 竞赛 
图 来 为 吸 良 次 序 建 模 ? 

36. 假定 G 是 带 28& 个 奇数 度 顶 点 的 连通 多 重 图 。 证 骨 : 存在 上 个 子 图 ， 它们 的 并 图 是 G， 
其 中 每 个 子 图 都 有 欧 拉 通路 并 且 任 何 两 个 于 图 都 没有 公共 边 。 [提示 : 向 该 图 添加 上 条 
边 ， 连 接 成 对 的 奇数 度 顶 点 ， 并 且 利 用 这 个 变 大 了 的 图 的 欧 拉 回路 。j 

"37 . 设 避 是 带 有 wn 个 项 点 的 简单 图 。 避 的 带宽 表示 成 B(CG)， 它 是 maxili 一 站 ai 与 6 是 


相 邻 的 1 在 > 的 顶点 ai， Hi rr 的 所 有 排列 上 所 取 的 最 小 值 。 即 带 宽 是 赋 红 机 统 
顶点 的 下 标的 最 大 差 值 在 顶点 的 所 有 列表 上 所 取 的 最 小 值 。 求 下 列 图 的 带 觉 。 
a} Ks b} Kl.s ce) Ks d) Ky;,; e) OQ f} Cs 


"38 . 连通 简单 图 的 两 个 不 同 顶点 v1 和 va 之 间 的 距 副 是 在 v1 和 vz 之 间 的 最 得 通 路 的 长 度 
( 边 数 )。 图 的 半径 是 从 顶点 v 到 其 他 顶点 的 最 大 距离 在 所 有 顶点 v 上 所 取 的 最 小 值 。 图 
的 直径 是 在 疾 个 不 同 项 点 之 间 的 最 大 工 离 。 求 下 列 图 的 半径 和 直径 。 
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a) Kr bj) Kas Cj Qi d) CC 
"39,a) 证 明 : 若 简单 图 G 的 直径 至 少 为 4， 则 它 的 补 图 G 的 直径 不 超过 2。 
b) 证明: 若 简单 图 6 的 直径 至 少 为 3， 则 它 的 补 图 如 的 直径 不 超过 3。 
“和 0. 假定 一 个 多 重 图 有 27m 个 奇数 度 顶 点 。 证 明 : 任何 包含 该 图 中 每 条 边 的 回路 ， 必 然 至 
少 和 包含 mm 条 边 超过 一 次 ， 
41. 求 第 7.6 节 图 7-61 中 在 顶点 a 与 = 之 间 的 次 短 通路 。 
42. 设计 一 个 算法 ， 求 简单 连通 带 权 图 里 两 个 顶点 之 间 的 最 短 通 路 。 
43. 求 第 7.65 节 图 7-62 中 在 顶点 a 与 x 之 间 经 过 顶点 e 的 最 得 通 路 。 
44. 设计 一 个 算法 ， 求 简单 连通 珊 权 图 里 两 个 项 点 之 间 经 过 第 三 个 指定 付 点 的 最 短 通 有 路。 
45. 证 明 : 若 G 是 至 少 带 11 个 顶点 的 简单 图 ， 则 或 者 G 不 是 平面 性 的 ， 或 者 G 的 补 图 G 
不 是 平面 性 的 。 


若 在 图 中 一 组 顶点 的 集合 里 任何 两 个 顶点 都 不 相 邻 ， 则 这 个 顶点 集合 称 为 独立 的 。 图 


让 


“的 独立 数 是 图 中 顶点 独立 集 里 的 最 大 顶点 数 。 


“46. 下 列 图 的 独立 数 是 什么 ? 

a} K, b) CC, Cj Qs, d) Kn 
47. 证 明 : 一 个 简单 图 里 的 顶点 数 小 于 或 等 于 这 个 图 的 独立 数 与 色 数 之 积 ， 

48. 证 明 : 一 个 图 的 色 数 小 于 或 等 于 v 一 i+1， 其 中 wv 是 这 个 图 里 的 顶点 数 ， 而 i 是 这 个 图 
的 独立 数 。 

49. 收 定 为 了 生 咸 带 及 n 个 顶点 的 隧 械 简单 图 ， 首先 选择 满 是 0 筷 p 志 1 的 实数 p。 对 
C(n,2) 对 不 同 顶 点 中 的 每 一 对 ， 都 生成 一 个 在 0 与 1 之 间 的 随机 数 >。 若 0 扫 z 扫 户 ， 
则 用 一 条 边 连接 这 两 个 顶点 ; 否则 就 不 连接 这 两 个 顶点 。 
a) 生成 带 有 mx 条 边 的 图 的 概率 是 什么 ?其 中 0 所 mm 所 Cln,2)。 
b) 车 包 会 的 每 一 条 边 的 概率 为 p， 则 在 随机 生 咸 的 带 有 x 个 顶点 的 图 中 , 边 数 的 期 望 

值 是 什么 ? 

c) 证 明 : 车 户 =122， 则 以 相等 的 概率 生成 每 一 个 带 x 个 顶点 的 简单 图 。 


每 当 向 简单 图 添加 更 多 的 边 《 不 添加 顶点) 时， 仍然 保持 的 性 质 称 为 单调 递增 的 ， 每 当 
从 简单 图 周 除 边 (不 删除 项 点) 时， 仍然 保持 的 性 质 称 为 单调 递减 的 。 


50. 对 下 列 每 个 性 质 来 说 ， 确 定 它 是 否 为 单调 递增 的 和 确定 它 是 否 为 单调 北 减 的 。 
a) 图 G 是 连通 的 。 
b) 图 上 不 是 连通 的 。 
c) 图 G 有 欧 拉 回路 。 
d) 图 GG 有 了 哈密 顿 回路 。 
e) 图 0G 是 平面 性 的 。 
i) 图 G 的 色 数 为 4。 
g) 图 G 的 半径 为 3。 
h) 图 G 的 直径 为 3。 
51. 证 明 ， 图 的 性 质 P 是 单调 雍 增 的 当 且 仪 当 图 的 性 质 Q 是 单调 递减 的 ， 其 中 电 是 不 具有 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com! UUUA^A 


吐 7 恬 团 S07 


性 质 P 这 个 性 质 ， 
“*52. 假定 P 是 简单 图 的 单调 递增 的 性 质 。 证 明 ， 带 * 个 顶点 的 随机 图 具有 性 质 焉 的 概率 ， 
是 挑选 一 笨 边 六 于 图 的 概率 户 的 单调 非 递减 旺 效 。 


计算 机 题目 
编写 具有 下 列 输入 与 输出 的 程序 。 


, 给 定 无 向 图 的 种 边 所 关联 的 硕 点 对 ， 确 定 每 个 顶点 的 度 。 

. 给 定 有 问 图 的 名 边 所 关联 的 有 序 项 点 对 、 确 定 每 个 顶点 的 入 度 和 出 度 。 

- 给 定 简单 图 的 边 列表 、 确 定 这 个 图 是 耕 为 偶 图 。 

. 给 定 图 的 各 边 所 关联 的 顶点 对 ,构造 这 个 图 的 相 邻 矩阵 。( 产 生 在 出 现 环 、 多 重 边 或 有 向 

边 时 执行 揭秘 本 。) 

. 给 定 留 的 相 部 和 殷 阵 ， 列 出 这 个 图 的 各 边 ， 并 且 给 出 每 条 边 出 现 的 次 数 。 

. 给 定 无 问 图 各 边 所 关联 的 顶点 对 ， 以 及 每 条 边 出 现 的 次 数 ， 构 造 这 个 图 的 关联 和 矩阵。 

. 给 定 无 向 图 的 关联 矩阵 ， 列 出 它 的 各 边 ， 开 且 纵 出 每 条 边 出 现 的 次 数 。 

. 给 定 正 整数 n， 通 过 产生 图 的 相 邻 佐 竹 来 生成 无 铝 图 ， 使 得 以 相等 的 概率 来 生成 所 有 的 

簿 单 图 。 

9. 给 定 正 整数 x ， 通 过 产生 图 的 相 邻 矩阵 来 生成 有 向 图 ， 使 得 以 相等 的 概率 来 生成 所 有 的 
有 向 图 。 

10. 给 定 两 个 都 带 不 超过 六 个 顶点 的 简单 图 的 边 列表 ， 确定 这 两 个 图 是 否 同 构 ， 

11. 给 定 图 的 相 部 和气 阵 和 正 整 数 nxn， 求 硕 点 两 两 之 间 长 度 为 nn 的 通路 数 。( 产 生 对 有 向 图 和 和 
无 向 图 来 说 都 能 工作 的 程序 。) 

"12, 给 定 简单 图 的 边 列表 ， 确 定 它 是 宕 连通 ,吉它 不 连通 ， 则 求 连通 分 支 数 。 

13. 给 定 多 重 图 的 备 边 所 关联 的 顶点 对 ,确定 它 是 否 有 了 欧 拉 回路 ,者 没有 欧 拉 加 路 ， 则 确定 
它 是 否 有 了 欧 拉 通路 。 关 存在 欧 拉 通 路 或 欧 拉 回路 ， 则 构造 这 样 的 通 有 路 或 回路 。 

“14 . 给 定 有 向 多 重 图 的 各 边 所 关联 的 有 序 顶 点 对 ， 硅 存在 欧 拉 通路 或 欧 拉 回 路 ， 则 构造 这 
样 的 通路 或 回路 。 

"15. 给 定 简单 图 的 边 列 表 ， 产 生 一 条 哈密 顿 加 路， 或 者 确定 该 留 设 有 这 样 的 回路 。 

“16, 给 定 简单 图 的 边 列表 ， 产 生 一 条 哈密 顿 通 路 ， 或 者 确定 该 图 没有 这 样 的 通路 。 

17. 给 定 带 权 连通 简单 图 的 边 及 其 权 的 列表 ， 以 及 该 图 中 的 两 个 顶点 ， 用 过 元 斯 届 拉 算法 求 
这 两 点 间 最 短 通 路 的 长 度 。 另 外 ,， 求 出 这 条 通路 。 

18. 给 定 无 疝 图 的 边 的 列表 ， 用 第 7.8 节 练 习 中 所 缩 的 算法 求 这 个 图 的 寿 色 。 

19. 给 定 学 生 及 其 注册 主 程 鸥 表 ， 榴 次 期 末 考 试 日 程 霄 。 

20. 给 定 各 对 电 帘 台 之 间 的 只 离 ， 为 这 些 台 分 配 频 率 。 


计算 和 研究 
利用 计算 程序 或 你 所 编写 的 程序 来 做 下 面 的 练习 。 


1. 显示 带 4 个 顶点 的 所 有 简单 图 。 
2. 显示 全 蕊 的 带 6 个 顶点 的 所 有 非 同 构 的 简单 图 。 


二 


DO ~ 让 Ch 
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. 显示 全 套 的 带 4 个 顶点 的 所 有 有 向 图 。 
. 随机 地 生成 10 个 不 同 的 简单 图 ， 每 个 带 20 个 顶点 ， 使 得 每 个 这 样 的 图 都 是 以 相等 的 概 
率 来 生成 的 。 
. 构造 一 种 格雷 码 ， 其 中 三 字 都 是 长 度 为 5 的 位 串 。 
6, 烙 造 马 在 不 同 大 小 的 模 失 工 的 巡回 路 线 。 
7. 确定 你 在 本 组 练习 的 练习 4 中 生成 的 每 个 图 是 否 为 平面 性 图 。 若 可 以 做 到 ， 则 确定 每 个 
非 平面 性 图 的 厚度 。 
. 确定 你 在 本 绝 练 妃 的 练习 4 中 生成 的 每 个 图 是 否 连 通 。 知 一 个 图 不 连通 ， 则 确定 这 个 图 
的 连通 分 支 数 。 
3， 随机 地 生成 带 10 全 顶点 的 简单 图 。 当 你 生成 了 一 个 带 欧 拉 回 路 的 图 时 令 上 。 
显示 这 个 图 里 的 一 个 欧 控 回路 。 
10. 随机 地 生成 带 10 个 顶点 的 简单 图 。 当 你 生成 了 一 个 带 哈 蜜 顿 回路 的 图 时 停 上 。 
显示 这 个 图 里 的 一 个 哈密 顿 回 路 。 
11. 求 你 在 本 组 练习 的 练习 4 中 所 生成 的 每 个 图 的 色 数 。 
“12. 求 旅行 推销 员 访 问 美 国 50 个 州 的 每 个 首府 所 能 采取 的 最 短路 线 , 乘 飞 机 以 直线 在 城 
市 之 间 旅 行 。 
*13, 对 每 个 不 超过 10 的 正 整数 ”来 说 ， 估 计 随 机 生成 的 带 2 个 顶点 的 简单 图 连通 的 概 闪 ， 
方法 是 生成 一 组 随机 科 单 图 并 且 确 定 每 个 图 是 否 连 通 。 
**14. 研究 这 样 一 个 问题 ， 确定 扩 (7,7) 的 交 及 数 是 否 为 77、79 或 81。 已 知 它 等 于 这 三 个 数 
当中 的 一 个 。 
写作 题目 
利用 本 书 以 外 的 资料 ， 就 下 列 问题 写作 短文 。 


. 描述 一 下 在 1900 年 以 前 图 论 的 起 源 和 发 展 。 

. 讨论 一 下 图 论 对 生态 系统 研究 的 应 用 。 

. 讨论 一 下 图 论 对 社会 学 和 心理 学 的 应 用 。 

. 描述 一 下 纵 定 一 个 图 的 顶点 和 边 ， 在 纸 面 或 屏幕 上 画 出 这 个 图 的 算法 。 为 了 使 图 具有 显 
现 其 性 质 的 最 性 形态 ， 夯 图 时 需要 考虑 什么 因素 ? 

5. 一 个 输 和 人、 显示 和 操纵 各 种 图 的 软件 工具 应 当 具 有 针 么 能 力 ? 现 有 的 工具 都 具有 这 些 能 


i 


tn 


oo 


ss 


力 中 的 哪些 ? 

6. 描述 一 下 确定 两 个 图 是 否则 格 的 一 些 可 用 算法 和 这些 算法 的 计算 复 休 性 。 有 目前 已 知 最 有 
效 的 算法 是 什么 ? 

7. 定义 德 布 鲁 因 (de Bruijn》 序 列 并 且 讨 论 一 下 它们 如 何 出 现在 应 用 里 。 解 释 一 下 如 何 用 败 
拉 回 路 来 构造 德 布 鲁 因 序 列 。 


8. 描述 一 下 中 国 邮 递 员 亲 题 并 且 解 释 如 何 解决 这 个 问题 。 

9. 描述 一 下 曹 涵 着 加 具有 了 哈密 顿 回路 的 一 些 不 同 条 人 性 。 

10. 描述 一 下 用 来 解决 旅行 推销 员 阿 题 的 几 个 不 同 策略 和 算 其 。 

11. 措 述 一 下 确定 一 个 图 是 香 为 平面 性 图 的 几 个 不 同 算法 。 每 个 算法 的 计算 复杂 性 是 什么 ? 
12. 在 建 模 中 ， 大 规模 集成 电路 图 有 时 工人 在 书 中 ， 顶 点 在 书 任 上 而 思 在 书页 上 。 和 定义 一 下 
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图 的 书 数 并 且 对 n=3、4.,，5 和 6 求 包 括 K; 的 各 种 图 的 书 数 。 

13. 描述 一 下 四 色 和 定理 的 历史 。 

14. 撕 述 一 下 在 四 色 定 理 的 证 明 中 计算 机 所 扮演 的 角色 。 如 何 可 以 肯定 一 个 依赖 计算 机 的 证 
明 是 正确 的 ? 

15. 就 是 否 产 生 最 少 颜 色 的 着 色 而 言 ， 以 及 就 复杂 人 性 而 言 ， 描 述 并 比较 一 下 苔 图 着 色 的 几 个 
不 司 算法 。 

16. 解释 一 下 在 各 种 不 同 模型 里 如 何 使 用 图 的 多 重 着 色 。 

17. 解释 一 下 在 带 特定 性 质 的 图 的 非 构 造 性 存在 性 证 明 中 如 何人 征用 随机 图 理论 。 
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第 8 草 树 


不 包 会 简单 回路 的 连通 图 称 为 树 。 早 在 1857 年 就 有 人 使 用 过 树 ， 当 时 英国 数学 家 亚 瑟 ， 
遍 业 败 它 们 去 计数 某 些 类 型 的 化 人 台 物 。 本 章 里 的 例子 将 说 明 ， 从 那 时 起 ， 权 已 缀 被 用 来 解决 
各 种 各 样 学 科 分 支 里 的 问题 。 

树 在 计算 机 科学 里 特别 有 用 。 例 如 ， 树 用 来 构造 在 表 中 求 出 项 的 位 置 的 有 效 算 法 。 它 们 
被 用 来 构造 以 最 便宜 的 电话 线 连 接 分 布 式 计算 机 的 网 络 。 可 用 树 构 造 存储 和 传输 数据 的 有 将 
编 玛 。 树 可 以 用 来 为 通过 一 系列 决策 完成 的 过 程 建立 模型 。 这 个 用 途 使 得 树 在 排序 算法 的 研 
究 中 很 和 价值。 


8.1 介绍 树 


rai 在 图 8-1 中 显示 伯 努 利家 族 的 族谱 图 ， 这 是 瑞士 数学 家 的 著名 家 族 。 这 样 的 图 也 称 为 
zx” 过 族 树 。 家 族 树 是 一 个 图 ， 其 中 顶点 表示 家 族 成 员 ， 边 表示 亲子 关系 。 表 示 族 谱 图 的 
无 向 图 是 一 种 特 珠 类 型 的 图 的 例子 ， 这 种 图 称 为 树 。 


定义 了 树 是 没有 简单 回路 的 连通 无 向 图 。 
因为 树 没有 简单 回路 ， 所 以 树 不 含 多 重 边 或 环 。 因 此 任何 树 都 必然 是 简单 图 。 
例 1 在 图 8-2 所 示 的 图 中 ， 哪 些 图 是 树 ? 


Nikolaus 
{le623- L708) 


Jacob ] Nikolaus Johann | 
634 一 | 0] il662—1716) (1667—1748) 


一 | 


NIkKeolaus J Nikolaus LI Danie] Johann LD 
(C687—1750 (1695—17260) (1700--1782Y (1710- i730) 


/ \ 


Jonann 廿 jackob 1I 
C1746 "18 (17 一 1739) 


图 8-! 数学 家 的 伯 努 利家 族 


解 “G 和 G, 是 料 ， 因 为 都 是 没有 简单 回路 的 连通 图 。G; 不 是 树 ， 因 为 。，b， a， 4d， 
。 是 这 个 图 中 的 简单 回路 。 最 后 ，G, 不 是 树 ， 因 为 它 不 连通 。 加 

任何 一 个 不 包含 简单 回路 的 连通 图 都 是 树 。 不 含 简单 回路 但 不 ~- 定 连通 的 图 是 什么 ?这 
些 图 称 为 森林 ， 而 且 具 有 这 样 的 性 质 : 它们 的 每 个 连通 分 支 都 是 树 。 图 8-3 显示 一 个 森林 。 

通常 把 树 定义 成 具有 在 每 对 顶点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 的 性 质 的 无 向 图 。 下 面 的 定理 说 
明 这 个 替代 定义 等 价 于 原来 的 定义 。 
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人 可 
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GG 性 


| 2 局 Oa 
8-2 | 和 GG; 是 和 树 ，G3 各, 不 是 树 


这 是 具有 3 个 连通 成 分 的 图 


个 yx 


图 8.3 一 个 琳 林 的 例子 
定理 1 一 个 无 向 图 是 树 ， 当 且 促 当 在 它 的 每 对 顶点 之 间 和 存在 唯一 简单 通路 。 


证 ”首先 假定 工 是 树 。 则 了 是 没 育 简单 回路 的 连通 图 。 设 zx 和 >y 是 工 的 两 个 项 点。 因 
为 个 是 连通 的 ， 根 据 7.4 节 定 理 1， 在 zz 和 yy 之 间 存 在 一 条 简单 通路 。 另 外 ， 这 条 通路 必 
然 是 唯一 的 ， 因 为 假如 存在 第 二 条 这 样 的 通路 ， 则 组 合 从 工 到 y 的 第 一 条 这 样 的 通路 以 及 
经 过 倒转 从 工 到 y” 的 第 二 条 通路 的 顺序 所 得 到 的 从 到 z 的 通路 ， 这 样 将 形成 回路 。 利 用 
7.4 节 练 习 35， 这 草 涵 着 在 丁 中 存在 简单 回路 。 因 此 ， 在 树 的 任何 两 个 顶点 之 间 存 在 唯一 
简单 通路 。 

现在 假定 在 图 工 的 任何 两 个 顶点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 。 则 了 是 连通 的 ， 因 为 在 它 的 
任何 两 个 顶点 之 间 存 在 通路 。 另 外 ，T 荆 没有 简单 加 路。 为 了 看 出 这 人 句 话 是 真 的 ,假定 工 有 
包含 顶点 x 和 的 简单 回路 。 则 在 x 和 y 之 问 就 有 两 条 简单 通路 ， 因 为 这 条 简单 回路 包含 一 
条 从 x 到 y 的 简单 通路 和 一 条 从 y 到 zz 的 简单 和 通路。 因此， 在 任何 两 个 顶点 之 间 存 在 唯一 简 
单 通 路 的 图 是 树 。 图 

在 树 的 许多 应 用 里 ， 指 定 树 的 一 个 特殊 顶点 作为 极 。 一 旦 规定 了 根 ， 就 可 以 给 每 条 边 指 
定 方向 如 下 。 因 为 从 根 到 图 的 每 个 顶点 存在 唯一 通路 〈 根 据 定 理 1?)， 所 以 指定 每 条 边 是 离 
开 根 的 方向 。 困 此 ， 树 与 它 的 根 一 起 产生 一 个 有 庙 图 ， 称 为 根 树 。 通 过 选择 任何 一 个 顶点 来 
作为 根 ， 就 可 以 把 非 根 树 变 成 根 树 。 注 意 对 根 的 不 同 选择 导致 产生 不 间 的 根 树 。 例 如 ， 
图 8-4 显示 通过 在 树 工 星 分 别 指定 上 和 < 作为 根 所 形成 的 根 树 。 通 常 在 画 根 树 时 抒 根 画 在 
图 的 顶端 。 指 示 根 树 中 边 的 方向 的 箭头 可 以 省 路 ， 因 为 对 根 的 选择 确定 了 边 的 方向 。 
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La 为 根 
名 8-4 树 和 指定 两 个 要 形成 的 根 树 


树 的 术语 起 源 于 植物 学 和 族谱 学 。 假 定 TT 是 根 树 。 若 ww 是 丁 里 非 根 的 顶点 ， 则 % 的 父 
亲 是 使 得 从 4 到 zw 存在 有 同 边 的 唯一 的 顶点 u (读者 应 当 证 明 这 梓 的 顶点 «x 是 唯一 的 )。 当 
u 是 vo 的 父亲 时 ，w 称 为 & 的 册子 。 具 有 相同 父亲 的 顶点 称 为 兄弟 。 非 根 项 点 的 祖先 是 从 根 
到 该 顶点 的 通路 上 的 项 点， 不 包括 该 顶点 自 号 但 包括 根 【《 即 该 顶点 的 父亲 、 该 项 点 的 父亲 的 
父亲 、 等 等 ， 一 直到 根 为 止 )。 顶 点 v 的 后 伐 是 以 w 作为 祖先 的 顶点 。 桂 的 顶点 寿 设 有 儿子 
则 称 为 顶 叶 。 有 儿子 的 顶点 称 为 内 点 。 根 是 内 点 ， 除 非 它 是 图 中 唯一 的 顶点 ， 在 这 种 情 这 下 
它 是 树叶 ， 

藻 a 是 桂 里 的 顶点 ， 则 以 a 为 根 的 子 树 是 由 a 和 和 a 的 后 代 以 昌 这 些 硕 点 所 关联 的 边 所 
组 成 的 该 树 的 子 图 ， 


例 2 在 图 8-5 所 示 的 根 树 里 〔 有 根 cy， 求 e 的 父亲 ，g 的 儿 于 ，h 的 兄 第 ，e 的 所 有 
祖先 ,5 的 所 有 后 代 ， 所 有 内 点 ， 以 及 所 有 树叶 。 什 么 是 根 在 g 处 的 子 树 ? 


解 的 父亲 是 5。g 的 儿子 是 疡 工 和 7 不 的 兄弟 是 和 j。e 的 棚 先 是 c,， 5 和 a。 5 
的 后 代 是 c，q 和 ee。 内 点 是 a ,， 5， cc，g,， 五 和 j。 树 叶 是 dd，e，f，i,， 卡 ，1 和 mm。 根 在 
g 处 的 子 树 如 图 8-6 所 示 。 于 


图 8-5 根 在 gg 处 的 子 峙 


图 8-5 根 树 本 


在 许多 不 同 的 应 用 里 都 使 用 具有 下 面 性 质 的 根 树 : 它们 的 所 有 内 点 都 有 同样 个 数 的 儿 
子 。 在 本 章 后 面 将 用 这 样 的 树 去 研究 涉及 到 搜索 、 排 序 和 编码 的 问题 。 


定义 2 若 根 树 的 每 个 内 点 都 有 不 超过 sm 个 儿子 ， 则 称 它 为 m 元 树 。 夺 该 树 的 每 个 内 
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点 都 恰好 有 mm 个 儿子 ， 则 称 它 为 满 m 元 树 。 把 x =2 的 满 mx 元 树 称 为 二 叉 树 ， 
例 3 在 图 8-7 里 的 根 树 ， 是 否 对 某 个 正 整 数 mx 来 说 是 满 rz 元 树 ? 


信人 
A A 


Ty 
图 8-7 四 个 根 树 
解 T; 是 满 二 玉树 ， 因 为 它 的 每 个 内 点 都 有 两 个 儿子 。T; 是 满 三 元 树 ， 因 为 它 的 每 个 
内 点 都 有 三 个 儿子 。 在 T; 里 每 个 内 点 都 有 五 个 几 子 ， 所 以 它 是 满 五 元 树 。 对 任何 mw 来 说 
T, 都 不 是 满 x 元 树 ， 因 为 它 的 某 些 内 点 有 两 个 儿子 而 其 他 内 点 有 三 个 儿子 。 | 


有 序 枢 树 是 把 每 个 内 点 的 儿子 们 都 排序 的 根 桂 。 表 有 序 根 树 时 ， 以 从 左 向 右 的 顺序 来 显 
示 每 个 内 点 的 儿子 们 。 注 意 在 常规 方式 里 ， 根 树 的 表示 确定 它 的 边 的 一 种 顺序 。 将 在 画图 时 
使 用 边 的 这 种 顺序 ， 而 不 明确 地 指出 认为 根 树 是 有 序 的 。 在 有 序 二 又 树 中 ， 若 一 个 内 点 有 两 
个 几 子 ， 则 第 一 个 儿子 称 为 丰 儿 子 而 第 二 个 儿子 称 为 右上 儿子 。 根 处 在 一 个 顶 扣 的 左 儿 子 处 的 
树 称 为 该 顶点 的 李子 树 ， 而 根 处 在 一 个 顶点 的 右 儿 子 处 的 树 称 为 该 项 点 的 右 子 衬 。 读 者 应 当 
注意 ， 对 某 些 应 用 来 说 ， 二叉树 的 每 个 非 根 顶点 都 指定 为 其 父亲 的 右 儿 于 或 在 儿子 。 即 使 当 
某 些 顶 点 爹 有 一 个 上 儿子 时 也 这 样 做 。 每 当 有 必要 时 就 作出 这 样 的 指定 ， 但 是 没有 必要 时 束 不 
这 样 做 。 

例 4 在 图 8-8 a) 所 示 二 叉 树 荆 里 ,什么 是 了 的 左 儿 于 和 右 儿 子 (其 中 顺序 是 画 法 所 
蕴涵 的 )? 什么 是 ec 的 堪 子 树 和 右 子 树 。 

解 4 的 左 儿 子 是 了 而 右 儿子 是 g。 在 图 8-8 b) 和 图 8-8 ec) 中 分 别 显示 < 的 左 子 树 和 
右 子 树 。 年 

与 图 的 情形 恰好 一 样 ， 丰 存在 用 来 描述 树 、 根 树 、 有 序 根 树 和 和 二叉树 等 的 标准 的 术语 。 
出 现 这 种 非 标 准 的 术语 ， 是 因为 在 计算 机 科学 里 大 量 地 使 用 树 ， 而 计算 机 科学 还 是 相对 年 轻 
的 领域 。 每 当 出 现 关 于 树 的 术语 时 ， 读 者 就 应 当 和 仔细 地 核对 这 些 术 语 所 表示 的 意思 。 
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= 一 一 一 于 
= 
Fy 


a) b) 5 
图 8-8 二 灵 树 工 各 质点 c 的 左 子 树 和 石子 树 
8.1.1 树 作为 模型 
树 在 如 此 广泛 的 领域 里 用 来 作为 模型 ， 比 如 计算 机 科学 、 化 掌 、 地 后 学 、 植 物 学 和 心理 
学 等 。 我 们 将 描述 基于 树 的 各 式 各 样 的 模型 。 


例 S 饱和 碳 蔚 化 合 物 与 神 ”图 可 沁 用 来 表示 分 子 ， 其 中 用 顶 后 表示 原子 ， 用 边 表 示 原 
子 之 间 的 化 学 键 。 英国 数学 家 亚 瑟 . 凯 菜品 在 1857 年 发 现 了 树 ， 当 时 他 正在 试图 列举 形 如 
CH,+2 的 化 侣 物 的 同 分 异 构 体 ， 它 们 都 称 为 饱和 碳 气 化 谷物 。 


在 饱和 碳 氢化 合 物 的 图 模型 里 ， 用 4 度 项 
点 表示 每 个 碳 原 子 ， 用 1 度 顶点 表示 每 个 氨 原 
子 。 在 形 如 C,H; :的 化 合 物 的 表示 图 里 有  ， (  ， 


H H H 
3n 十 2 个 顶点 。 在 这 个 图 中 边 数 是 顶点 度数 之 | | | | 
和 的 一 半 。 因 此 ， 在 这 个 图 中 有 (4nx +2n + 计划 站 a 
2) 刀 =38 + 条 近 。 因 为 这 个 图 乓 连通 的 ， Hcg | H 
而 且 边 数 比 顶点 数 少 1， 所 以 它 必 然 是 树 { 见 | H—c—n 
本 节 末 的 练习 9)。 的 | 
带 有 # 个 4 度 顶 点 和 2n+2 个 1 上 度 顶 点 H 
的 非 同 构 的 树 ， 就 表示 C,H;, ; ;的 不 同 的 同 分 ee 书坊 


异 枸 体 。 例 如 ， 当 n=4 时 ,存在 恰好 两 个 
CsHio 的 不 同 的 同 分 异 构 体 。 它 们 的 结构 显示 
在 图 8-9 中 。 这 两 种 同 分 异 构 体 称 为 烷 和 异 丁 烷 。: 图 


图 8-9 丁 烷 的 两 种 同 分 异 构 体 


7 Arihur Cayiey， 1821 一 1895) ” 遍 芋 是 一 个 商人 的 儿子 ， 他 在 很 小 年 纪 就 以 数字 计算 的 惊人 技巧 
-一 ”显示 出 他 的 数学 天 才 。 般 莱 在 17 岁 时 进 人 剑桥 的 三 一 学 院 。 在 学 院 期 间 他 培养 出 对 阅读 小 说 的 爱好 。 凯 某 在 剑桥 
表现 人 忧 敌 ， 被 选举 为 任期 三 年 的 三 -研究 员 和 助教 。 在 这 期 间 凯 菜 开 始 了 对 # 维 几 何 学 的 研究 ， 对 儿 何 学 和 分 析 学 作出 
了 球 种 资 献 。 他 还 培养 出 对 登山 的 兴趣 ， 在 珊 士 度假 时 就 区 登 出 为 乐 。 因 为 没有 合适 的 妈 学 家 职位 纵 他 ， 所 以 遍 莱 离开 
创 桥 大 学 ， 进 人 法 律 行业 并 且 在 1849 年 获得 律师 次 烙 。 尽 荡 昭 药 限 制 他 的 法 律 工作 以 便 继 综 他 的 数学 研究 ， 他 仍然 廉 得 
了 作为 法 律 专家 的 声誉 。 在 他 的 靶 律 生涯 中 ， 他 努力 号 出 丁 超 过 300 和 戎 的 数学 论 谱 -便桥 大 学 在 1863 年 设立 一 个 新 的 数 
学 职位 并 且 把 它 纵 了 凯 菜 。 他 接受 丁 这 个 工作 ， 星 然 它 的 报 辆 性 于 他 作为 律师 所 获得 的 报酬 。 
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例 6 表示 组 织 机 构 ”大 的 组 织 机 构 的 结构 可 以 用 根 树 来 建 模 。 在 这 个 树 里 每 个 顶点 表 
不 机 构 里 的 一 个 职务 。 从 一 个 基点 到 另外 一 个 基点 的 边 的 始点 所 表示 的 人 是 终点 所 表示 的 人 
的 (直接) 上 上司。 图 8-10 所 示 的 图 就 表示 这 样 的 树 。 在 这 个 树 所 表示 的 组 织 机 构 里 ， 硬件 
开发 主任 直接 为 研发 经 理工 作 。 欧 


研发 部 市 场 部 服务 部 财务 部 
经 理 经 型 经 理 经 理 
软 忻 开 硬件 并 销售 市 场 现场 返 材料 管 


图 8-10 一 家 计算 机 公司 的 组 织 机 构图 


例 7 计算 机 文件 系统 ”计算 机 存储 器 中 的 文件 可 以 组 织 成 目录 。 目 录 可 以 包含 文件 和 
子 目 录 。 根 目录 包含 整个 文件 系统 。 因 此 ， 文 件 系 统 可 以 表示 成 根 树 ， 其 中 根 表示 根 目录 ， 
内 点 表示 子 目录 ,树叶 表示 文件 或 空 目 录 。 在 图 8-11 中 显示 一 个 这 样 的 文件 系统 。 在 该 系 
统 中 ， 文 件 khr 属于 目录 rje。 图 

例 8 树 形 连 接 并 行 处 理 系 统 ” 在 7.2 节 例 13 里 描述 过 多 种 并 行 处 理 的 互联 网 络 。 树 
形 连接 网 络 是 把 处 理 器 互相 连接 的 另外 一 种 重要 方式 。 这 样 的 网 络 的 表示 图 是 满 二 叉 树 。 这 
样 的 网 络 把 风 =2+-1 个 处 理 器 互 连 起 来 ， 其 中 上 是 正 整数 。 一 个 非 根 也 非 树叶 的 顶点 w 所 
表示 的 处 理 器 具有 三 个 双向 连接 ， 一 个 连接 通 向 v 的 父亲 所 表示 的 处 理 器 ， 两 个 连接 通 向 
v 的 两 个 儿子 所 表示 的 处 理 器 。 根 所 表示 的 处 理 器 具有 两 个 双 疝 连接 ， 分 别 通 向 它 的 两 个 儿 
子 所 表示 的 处 理 器 。 树 叶 所 表示 的 处 理 器 具有 一 个 双向 连接 。 通 向 它 的 父亲 。 在 图 8-12 里 
显示 带 了 个 处 理 器 的 树 形 连 接 网 络 。 

将 要 说 明 并 行 计 算是 如 何 使 用 树 形 连 接 网 络 的 。 具 蛋 地 说 ， 将 说 明 图 8-12 里 的 处 理 羡 
是 如 何 用 三 步 来 相 加 8 个 数 的 。 在 第 一 步 用 P, 相 加 xl 和 rz。 用 Ps 相 如 ra 和 zs。 用 Pa 
相 加 xs 和 zx。 用 P; 相 加 zx。 和 zsgs 在 第 二 步 用 P， 相 加 zi + za 和 zs+x4s。 用 Ps 相 加 
rs*+zi 和 xzr+xzso 最 后 ,在 第 三 步 用 Pi 相 加 zi + zz+zs+zi 和 zs+xr+zx7z+zss 用 来 
相 加 8 个 数 的 这 三 步 ， 优 于 串 行 地 相 加 8 个 数 所 需要 的 七 步 ， 串 行 的 步骤 是 依次 把 一 个 数 与 
表 中 前 面 各 数 之 和 相 加 。 讲 
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根 为 根 晶 录 
内 点 为 目 系 


~、 | 


He -spool ls mal who ju 
八 | 六 
ed ntE vikhr opr uuep Ps 记 
printer file P, Pp 应 Py 
I es 图 8-12 带 7 个 处 理 器 的 树 形 连接 网 络 
8.1.2 树 的 性 质 


将 常常 需要 那些 建立 树 里 各 种 各 样 的 边 和 顶点 的 数目 之 间 的 关联 的 结果 。 


定理 2 带 有 个 顶点 的 树 售 有 rm 一 1 人 委 边 。 
证 选择 项 点 > 作为 树 的 根 。 让 每 笨 边 的 终点 部 与 这 条 边关 联 ， 许 边 与 除 + 外 的 顶点 
之 间 建 立 起 一 一 对 应 。 因 为 除 r 外 还 有 nn 一 1 个 顶点 ， 所 以 树 中 有 wn 一] 条 边 。 加 


下 面 的 定理 说 明 ， 带 有 指定 的 内 点 数 的 满 mx 元 树 的 项 点 数 是 确定 的 。 与 定理 2 一样， 
将 用 n 来 表示 树 中 的 顶点 数 。 

定理 3. 带 有 i 个 内 点 的 满 rr 无 树 含有 2a = mi+1 个 项 点 。 

证 除根 之 外 的 每 个 顶点 都 是 内 点 的 儿子 。 因 为 每 个 内 点 有 叉 个 儿子 ， 所 以 在 树 中 除 
根 之 外 还 有 mi 个 硕 点 。 因 此 ， 该 树 合 有 = zi + 1 个 顶点 。 口 


假定 工 是 满 w 元 树 。 设 i 是 该 树 的 内 点数 而 ! 是 树叶 数 。 一 旦 nxn，i 和 i/ 之 中 的 一 个 是 
已 知 和 的 ， 另 外 的 两 个 量 就 随 之 确定 了 。 在 下 面 的 定理 中 ， 给 出 如 何 从 已 知 的 一 个 量 求 其 他 两 
个 量 的 方法 。 


定理 4 一 个 满 m 元 树 带 有 


(让 nt 个 顶点 有 i = (nn 一 上 DAVm 个 内 点 和 ?= [Lm 一 Dn 二 1jAm 个 树 上 时。 

(ii 了 个 内 点 有 2 = mi + 1 个 顶点 和 1=(m 一 1)i+1 个 树叶。 

(Gi) 了 个 树叶 有 =mf ~ 1)(m 一 了 个 顶点 和 ={i 一 Am 一 1 个 内 点 。 

证 设 表示 顶点 数 ，i 表示 内 点 数 ，i 表示 树叶 数 。 利 用 定理 3 中 的 等 式 ,， 旭 n= 
mi 十 1， 以 及 等 式 n = i+ 了 (这 个 等 式 为 真 。 是 因为 每 一 个 顶点 要 么 是 树叶 、 要 么 是 内 点 )， 
就 可 以 证 明 本 定理 的 所 有 三 个 部 分 。 将 在 这 里 证 明 部 分 (i)。 部 分 ( 记 和 (ii) 的 证 明明 


给 读者 作为 习题 。 
在 n=mi+t+1 里 求解 I 得 出 i=(n 一 1)/m。 然 后 把 i 的 这 个 表达 式 代 入 等 式 n =1+ 并 ， 
就 证 明 if 二 nn 一 i=n 一 (nxn-1)/m=[(m 一 11)n+t+l]/m, 口 


下 面 的 例子 说 明 如 何 使 用 定理 4。 
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例 9 假定 某 人 寄 出 一 封 连环 信 。 要 求 收 到 信 的 每 个 人 再 把 它 寄 给 另外 4 个 人 。 有 一 些 
人 人 这样 司 了 ， 得 是 其 他 人 则 没有 寄 出 六。 和 耕 设 有 人 收 到 超过 一 封 的 信 ， 而 且 契 在 有 100 个 人 
读 过 信 但 是 不 寄 出 它 之 后 ， 连 环 信 就 终止 了 ， 则 包括 第 一 个 人 在 内 ， 有 和 包 少 人 看 过 信 ? 有 多 
少 人 寄 出 过 信 ? 

解 ” 可 以 用 4 元 树 表示 连环 信 。 内 点 对 应 于 寄 出 信和 的 人 人 ， 而 树叶 对 应 于 不 寄 出 信和 的 人 。 
因为 有 100 个 人 不 寡 出 和信， 所 以 在 这 个 根 树 里 ,树叶 数 是 :一 100。 因 此 ， 定 理 4 的 部 分 
[ii) 说 明 , 已 经 看 过 信和 的 人 人 数 是 n= (4:100 一 1)A4 一 1) = 133。 男 外 ， 内 点 数 是 
133 一 100=33。 所 以 33 个 人 寄 出 过 信 。 希 

经 常 需要 使 用 这 样 的 根 树 ， 它 们 是 “平衡 的 "， 所 以 在 每 个 顶点 处 的 子 树 都 包含 大 约 相 
同 长 度 的 通路 。 下 面 的 一 些 定义 将 解释 清楚 这 个 概念 。 在 根 树 里 顶点 w 的 层 数 是 从 根 到 这 
个 顶点 的 唯一 通路 的 长 度 。 根 的 层 数 定义 为 0。 根 柑 的 南 度 就 是 项 点 层 数 的 最 大 和 值 。 换 可 订 
说 ， 根 树 的 层 数 是 从 根 到 任意 顶点 的 最 长 通路 的 长 度 。 


例 10 求 图 8-13 所 示 的 根 树 里 每 个 顶点 的 展 数 。 这 棵 树 的 高 度 是 什么 ? 


解 根 & 在 0 层 上 . 顶点 5，; 和 上 都 在 1 庄 上 。 顶点 c， F, 了 了 和! 都 在 2 层 上 。 机 所 
ad， 下 1 i 各 nn 都 在 3 屋 上 。 最 后 ， 顶点 下 在 4 层 上 。 国 为 任意 顶点 的 最 大 层 数 是 4， 所 


以 这 檬 树 的 高 度 为 4。 加 
若 一 棵 高 度 为 上 的 根 阅 元 树 的 所 有 顶点 都 在 h 屋 或 h 一 1 层 ， 则 这 棵 树 是 平衡 的 。 


例 11 在 图 8-14 所 东 的 一 些 根 树 里 ,哪些 根 树 是 平衡 的 ? 
了 1 了 2 


Ty 


图 8-13 一 棵 根 树 图 8-14 一些 根 树 


解 ”T, 是 平衡 的 ， 因 为 它 所 有 的 树叶 都 在 3 是 和 4 层 上 。 不 过 ，T， 不 是 平衡 的 ， 因 为 
它 有 椅 叶 在 2 层 、3 层 和 4 展 上 。 最 后 ，T; 是 平衡 的 ， 因 为 它 所 有 的 树叶 都 在 3 技 上 。 细 


下 面 的 结果 建立 x 元 树 的 高 度 与 叶 数 之 间 的 联系 。 
定理 5 在 高 度 为 有 的 mm 元 树 里 至 儿 有 mm* 个 树叶 。 
证 本 证 明 对 高 度 使 用 数学 归纳 法 。 首 先 ， 活 虑 高 度 为 1 的 区 元 树 。 这 些 树 都 是 由 带 
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有 不 超过 mm 个 儿子 的 一 个 根 所 组 成 的 ， 每 个 儿子 都 是 树叶 。 因 此 在 高 度 为 1 的 m 元 树 里 有 
不 超过 m1! = sx 个 树叶 。 这 是 归纳 论证 的 基础 步 又 。 z 

现在 假定 对 高 度 小 于 下 的 所 有 六 元 树 来 说 这 个 结果 都 为 真 ; 这 是 归纳 假设 。 访 了 工 是 商 
度 为 的 wi 元 树 。T 的 树叶 都 是 通过 删除 从 根 到 每 个 在 1 层 的 顶点 的 边 所 获得 的 了 的 各 子 
树 的 树叶 ， 如 图 8- 15 所 示 。 


第 | 第 2 第 第 mm 
高 度 为 高 度 为 i 高 度 为 
hl] | | -|! 
的 子 衬 的 子 桂 的 于 树 的 子 树 


”图 8-15 证 明 的 归纳 步 了 又 

这 些 子 树 每 个 高 度 都 小 于 或 等 于 产 - 1。 所 以 根据 归纳 根 设 ， 这 些 根 树 每 个 都 有 至 索 
mt 1 条 边 。 因 为 最 多 有 sx 个 这 样 的 子 树 ， 每 个 子 树 最 多 有 和 ”个 树叶 ， 所 以 在 这 个 根 树 
里 最 和 多 有 rm = zp* 个 树叶 。 这 样 就 完成 了 归纳 论证 。 加 

推论 1 车 一 个 高 度 为 请 的 mm 元 树 带 有 i 个 树叶 , 则 产 字 | log 1。 若 这 个 元 树 是 满 的 
和 平衡 的 , 则 产 =[lecg, 1]。! 在 这 里 使 用 土 取 整 郴 数 。 加 忆 一 下 ,| zx | 是 大 于 或 等 于 z 的 最 小 
整数 。) 

证 从 定理 5 知道 1 所 mm*。 取 以 mm 为 座 的 对 数 就 证 明 上 六 宇 iog,!。 因 为 是 整数 ， 所 以 
有 上 训 宇 [log,i]。 现 在 假定 这 个 树 是 平衡 的 。 于 是 每 个 树叶 都 在 有 层 或 一 1 层 上 ， 而且 国 
为 树 的 商 度 为 疡 ， 所 以 在 层 至 少 有 一 个 树叶 。 所 以 必然 有 超过 im” 个 树叶 ( 见 本 节 末 尼 
的 练习 24)。 因 为 [ 忆 m， 所 以 有 mm! 芝 71 太 mm*。 在 这 个 不 等 式 里 取 以 m 为 底 的 对 数 就 得 
出 一 ?之 log,l 夺 hh。 因此 五 = [log,i |]。 口 
练习 


1. 下 面 哪些 图 是 树 ? 


人 AA 
‘£1 "A 
水 244 
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2. 回 管 下 烈 关 于 如 图 所 示 的 根 树 的 问题 ， 

a) 哪个 顶点 是 根 ? 

b) 哪些 顶点 是 内 点 ? 

c) 哪些 顶点 是 树叶 ? 

dj 器 些 顶 点 是 i 的 儿 闻 ? 

c) 哪些 村 点 是 玉 的 父亲 ? 

f) 哪些 顶点 是 e 的 兄弟 ? 

g) 哪些 顶点 是 xx 的 恰 先 ? 

h) 哪些 顶点 是 5 的 后 代 ? 


3. 习题 2 里 的 根 树 是 否 对 某 个 正 整 数 zx 来 说 是 满 jr 元 树 ? 
4. 习题 2 里 的 树 的 每 个 顶点 的 层 数 是 什么 ? 
5, 画 出 练习 2 里 的 树 以 下 列 顶 点 为 根 的 子 树 。 


a) a b) ce Cc) e 
怀 . 有 名 少 种 非 同 构 的 带 有 nr 个 项 点 的 非 根 树 ? 竺 
ah 天 二 了 bj n=4 Ch 术 二 5 


. 对 根 树 回 管 与 练习 6 所 给 的 问题 相同 的 问题 (使 用 有 向 图 的 同 构 )。 
. 证 明 ; 简单 图 是 树 ， 当 且 羽 当 它 是 连通 的 ， 但 是 删除 它 的 任何 - -条 边 就 产生 不 连通 的 
图 。 

中, 设 如 是 市 有 个 顶点 的 简单 图 。 证 明 : G 是 树 ， 当 上 且 仪 当 如 是 连通 的 并 且 有 %w-1 
条 边 。 

10. 哪些 完全 侦 图 KK;, ,是 树 ? 其 中 mr 和 都 是 正 整数 。 

11. 带 有 10 000 个 顶点 的 树 有 包 少 条 边 ? 

12. 带 有 100 个 内 点 的 满 5 元 树 有 凶 少 个 顶点 ? 

13. 带 有 1 000 个 内 点 的 满 - 一 叉 树 有 多少 条 边 ? 

14. 带 有 100 个 顶点 的 满 3 元 树 有 种 少 个 树叶 ? 

15. 假定 1 000 个 人 参加 象 拱 巡 回 赛 。 若 一 个 选手 输 掉 一 夫 就 章 到 淘 溉 ， 而且 比赛 进行 到 只 
有 一 位 参加 者 述 没有 输 过 为 止 ， 则 利用 这 个 邀 回 赛 的 根 树 模型 ， 来 确定 为 了 准 出 冠军 必 
须 下 多 少 盘 棋 ? (假定 没有 平局 。) 

16. 一 次 连环 信 开 始 时 有 一 个 人 寄 出 一 封 信和 给 其 他 5 个 人 。 收 到 这 信和 的 每 个 人 或 者 寄 出 这 信 


于 村 
5 ~] 
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给 从 来 没有 收 到 过 它 的 其 但 个人， 或 者 不 把 它 寡 给 任何 人 。 候 定 在 这 个 连环 终止 以 前 
有 10000 人 人 宕 出 过 这 信 ， 并且 没 有 人 收 到 过 超过 一 封 信 。 有 多 少 人 收 到 过 信 ? 又 有 多 少 
人 收 到 过 信 但 是 没有 寄 出 过 它 ? 

17. 一 次 连环 信 开 始 时 一 个 人 寄 出 一 封 信 给 其 他 10 个 人 。 变 求 每 个 人 寄 出 这 信和 给 其 他 10 个 
人 ， 而 且 每 封 信和 都 包含 该 连环 里 前 面 5 个 人 的 列表 。 除 非 表 中 不 是 6 个 名 字 ， 否 则 每 个 
人 都 寄 1 美元 和 表 中 第 一 个 人 ， 从 表 中 删除 这 个 人 的 名 字 ， 把 其 他 $ 个 人 的 名 字 向 上 称 
动 一 位 ， 并 号 把 他 或 她 自己 的 名 字 播 人 到 表 的 末 属 。 若 讼 有 人 中 靳 这 个 连环 ， 并 且 设 有 
人 收 到 超过 一 封 信 ， 财 这 个 连环 里 的 一 个 人 最 经 将 收 到 过 少 钱 ? 

“18 . 要么 画 出 带 有 76 个 树叶 而 且 高 度 为 3 的 满 六 元 树 ， 其 中 六 是 正 整 数 ， 要 人 么 证 明 不 让 
在 这 样 的 树 。 

“19 . 要 勾画 出 带 有 84 个 树叶 而 号 高 度 为 3 的 满 mx 元 树 ， 其 中 mm 是 止 整数 ， 庄 么 证 明 不 在 
在 这 样 的 树 。 

"20. 一 个 满 m 元 树 卫 有 81 个 树叶 并 且 高 度 为 4。 

a) 给 出 天 的 上 界 和 下 盘 。 
b) 若 工 也 是 平衡 的 ， 则 mw 是 什么 ? 


一 个 完全 1 元 社 是 共 中 每 个 树叶 都 在 同 -- 层 上 的 满 7 元 树 5 


21. 构造 高 度 为 4 的 完全 二 叉 树 和 高 度 为 3 的 完全 3 元 树 。 
22. 高 度 为 上 的 完全 mm 元 树 具 有 多 少 个 硕 点 和 和 多少 个 树叶 ? 
23 , 证 明 : 

a) 定理 4 的 部 分 {ii)。 

b) 定理 4 的 部 分 《证 )。 
喇 24. 证 明 : 高 度 为 六 的 满 台 元 树 具有 超过 可 "一 个 树叶 。 
25. 在 包 会 总 共 x 个 顶点 的 上 个 树 的 森林 里 有 多 少 条 边 ? 
26. 解释 一 下 如 何 用 树 来 表示 分 章 的 书 的 目录 表 ， 其 中 每 章 都 分 节 ， 而 是 每 节 都 分 小 节 。 
27. 下面 的 饱和 碳 毛 化合 物 有 和 多少 种 不 同 的 同 分 异 构 体 ? 

a) GsHe b) GsH; c) GeHa 
28. 在 组 织 机 构 树 里 下 述 对 象 分 别 表示 什么 内 容 ? 

a) 一 个 顶点 的 父亲。 


b) 一 个 顶点 的 儿子 。 
c) 一 个 顶点 的 兄弟 。 
d) 一 个 顶点 的 祖先 。 
e) 一 个 顶点 的 后 代 。 
上 一 个 项 点 的 导数 。 
g) 这 个 树 的 高 度 。 


29. 对 表示 计算 机 文件 系统 的 根 树 ， 回 答 与 练习 28 所 给 的 那些 相同 的 问题 。 
30，a) 画 出 表示 15 个 处 理 器 的 树 型 连接 网 络 的 带 有 15 个 顶点 的 完全 二 灸 树 。 
b) 说 明 如 何 用 a) 里 的 二 个 处 理 器 分 四 步 求 16 个 数 之 和 。 
31. 设 吕 是 2 的 等 。 证 明 : 可 以 用 = -1 个 处 理 器 的 树 型 连接 网 络 在 logn 步 里 求 2 个 数 之 和 。 
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“32. 标记 树 是 其 中 每 个 顶点 都 指定 了 标记 的 树 。 当 在 两 个 标记 树 之 闻 存 在 保持 顶点 标记 的 
同 构 时 ， 就 把 这 两 个 标记 树 当 作 同 构 的 。 用 集合 1，2，3j 里 三 个 不 同 的 数 来 标记 三 
个 顶点 的 非 同 构 标 记 树 有 多 少 种 ? 用 集合 11，2，3，4} 里 四 个 不 同 的 数 来 标记 四 个 
项 点 的 非 同 构 标 记 树 有 和 多少 种 ? 
非 根 树 里 顶点 的 离心 度 是 从 这 个 顶点 开始 的 最 长 的 简单 通路 的 长 度 。 车 在 树 里 没有 其 他 
顶点 比 一 个 顶点 的 离心 度 更 小 ， 则 这 个 顶点 就 称 为 中 心 。 在 练习 33 一 35 中 ， 求 每 一 个 是 所 
给 树 的 中 心 的 顶点 。 


33 ， 34 . 353 ， 


36. 证 明 : 为 了 从 非 根 树 产生 高 度 最 小 的 根 树 ， 就 应 当选 择 中 心 来 作为 根 。 
"37. 证 明 : 树 有 一 个 中 心 或 两 个 相 令 的 中 心 。 
38. 证 明 : 每 一 个 树 都 可 以 用 两 种 颜色 来 着 色 。 
根 韭 波 那 契 榭 了 , 是 以 下 面 的 方式 来 递归 地 定义 的 。T 和 T, 都 是 包含 单个 顶点 的 根 树 ， 
而 对 w= 二 3，4，… 来 说 ， 根 树 了 是 以 工作 为 左 子 树 和 丁 ,_; 作 为 右 子 树 的 根来 构造 的 。 


39. 画 出 前 七 个 根 斐 流 那 契 树 。 
“40. 根 斐 波 那 契 树 ,有 和 多少 个 而 点 、 树 上 叶 和 内 上 品 ? 其 中 nx 是 正 整 数 。 它 的 高 度 是 什么 ? 


8.2 树 的 应 用 


8.2.1 引言 


将 要 讨论 可 以 用 树 来 研究 的 三 个 问题 。 第 一 个 问题 是 ， 应 当 恕 何 对 列表 里 的 项 进行 排 
序 ， 以 便 可 以 容易 地 找到 项 的 位 置 ? 第 二 个 问题 是 : 为 了 在 某 种 类 型 的 一 组 对 和 象 里 找 出 带 某 
种 性 质 的 对 象 ， 应 当做 出 一 系列 什么 样 的 决策 ”第 三 个 问题 是 : 应 当 如 何 用 位 串 来 有 效 地 编 
码 一 个 字符 集 ? 


8.2.2 二 及 搜索 树 


x98 在 列表 里 搜索 一 些 项 ， 是 计算 机 科学 所 引起 的 最 重要 的 任务 之 一 。 主 要 目标 是 实现 一 
2 个 搜索 算法 ， 当 项 都 完全 排序 时 ， 这 个 算法 有 效 地 找 出 项 。 这 个 任务 可 以 通过 使 用 二 
叉 搜 索 树 来 完成 ， 二 义 搜 索 树 是 一 种 二 丸 树 ， 其 中 任何 顶点 的 每 个 儿子 都 指定 为 右 儿子 或 左 
儿子 ,没有 顶点 具有 一 个 以 上 的 右 儿子 或 左 儿 子 ， 而 且 每 个 顶点 都 用 一 个 关键 字 来 标记 ， 这 
个 关键 字 是 项 中 的 一 个 。 另 外 ， 这 样 指定 顶点 的 关键 字 ， 使 得 顶点 的 关键 字 不 仅 大 于 它 的 左 
子 树 里 的 所 有 顶点 的 关键 字 ， 庆 和 且 小 于 它 的 右 子 树 里 的 所 有 顶点 的 关键 字 。 

下 面 的 递归 过 程 用 来 形成 项 的 列表 的 二 丸 搜 索 树 。 从 只 包含 一 个 顶点 ( 即 根 ) 的 树 开 


-MT 
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始 。 指 定 列 表 中 第 :- 个 项 作为 这 个 根 的 关键 字 。 为 了 添加 新 的 项 ， 首 先 比较 它 与 已 经 在 树 里 
的 顶 避 的 关键 字 ， 从 根 开 始 ， 耕 这 个 项 小 于 所 比较 项 总 的 关键 字 而 及 这 个 项 点 有 左 儿 子 ， 册 
向 左 移 动 ， 或 者 各 这 个 项 大 于 所 比较 顶点 的 关键 字 而 且 这 个 项 点 有 石 儿 子 ， 则 向 右 移动 。 当 
这 个 项 小 于 所 比较 项 点 的 关键 字 而 且 这 个 硕 点 没有 左 儿 子 时 ， 就 质 人 以 这 个 项 作为 关键 宇 的 
一 个 新 项 点 米 作 为 这 个 顶点 的 左 儿 子 。 同 理 ， 当 这 个 项 大 于 所 比较 顶点 的 关键 字 而 且 这 个 顶 
忆 妆 有 石 儿 子 寺 ， 束 插入 以 这 个 项 作为 关键 宇 的 一 个 新 这 点 来 作为 这 个 顶点 的 右 儿 子 。 用 下 
面 的 例子 来 说 明 这 个 过 程 。 

例 1 构造 王 面 这 些 单 词 的 二 义 搜 索 栓 【用 字母 顺序 ) mathematics，physics，geogra- 
phy, zoology, meteorology, geology, psychology 和 chemistrye 

解 ”8-16 显 小 了 构造 这 个 二 叉 搜 索 树 所 用 的 步骤 。 单 词 mathematics 是 根 的 关键 字 。 因 
为 physics 是 在 mathematics 之 后 【按照 字母 顺序 )， 所 以 给 根 添 加 带 大 键 字 physics 的 石 儿 
了 于。 因为 geography 是 在 mathematics 之 前 ， 所 以 给 根 添 加 于 关键 字 geography 的 左 儿 子 。 下 
~- 些 ， 给 带 关 键 字 physics 的 顶点 添加 右 儿 子 ， 并 且 给 其 指定 关键 字 zoology， 因 为 zoology 是 
在 mathematics 之 后 和 在 physics 之 后 。 同 理 ， 给 带 关 键 字 physics 的 硕 点 添加 左 儿 了 于， 并且 
给 其 指定 关键 字 meleorology ec 给 种 关键 字 gcography 的 顶点 添加 右 儿 子 ， 并 且 给 其 指定 关键 
字 geology。 给 带 关键 字 xzoology 的 顶点 语 加 左 儿 子 ， 并 且 纵 其 指定 关键 字 psychology。 给 带 
关键 字 geography 的 顶点 添加 左 儿 子 ， 并 且 纵 其 指定 关键 字 chemistry。 【读者 应 当 完 成 在 每 
步 上 所 需 的 所 有 比较 ,) 国 
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Psychology> Niathematics 
Psycholoey -Physics 
Psycholoey 一 Toy 


Neteorology Psvehotogy 


Chemistry<Mathematics 
Chemistry<Oeoeraphy 


Genlogy<Mvlathematics 
Geolopgy=Cieopraphy 


Metearoloey~> Mathematics 
Meteorolopey=Physics 


图 8-16 构造 二 丸 搜 索 树 


为 了 找 出 项 的 位 置 ， 坛 验 淋 加 它 到 二 又 搜 索 树 。 硅 它 出 现 ， 则 找到 它 的 位 置 。 算 法 1 给 
出 这 样 的 雹 代码 ， 它 在 二 及 搜索 树 寻 找 一 个 项 的 位 置 ， 若 没有 找到 这 个 项 ， 则 添加 一 个 新 的 
项 点 ， 用 这 个 项 作为 新 硕 点 的 关键 字 。 当 x 不 是 关键 字 时 ， 给 树 语 加 带 关 键 字 z 的 新 项 点 。 
在 这 个 伪 代 码 中 ，%w 是 以 x 作为 其 关键 字 的 顶点 ， 而 iatelf 表示 顶点 v 的 关键 字 。 

现在 和 将 确定 这 个 过 程 的 计算 复杂 性 。 假 定 有 5 个 项 的 列表 的 二 丸 搜 索 树 耳 。 可 以 从 工 
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这 样 构 造 一 -个 满 二 丸 树 UU， 在 必要 时 添加 无 标记 的 顶点 ， 以 使得 每 个 带 关 键 字 的 顶点 都 有 两 
个 儿子 。 这 个 散 法 在 图 8-17 里 说 明 。 一 旦 这 样 做 了 ， 就 容易 找 出 新 项 的 位 置 ， 或 者 添加 新 
项 作为 关键 字 而 不 添加 顶点 。 

漆 加 一 个 新 项 所 才 要 的 比较 次 数 , 最 多 是 在 U 里 从 根 到 树叶 的 最 长 通路 的 长 诬 。L 的 
内 点 都 是 工 的 顶点 。 所 以 上 有 个 内 点 。 现 在 可 以 利用 8.1 节 定 理 4 的 部 分 (让 ) ,得 出 可 有 
x 十 1 个 树叶 。 利 用 8.1 节 的 推论 1, 可 以 看 出 U 的 高 度 大 于 或 等 于 hh =[log(%n 二 1)]。 所 以 ， 
必须 至 少 执 行 [1og(n + 1)j 次 比较 ,以 此 滩 放 某 个 项 。 注意 , 葫 U 是 平衡 的 , 则 它 的 高 度 是 
[logt nn 十 1)]( 根 据 8.1 节 的 推论 1)。 因 此 ,车 二 丸 搜 索 树 是 平衡 的 , 则 找 出 一 个 项 的 位 置 或 
者 漆 加 一 个 项 只 需要 不 超过 i log(n +1l)j 次 比较 。 当 给 二 又 搜索 树 添 加 一 些 项 时 ,该 树 可 能 
变 得 不 平衡 。 因 为 平衡 的 二 叉 搜 索 树 给 出 二 叉 搜 索 的 最 优 的 最 坏 情 形 复杂 性 ,所 以 已 经 设计 
出 来 了 在 添加 项 时 重新 平衡 二 叉 搜 索 树 的 算法 , 感 兴 趣 的 读者 相 以 查阅 关于 数据 铺 构 的 参考 
文献 来 了 解 这 些 算 法 的 描述 。 


人 


人 
7 林 标 记 带 项圈 的 式 号 


图 8-17 洪 加 无 标记 顶点 鸽 得 二 丸 播 索 树 成 为 满 的 


0 
算法 1 二 叉 搜索 树 算 法 
procedmre insertion (本 ;二 叉 搜 索 树 , 义 : 项 ) 
三 本 的 根 
{一 个 不 在 个 里 出现 的 顶点 具有 信 ma 
| while z := null 并 Hiapbel (wr 
| hepgin 
| if zabel (vu) then 
计 的 右 儿 了 于 关 null then vw := vw 的 站 儿子 
else 添加 nerw vertex 作为 v 的 站 儿子 并 且 设 置 w := nuii 
ejse 
i 让 的 右 儿 子 基 raili then ww :三 wv 的 右 此 了 于 
else 给 全 添加 new vertex 作为 v 的 右 儿 子 并 且 设 置 v := mi 
end 
证 了 的 根 = nuli then 给 树 添 加 顶点 > 并 且 用 xz 标记 它 
else if ape 凡 zz) 天 > then 用工 标 志 mew vertex 
i 二 这 的 位 置 | 


Tr 
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8.2.3 决策 树 


区 根 树 可 以 用 来 为 这 样 的 问题 建立 模型 ， 其 中 一 系列 决策 导致 一 个 解 。 例 如 ， 二 丸 搜 索 
2 树 可 以 用 来 基于 一 系列 比较 来 我 出 项 的 位 置 ， 其 中 每 次 比较 都 说 明 是 否 已 经 找到 了 项 
的 位 置 ， 或 者 是 否 应 当 向 右 或 向 左 进 入 于 树 。 其 中 每 个 内 点 者 对 应 着 一 次 决策 ， 这 些 顶 点 的 
子 树 都 对 应 着 该 决策 的 每 种 可 能 后 果 ， 这 样 的 根 树 称 为 决策 树 。 问 题 的 可 能 的 解 对 应 着 这 个 
根 树 的 通 向 树叶 的 通路 。 下 一 个 例子 说 明 决 策 树 的 应 用 。 


例 2 假定 有 重量 相同 的 七 梳 硬 币 和 重量 较 轻 的 一 枚 伪 币 。 为 了 用 一 架 天 平 秤 确定 这 八 
村 硬币 中 哪个 是 伪 币 ,需要 多 少 次 称 重 ? 给 出 找 出 这 个 协 币 的 算法 。 


解 ” 在 天 平生 上 每 次 称 重 结果 有 三 种 可 能 性 。 分 别 是 ; 两 个 托 肯 有 相同 的 重量 ,第 一 个 
托盘 较 重 ,或 第 二 个 托盘 较 重 。 所 以 ， 称 重 序列 的 决策 树 是 3 元 树 。 在 决策 树 里 至 少 有 六 个 
树叶 ， 这 是 因为 有 八 种 可 能 的 后果 (因为 每 校 硬币 都 可 能 是 较 轻 的 伪 币 )， 而 每 种 可 能 的 后 
果 必 须 至 少 必 一 个 树叶 来 表示 。 确 定 塘 币 所 需要 的 最 太 称 重 次 数 是 决策 树 的 高 度 。 从 
8.1 节 的 推论 1 得 出 决策 树 的 高 度 至 少 是 [logs8j =2。 因 此 ， 至 少 需 要 两 次 称 
重 。 


用 两 次 称 重 来 确定 伪 币 ， 这 是 可 行 的 。 说 明 如 何 这 样 居 的 决策 符 如 图 8-18 所 示 。 画 


不 可 能 OD) 名 


图 8-18 找 出 局 币 位 置 的 雇 策 树 
在 本 章 第 4 节 里 将 研究 利用 次 策 树 的 排序 算法 。 
3.2.4 前 缀 玛 


考虑 一 下 这 样 的 问题 用 位 串 来 编码 英语 字母 表示 的 字母 〈 其 中 不 区 分 小 与 和 六 写字 
母 )。 可 以 用 长 度 为 5 的 位 串 来 表示 每 个 字母 ， 因 为 只 有 26 个 字母 而 有 32 个 长 度 为 5 的 位 
串 。 当 每 个 字母 都 用 5 位 来 编码 时 ， 用 来 编码 数据 的 总 位 数 是 5 磁 以 文本 中 的 字符 数 。 有 有 没 
有 可 能 找 出 这 些 字母 的 编码 方案 ， 使 得 在 编码 数据 时 使 用 的 位 更 少 ? 大 这 样 做 是 可 以 的 ， 那 
么 就 可 以 节省 存 鳍 空间 而 隔 缩 短 传 输 时 间 。 

考虑 用 不 同 长 度 的 位 串 来 编码 字母 。 较 为 频繁 地 出 现 的 字母 应 当 用 较 短 的 位 串 来 编码 ， 
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较 长 的 位 串 应 当 用 来 编码 不 经 常 出 现 的 字母 。 当 把 字母 编码 成 变化 的 位 数 时 ， 就 必须 用 某 种 
方法 来 确定 每 个 字母 的 位 在 何 处 开始 和 结束 。 例 如 ， 若 把 。 编码 成 0， 把 a 编码 成 1， 而 把 
ft 编码 成 01 ， 则 位 叫 9101 可 能 对 应 着 eat 、tea 、eaea 或 tt。 

为 了 保证 没有 位 串 对 应 着 一 个 以 上 前 字母 序列 ， 一 个 字母 的 位 串 永 远 不 应 当 出 现在 另外 
一 个 字母 的 位 串 的 开头 部 分 。 具 有 这 个 性 质 的 编码 称 为 前 缓 码 。 例 如 ， 把 编码 成 0、 把 a 
编码 成 10、 而 把 : 编码 成 11 的 编码 就 是 前 缀 码 。 从 编码 一 个 单词 的 字母 的 唯一 位 串 可 以 恢 
复 这 个 单词 。 例 如， 患 10110 是 ete 的 编码 。 为 了 看 明白 这 一 点 ， 注 意 开 始 的 1 不 表示 一 个 
字符 ， 但 是 10 表示 a 【并 且 它 不 可 能 是 另外 一 个 字母 的 位 串 的 开始 部 分 )。 然 后 ， 下 一 个 : 
不 表示 一 个 字符 ,但 是 11 表示 :。 最 后 一 位 0 表示 e。 

前 缀 码 可 以 用 二 义 树 来 表示 ， 其 中 宁 符 是 树 里 树叶 的 标记 。 这 样 标 
记 树 的 进 ， 使 得 通 向 左 儿 子 的 边 标 记 为 0 而 通 向 右上 儿子 的 所 标记 为 1。 
用 来 编码 一 个 字符 的 位 串 是 在 从 根 到 以 这 个 字符 作为 标记 的 的 树叶 的 雁 
一 通路 上 边 的 标记 的 序列 。 例 如 ， 图 8-19 里 的 树 表示 把 < 编码 成 0， 
拒 & 编码 成 10， 把 二 编 码 成 110， 把 编码 契 1110， 和 把 ， 缩 码 成 
[iT1l。 

表示 编码 的 树 可 以 用 来 解码 位 串 。 例 如 ， 考 虑 一 个 用 图 8-19 里 的 
编码 来 编码 成 11111011100 的 单词 。 这 个 位 串 可 以 这 样 解码 ; 从 根 开 
给 ， 用 位 的 序列 来 形成 一 条 到 树叶 为 止 的 通路 。 每 个 0 位 都 使 得 通路 向 。 |。 wm 
下 到 达 通 向 通路 里 上 一 个 顶点 的 左 儿子 的 边 ， 而 每 个 1 位 都 对 应 到 上 一 。 。 吉 吉 示 的 一 立业 
个 顶点 的 右 儿子 。 所 以 ， 开 涉 的 1111 对 应 这 样 的 通路 : 从 根 开 始 ， 沿 
右前 进 四 次 ， 到 达 以 * 作为 标记 的 树叶 ， 困 为 串 1111 是 * 的 编码 。 从 第 五 个 位 继续 进行 ， 在 
向 右 再 向 左 之 后 ， 就 到 达 下 一 个 树叶 ， 这 时 访问 以 a 作为 标记 的 顶点 ， 其 中 把 a 编码 成 10。 
从 第 七 个 位 开始 ， 在 向 右 三 次 然后 向 左 之 后 ， 到 达 了 下 一 个 树叶 ， 这 时 访问 用 n 标记 的 顶点 ， 
其 中 把 = 编码 成 1110。 最 后 ， 末 位 0 通 向 用 e 标记 的 树叶 。 因 此 ， 原 来 的 单词 是 sane 。 

可 以 从 任何 二 丸 树 来 构造 一 个 前 鲍 码 ， 其 中 每 个 内 点 的 左边 都 用 0 标记 ， 而 右边 都 用 1 
标记 ,树叶 都 用 字符 标记 。 字 符 都 用 从 根 到 这 个 树叶 的 唯一 通路 里 的 边 的 标记 所 组 成 的 位 申 
来 编码 。 

写 2 存在 一 些 比如 露 夫 曼 算法 这 样 的 算法 ,它们 可 用 来 根据 字符 的 出 现 频 率 来 产生 有 效 的 
xse 编码 。 在 这 里 将 不 给 出 这 些 算法 的 细节 。( 感 兴趣 的 读者 可 以 在 本 书 末尾 所 给 出 的 本 


节 的 黎 考 文献 里 找到 这 些 算法 的 细节 )， 


练习 


1. 用 字母 顺序 建立 下 面 这 些 单词 的 二 叉 搜 索 树 : Banana，,，peach,， apple, pear, coconut,，, 
mango 和 papaya o 
, 用 字母 顺序 建立 下 面 这 些 单词 的 二 叉 搜 索 符 : oenology， phrenoiogy, campanology; or- 
nithology, ichthyology, lmnology, alchemy Hastrologyo 
3. 为 了 在 练习 1 的 搜索 树 里 找 出 下 面 每 个 单词 的 位 置 或 者 添加 它们 ， 而 且 每 次 都 重新 开始 ， 
分 别 需 要 多 少 次 比较 ? 
aj pear b} banana Cc) kumauat d) orange 


bh 


-errr hh a 
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. 为 了 在 练习 2 的 搜索 树 里 找 出 下 面 每 个 单词 的 位 置 或 者 添加 它们 ， 而 且 每 次 都 重新 开始 ， 


> 


分 别 需 要 多 少 次 比较 ? 
a) palimistry b) etymology ec) paieontolgy d) giaciology 

5, 用 字母 顺序 枸 造 下 面 句 子 里 的 单词 的 二 叉 搜 索 树 : “The guick Brown For jumps ower the 
iazy dog a 

6. 为 了 在 4 枚 硬币 中 找 出 一 榴 较 轻 的 伪 币 ， 需 要 多 少 次 天 平 秤 的 称 重 ? 描述 用 这 样 次 数 的 
称 重 来 找 出 较 轻 的 伪 币 的 算法 。 


. 著 一 桔 伪 币 比 其 他 硬币 既 可 能 较 重 也 可 能 较 轻 ， 那么 为 了 在 4 枚 硬币 中 找 出 这 枚 以 币 ， 
需要 多 少 次 天 平 秤 的 称 重 ? 描述 用 这 样 次 数 的 称 重 来 找 出 这 枚 伪 而 的 算法 。 
“8. 若 一 校 伪 币 比 其 他 硬币 较 重 或 较 轻 ， 那 么 为 了 在 8 术 硬 币 中 找 出 这 枚 伪 币 ,需要 多 少 次 
天 平 秤 的 称 重 ”描述 用 这 样 次 数 的 称 重 来 找 出 这 极 伪 市 的 算法。 
"9. 著 一 校 伪 币 比 其 他 硬币 较 轻 ， 那 各 为 了 在 12 术 硬 市 中 找 出 这 枚 伪 币 ， 和 需要 名 少 次 天 平 
秤 的 称 重 ? 描述 用 这 样 次 数 的 称 重 来 找 出 这 极 伪 币 的 算法 。 
“10. 4 核 硬 币 中 一 校 可 能 是 伪 币 。 著 它 是 仿 币 ， 则 它 比 其 他 硬币 既 可 能 较 重 也 可 能 较 轻 。 那 
么 为 了 确定 是 否 有 一 枚 以 币 ， 以 及 车 有 伪 币 ， 它 是 比 其 他 硬币 较 重 还 是 较 轻 ? 使 用 一 
台 天 平 秤 ， 需 要 多 少 次 称 重 ? 描述 用 这 样 次 数 的 称 重 来 找 出 这 校 伪 币 并 且 确 定 它 是 较 
轻 还 是 较 重 的 算法 。 
11. 下 面 哪些 编码 是 前 缀 码 ? 
ajy a: ll，e: O00, 1: 10, s: 0L 
hb) a: 0, e: 1, 1t: D0l, s: 001 
Cl a: 101, e: 1, 21: 001, s: 011, nn: 010 
d) a: O10, e: 11, 2: 011, 5s: i011, nx: 1001, i: 10101 
12. 构造 表示 下 面 编码 方案 的 音 统 码 的 二 叉 树 。 
a} a: 11, e: 0, 1: 101, s: 100 
b) a: 1, e: O01, #1: O01, s: O0001, nz: 00001 
ec) a: 1010, e:; 0, 1£: 11, s: 1011, x; 1001, i:; 10001 
13. 著 编 码 方案 是 用 右边 的 树 来 表示 ， 那么 什么 是 
a Pe， 下，0， 户 和 的 编码 7 
14. 纵 定 编码 方案 a: 001,， 5; 0001，e: 1, rr: 
0000，5: 0100，t: 011，zr: 01010， 找 出 用 


= 


下 面 的 位 串 来 表示 的 单词 。 
ay 01110100011 by 0001110000 
cy 0100101010 d) 01100101010 
8.3 ” 树 的 遍历 
$8.3.1 引言 


es 需要 一 些 访问 有 序 根 树 的 每 个 顶点 以 存 取 数据 的 算法 。 
将 描述 几 个 重要 的 访问 有 序 根 树 的 所 有 项 点 的 算法 。 有 序 报 树 也 可 以 用 来 表示 各 种 类 
型 的 表达 式 ， 比 如 由 数字 、 变 量 和 运算 所 组 成 的 算术 表达 式 。 对 用 来 表示 这 些 表 达 式 的 有 序 


一 
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根 树 来 说 ， 它 的 顶点 的 一 些 不 同 的 列表 在 这 些 表 达 式 的 求 值 中 是 有 用 处 的 。 


8.3.2 通用 地 扯 系 统 


遍历 有 序 根 笠 的 所 有 顶点 的 过 程 ， 痢 依 束 于 儿 于 的 顺序 。 在 有 序 根 树 里 ,一 个 内 点 的 儿 
子 从 左 向 右 地 显示 在 表示 这 些 有 同 图 的 图 形 里 。 

将 描述 一 种 完全 地 排序 有 序 根 树 顶 点 的 方法 。 为 了 产生 这 个 顺序 ， 必 须 首先 标记 所 有 的 
顶点 。 如 下 递归 地 完成 这 件 事 。 

1. 用 整数 0 标记 模 。 然 后 用 1，2，3，… ,此 从 左 向 右 标 记 它 的 个 儿子 {在 1 屋 上 )。 

2. 对 在 nx 层 上 带 标 记 A 的 每 个 山 点 ws， 按照 从 左 问 右面 出 它 的 不 , 个 儿子 的 顺序 ， 用 

4.1， 点 .2…， 点 ,标记 它 的 友人 个 儿子 。 

遵循 这 个 过 程 ， 对 ? 演 1 来 说 ， 在 ” 层 上 的 项 点 岂 标记 成 zi-zra.…xzrn， 其 中 从 根 到 
的 唯一 通路 经 过 工 层 的 第 zi 个 预 点 ， 经 过 2 层 的 第 zz 个 项 点， 依次 类 排 。 这 样 的 标记 称 为 
根 酝 的 通用 地 址 系统 。 

可 以 利用 顶点 在 通用 地 址 系统 型 的 标记 的 字典 顺序 来 完全 地 排序 这 些 顶 点 。 蔡 存在 
i (Di 满足 T= Ye T= Yo Ts 并 且 X,Y; 或 者 车 nn 之 zw 并且 对 
i 二 1 ，2，… ,7 来 说 x 二 %y， 那么 标记 着 zz 的 顶点 就 小 于 标记 着 y1 .yy 的 顶点 。 


例 1 在 如 图 8-20 扶 示 的 有 序 根 树 的 项 点 的 券 边 ， 显 示 出 通用 地 址 系统 的 标记 。 这 些 
标记 的 字典 顺序 是 
0<1<t.I<1.2<1.3<2<3<3.1<3.1.1<3.1.2<3.2.2.1<3.1.2.2 


E31.2.3c3,1.2.4<3.1,.3<3.2< 4 4.1< S51<5.1.]< .2 53.4. 图 
0 
] 2 3 4 3 
Ll 12 13 - 32 41l 了 | 52 53 
3.1,1 i 5.1.1 


3.12.1 | 3.1.2.3 | 
EN 3.1.2.4 


图 8-20 有 序 根 树 的 通用 地 址 系统 


8.3.3 遍历 算法 
系统 地 访问 有 序 根 树 每 个 丁点 的 讨 程 都 称 为 遍历 滤 法 。 将 描述 三 个 最 常用 的 这 种 算法 : 


ei 
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前 序 遍 上 扎 、 中 序 遍 所 和 后 序 遍 历 。 这 些 算法 每 个 都 可 以 递归 地 定 闪 。 首 先 定 义 前 序 凯 历 。 

定 匀 1 设 了 是 带 根 x 的 有 序 根 树 。 车 工 只 包含 ?， 则 + 是 了 的 前 序 遍 历 。 否 则 ,假定 
T1，Tz，…，T 了 ,是 工时 在 r 处 从 左 向 右 的 子 树 。 前 序 移 历 首 先 访问 r。 它 接着 前 序 凯 历 
T,， 然 后 前 序 遍 历 了 T, ， 依 次 类 推 ， 直 加 前 序 忆 万 了 本, 为 止 。 

蕊 者 应 当 验 证 ， 有 序 根 树 的 前 序 遍历 给 出 与 利用 通用 地 址 系统 所 得 出 的 顺序 相同 的 预 点 
顺序 。 图 8-21 说 明 如 和 何 执 行 前 序 浪 历 。 

下 面 的 例子 说 明 前 序 遍 历 。 

例 2 前 序 遍 历 以 什么 顺序 访 阿 图 8-22 所 示 的 有 序 根 树 里 的 项 点 ? 


F 


第 1 步 :访问 7 


第 2 步 第 3 步 第 m+1 步 
以 前 序 以 前 序 以 前 序 
访 癌 7。 访问 普 Lm 
图 8-21 前 序 遍 历 图 8-22 有 序 根 树 工 


解 T 的 前 序 遍历 的 步骤 显 水 在 图 8-23 里 。 这 样 以 前 序 来 遍历 工 ， 首 先 列 出 根 e， 接 
着 依次 是 带 根 的 子 树 的 前 序列 表 ， 带 根 ec 的 子 树 〔〈 它 只 有 ec) 的 前 序列 表 ， 和 带 根 si 的 子 
树 的 前 序列 表 。 

布 根 &5 的 子 树 的 前 序列 表 首 先 列 出 5， 再 以 前 序列 出 带 根 e 的 子 树 的 顶点 ， 然 后 以 前 序列 出 
带 根 的 子 树 ( 它 只 有 让 的 顶点 。 带 根 a 的 子 树 的 前 序列 表 首 先 列 出 过， 接着 是 带 根 & 的 子 树 
的 前 序列 表 ， 接 着 是 带 根 上 的 子 树 ( 它 只 有 有 )}， 接 着 是 市 根 i 的 子 树 ( 它 只 有 1 

带 根 e 的 子 树 的 前 序列 表 首 先烈 出 。， 接 着 是 带 根 7 的 于 树 ( 它 只 有 7) 的 前 序列 表 ， 
接着 是 带 根 & 的 子 树 的 前 序列 表 。 带 根 g 的 子 树 的 前 序列 表 是 g 接着:， 接 着 是 rr。 带 根 必 
的 子 树 的 前 序列 表 是 下 下，D， 户 。 所 以 ， 工 的 前 序号 押 是 和 ， 下 ，e，j， 上， hn ， 0, 办， 
ts Gy Ws Es Ls Ws hy 28 辆 

现在 定 尽 中 序 和 遍历。 

定 尽 2 设 工 是 带 根 > 的 有 序 根 树 。 答 个 只 包含 r， 则 了 是 了 的 中 序 澳 历 。 理 则 ， 盘 定 
Ti ，7T，…， 了 ,是 工 里 在 y 处 从 堪 向 右 的 子 树 。 中 序 电 有 历 首 先 以 前 序 遍 押 Ti， 然后 访问 
r。 它 接着 中 序 遍 历 本 ， 依 次 类 推 ， 直 到 中 序 表 历 了 下 , 为 止 。 

图 8-24 说 明 如 和 何 执行 中 序 遍 历 。 

下 面 的 例子 说 明 中 序 遍 历 是 如 何 完 成 的 。 

例 3 中 序 遍 历 以 什么 顺序 访问 图 8-22 所 示 的 有 序 根 树 里 的 顶点 ? 

解 了 的 中 序 遍 历 的 步 允 显示 在 图 8-25 里 。 中 序 遍 历 首 先是 带 根 4 的 子 树 的 中 序 允 
历 ， 热 后 是 根 a， 带 根 c 的 子 树 《〈 它 只 有 e) 的 中 序列 表 ， 和 带 根 gd 的 子 树 的 中 序列 表 。 
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前 序 渔 历 : 访问 根 
以 左 到 右 访 介子 树 


or 由 hn 
虽 者 人 
内 
如 bb & 1 mm i 
才学 各 费 举 生生 
a pe :tt no pe dg | mm hb i 
需 


图 8-23 工 的 前 序 沉 历 


访问 妨 访问 了; 访问 Th 


图 8-24 中 序 稳 夯 
带 根 的 子 树 的 中 序列 表 ， 首 先是 带 根 e 的 子 树 的 中 序列 表 ， 然 后 是 根 5， 以 及 f。 带 根 4 
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中 序 油 上 央 : 访 回 最 
无 子 糙 ， 沪 局 根 ， 
从 去 到 右 访 呵 其 
他 子 树 


| 要 


~ 
名 
加 
的 
一 
过 


! 
了 
汝 和 间 本 


ae nk pF bb 1 a ce | 
日 三 和 砷 呈 学 和 夫 昌 电量 


帮 的 
演说 
达 二 
必 注 
用 一 


图 38-25 工 的 中 序 遍 历 

的 子 树 的 中 序列 表 ， 首 先是 带 根 g 的 子 衬 的 中 序列 表 ， 接 着 是 根 &， 接 者 是 hn ， 接 着 是 1。 

带 根 。 的 子 树 的 中 序列 表 ; ， 接 着 是 根 。， 接 着 是 带 根 & 的 子 树 的 中 序列 表 。 带 根 g 的 
子 树 的 中 序列 表 是 5 ，g&， 燥 。 带 根 上 的 子 树 的 中 序列 表 是 m， 吉 ，o， 户 。 所以， 这 个 根 禁 的 
中 序 坊 有 历 是 j，&,， nn 上 尺 ，0， p, bb, Fas cy d,s, gr Mm, dd, hh, io 团 

下 塞 是 后 厚 遇 历 的 定居 。 

定 淡 3 设 工 是 带 根 > 的 有 序 根 树 。 若 了 只 包含 rx, 则 > 是 本 的 后 序 遍 历 。 否 则 ， 假 定 
7 ，T，…，T, 是 工 里 在 > 处 从 左 向 右 的 子 树 。 后 序 遍 历 首 先后 序 遍历 Ti ， 然 后 后 序 逻 


历 Ti ，…， 然 后 后 序 遍历 T, ， 最 后 访问 r。 
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图 8-26 说 明 后 序 壳 历 二 如 何 执行 的 。 下 面 的 例子 说 明 后 序 遍 历 如 何 工作 。 


例 4 后 太志 历 以 什么 顺序 访问 图 8-322 所 示 有 了 订 ” 第 a+1 步 ; 访问 r 
根 树 里 的 项 点 ? 


解 ” 有 序 根 树 了 的 中 序 遍 历 的 步骤 显示 在 图 8- 
27 中 。 后 太志 历 首 先是 市 要 5 的 于 树 的 后 序 壳 历 ， 
然后 是 带 根 c 的 子 树 ( 它 只 有 c) 的 后 序 遍 历 ， 带 根 
2 的 子 树 的 后 到 遍历 ， 挡 者 是 根 a。 


带 根 5 的 于 树 的 后 序 遍历 首先 巧 带 根 。 的 子 树 的 以 5 训 以 用 he 
后 序 遍 历 ， 接 着 是 f， 接 着 二 根 5。 带 根 4 的 子 树 的 访问 六 访问 7 访问 
后 序 遍 历 首先 是 带 根 g 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 接 着 是 ee 


hh ,接着 是 i， 接 着 是 根 4。 

审 根 e 的 子 树 的 后 序 遍 历 是 i}， 接 
着 是 带 根 的 子 树 的 后 序 这 坊 ， 接 着 
起 根 e。 带 根 g 的 子 树 的 后 夺 遍 历 是 
1:，m ，g。 带 根 屋 的 子 树 的 后 序 珊 历 
是 nh，o， 户 ， 让 。 因 此 ， 根 树 六 的 中 
序 人 遍历 十}，n,， 0o, pp, ke, ff, b, 
c, tt, m, ag, h, i, d, do 国 


存在 一 些 容 易 的 方法 以 前 序 、 中 
序 和 后 序 来 列 出 有 痛 根 树 的 顶点 。 为 
了 这 样 合 ， 言 先 从 根 开 始 围 绕 有 序 根 
树 男 一 条 曲线 ， 如 图 8-28 中 的 例子 
所 示 ， 褒 着 边 移 动 。 可 以 这 样 按照 前 
序 来 列 出 顶点 : 妆 曲 线 第 一 次 经 过 一 
个 顶点 时 ， 就 列 出 这 个 项 点。 可 以 这 
样 按照 中 序 来 列 出 顶点 : 当 曲 线 第 一 
次 经 过 一 个 树叶 时 ， 就 列 出 这 个 桂 
叶 ， 当 曲线 第 二 次 经 过 一 个 内 氮 时 就 
列 出 这 个 内 点 。 可 以 这 样 按照 后 序 来 
列 出 顶点 : 当 曲 线 最 后 一 次 经 过 一 个 | 
顶点 而 返回 这 个 顶点 的 父亲 时 ， 器 列 " 8 
出 这 个 顶点 。 当 在 图 8-28 的 根 树 里 
这 样 做 时 ， 结 果 是 前 序 遍 历 给 出 &， 
bp, d, hh, es Ce ff, ££, 上, i 
中 序 遍 历 给 出 月 ,，d, bb, i, ee, J}， ” 
a， 了，c， 大 ，g， 语序 遍历 给 出 上， 
dd, i js Ps Db, fr RR, gs CC, to 

这 些 以 前 序 、 中 序 和 后 序 遍 历 有 序 根 树 的 算法 ， 最 容易 用 递归 求 表 示 。 


后 序 再 历 : 从 正 到 在 
访问 子 树 ， 访 同根 


量 拉 
看 2 
刀 
己 


此 总 
日 
| 

| 
日 
只 

到 
三 tm 

-=p 
生 多 


看 
| 
鼎 
Ld 
| 一 ， 
日 局 


图 8-.27 械 的 后 序 济 历 
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图 8-23 以 前 序 、 中 序 御 后 序 遍 盖 
有 序 根 树 的 快捷 方法 


算法 1 前 序 遍历 
procedure preorder 【 工 ， 有 序 根 树 ) 
r 研 的 根 
列 出 > 
for 从 左 到 右 的 > 的 每 个 儿子 = 
begin 
T(c)= 以 c 为 根 的 子 树 
preorder( T(c)) 


| 


| 算法 2 中 序 遍 历 
procedure inorder{ 工 :有 序 根 树 ) 
~ 二 了 的 要 

if > 是 树叶 then 列 出 > 


心 ]se 


begin 

i = 从 左 到 右 的 + 的 第 一 个 儿子 

T():= 以 ! 为 根 的 子 树 

inorder( T (7)) 

列 出 > 

for 除了 外 从 并 到 右 的 > 的 每 全 儿子 上 
Tc) 一 以 < 为 根 的 子 树 
inorder(t 了 人 让 
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算法 3 后 序 遍历 
procedure Postorcer( 工 :有 序 根 树 ) 
:一 了 的 根 
for 从 左 到 右 的 的 每 个 儿子 < 
begin 
Ttci= 以 ce 为 根 的 子 枯 
postorcder ( Tic)) 
end 


列 出 > 


8.3.4 中 扫 、 前 繁 和 后 丝 记 法 


可 以 用 有 序 树 来 表示 复杂 的 表达 式 ， 比 如 复合 命题 ， 集 合 的 组 合 ， 专 及 算术 表达 去。 例 
如 ， 考 虚 由 运算 + 《加 )、- 《 减 )、* 【和 匀 )、”( 除 ) 和 + (各 所 组 成 的 算术 表达 式 的 表 
示 。 将 用 括号 来 指出 运算 次 序 。 有 序 根 树 可 以 用 来 表示 这 样 的 表达 式 ， 其 中 内 轧 表 示 运 算 ， 
树叶 表示 变量 或 数字 。 每 个 运算 都 作用 在 它 的 左 子 树 和 和 右 子 树 上 《以 这 个 响 序 )。 


例 5 表示 表达 式 ((xz 二 y) 2)+((z 一 4)/3) 的 有 疗 根 树 是 什么 ? 


解 ”这 个 表达 式 的 二 叉 权 可 以 自 底 向 上 来 攀 造 。 首 先 ,构造 表达 式 x + y 的 子 树 。 然 后 
把 这 个 子 树 作 为 表示 (z+y)*2 的 更 大 子 树 的 一 部 分 。 同 样 ,构造 表达 式 x -4 的 子 树 ,然后 
加 入 这 个 子 树 到 表示 (x -4)/3 的 子 树 里 。 最 后 组 合 表示 (x + y) 12 和 (xz 一 4)/3 的 子 树 , 形 
成 表 永 {(z 十 y) 不 2))+ ((z 一 4)/3) 的 有 序 根 树 。 这 些 步 骤 显 示 在 图 8-29 里 。 辆 


图 有 -29 表示 fx+32)+tc 一 4 的 二 办 怪 


对 表示 一 个 表达 式 的 二 叉 树 的 中 序 遍 历 ,产生 原来 的 表达 式 , 其 中 元 素 和 运算 都 是 按 它 们 
原来 的 出 现 次 序 ,例外 的 是 一 元 运算 ,它们 紧 随 运算 对 象 。 例 如 ,图 8-30 里 的 二 又 树 分 别 表示 
表达 式 (z+y)Arzt+3),(z+(yxz))+3 和 zhoz+3)), 对 它们 的 中 序 遍 历 都 得 出 中 角 
表达 式 x + yxr+3。 为 了 让 这 样 的 表达 式 无 二 义 性 ,每 当 遇 到 运算 时 ,就 有 必要 在 中 序 谢 历 
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里 包含 扫 号 。 以 这 种 方式 获得 的 带 完整 括号 的 表达 式 称 为 是 中 组 形式。 
| 八 八 

pd DS / \ / AN 

八 八 入 八 


图 8-30 表 沁 (x tyjArt3) (rtfty/r)}+3 和 xz 工 +CyAtzt+3)) 的 根 树 


当 以 前 序 这 历 表达 式 的 根 树 时 ， 就 获得 它 的 前 组 形 + - ，235/，+1234 
式 。 写 成 前 缀 形式 的 表达 式 称 为 是 波兰 记 法 ， 它 是 根据 ee 
逻辑 学 家 扬 卢 卡 锡 维 芯 来 命名 的 (其实 他 是 乌克兰 
人 而 非 波兰 人 )。 前 缀 记 法 下 的 表达 式 (其 中 每 个 运算 + -1235/84 
都 有 规定 的 运算 对 象 数 ) 是 无 二 义 性 的 。 对 这 个 事实 的 ee 
验 让 就 留 给 读者 作为 练习 。 

例 6 ((zx+y)42)+((x 一 4)/3) 的 前 缀 形式 是 什 加 
公 ? 2 让 了 = 由 

解 ”通过 遍历 图 8-29 所 示 的 表示 这 个 表达 式 的 二 . 。,, 

叉 树 ， 就 获得 它 的 前 纺 形 式 。 这 样 就 产生 + 人 + oo 
XYyY2 /I43 中 

在 天 达 式 的 前 毕 形 式 里 ， 二 元 运算 符 (比如 + ) 在 ;1 3 
两 个 运算 对 象 之 前 。 因 此 ， 可 以 从 右 向 左 地 求 前 缀 形式 和 
的 表达 式 的 值 。 当 遇 到 一 个 运算 符 时 ， 就 对 在 这 个 运算 不 达 式 的 值 : 3 


右 近 紧 接 着 的 两 个 运算 对 象 执行 相应 的 运算 。 另 外 ， 每 图 8-31 类 -- 个 前 沟 表 法 趟 的 人情 
当 一 个 运算 执行 时 ， 就 认为 结果 是 新 的 运算 对 象 。 

例 7 前 缀 表达 式 + 一 * 235/ 人 + 不 234 的 值 是 什么 ? 

解 ” 从 右 问 左 地 求 这 个 表达 式 的 值 所 用 的 步骤 ， 以 及 用 右边 的 运算 对 象 执行 的 运算 ， 可 
图 8-31 所 示 。 这 个 表达 式 的 值 是 3。 图 

通过 后 序 启 历 表达 式 的 二 叉 树 ， 就 获得 它 的 后 缓 形式。 写成 后 缀 形式 的 表达 式 称 为 是 道 
波兰 记 法 。 闻 波 兰 记 活 下 的 表达 式 是 无 二 义 性 的 ， 所 以 不 需要 揪 导 。 对 这 个 事实 的 验证 留 给 
读者 。 


Ta 中 扬 : 户 卡 锡 维 世 (jJan Lukasiewicz,1878 一 1956) 卢 卡 锡 维 芯 出 生 在 勒 活 ,在 填 活 大 学 学 导 并 开始 职业 生涯 。 后 
-“” 米 他 转 到 华沙 任教 拥 职 务 。 在 第 一 次 世界 大 战 后 ,他 被 任命 担任 在 都 柏林 的 皇家 爱 尔 六 学 院 的 联 务 。 卢 卡 钢 维 英 汪 
作 在 名 值 逻辑 的 额 域 里 ;他 存 1921 年 关于 三 全 专辑 的 论文 是 对 这 个 题目 的 重要 页 献 。 不 过 ,在 数学 界 他 最 著名 的 是 因为 他 
引 人 人 了 无 括 导 记 法 ,现在 称 为 波兰 记 法 。 
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例 8 ((z+y) 丰 2)+ (fxr 一 4}73) 的 后 绎 形式 是 什么 ? 7 了 2 3 * - 41 9 3 /+ 
解 ”这 个 表达 趟 的 后 级 形式 是 这 样 获 得 的 : 执行 图 人 
8-29 所 示 的 表示 它 的 二 叉 树 的 后 序 遍历 ， 这 样 就 产生 ER 
后 郑 表达 式 下 ww 2 4 一 37 二 。 | | 和 
了 一 看 = 
在 表达 式 的 后 组 形式 里 ， 一 元 运算 是 在 它 的 两 个 运 
算 对 象 之 后 。 所 以 ， 为 了 从 一 个 表达 云 的 后 缀 形式 来 求 [| 4 TT 引信 + 
它 的 值 ， 就 从 左 向 右 进行 ， 每 当 一 个 运算 符 眼 在 两 个 运 1 
算 对 象 后 面 时 ， 就 执行 这 个 运算 。 在 一 个 运算 执行 之 
后 ， 这 个 运算 的 结果 就 成 为 一 个 新 的 运算 对 象 。 I 
例 9 后 绎 表达 式 723 * 一 4 不 93/+ 的 值 是 973=3 
和 证 么 ? 
解 ” 如 图 8-32 所 示 , 求 这 个 表达 式 的 值 所 用 的 步 I 
又 是 这 桩 的 ; 从 左边 开始 ， 当 两 个 运算 对 象 后 面 接着 一 Da 
个 运算 符 时 ， 就 执行 这 个 运算 。 这 个 表达 式 的 值 图 8-32 求 -. 个 后 锡 表 达 式 的 值 
是 4。 是 


根 树 可 以 用 来 表示 其 他 类型 的 表达 式 ， 比 如 那些 玫 示 复合 命题 和 集合 组 合 的 表达 式 。 在 
这 些 例子 里 出 现 比 如 命题 否定 这 样 的 一 元 远 算 。 为 了 表示 这 样 的 运算 符 及 其 运算 对 象 ， 就 用 
顶点 表示 运算 符 并 且 用 这 个 项 点 的 儿子 震 示 运算 对 象 。 

例 10 求 表示 复合 命题 ("(pAc))e pVY 9) 的 有 序 根 树 。 然 后 用 这 个 根 树 求 这 个 表 
达 式 的 前 级 、 后 级 和 中 组 形式 。 

解 ” 这 个 复合 命题 的 有 序 根 树 是 自 底 向 上 地 构 和 寺 的。 首先， 构造 请 和 悦 的 于 树 (其 
中 把 - 妆 关 一 元 运算 符 )。 男 四 ， 构造 pAg 的 子 树 。 然后 构造 了 {pA a) 和 (了 了 pp)Y(7T9) 的 
子 树 。 最 后 ， 用 这 两 个 子 树 来 构造 最 终 的 根 树 。 这 个 过 程 的 步骤 显示 在 图 8-33 里。 


图 8-33 构造 一 个 复合 命题 的 根 树 


这 个 入 达 式 的 前 缕 .后妈 和 中 缀 形式 是 这 样 求 出 的 ;分 别 以 前 序 .后 序 和 中 序 壳 历 这 个 根 
树 ( 所 合 括 号 )。 这 些 遍历 分 别 给 出 二 mA pgV Tp Tg pgA7Tp Tg 全 和 (人 产 太 GE 让 证 
(( hp)VIn9))o 是 
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因为 前 红 表 达 式 和 和 后缀 表达 式 者 是 无 二 义 性 的 ， 而 且 因 为 不 用 来 回 扫描 就 容易 求 出 它们 
的 值 ， 所 以 它们 在 计算 机 科学 里 大 并 使 用 。 这 样 的 表达 式 对 编译 器 的 构造 是 特别 有 用 的 。 


练习 


在 练习 1~3 中 ， 对 给 定 的 有 序 查 俐 来 构造 通用 地 址 系统 - 然后 利用 这 个 前 用 地 址 系统 
来 排序 使 用 顶点 标记 的 字典 顺序 的 硕 点 。 


. 假定 在 有 序 根 树 丁 里 而 点 vv 的 地 址 是 3,4.5.2.4。 
a) vu 是 在 哪 一 层 ? 
b) wv 的 父亲 的 地 考 是 杆 么 ? 
c) 的 兄弟 最 少 有 多 少 ? 
d) 若 具有 这 个 地 址 ， 那 么 在 荆 里 最 少 可 能 有 和 多少 个 硕 点 ? 
e) 求 其 他 必然 出 现 的 地 址 。 
5. 假定 在 有 序 根 树 本 里 地 址 最 太 的 项 点 的 地 址 星 2.3.4.3.1。 蚌 否 有 可 能 确定 本 里 的 观点 数 ? 
6. 有 序 根 树 的 树叶 能 否 具 有 下 面 的 通用 地 址 表 ? 者 能 ， 则 构造 出 这 样 的 有 序 根 树 。 
al 1.1.1, 1.1.2, 1.2, 2.1.1.1, 2.1.2, 2.1.3, 2.2, 3.1.1, 3.1.2.1, 3.1.2.2, 3.2 
b) 1.1, 1.2.1, 1.2.2, 1.2.3, 2.1, 2.2.1, 2.3.1, 2.3.2, 2.4.2.1，, 2.4.2.2, 
3.1, 3,2.1, 3.2.2 
ey 1 Yoel T2222 lr Ld 2 ils 202 dllsl 


在 练习 7~9 中 ， 确 定 前 序 遍 历 访 间 所 给 的 有 序 根 树 的 顶点 的 序列 。 


= 
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10. 便 用 中 序 议 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 7 中 有 序 和 根 树 的 顶点 ? 
11. 使 用 中 序 庆 历 ， 以 什么 硕 序 访问 练习 8 中 有 序 根 椅 的 顶点 ? 
12. 使 用 中 序 遍 历 ， 以 什么 顾 序 访问 练习 9 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
13. 使 用 中 序 澳 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 7 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
14. 使 用 中 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 8 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
15. 使 用 后 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 9 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
16. 用 二 叉 树 来 表示 表达 式 ((z+2) 下 3) < (fy 一 (3 二 之 )) 一 和 。 
17. 把 练习 16 中 的 表达 式 写 成 
a) 前 缀 记 法 bj 后 缠 记 法 c) 中 级 记 甘 
18. 用 二 久 树 来 表示 表达 式 (x+xy)t+t(xA/y) 和 z+((xy+ zr)/y)。 
19. 把 练习 18 中 的 表达 式 写 成 
a) 前 缀 记 法 b) 后 统 记 法 c) 中 统 记 法 
20. 用 有 序 根 树 来 表示 复合 命题 (pAg}yo(7Tpy "9) 和 {pA(lgm7p))V go 
21. 把 练习 20 中 的 表达 式 写 成 
a) 前 组 记 法 b) 上 后缀 记 法 c》 中 缀 记 法 
22. 用 有 序 根 树 来 表示 (A 门 B)-(AUtB- A))。 
23, 把 练习 22 中 的 表达 式 写 成 
a) 前 缀 记 法 b) 后 缀 记 法 c) 中 缀 记 法 
"24. 能 够 用 多 少 种 方式 给 字符 串 -pA gm-7pVY 9g 完全 加 上 括号 以 便 产 生 中 统 表 达 式 ? 
"25, 能 够 用 多 少 种 方式 给 字符 惠 A 门 B 一 AUB- A 完全 加 上 括号 以 便 产 生 中 缀 表达 式 ? 
26. 画 出 下 面 用 前 缀 记 法 所 写 的 每 个 算术 表达 式 所 对 应 的 有 序 根 树 。 然 后 用 中 纺 记 法 来 瑟 每 
个 表达 式 。 
a) + ¥+ -53214 | cj x A93+ #2476 
27 .下面 每 个 前 缀 表达 式 的 值 是 什么 ? 


a) — ¥# 2/843 b) + — x33*425 
c) + 一 不 32+ 相 23/6-42 d) # 十 3 十 3 不 守 十 333 


28, 下 面 每 个 后 织 表 达 式 的 值 是 什么 ? 
ay521 一 -314+ + bo93/5+72— # c) 32x#2 半 53 一 847x 一 

29, 构造 前 序 遍 历 为 e,， 户 ， 让 ，c，P， 下，i， 过 ，e，1, 友之 的 有 序 根 树 ， 其 中 ce 有 + 个 
儿子 ,ec 有 3 个 儿子 , ;7 有 2 个 儿子 ,，5 和 都 有 1 个 儿 于 ， 所 有 其 他 顶点 都 是 树 
叶 。 

“30 . 证 明 : 当 规 定 了 有 序 根 树 的 前 序 记 历 所 生成 的 顶点 列表 ， 并 且 规 定 了 每 个 顶点 的 儿子 
数 时 ， 这 个 有 序 根 本 是 瞧 一 确定 的 。 

"31 . 证 明 : 当 规 定 了 有 序 根 树 的 后 序 说 历 所 生成 的 顶点 列表 ， 并 有 旦 规定 了 每 个 硕 点 的 儿 于 
数 时 ， 这 个 有 序 根 树 是 唯一 确定 的 。 

32. 证 明 : 下 面 所 示 的 两 个 有 序 根 树 的 前 序 遍 历 产生 相同 的 顶点 列表 。 注 意 这 个 结果 不 与 练 
习 30 中 的 命题 相 牙 盾 ， 因 为 在 这 两 个 有 序 和 根 树 里 内 点 的 儿 于 数 是 不 同 的 。 
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33. 证 明 : 下 面 所 示 的 两 个 有 序 根 树 的 后 序 遍 历 产生 相同 的 顶点 列表 。 注 意 这 个 结果 不 与 练习 31 
中 的 命题 相 了 矛盾 ， 因 为 在 这 两 个 有 序 根 树 里 内 点 的 儿子 数 是 不 同 的 。 


立 品 


在 一 组 符号 和 一 组 二 元 运算 符 上 用 前 缀 记 法 表示 的 合式 公式 是 用 下 面 的 规则 来 递归 地 定义 的 ; 
(i) 着 xz 是 符号 ， 则 x 是 用 前 级 亿 法 表示 的 合式 公式 ， 
(ii) 车 羡 和 YY 痢 是 合式 公式 并 且 * 是 运算 符 ， 则 * XY 是 合式 公式 。 

34. 下 列 哪些 公式 是 在 符号 |+，y，x| 和 二 元 运算 符 集 | x ，+ ，o| 上 的 合式 公式 ? 
aA) X+++ rye boryX re Cc) XorrzxX Xry dd)} XxX +orrorrer 

"35 . 证 明 ; 在 一 组 符号 和 一 组 二 元 运算 答 上 用 前 缀 记 法 表示 的 任何 合式 公式 所 和 包 会 的 符号 
数 都 比 运算 符 数 从 好 多 一 个 。 

36. 弟 出 在 一 组 符号 和 一 组 二 元 运算 符 上 用 后 统 记 法 表示 的 合式 公 戈 的 是 尺 。 

37. 络 出 在 符号 集 |x，y，z| 和 和 二 光 送 算 符 集 |，+，o 上 机 3 个 或 3 个 以 上 运算 符 
的 用 后 缀 记 法 表示 的 合式 公式 的 6 个 例 于 。 

38. 把 用 前 绎 沁 法 表示 的 合式 公式 的 定 认 推 广 到 这 样 的 符号 集 和 运算 符 集 七 ， 其 中 运算 符 可 
能 不 是 二 元 的 。 


8.4 树 与 排 友 


对 一 个 集合 里 的 欧 素 排序 的 问题 出 现在 许多 场合 里 ， 例 如 ， 为 了 产生 打印 的 电话 目录 ， 
就 有 必要 以 字母 顺序 来 排列 用 户 姓名 。 
Sa 假定 存在 着 一 个 集 含 里 的 元 素 之 间 的 全 序 。 起 初 一 个 集合 里 的 元 素 可 能 处 在 任意 顺序 
<” 里 。 排 序 就 是 重新 排列 这 些 元 素 形成 一 个 列表 ， 其 中 欧 素 都 以 升序 排列 。 例 如 ， 对 列 
表 7，2，1，4，5, 9 的 排序 就 产生 出 列表 1，2，4，S$3，7，9。 对 列表 9, 及 ，c，4， 了 的 


CO- ?Tr py. re He La -i vaa 陋 
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排序 【利用 字母 序 ) 就 产生 出 列表 a, ec, a, ff, ho 

计算 机 使 用 中 占有 很 大 百分比 的 是 用 来 排序 各 种 各 样 的 东西 。 因 此 , 已 经 投入 很 多 努力 
米 发 展 有 效 的 排序 算法 。 在 本 节 里 ， 将 讨论 几 个 排序 算法 和 它们 的 计算 复杂 性 。 在 本 节 里 将 
看 到 用 树 来 描述 排序 算法 ， 并 且 用 在 这 些 算法 的 复 条 性 分 析 里 。 


8.4.2 排序 的 复杂 性 


已 经 发 展 了 许 老 不同 的 排序 算法 。 为 了 确定 一 个 有 具体 的 排序 算法 是 和 否 有 效 ， 要 确定 这 个 
算法 的 复 尿 性 。 用 树 作 为 模型 ， 可 以 求 出 排序 算法 的 最 坏 情 形 复杂 性 的 下 界 。 

n 个 元 素 有 za! 种 可 能 的 排序 ， 这 是 因为 这 些 元 索 的 了 1! 种 排列 每 一 个 部 可 以 是 正确 的 
顺序 。 将 研究 的 排序 算法 郁 是 基于 二 丸 比 较 ， 即 一 次 比较 两 个 元 素 ,， 每 次 这 样 的 比较 都 缩小 
了 可 能 的 排序 集合 。 因 此 ， 基 于 二 叉 比 较 的 排序 算法 可 以 表示 成 二 及 决策 树 ， 其 中 每 个 内 点 
表示 两 个 元 素 的 一 次 比较 。 每 个 树叶 表示 x 个 元 素 的 wx! 种 排列 中 的 一 种 。 


例 1 在 图 8-34 里 显示 排序 列表 ee，8，rc 里 元 素 的 决策 树 . 国 
六 所 dh 


oe | Ce [ae | Core) 
pre 


bc rT FE Ef 


图 8-34 排序 二 个 不 同 元 紊 的 次 策 笠 
对 基于 二 及 比较 的 排序 来 说 ， 其 复杂 性 是 通过 所 用 的 二 义 比 较 的 次 数 来 度量 的 。 排 序 有 
n 个 元 素 的 列表 所 需要 的 最 多 比较 次 数 就 给 出 了 这 个 算法 的 最 坏 情 形 复 水 性。 所 用 的 最 多 比 
较 次 数 等 于 表示 这 个 排序 过 程 的 决策 树 中 最 长 路 径 的 长 度 。 换 句 话 说 ， 所 需要 的 最 多 比较 次 
数 等 于 这 个 决策 树 的 高 度 。 因 为 带 z1 个 树叶 的 二 丸 树 的 高 度 至 少 是 [logz 1 (利用 8.1 节 
推论 1)， 所 以 下 曾 定 理 1 表明 至 省 需要 [logn1] 次 比较 。 


定理 1 基于 二 又 比较 的 排序 算法 至 少 需 紧 [log n!1] 次 比较 。 


根据 8.1 节 例 5， 得 出 filogn1] 是 口 (njoga)。 事 实 上， 对 站 >4 来 说 它 大 于 nlogn /4 
( 见 练 习 18)， 所 以 用 比较 作为 排序 手段 的 排序 算法 都 没有 优 于 O(nlogn ) 的 最 坏 情 形 时 间 复 
杂 人 性 。 因 此 ， 若 一 个 排序 算法 具有 Ofnlogni) 的 时 间 复 妹 性 , 则 它 就 是 尽 可 能 地 有 痪 有 的 (在 时 


间 复 杂 性 的 大 O 估计 的 意义 下 )。 
8.4.3 置 泡 排序 


ws 冒 泡 排 序 是 最 简单 的 排序 算法 之 一 ， 但 不 是 最 有 效 的 排序 算法 之 一 。 它 把 一 个 列表 这 
sw 样 排列 成 升序 ， 相继 地 比较 相 邻 的 元 素 ， 若 它们 顺序 不 对 ， 则 交换 它们 。 为 了 完成 骨 
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泡 排 订 ， 从 表 头 开始 执行 基 机 操作 ， 即 交换 一 个 较 大 元 素 与 它 后 面 的 较 小 元 素 ， 对 整个 列表 
完全 执行 一 遇 。 让 这 个 过 程 选 代 ， 直 到 排序 宣告 完成 为 止 。 可 以 想象 把 表 里 的 元 素 排 成 垂直 
一 列 。 在 冒 泡 排序 里 ， 当 交换 较 小 的 元 紊 与 较 大 的 元 素 时 ， 较 小 的 元 素 就 “ 崩 泡 ”到 硕 上 。 
较 大 的 元 紊 则 “下 沉 ” 到 床下 。 在 下 面 的 例 了 于 里 对 此 进行 说 明 。 


例 2 用 冒 泡 排序 把 3, 2,，4，1,，5 排列 成 升序 。 
解 ”首先 比较 前 两 个 元 素 3 和 2。 因 为 第 1 遍 C: 2 2 
2 


2 
3>2， 所 以 变换 了 与 2， 产生 列 表 2，3， 4 3 3 
4，1，5。 因 为 3 之 4， 所 以 继续 比较 4 和 和 4 4 r | 
1。 因 为 4>1， 所 以 区 换 4 与 1， 产 生 1 | 1 ( 
列表 2，3，1,， 4，5。 困 为 4 过 SS， 抽 5 S 5 $ 


以 第 1 涡 就 完成 了 。 第 1 遍 保 证 最 大 元 
素 5 是 在 正确 位 置 上 。 : 
第 2 坦 首 先 比 较 2 和 3。 因 为 这 两 个 数 。 第 2 这 《: 2 2 
| 


是 在 正确 顺序 里 ,所 以 比较 3 和 1。 因 为 3 : C 
>1， 所 以 交换 这 两 个 数 ， 产 生 2，1，3， C 
4，5。 因 为 3 之 4， 所 以 这 两 个 数 是 在 正 4 4 a 
确 顺 序 里 。 对 这 一 这 来 说 没有 必要 去 做 
更 多 的 比较 ， 因 为 5 已 经 是 在 正确 位 置 
上 ，。 第 2 遍 保 证 两 个 最 大 元 素 4 各 $5 部 
第 3 遍 2 

是 在 正确 位 置 上 。 

第 3 遍 首先 比较 2 和 1。 因为 2>1， | ( 
所 以 交换 这 两 个 数 ， 产生 1，2,，3，4,，5。 - 
国 为 23， 所 以 这 两 个 数 是 在 正确 顺序 里 。 
对 这 一 遍 来 说 没有 必要 去 做 更 多 的 比较 ， 
因为 4 和 5 都 已 经 在 正确 位 置 上 。 和 第 3 裔 
保证 三 个 最 大 元 素 3，4， 和 5 都 是 在 正确 
位 置 上 。 人 : 作 一 次 交 抽 


较 。 因 为 1<2， 所 以 这 两 个 数 是 在 正确 顺 ( : 浆 在 正确 顺序 的 对 


序 里 。 这 样 就 完成 了 镀 泡 排序 。 
这 个 算法 的 步骤 在 图 8-35 里 说 明 。 。 国 
在 算法 工 里 给 出 冒 泡 排序 的 仍 代 码 。 图 8-35 彤 泡 排 这 的 步 又 
冒 泡 排 序 的 效率 如 何 ? 因 为 在 第 ;人 遍 使 用 ”- ; 次 比较 ， 所 以 在 ”个 元 素 的 列表 的 镶 泡 
排序 里 所 使 用 的 总 比较 次 数 是 


[下 一 1 十 (一 2 十 十 2 十 


这 是 n 一 1 个 最 小 整数 之 和 。 根 据 3.2 节 例 9， 它 等 于 (xn 一 1)wn/2。 所 以 ， 冒 泡 排 序 使 用 x 
(x 一 1) 人 2 次 比较 来 排序 x 个 元 素 的 列表 。，( 注 意 冒 泡 排 序 总 是 使 用 这 么 多 次 的 比较 。 因 为 


第 4 遍 包 括 一 次 比较 , 即 1 和 2 的 上 比 . 
并 
3 


保证 性 在 正确 顾 座 的 色 数 
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即使 在 某 个 中 间 步 双 上 这 个 列表 变 成 完全 排 好 顺序 的 ， 这 个 算法 仍然 继续 进行 。) 因此 ， 届 
泡 排 序 算 法 有 最 坏 情 形 复杂 性 O{m”)。 因 为 对 每 个 正 实数 < 来 说 ,对 某 个 充分 大 的 正 整 数 ”= 
来 说 有 n(n 一 1) 训 2 交 cn tog nn ,所 以 宦 泡 排序 没有 O(n log n) 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 性 。 为 了 
达到 对 最 坏 情 形 复杂 性 的 这 个 最 优 估 计 、 需 要 找 出 另外 一 个 算法 。 


算法 1 久 泡 排序 


procedure pubpblesort {a ,s,Q ) 


for !: := 一] toz 一 1 
bepgin 
for;:=1tonxn-s 
jf a 之 aj+1 then 交 摸 a 与 aj+1 
ertd 


fals… ,tr 为 升序 | 


8.4.4 归并 排序 


i 许多 不 同 的 排序 算法 都 达到 了 排序 算法 的 最 好 可 能 的 最 坏 情 形 复杂 性 ， 即 用 O(nlog = ) 次 
< 比较 来 排序 x 个 元 素 。 在 这 里 将 描述 这 些 算法 中 称 为 归并 排序 算法 的 一 个 算法 。 
在 一 般 地 描述 归并 排序 算法 之 前 ， 将 32469710153 
用 一 个 例子 来 说 明 它 是 如 何 工作 的 。 

例 3 将 用 归并 排序 来 排序 列表 82469 7i0153 
8, 2, 4, 6, 9, 7, 10, 1, $5, 3。 
归并 排序 首先 通过 不 断 地 一 分 为 二 把 8 2.4 69 ?710 1 5 3 
表 分 成 单个 的 元 素 。 这 个 例子 的 子 表 ) /\ /\ /\ 
的 序列 表示 为 图 8-36 上 方 所 示 的 高 /\ 1 /人 ee 
度 为 4 的 平衡 二 叉 树 。 AS 

排序 是 通过 不 断 地 合并 成 对 的 表 
来 完成 的 。 在 第 一 阶段 里 ， 把 成 对 的 3 2 
单个 元 素 合并 成 按 升 序 排 列 的 长 度 为 。。\、/ 
一 的 表 。 然 后 对 成 对 的 表 继 续 进 行 合 2 
并 ， 直 到 整个 家 都 排 成 了 升序 为 目 。 全 WE \/ Lp 
把 这 些 合 并 成 按 舌 序 排列 的 表 的 序列 4 | I 
表示 为 图 8-36 下 方 所 示 的 高 度 为 4 的 
平衡 二 叉 树 (注意 这 个 树 是 “上 下 颐 
倒 ” 显 未 的 )。 本 123456789100 

在 一 般 情况 下 ， 归 并 排序 是 这 样 图 8-36 对 8,2, 4, 6 9， 7， 10，1，5, 3 的 归并 排序 


进行 的 : 反复 地 把 表 分 成 长 度 相等 的 
两 个 子 表 《 或 者 其 中 一 个 子 表 比 另 一 个 子 表 多 一 个 元 素 )， 直 到 每 个 子 表 包 含 一 个 元 素 为 止 。 这 


7 i0 


2409 ] 357 10 
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些 子 表 的 序列 可 以 表示 成 平衡 的 二 久 树 。 这 个 这 程 这 样 继 续 进 行 : 不 断 邮 合并 或 对 的 子 表 ， 
其 中 的 两 个 列表 者 是 按 升 序 排列 的 ， 把 它们 合并 成 元 素 都 是 按 升 序 排列 的 较 大 的 列表 ， 直 草 
原来 的 列表 排 成 升序 为 止 。 这 些 合并 的 子 表 的 序列 可 以 表示 成 平衡 的 二 广 树 。 

也 可 以 并 归 地 描述 归并 排序 。 为 了 作 归 并 排序 ， 把 表 分 成 大 小 相等 或 近似 相 每 的 两 个 子 
表 ， 用 归并 排序 算法 排序 每 个 子 表 ， 然 后 合并 这 两 个 子 表 。 把 出 妇 并 排序 递归 形式 的 完整 
说 明 留 给 读者 。 

为 了 实现 归并 排序 ， 需 要 把 两 个 有 序列 表 合 并 成 更 大 有 序列 表 的 有 效 算 法 。 现 簿 将 描述 
这 样 的 过 程 。 

例 4 描述 如 何 合并 两 个 列表 2，3, 5, 6 和 1，4。 表 7-I 说 明 所 使 用 的 步 枝 。 

表 7-1 合并 已 排序 的 列表 2，3，5, 6 和 1, 4 

第 一 个 别 表 第 一 个 列表 合并 的 列表 比较 


1 


上 和 和 


5 站 
5 6 ] 
5 怕 1 2 
5 6 1 2 
53 避 i 2 3 4 
456 

首先 ， 比 较 两 个 列表 里 的 最 小 元 率 ， 它 们 分 别 是 2 和 1。 因 为 工 较 小 ,所 以 把 它 放 在 合 
并 的 列表 的 开头 ， 并 上 且 从 第 二 个 表 删 除 它 。 在 这 个 阶段 ,第 一 个 表 是 2，3，5，6， 第 二 个 
表 是 4， 组 合 而 成 的 表 是 1。 

其 次 ， 比较 2 和 4， 它 们 是 两 个 表 的 最 小 元 素 。 因 为 2 较 小 ， 所 以 添加 它 到 组 人 台 的 表 ， 
并 有 目 从 第 一 个 表 删 除 它 。 在 这 个 阶段 ， 第 一 个 表 是 3，S5，6， 第 二 个 表 是 4， 组 合 而 成 的 天 
是 1，2。 

继续 比较 3 和 4， 它 们 是 各 自 表 单 的 最 小 元 素 。 因 为 3 是 这 两 个 元 素 中 较 小 的 ， 所 以 添 
加 它 到 组 合 的 表 ， 并 且 从 第 一 个 表册 除 它 。 在 这 个 阶段 ， 第 一 个 表 是 5，6， 第 二 个 表 是 4， 
组 合 而 成 的 表 是 ] ，2，3。 

然后 比较 5 和 4， 它 们 是 两 个 表 里 的 最 小 元 素 。 因 为 4 这 两 个 元 景 中 较 小 的 ， 所 以 添 吉 
它 到 组 合 的 表 ， 并 和 且 从 第 二 个 表 删 除 它 。 在 这 个 阶段 ， 第 一 个 表 是 5,6， 第 二 个 表 是 空 的 ， 
组 全 而 成 的 表 是 1， 2，3,，4。 

最 后 ， 因 为 第 二 个 表 晨 字 的 ， 所 以 第 一 个 表 的 所 有 元 素 可 以 附加 到 组 仿 表 的 后 面 ， 保持 
它们 在 第 一 个 玫 里 的 出 现 顺 序 。 这 样 就 产生 出 有 序 表 1，2，3，4，5，6。 图 

现在 考 虚 合并 两 个 有 序列 表 L 和 工 ; 成 一 个 有 序列 表 工 的 一 般 问题 。 可 以 使 用 下 面 的 过 程 。 
从 空 表 工 开始。 比较 两 个 表 的 最 小 元 素 。 把 这 两 个 元 素 中 较 小 的 放 到 工 后 面 。 并 且 从 它 所 在 的 
表 删 除 它 。 下 一 步 ,， 若 Li 和 LL 有 一 个 是 空 的 ， 则 附 胡 另 一 个 《〈 非 空 ) 表 到 工 ， 这 样 就 完成 了 合 
并 。 车 Li 和 各 工 ; 都 非 空 ， 则 重复 这 个 过 程 。 算 法 2 给 出 这 个 过 程 的 伪 代 码 描述 ， 

在 对 归并 排序 的 分 析 中 ， 将 需要 千 计 合并 两 个 有 序列 表 上 | 和 工 : 所 用 的 比较 次 数 。 对 
于 算法 2 来 说 ， 容 易 得 出 这 样 的 估计 。 每 次 比较 工 ; 的 一 个 元 素 与 上 ; 的 一 个 无 束 ， 把 一 个 
附加 元 素 添 加 到 人 台 并 的 列表 工 中 。 不 过 ， 当 工 ; 或 L; 为 空 时 ， 就 不 需要 更 密 的 比较 卫 。 因 
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此 ， 当 执行 zr +n 一 2 深 比 较 {其 中 mw 和 nn 分 别 是 Li 和 工 , 中 的 元 又 个 数 】 时 ， 算 法 2 处 
于 最 低 的 浆 率 ， 在 Li 和 工 ; 的 每 个 当中 只 剩 下 一 个 元 素 。 下 一 次 比较 将 是 所 需要 的 最 后 一 
次 ， 因 为 这 次 比较 使 得 这 两 个 寄 之 一 为 空 。 因 此 ， 算 法 2 使 用 不 超过 r+ nn 一 1 次 比较 。 下 
面 的 引 理 总 结 了 这 个 值 计 。 
| 算法 2 合并 两 个 列表 
procedure 。 merge( 工 | ,上 L;: 列 表 ) 
LL 汪 空 表 
while 工 | 和 上 , 都 不 是 空 的 
begin 
从 工 ! 和 工 ; 的 第 一 个 元 素 中 删除 较 小 的 一 个 并 且 把 它 放 到 上 后 面 
让 删 队 这 个 元 紊 导 至 一 个 表 为 空 then 从 田 外 一 个 表 删 除 所 有 元 素 
并 且 把 它们 峙 加 到 工 


end 


IL 是 元 率 按 升序 排列 的 合并 的 列表 | 


引 理 1 使 用 不 超过 mx 二 nn 一 1 次 比较 ， 可 以 把 带 xm 个 元 素 和 nn 个 元 素 的 两 个 排序 的 列 
表 合 并 成 一 个 排序 的 列表 。 


有 了 时 使 用 远 远 少 于 mrt+ nn ~ 1 次 比较 就 本 以 合并 耳 个 长 度 为 m 和 和 的 排序 的 列表 。 例 
如 ， 当 如 =1 时 ， 可 以 用 二 义 搜 索 过 程 来 把 第 一 个 表 里 的 这 一 个 元 圳 放 进 种 二 个 表 。 这 只 需 
要 [logn] 次 比较 ， 对 澡 =1 来 说 ,| 小 ogn | 比 束 + rn 一 1=n 小 得 名 。 在 男 一 方面 对 mr 和 
的 某 些 值 来 说 ， 引 理工 给 出 了 最 好 可 能 的 界限 。 即 存在 着 带 有 mx 个 和 nn 个 元 素 的 表 ， 不 能 
用 少 于 mw+ nn 一 1 次 比较 来 合并 它们 。( 见 本 节 末 尾 的 练习 7,) 

现在 可 以 分 析 归 并 排序 的 复杂 性 了 。 民 震 研 究 一 般 问 题 的 是 ， 将 很 定 表 中 的 元 素 个 数 ? 
是 2 的 竹 ， 比 方 说 2”。 这 样 将 使 得 分 析 不 是 赤 复 来 ,但 是 当 实 际 情况 不 是 这 样 时 ， 还 可 以 
懒 各 种 修改 ， 这 些 修 改 将 产生 同样 的 千 计 。 

在 分 解 过 程 的 第 一 阶段 ， 把 表 分 解 成 两 个 子 表 ， 每 个 子 表 都 有 27" ”个 元 素 ， 位 于 分 解 
所 生成 的 树 的 1 层 上 。 这 个 过 程 继续 下 去 ， 把 两 个 带 2” ”个 元 素 的 子 表 分 解 成 四 个 在 2 层 
上 各 有 2” 个 元 素 的 子 表 ， 并 依次 类 推 。 在 一 般 情况 下 ,在 有 -1 工 层 上 有 2 ”个 表 ， 每 个 
表 有 2” *1+! 个 元 素 。 在 一 1 层 上 的 这 些 表 分 解 成 在 庆 层 上 的 2 个 表 ， 每 个 表 有 2™ “个 元 
素 。 在 这 个 过 程 的 最 后 ， 有 2” 个 表 ， 每 个 表 在 m 层 有 一 个 元 素 。 

这 样 来 开始 合并 ; 把 2” 个 有 一 个 元 素 的 表 成 对 地 组 合成 2” 个 表 ， 都 在 mm* 一 1 层 上 ， 
各 有 两 个 元 罕 。 为 了 这 样 做 ， 把 2” “对 有 一 个 元 率 的 表 合 并 。 每 一 对 表 的 合并 需要 怡 好 两 
次 比较 。 这 个 过 程 继 钱 下 去 ， 使 得 在 & 层 上 (= 下 ， 了 iT1， mm-2,… ,3, 2， 1), 2* 个 
各 有 2 下 个 元 素 的 表 侣 并 成 2 1 个 表 ， 各 有 2”*!! 个 元 素 ， 痢 在 -1 层 上 。 鸭 了 这 样 
做 ， 需 要 总 共 2*-! 深 合并 两 个 表 ， 每 个 表 有 2” 不 光 素 。 但 是 ， 根 据 引 理 1， 这 些 合 并 每 
个 都 可 以 用 至 多 2”-*+2n-* 12”-#+1 一 1 次 比较 来 完成 。 因此， 从 上 层 进行 到 & -1 
屋 ， 可 以 用 至 多 2*-， (2” c++-1) 次 比较 来 完成 。 对 所 有 这 些 佑 计 求 和 就 证 明了 归并 排序 
所 需要 的 比较 次 数 至 儿 是 


DD 一 1) = D2" 一 2 = m2” — (2” -1)= nlogn—nx+l 


二 = 二 上 =] 点 二 1 
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因为 m=logn 和 n=2”。( 这 样 求 沁 2” 的 值 : 注意 它 是 m 个 相 何 的 项 之 和 ， 每 个 都 等 于 2”。 


这 样 求 »24-! 的 值 ， 用 3.2 节 例 6 几何 级 数 各 项 求 和 的 公式 。) 
这 样 的 分 析 说 明 ， 归 并 排序 达到 了 排序 算法 所 需 比较 次 数 的 最 好 可 能 的 大 O 估计 ， 如 
下 面 的 定理 所 述 。 


定理 2 对 一 个 带 nn 个 元 素 的 列表 进行 归并 排序 所 需要 的 比较 次 数 是 OUCnalogny)s 
在 练习 中 描述 另 一 个 有 效 的 排序 算法 一 一 快速 排序 。 
练习 


1. 用 冒 泡 排序 来 排序 3，1，5,， 7，、4， 说 明 在 每 步 土 所 获得 的 列表 。 
2. 用 冒 泡 排序 来 排序 4，f,， 二， 好 ，a， 上 bb， 说 明 在 每 步 上 所 获得 的 列 囊 ， 
“3 . 修改 冒 泡 排 庆 算 法 ,使 得 当 不 再 需要 交换 有 时， 算法 就 停止 。 用 伪 代 码 来 表达 这 个 更 有 效 
的 算法 形式 ， 
4. 用 归并 排序 来 排序 4，3，2，5，1， 8，?3，6。 说 明 算 法 所 用 的 所 有 步 观 。 
5. 用 归并 排序 来 排 岸 5, 吕 ，a， 夏 ，g5， 天 ，， 户 ，0，& 说 上 则 算 芒 所 出 的 所 有 步 豫 。 
6. 为 了 用 算法 2 来 合并 下 而 的 成 对 的 列表 ， 需 要 多 少 次 比较 ? 
a) 1, 3, 5, 7, 9; 2, 4, 6, 8, 10 
b) 1, 2. 3, 4, 5; 6, 7, 8, 9, 10 
cj 1, 5, 6, 7, 8; 2, 3, 4, 9, 10 
7. 证 明 ， 存在 着 带 有 x 个 和 个 元 素 的 列表 ， 使 得 它们 不 能 用 算法 2 以 少 于 贡 +n~1 次 


的 比较 来 台 并 成 一 个 排序 的 列表 。 
"8, 当 两 个 升序 的 列表 里 的 元 束 个 数 如 下 时 ， 把 它们 合并 成 一 个 升序 的 表 ， 所 需要 的 最 少 比 


较 次 数 是 什么 ? 

a) 1, 4 by 2, 4 Ch 3,4 d) 4, 4 

选择 排序 首先 找 出 表 中 的 最 小 元 素 。 把 这 个 元 案 移 到 前 面 。 然 后 找 二 剩余 元 素 里 的 最 小 
元 素 并 且 把 它 放 到 第 二 个 位 置 。 重 复 这 个 过 程 ， 直 到 整个 表 都 已 经 排序 了 为 止 。 


9. 用 选择 排序 来 排序 下 面 的 列表 。 

a) 3, 5, 4, 1, 2 b) 5, 4, 3, 2, 1 c) 1, 2, 3, 4, 5 
10. 用 倪 代 码 写 出 选择 排 夺 算法 。 
11. 执行 n 个 元 素 的 选择 排序 种 要 多 少 次 比较 ? 


快 整 排序 是 一 个 有 效 算 法 。 为 了 排序 sa; ，cz，…，ar， 这 个 算法 首先 挑 出 第 一 个 元 素 
al 并 且 构 造 两 个 子 表 ， 第 一 个 子 表 包含 小 于 el 的 元 束 ， 按 照 元 素 出 现 的 顺序 排列 。 第 二 个 
子 表 包含 大 于 ai 的 元 素 ， 按 照 元 吾 出 现 的 顺序 排列 。 然 后 把 aj 放 在 第 一 个 子 表 的 后 面 。 对 
每 个 子 表 递归 地 重复 这 个 过 程 ， 直 到 所 有 子 表 都 只 包 人 省 一 个 项 为 止 。? 个 项 的 有 了 厅 表 是 这 样 
获得 的 : 按照 只 含有 一 个 项 的 子 表 出 现 的 顺序 来 组 合 它 们 。 
12. 用 快速 排序 来 排序 3,，5, 7, 8, 1, 9, 2, 4, Ge 
13. 没 el， ，…，a, 是 # 个 相同 实数 的 列表 。 从 这 个 表 构 造 两 个 子 表 ， 第 一 个 子 表 包 会 
小 于 ai 的 元 素 而 第 二 个 子 表 和 包含 大 于 a1 的 元 素 ， 那 么 需要 多 少 次 比较 ? 
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14. 用 伪 代 码 描 述 快 速 排序 算法 。 
15. 用 快速 排序 算法 来 排序 4 个 元 素 的 表 ， 需 要 的 最 大 比较 次 数 是 什么 ? 
16. 用 快速 排序 算法 来 排序 4 个 元 素 的 表 ， 需要 的 最 小 比较 次 数 是 什么 ? 
17. 就 所 用 的 比较 次 数 而 言 ， 确 定 快速 非 序 算法 的 最 坏 悄 形 复杂 性 。 
"18 . 证明: 对 如 记 4 来 说 ，logn1 大 于 (nn log nn) 省 。 

[提示 : 从 不 等 式 n! ntn 一 1){n 一 2)-…[n/2 | 人 于。 
"19. 用 和 伪 代码 写 出 归并 排序 算法 。 


8.5 生成 树 


8.5.1 引言 

考虑 一 下 图 8-37 a) 所 示 的 简单 图 所 表示 的 缅 因 州 的 道路 系统 。 在 冬天 里 保持 这 些 道 路 
通 筷 的 唯 -- 方 式 就 是 经 常 扫 雪 。 高 速 公路 部 门 硕 望 对 最 少 的 道路 扫 雪 ， 使 得 总 是 存在 连接 任 
何 两 个 城镇 的 了 净 道 路 总 是 干净 的 。 如 何 才 能 做 到 这 一 太 ? 

至 少 必须 对 5 条 道路 扫 雪 才能 保证 在 任何 两 个 城镇 之 间 有 一 条 道路 。 图 8-37 b) 说明 了 这 样 
一 些 道路 。 注 意 表示 这 些 道路 的 子 图 是 一 棵 树 。 因 为 它 是 连通 的 并 且 包 含 6 个 顶点 和 5 条 边 。 

这 个 问题 是 用 包含 原来 简单 图 的 所 有 顶点 的 边 数 最 少 的 连通 了 于 图 来 解决 的 。 这 样 的 图 必 


然 是 树 。 

定 尽 1 设 G 是 简单 图 。G 欧 生 成 树 是 包 合 避 的 每 个 顶点 鸭 避 鸭 于 均 。 

有 生成 树 的 简单 图 必然 是 连通 的 ， 因 为 在 任何 两 个 顶点 之 间 都 有 生成 树 里 的 通路 。 反 过 
来 也 是 对 的 ;， 即 每 个 连通 图 都 有 生成 树 。 在 证 明 这 个 结果 之 前 将 组 出 一 个 例子 。 


例 1 找 册 图 8-37 所 示 简 单 图 的 生成 树 。 


埃 特 纳 老 镇 

阿 语 溢 
赫 尔 最 班 哥 尔 
汉 普 登 
3} 

上 埃 特 纳 者 镇 

阿 诸 洪 
赫 乐 冯 班 行 尔 
议 普 登 


b) 


图 8.37 a) 道路 系统 和 ”b) 需要 扫 雪 的 一 些 道路 
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解 ” 图 G 是 连通 的 ,但 是 它 不 是 树 ， 因 为 它 包含 简单 回路 。 4 8 。 4 
删除 边 1a ，e|。 这 样 就 消除 了 一 个 简单 回路 ， 而 且 所 得 出 的 子 
图 仍然 是 连通 的 并 了 仍然 包含 G 的 每 个 顶点 。 其 次 删除 边 ie， 。 。 
让 以 便 消除 第 二 个 简单 回路 。 最 后 ， 删 除 边 1c，g| 以 便 产生 
一 个 没有 简单 回路 的 简单 图 。 这 个 子 图 是 生成 树 ， 因 为 它 是 包 ER 
含 G 的 每 个 项 点 的 树 。 在 图 8-39 中 说 明 用 米 产 生 这 个 生成 树 的 
边 的 删除 序列 。 


< 


删除 到: 19,el 1e， 1c:&] 


图 8.39 通过 删 际 边 形成 莘 单 回路 来 产生 G 的 - -个 生成 树 


在 图 8-39 中 所 示 的 生成 树 不 是 唯一 的 避 的 生成 树 。 例 如 ， 8-40 所 示 的 每 个 树 都 是 
G 的 生成 树 . | 


| ps 0 | 古 i 
[1 七 

如 b & 可 上 bs c 过 
A 

忆 x 总 下 


图 8-40 安 的 一 些 生 成 树 


定理 1 简单 图 是 连通 的 当 且 仪 当 它 具 有 生成 树 。 


证 首先 ,假定 简单 图 G 有 生成 树 了 。T 包 会 G 的 每 个 项 点 。 另 外, 在 了 的 任何 两 个 
顶点 之 间 都 有 了 里 的 通路 。 因 为 个 是 上 5 的 子 图 ， 所 以 在 G 的 任何 两 个 顶点 之 间 都 有 丁 里 
的 通路 。 因 此 ，G 是 连通 的 。 

现在 假定 6G 是 连通 的 。 珍 避 不 是 树 ， 则 它 必然 包含 简单 回路 。 从 这 些 简单 同 中 中 的 一 
个 里 删除 一 条 边 。 所 得 出 的 子 图 少 了 一 条 边 ,， 但 是 仍然 包含 G 的 所 有 项 点 并 且 是 连通 的 。 
藻 这 个 子 图 不 是 树 ， 则 它 有 简单 回路 ; 所 以 像 前 面 那样 ,删除 一 个 简单 四 路 里 的 一 条 边 。 重 
复 这 个 过 程 直 到 没有 简单 回 路 剩 下 为 止 。 这 是 可 能 的 ， 因 为 在 图 里 只 有 有 六 的 过 数 。 当 没有 
简单 回路 剩 下 时 ， 这 个 过 程 和 终止。 产生 出 一 模 树 ， 因 为 在 删 耻 边 时 这 个 图 保持 连通 。 这 个 树 
是 生成 树 ， 因 为 它 包 含 G 的 每 个 顶 成 。 卢 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com! UUU^A 


蔓 有 全 般 547 


下 面 的 例子 说 明 ， 在 数据 网 络 里 生成 树 是 重要 的 。 


人 全 2 人生 者 在 互联 网 协议 (IP) 网 络 上 的 组 播 里 ， 生 成 树 起 到 重要 作用 。 为 了 从 
3 源 计 算 机 发 送 数据 到 多 个 接收 计算 机 ， 每 个 接收 计算 机 是 一 个 子 网 ， 可 以 分 别 发 送 数 
据 到 每 个 计算 机 。 称 为 单 播 的 这 种 类 型 的 网 络 是 无 效 的， 因为 在 网 络 上 发 送 相同 数据 的 许多 
副本 。 为 了 让 传送 数据 到 多 个 接收 计算 机 更 友 效 ， 就 使 用 IP 组 播 。 在 IP 组 播 里 ,一 个 计算 
机 在 网 络 上 发 送 数据 的 单一 副本 ， 当 数据 达到 中 同上 路 由 妖 时 ， 就 把 数据 分 发 到 一 个 或 更 多 的 
其 他 有 路由器， 以 便 接 收 计算 机 都 在 它们 不 同 的 子 网 里 最 终 接收 到 这 些 数据 。{ 有 路 由 器 是 专门 
在 网 络 里 子 网 之 间 分 发 IP 数据 报 的 计算 机 。 在 组 播 里 ， 路 由 器 使 用 D 类 地 址 ， 每 个 都 表示 
接收 计算 机 可 以 参加 的 一 个 会 话 ; 见 第 4.3 节 里 例 8。) 

为 了 让 数据 尽 可 能 快 地 到 达 接 收 计 算 机 ， 在 数据 穿 过 网 络 的 通路 里 就 不 应 当 存 在 环 路 
(在 图 论 中 称 它 们 是 回路 )。 即 一 旦 数据 已 经 到 过 一 个 具体 的 路 由 器 ， 就 不 应 当 再 返回 这 个 路 
由 器 。 为 了 避免 环 路 ， 组 播 路 由 器 用 网 络 算法 来 构造 下 图 的 生成 树 ， 这 个 图 以 组 播 源 路 由 器 
和 包含 接收 计算 机 的 子 网 来 作为 顶点 ， 以 边 表示 计算 机 和 (或 ) 路 由 器 之 间 的 连接 。 这 个 生 
成 树 的 根 就 是 组 播 源 。 包 合 接 收 计 算 机 的 子 网 就 是 这 个 树 的 树叶 。 (注意 不 包含 接收 计算 机 
的 子 网 都 不 包含 在 这 个 图 里 。》 在 图 8.41 中 说 明 这 些 内 容 。 国 

IP 网 络 组 播 生 战 树 


El b) 
门 路 由 器 

”了 网 

tS} 和 包 合 接收 计算 机 的 阅 网 


图 8-41 一 “个 组 播 生 成 树 


8.3.2 一 些 构造 生成 树 的 算法 


;3 定理 1 的 证 明 给 出 通过 从 简单 回路 删除 边 来 找 出 生成 树 的 算法 。 这 个 算法 是 无 效 的 ， 
2 因为 它 要 求 找 册 往 单 回路 。 代 替 通 过 删除 边 来 构造 牛 成 树 ， 也 可 通过 相继 地 需 如 边 来 
建立 生成 树 。 在 这 里 将 给 出 基于 这 个 原理 的 两 个 算法 。 

可 以 用 深度 优先 搜索 来 建立 连通 简单 图 的 生成 笃 。 将 形成 一 个 根 树 ， 而 生成 树 将 是 这 个 
根 树 的 无 向 底 图 。 任 意 选择 图 中 一 个 顶点 作为 根 。 通 过 相继 地 添加 边 来 形成 在 这 个 顶点 上 开 
始 的 通路 ， 其 中 每 条 新 边 都 与 通路 上 的 最 后 一 个 顶点 以 及 还 不 在 通路 上 的 一 个 顶点 相关 联 。 
继续 尽 可 能 地 添加 边 到 这 条 通路 。 若 这 条 通路 经 过 图 的 所 有 项 点 ， 则 出 这 条 通路 组 成 的 树 就 


四 =- 
et 
-th 


DDDU-DDU-DDDDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUUA^A 


548 芯 琢 我 学 逐 蔬 三 上 用 


是 生成 树 。 不 过 ， 阁 这 条 通路 没有 经 过 图 的 所 有 顶点 ， 则 必须 添加 上 其 他 的 边 。 后 退 到 通路 里 
的 次 最 后 硕 点， 大 有 可 能 ， 划 形成 在 这 个 顶点 上 开始 的 经 过 还 没有 访问 计 的 顶点 的 通路 。 奎 
不 能 这 样 做 ， 则 后 退 到 通路 里 的 舅 外 一 个 顶点 ， 即 在 通路 里 后 退 两 个 硕 点 ， 然 后 再 试 。 重 复 
这 个 过 程 ， 在 所 访问 过 的 最 后 一 个 项 点 上 开始 ， 在 通路 上 一 次 后 退 一 个 项 点， 只 要 有 可 能 束 
形成 新 的 通路 ， 直 到 不 能 添 匠 更 多 的 边 为 止 。 因 为 这 个 留 有 有 穷 的 边 数 并 且 是 连通 的 ， 所 议 
这 个 过 程 以 产生 生成 树 而 告终 。 在 这 个 算法 的 一 个 阶段 上 是 通路 末端 的 项 点 将 是 根 树 里 的 树 
叶 ， 而 在 其 上 开始 构造 一 条 通路 的 顶点 将 是 内 点 。 读 者 应 当 注 意 到 这 个 过 程 的 递归 本 上 质 。 田 
外 ， 注 意 若 图 中 的 项 点 是 排序 的 ， 则 当 总 是 选择 在 该 顺序 里 可 出 的 第 一 个 项 点 上 时， 在 这 个 过 
程 的 每 个 阶段 上 对 边 的 选择 就 全 都 是 确定 的 。 不 过 ， 将 不 总 是 明显 地 对 图 的 顶点 排序 。 
深度 优先 搜索 也 称 为 甸 少 ， 因 为 这 个 算法 返回 以 前 2: | 2 
访问 过 的 顶点 以 便 添 加 路 径 。 下 而 的 例子 说 明 回 针 。 


例 3 用 深度 优先 搜索 来 找 出 图 8-42 所 示 图 G 的 
生成 树 。 


解 ” 在 图 8-43 中 显示 深度 优先 搜索 为 了 产生 G 的 
生成 树 而 使 用 的 步骤 。 任 意 则 从 天 点 了 了 开始。 一 条 通 图 8.42 项 
路 是 这 样 建立 的 ， 相 继 地 添加 与 还 不 在 通路 上 的 顶点 相 
关联 的 边 ， 只 要 有 可 能 就 这 样 做 。 这 样 就 产生 通路 7，g ，k， 上 *，; (注意 也 可 能 建立 其 他 
的 通路 】。 下 一 步 ， 回 湖 到 上。 不 存在 从 上 & 开始 包含 还 没有 访问 过 的 顶点 的 通路 。 所 以 回潮 
到 上 六。 形成 通路 ，i;。 然 后 回潮 到 记 ， 然 后 再 回潮 到 f。 从 了 建立 通路 六 了，e，c，as 
然后 再 回调 到 -= 并 且 形 成 通路 <，B8。 这 样 就 产生 了 生成 树 。 病 


$ ~ 


图 8-43 的 深度 优先 搜索 


也 可 以 通过 使 用 宽度 优先 搜索 来 产生 简单 图 的 生成 树 。 辣 样 ， 将 构造 一 个 恨 树 ， 而 这 个 
根 树 的 无 向 底 图 就 形成 生成 树 。 从 图 的 顶点 中 任意 地 选择 一 个 很 。 然 后 并 加 与 这 个 环 点 相关 
联 的 所 有 边 。 在 这 个 阶段 所 添加 的 新 顶点 成 为 生成 树 里 在 1 层 上 的 顶 操 。 任 晤 地 排序 它们 。 
下 一 步 ， 按 顺序 访问 1 展 上 的 每 个 顶点 ， 只 要 不 产生 简单 回路 ,就 添加 与 这 个 顶点 相关 联 的 
每 条 边 到 树 里 。 这 样 就 产生 了 树 里 在 2 层 上 的 项 点。 遵循 相同 的 过 程 ， 直到 已 经 添加 了 树 里 
的 所 有 也 点 。 这 个 过 程 将 会 终止 ， 因 为 在 图 中 只 有 有 穷 的 边 数 。 这 就 产生 了 生成 岩 ， 因 为 已 
经 产生 了 包含 图 中 每 一 个 顶点 的 树 。 下 面 是 深度 优先 搜索 的 一 个 例 于 。 

例 4 几 深 度 优先 搜索 来 找 出 图 8-44 所 示 的 图 的 生成 树 。 
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解 在 图 8-45 中 显示 深度 优先 搜索 这 程 的 各 步骤 。 选 择 项 点 
e 作为 根 。 然 后 添加 与 e 相关 联 的 所 有 边 ， 所 以 添加 了 从 e 到 5， 
a， 了 和 i 的 边 。 这 四 个 顶点 都 基 在 树 的 1 层 上 。 下 一 步 ， 添加 从 
这 些 在 1 层 上 的 顶点 到 还 不 在 树 上 的 相 邹 项 点 的 边 。 因 此 ， 添 加 
从 五 刘 e 和 ce 的 边 ， 久 及 从 如 到 hh、 从 了 到 7 和 5、 从 了 到 二 的 
边 。 新 项 点 #，c， 五 ，j，g8 和 和 此 都 是 在 2 层 上 。 下 一 步 ， 添 加 
从 这 些 顶 点 到 还 不 在 树 上 的 相 邻 质点 的 边 。 这 样 就 添加 从 g 到 ! 
以 及 从 上 到 芭 的 边 。 配 


图 8-45 如 的 宽度 优先 搜索 
8.5.3 回潮 


存在 这 样 的 问题 ， 只 能 通过 执行 对 所 有 可 行 解 的 穷 举 搜索 来 解决 它 。 系 统 地 搜索 出 一 个 
解 的 一 种 方式 是 使 用 决策 树 ， 其 中 每 个 内 点 都 表示 一 次 决策 。 而 每 个 栅 叶 都 表示 一 个 可 行 
解 。 为 了 通过 回 湖 来 求 出 一 个 解 。 首先 尽 可 能 地 做 出 一 系列 决策 来 尝试 得 出 一 个 解 。 可 以 用 
决策 树 里 的 通路 来 表示 决策 序列 。 一 旦 知道 了 决策 序列 的 任何 扩展 都 不 能 得 出 解 ， 就 回潮 到 
当前 顶点 的 父亲 顶点 ， 并 且 若 有 可 能 ， 就 用 另外 一 个 决策 序列 来 尝试 得 出 一 个 解 。 继 续 这 个 
过 程 ， 直 到 找到 一 个 解 ， 或 者 证 明 没 有 和 解 存在 为 止 。 下 面 的 例子 说 明 回 浏 的 用 途 。 


例 5 图 着 色 ”如何 用 回潮 来 判定 是 否 可 以 用 n 和 神 颜 色 绽 一 个 图 着 色 ? 


解 ” 以 下 面 的 方式 用 回 洲 来 解决 这 个 问题 。 首 先 选择 某 个 顶点 a 并 且 指 定 它 的 颜色 为 
1。 然 后 挑选 第 二 个 顶点 五 ， 而 且 若 5 不 与 a 相 邻 ， 则 指定 它 颜色 为 1。 否则 ， 指 定 5 颜色 
为 2。 然 后 来 到 第 三 个 顶点 c。 若 有 可 能 ， 则 对 c 用 颜色 1， 和 否则， 各 有 可 能 则 用 颜色 2。 只 
有 当 颜 色 1 和 颜色 2 都 不 能 用 时 才 应 当 用 颜色 3。 继续 这 个 过 程 ， 只 要 有 可 能 就 指定 n 种 颜 
色 中 的 一 种 给 每 个 新 硕 点 ， 总 是 使 用 表 中 第 一 种 允许 的 颜色 。 若 过 到 不 能 用 n 种 颜色 中 任 
何 一 种 来 着 色 的 顶点 ， 则 回潮 到 最 后 一 次 所 做 的 指定 ， 并 且 车 有 可 能 就 改变 最 后 着 色 的 而 后 
的 颜色 ,用 表 中 下 一 种 允许 的 颜色 。 若 不 可 能 改变 这 个 颜色 ， 则 再 回 湖 到 更 前 面 的 指定 ， 一 
次 后 退 一 步 ， 直 到 有 可 能 改变 一 个 顶点 的 颜色 为 止 。 然 后 只 要 有 可 能 就 继续 指定 新 项 扎 的 颜 
色 。 若 使 用 n 种 颜色 的 着 色 存 在 ， 则 回潮 将 产生 它 。({ 不 幸 的 是 这 个 过 程 是 极其 低 效 的 。) 

具体 地 说 ,考虑 用 三 种 颜色 来 着 色 图 8-46 所 示 的 图 的 问题 。 图 8-46 所 示 的 树 说 明 如 何 
用 回 济 来 构造 3 着 色 。 在 这 个 过 程 里 ， 首 先 用 红色 ， 其 次 用 蓝 色 ， 最 后 用 绿色 。 显 然 可 以 不 
用 回 济 来 解决 这 个 简单 的 例子 ， 但 是 它 是 对 这 个 技术 的 一 个 好 的 说 明 。 

在 这 个 树 里 ， 从 根 开 始 表示 指定 红色 给 a 的 最 初 的 通路 ， 导致 a 红色 、5 蓝 色 、c 红色 
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人 红 问 交 | 
丰硕 蓝 
e 红 C 


mn 
澳 次 于 际 举 


图 8-46 用 回 谢 来 给 一 个 图 着 色 
而 辟 绿 色 的 着 色 ， 当 以 这 种 方式 来 着 色 xz，5，c 和 4 时， 就 不 可 能 用 这 三 种 颜色 中 的 任何 


_ 种 来 着色 cv 所 以 ， 回 尖 到 夹 示 过 个 着 名 的 大 皮 的 父亲 TT 
因为 没有 其 他 颜色 可 以 用 在 4 上 ， 所 以 再 回潮 一 层 。 然 十 | 
后 改变 “ 的 颜色 为 绿色 。 通 过 接着 指定 红色 给 4 和 绿色 二 [KR 
给 。， 就 获得 这 个 图 的 着 色 。 加 
皇后 问题 ”皇后 问题 问 : 在 mx a 棋盘 男 关 而 对 
a nn 2 好 江天 

EE eg 个 皇后 ， 使 得 没有 两 个 息 后 可 以 互 司 国 是 国人 
相 攻 击 。 如 何 用 回潮 来 解决 # 皇后 问题 ? 

解 为 了 解决 这 个 问题 ， 必 须 在 ”xu 模 盘 上 找 出 a 迪 二 站 HH 时 二 
个 位 置 ， 使 得 这 些 位 置 中 没有 两 个 是 在 同一 行 上 、 同 一 “上 性 -二 -| 


国 
列 上 或 在 局 一 斜 线 上 〈 者 线 是 由 对 某 个 m 来 说 满足 i+ j 和 
= mx 或 对 某 个 w 来 说 满足 i 一 j= wm 的 所 有 位 置 (;，}) 
组 成 的 )。 将 用 回潮 来 解决 x 皇后 问题 。 从 空 棋盘 开始 。 时 
在 上 +1 阶段 上 ， 尝 试 在 棋盘 上 第 上 +1 殉 里 放置 一 个 新 加 
皇后 ,其 中 在 前 列 里 已 经 有 了 皇后。 检查 第 让 +1 列 里 


的 格子 ， 从 第 一 行 的 格子 开始 ， 寻找 放置 这 个 皇后 的 位 十 
署 ， 使 得 它 不 与 已 经 在 棋盘 上 的 皇后 在 局 一 行 里 或 在 同 -让 


一 用 线 上 。 (已 经 知道 它 不 在 阿 一 列 里 ,) 车 不 可 能 在 第 
+1 列 里 找到 放 潮 皇后 的 位 置 ， 则 回 湖 到 在 第 上 列 里 对 
皇后 的 放置 。 在 这 一 列 里 下 一 个 允许 的 行 里 旅 司 皇后 ， 
图 8-47 站 皇后 问题 的 问 少 解法 
若 这 样 的 行 存在 的 话 。 车 没有 这 样 的 行 存在 ， 则 继续 回 渤 。 
具体 地 说 ， 图 8-47 显示 六 皇后 问题 的 回潮 解法 。 在 这 种 解法 里 ， 在 第 一 行 第 一 列 里 旅 
一 个 基 后 。 然 后 在 第 二 列 的 第 三 行 里 放置 一 个 和 皇后。 不 过 ， 这 样 就 使 得 不 可 能 在 第 三 列 里 


X 化 表 旦 后 
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放置 一 个 皇后 。 所 以 就 辆 渊 并 且 在 第 二 列 的 第 下 行 里 放置 一 个 皇后 。 当 这 样 懒 时， 就 可 以 在 
第 三 列 的 第 二 行 里 放置 一 个 皇后 。 但 是 没有 办 法 在 第 四 列 里 添加 一 个 旦 后 。 这 说 明 当 在 第 一 
行 第 一 列 里 训 置 一 个 皇后 时 就 得 不 出 解 。 回 壮 到 空 棋盘 ， 在 第 一 列 的 第 二 行 里 放置 一 个 明 
后 。 这 样 就 得 出 图 8-47 所 示 的 解 。 于 


例 7 子 集 和 考虑 下 面 的 问题 。 给 定 一 组 正 整数 zi，xzrz，…，z， 求 这 组 整数 的 和 
为 M 的 一 个 子 集 。 如 何 用 回 测 来 解决 这 个 问题 ? 


解 ”从 空 无 一 项 的 和 来 开始 。 通 过 相继 地 添加 项 来 构造 这 个 和 。 若 当 添 加 这 个 序列 里 的 
一 个 整数 到 和 里 、 而 这 个 和 仍然 小 于 M 时 ， 则 包含 这 个 整数 。 若 得 出 使 得 添加 尾 何 一 项 就 


大 于 M 的 一 个 和 ， 则 通过 去 掉 这 个 和 的 最 后 一 项 来 回潮 。 
图 8-48 显示 如 下 问题 的 回溯 解法 : 求 131,27,15,11,7,5$1 的 和 等 于 39 的 子 集 。 国 


和 za 


{27.7,5] 


8-48 用 回潮 求 等 于 39 的 和 


练习 
1. 为 了 产生 生成 树 ， 必 须 从 带 有 n 个 顶点 和 zm 条 边 的 连通 图 里 删除 多少 条 边 ? 
在 练习 2 一 6 中 ,通过 删除 简单 回路 里 的 边 来 求 所 示 的 图 的 生成 树 。 
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7. 求 下 面 每 个 图 的 生成 树 。 
a) kK: b) Ka cy Klis d) 名 3 e) (os f) Ws 


在 练习 8~10 中 ,， 画 出 所 给 的 简单 图 的 生成 树 。 
10. 号 


切 . 1 f 家 
| 
AN a 
bh CF 
i 可 加 所 


“11. 下 面 的 每 个 简单 图 各 有 多 少 个 不 同 的 生成 树 ? 


8. 


多 
S- 
h 

~ 


a) K; b) K, Cj Ko d) (os 
“12. 下 面 的 每 个 简单 图 各 有 多少 种 不 同 构 的 生成 树 ? 
a} Ki by K, Ch Ks 


在 练习 13 一 15 中 ， 用 深度 优先 搜索 来 构造 所 给 的 简单 图 的 生成 树 。 选 择 a 作为 这 个 生 
成 树 的 根 并 且 假 定 项 点 都 以 字母 磊 序 来 排序 。 


13, 


时 天 


16. 用 宽度 优先 搜索 来 构造 练习 13 一 15 中 每 个 简单 图 的 生成 树 。 选 择 a 作为 每 个 生成 树 的 
根 ， 

17. 假定 一 家 航空 公司 必须 压缩 它 的 飞行 时 间 表 以 节省 资金 。 莒 它 原 来 的 航线 如 下 页 图 所 
示 ， 则 可 以 中 断 哪 些 航 班 以 保持 在 所 有 城市 对 之 间 的 服务 (其 中 从 -~ 个 城市 飞 往 为 外 一 
个 城市 可 能 需要 换 乘 发 机 )? 

18. 何 时 连通 简单 图 里 的 一 条 边 必 然 在 这 个 图 的 每 个 生成 树 里 ? 

19. 哪些 连通 简单 图 恰好 有 一 个 生成 树 ? 

20. 解释 一 下 如 何 用 宽度 优先 搜索 或 深度 优先 搜索 来 排序 连通 图 的 压 点 。 
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"21,. 用 盆 代 码 写 出 深度 优先 搜索 过 程 。 

“22. 用 盆 代 码 写 出 宽度 优先 搜索 过 程 。 

“23. 证明; 在 连通 简单 图 里 顶点 v 和 4 之 间 的 最 短 通 路 的 长 度 ， 等 于 在 以 wv 为 根 的 上 G 的 宽 
度 优 先生 成 树 里 z* 的 层 数 。 

24. 用 呵 测 来 试验 找 出 使 用 三 种 颜色 对 7.8 节 练 习 5 一 7 中 每 个 图 的 着 色 。 

25. 用 回 湖 来 对 店面 多 x 值 解 火星 后 问题 。 
a) 六 = 一 3 b} n=5 Cj 7 二 证 

26. 用 回潮 来 求 集合 {27，24，19，14，11，81 的 和 为 下 列 值 的 子 集 ， 若 存在 的 话 。 
a) 20 b) 41 cj 60 

27. 解释 一 下 如 何 用 回潮 来 找 出 图 中 的 哈密 顿 通 路 或 哈密 顿 回路 。 

28. a) 解释 一 下 如 何 用 器 济 来 找 出 迷宫 的 出 路 ， 给 定 出 发 位 置 和 出 局 位 置 。 考 碟 把 迷 官 划 

分 成 位 置 ， 其 中 在 每 个 位 置 上 可 行 的 移动 包括 四 种 可 能 性 (上 ， 语 ， 右 ， 左 ) 之 一 。 

b) 找 出 在 下 面 的 迷宫 里 从 标记 下 的 出 发 位 置 到 出 口 的 通路 。 


淮 口 


图 G 的 生成 森林 是 包含 G 的 每 个 顶点 的 森林 ， 使 得 当 在 两 个 顶点 之 间 有 G 里 的 通路 
时 ， 这 两 个 顶点 就 在 同一 个 树 里 。 


29. 证 明 ; 每 个 有 穷 简 单 图 都 有 生成 猴 林 。 

30. 在 图 的 生成 森林 里 有 老少 棵 树 ? 

31. 对 带 有 个 项 点 m 条 边 和 ec 个 连通 分 支 的 图 来 说 ， 必 须 删除 多 少 条 边 才 能 产生 它 的 生成 
木林? 

32. 设计 基于 删除 形成 简单 回路 的 边 来 构造 图 的 生成 森林 的 算法 。 

33, 设计 基于 深度 优先 搜索 来 构造 图 的 生成 森林 的 算法 。 

34. 设计 基于 宽度 优先 搜索 来 构造 图 的 生成 森林 的 算法 。 
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设 了 ;| 和 TT; 都 是 一 个 图 的 生成 树 。 在 了 和 了 T, 之 间 的 距离 是 在 本 , 和 了 ;里 但 不 是 TT 


和 了; 也 共有 的 边 的 数目 。 
35. 求 图 8-38 所 示 的 图 G 在 图 8-39 ec) 和 图 8-40 中 所 示 的 每 对 生成 树 之 间 的 距离 。 
"36 . 假定 Ti ，T; 和 了: 都 是 简单 图 G3 的 生成 树 。 证 明 : 在 本 ， 和 十; 之 同 的 路 离 个 超过 


T 和 了 T; 之 间 的 距离 与 T 和 了 ;之 间 的 距离 的 和 。 
"37 . 根 定 TI 和 T; 都 是 简单 图 G 的 生成 树 。 另 外 ， 人 假定 el 是 在 T, 但 不 在 T 里 的 一 条 
边 。 证 明 : 存在 着 在 T; 但 不 在 Ti 里 的 一 条 边 e;， 使 得 若 从 TT) 删除 ei 而 涨 加 ez 到 
Ti 里 ， 则 TT 仍然 是 生成 笠 ， 并 且 若 从 了 ; 删除 es 而 添加 el 到 了; 里 ， 则 了 仍然 是 生 


成 树 。 


“38. 证 明 : 通过 相继 地 删除 一 条 边 而 添加 男 外 一 条 边 ， 就 有 可 能 从 任何 一 个 生成 树 得 出 一 
有 向 图 的 根 生成 树 是 由 这 个 图 的 边 组 成 的 根 树 ， 使 得 这 个 图 的 每 个 硕 点 都 是 树 里 一 条 边 


个 生成 树 的 序列 。 
的 终 感 。 
39. 对 7.5 节 练习 24 一 28 的 每 个 有 向 图 来 说 ， 求 这 个 图 的 根 生成 树 ， 或 者 确定 不 存在 这 样 的 树 。 
“40, 证明: 每 个 顶点 的 人 度 和 出 度 邦 相等 的 连通 有 闲 图 有 根 生 成 桂 。[ 提 示 : 使 用 欧 拉 回路 。] 
41. 给 出 构造 每 个 硕 点 的 入 度 和 出 度 都 相等 的 连通 有 向 图 的 根 生成 树 的 算法 。 


8.6 最 小 生成 树 
8.6.1 3 引 

“uy 一 家 公司 计划 建立 连接 它 的 五 个 计算 机 中 心 的 道 信和 网 络 。 可 以 用 租用 的 电话 线 连 接 这 
wx” 些 中 心 的 任何 一 对 。 应 当 建 立 哪 些 连 接 ， 以 便 保 证 在 任何 两 个 计算 机 中 心 之 间 都 有 通 
路 ， 使 得 网 络 的 总 成 本 是 最 小 的 ? 可 以 用 图 8-49 所 示 的 带 权 图 为 这 个 问题 建 模 ， 其 中 顶点 


说 明 一 -个 计算 机 网 络 的 线路 月 租 费 的 带 权 图 


图 8-49 
表示 计算 机 中 心 ， 边 表示 可 能 租用 的 电话 线 。 边 上 的 权 是 边 所 表示 的 电话 线 的 月 租 费 。 通 过 
找 出 一 棵 生成 树 ， 使 得 这 棵 树 的 各 边 的 权 之 和 为 最 小 ， 就 可 以 解决 这 个 问题 。 这 样 的 生成 树 


称 为 最 小 生成 树 。 
8.6.2 最 小 生成 树 算 法 
有 大 量 的 问题 可 以 这 样 解决 : 求 带 权 图 里 一 棵 生成 树 ， 使 得 这 模 树 的 各 边 的 权 之 和 为 最 小 。 
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定义 1 连通 带 权 图 里 的 最 小 生成 树 是 具有 最 小 可 能 的 边 的 权 之 和 的 生成 树 。 


将 给 出 构造 最 小 生成 树 的 两 个 算法 。 这 两 个 算法 都 是 通过 添加 还 没有 使 用 过 的 具有 规定 性 质 
和 权 最 小 的 边 来 进行 的 。 这 些 算法 都 是 贫 心算 法 的 例子 。 贪 心算 法 是 在 每 个 步骤 上 都 做 最 优选 择 
的 算法 。 在 算法 的 每 个 步 又 上 都 最 优化 ， 并 不 保证 产生 全 局 最 优 解 。 不 过 ， 本 节 里 纵 出 的 构造 最 
小 生成 树 的 这 两 个 算法 都 是 产生 最 优 解 的 贪心 算法 。 
溪 将 要 讨论 的 第 一 个 算法 是 罗伯特 . 普 林 品 在 1957 年 给 出 的 ， 昌 然 这 个 算法 的 基本 想法 
es 有 更 早 的 起 源 。 为 了 执行 普宁 算法 ， 首 先 选择 带 最 小 权 的 边 ， 把 它 放 进 生 成 树 里 。 相 
继 向 树 里 添加 带 最 小 权 的 边 ， 这 些 边 与 已 在 树 里 的 顶点 相关 联 ， 并 且 术 与 已 在 树 里 的 边 形成 
简单 回路 ， 当 已 经 洲 加 了 n -1 条 边 时 就 停止 。 

在 本 节 稍 后 将 证 明 这 个 算法 产生 任何 连 道 带 权 图 的 最 小 生成 树 。 算 法 1 给 出 普 林 算 法 的 


伤 代码 描述 。 


算法 1 彰 林 算法 

procedure Prir {GG: 带 nn 个 硕 点 的 连通 元 向 图 ) 

T= 权 最 小 的 边 

fori=1ton— 2 

begin 
e 二 与 本 里 顶点 相关 联 的 权 最 小 的 边 ， 并 且 若 添加 到 了 里 则 不 形成 简单 回路 
了 二 裸 加 ee 之 后 的 丁 

end + 个 是 全 的 最 小 生成 树 | 


注意 ， 当 有 超过 一 条 满足 相应 条 忻 的 带 相 同 权 的 边 时 ， 在 算法 的 这 个 阶段 里 对 所 添加 的 
人 迫 的 选择 就 是 不 确定 的 。 需 要 排序 这 些 边 以 便 让 选择 是 确定 的 。 在 本 节 剩 下 的 部 分 将 木 再 考 
处 这 个 问题 。 男 外 注意 ， 所 给 的 连通 带 权 简 单 图 可 能 有 多 于 一 个 的 最 小 生成 树 。 ( 见 练习 
9。) 下 面 的 例子 说 明 如 何 使 用 普 林 算 法 。 

例 1 用 普 林 算 法 设计 一 个 具有 最 做 成 本 的 通信 和 网络 ， 这 个 网 络 连 接 图 8-49 中 的 图 所 
表示 的 所 有 计算 机 。 

解 这 样 解 决 这 个 问题 : 求 图 8-49 中 的 图 的 最 小 生成 树 。 普 林 算 法 是 这 样 执行 的 : 选 
择 权 最 小 的 初始 边 ， 并 且 相 继 添 加 与 鱼 中 顶点 关联 的 术 形 成 回路 的 权 最 小 的 边 。 在 图 8-50 
中 融 颜 色 的 边 表示 普 本 算法 所 产生 的 最 小 生成 树 ， 并 且 显 示 出 在 每 个 步 台 上 所 做 的 
选择 。 嘱 

例 2 用 普 林 算 法 求 图 8-51 所 示 的 图 的 最 小 生成 树 。 

解 ”用 普 林 等 法 所 构造 的 最 小 生成 树 显示 在 图 8-52 里 。 相 继 选 择 的 边 都 有 显示 。 。” 国 


号 罗伯特 : 克 雷 ' 普 林 《Roben Clay Prim， 生 于 1921 年 ) 罗 拍 特 : 普 林 出 生 在 德 克 萨 斯 州 的 甜水 慎 ， 在 1941 年 获得 
电气 工程 学 垣 ,在 1949 年 从 普 林 斯 畅 大学 获得 数学 博士 学 位 。 他 从 194f 年 到 1944 年 是 通用 电气 公司 的 工程 师 ， 从 1944 年 
到 1949 年 其 美国 海军 军械 实验 室 的 工程 师 和 数学 家 ， 从 1948 年 到 1949 年 是 普林斯顿 大 学 的 副 厂 究 员 。 他 担任 这 的 其 他 职 
务 有 : 所 1958 年 到 1964 年 幢 尔 电话 实验 窗 的 数学 与 力学 夺 究 部 主任 ， 羽 及 至 地 直 公 司 的 研究 副 上 总 裁 。 节 目前 已 经 过 休 。 
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A 


纽约 
ee 
3oon SS 
ee RY 


包 
亚 


旧 舍 山 


0 
Er 
T2200 
选择 过 成 本 
] [ 蕉 加 盯 , 亚特兰大 } $700 
2 { 亚 特 兰 去 ， 纽 约 } $00 
3 {芝加哥 ,旧金山 ] $ 1200 
4 


{ 旧 金山 ， 丘 佛 ] $ 900 
总 计 : 各 3600 


图 8-5 图 8-49 里 带 权 图 的 最 小 生成 酌 图 8-51 一 个 措 权 图 
稚 将 要 讨论 的 第 二 个 算法 是 约瑟夫 . 克 鲁 斯 卡尔 2 在 1956 年 发 现 的 ， 虽然 在 很 早 之 前 就 
+ 有 人 描述 过 它 所 使 用 的 基本 想法 。 为 了 执行 克 重 斯 卡尔 算法 ， 要 选择 图 中 祝 最 小 的 一 
条 边 口 。 


选择 i 权 
| {8,7 | ] 
2 :|] 2 
3 | 天 月 
4 Ph 8 3 
5 Li 3 
6 二 | E 
了 上 | 2 
8 {esd! 1 
9 得, 由 3 
10 {p21) 3 
1 [kf 1 

总 计 : 24 


b) 


中 


图 8-52 用 普 林 算 法 构造 的 最 小 生成 树 
相继 添加 不 与 已 经 选择 的 进 形 成 简单 回路 的 权 最 小 的 边 。 在 已 经 挑选 了 x -1 条 边 之 后 


就 停止 。 

在 本 节 未 尾 ， 把 证 明 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 对 每 个 连通 带 权 图 都 产生 最 小 生成 树 留 作 练习 。 在 
算法 2 里 给 出 克 曾 斯 卡尔 算法 的 伪 代 码 。 

读者 应 当 注 意 普 林 算 法 与 克 鲁 斯 卡尔 算法 的 区 别 。 在 普 林 算 法 里 ， 选择 与 已 在 树 里 的 一 
个 顶点 相关 联 并 且 不 形成 回路 的 权 最 小 的 边 ; 相反 ， 在 克 鲁 斯 卡尔 算法 曙 ， 不 必 选 择 与 已 在 


iv 问 的 于 夫 : 伯 纳 德 . 克 和 鲁 斯 卡尔 (Joseph PBermard Kruskal 生 于 1928 年) ”约瑟夫 ' 克 和 剖 斯 卡尔 出 生 在 组 约 城 ， 上 了 
艺 加 哥 大 学 ， 并且 在 1954 年 从 普林斯顿 大 学 获得 博士 学 位。 地 是 普林斯顿 和 战 斯 座 星 大 学 的 数学 教师 ， 随 后 是 密 
黑 根 大学 的 助理 数 授 。1959 年 他 七 为 贝尔 实验 室 的 技术 委员 会 成 员 ， 他 一 直 担 人 尾 这 个 职务 - 他 日 前 的 研究 兴趣 包括 统计 
语言 学 和 心理 测量 学 。 除 了 他 的 最 小 生成 笠 的 工作 之 外 ， 克 鲁 斯 卡尔 还 因为 对 室 维 分 级 的 贡献 而 著名 。 当 这 章 斯 卡尔 是 
二 年 级 的 研究 牛 时 ， 仙 发现 了 产生 最 小 生 遇 树 的 得 法 。 他 不 能 消 定 他 基于 这 个 题 百 的 站 二 页 的 论文 是 否 悄 得 发 异 ， 但 是 
刷 其 他 大 说 服 而 递 杰 了 它 。 

包 ”历史 注 记 ; 约瑟夫 : 克 旬 斯 卡尔 和 罗伯特 - 普 林 在 20 世纪 和 年 入 中 期 提出 他们 的 算法 。 不 过 ， 他 们 不 是 首先 发 现 这 
些 算 法 的 人 。 例 如 ， 人 类 学 家 扬 . 切 卡 庶 夫 斯 莽 (Jan Czekanowrski) 在 1909 年 的 工作 就 包 洁 了 求 最 小 生 盛 树 所 需要 的 许多 想 
法 。 在 1926 年 ， 奥 塔 卡 ` 勃 旧 乌 卡 【Otakar Boruyka 在 与 构造 电力 网 有 有 关 的 工作 中 描述 了 构造 最 小 生成 树 的 方法 。 
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算法 2 克 鲁 斯 卡尔 算法 

procedure Kruskalit 避 : 带 x 个 顶点 的 带 权 连通 无 向 图 ) 

工 二 空 图 

fori :一 1top 一 二 

begin 
e 二 当 深 加 到 丁 里 时 不 形成 简单 园 路 的 G 里 权 最 小 的 边 
TT 汪 守 加 e 之 后 的 工 

end 1 荆 是 G 的 最 小 生成 树 | 


树 里 的 一 个 项 点 相关 联 并 且 不 形成 回路 的 权 最 小 的 边 。 注 意 ， 在 普 林 算 法 里 ， 才 没有 对 边 排 
序 ， 如 在 这 个 过 程 的 某 个 阶段 二 ， 对 添加 的 边 来 说 就 可 能 有 多 于 一 种 的 选择 。 因 此 ， 为 了 计 
这 个 过 程 是 确定 的 ， 就 需要 对 边 进行 排序 。 下 面 的 例子 说 明 如 何 使 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 。 


例 3 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 求 图 8-51 所 示 的 带 权 图 里 的 最 小 生成 树 。 
解 在 图 8-53 里 显示 这 个 最 小 生成 树 和 在 克 便 斯 卡尔 算法 每 个 阶段 上 对 边 的 选择 。 医 


写 间 区 二 
站 
. 荆 


i 

~ 

= 
ly es 


pt 
c= 

-一 = 一- 

™ 
三 

mr” 


a) b) 


图 8-53 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 产生 的 量 小 生成 树 


琉 在 将 证 明 普 林 算 法 产生 连通 带 权 图 的 最 小 生成 树 。 

证 设 G 是 一 个 达 通 带 权 图 。 根 定 普 林 算 法 相继 地 选择 的 边 是 ze1]，e2，"…，e,-1。 翁 
S 是 以 el，e2，…，ew-! 作 为 边 的 笃 ， 而 设 S, 是 以 e1，e，，"…，es 作为 边 的 树 。 设 工 是 包 
会 边 ej，e2，"，&x 的 如 的 最 小 生成 树 ， 其 中 大 是 满足 下 烈性 质 的 最 大 整数 : 分 在 着 包含 
普 林 算 法 所 选择 的 前 上 才 条 边 的 最 小 生成 树 。 若 证 明了 $= 工 ， 财 和 由 此 证 明了 这 个 定理 。 

假定 S 了 关 荆 ， 所 以 一 1。 因 此， 本 包 合 边 e1，e;，…，es， 但 是 不 包含 e+11。 考 处 
由 工 和 se, 1 所 组 成 的 图 。 因 为 这 个 图 是 连通 的 并 且 有 = 条 边 ， 边 太 多 了 就 不 能 是 树 ， 所 以 
它 必 然 包 含 简单 回路 。 这 个 简单 回路 必然 包 售 & 1， 因 为 在 工 里 设 有 向 单 回路 。 另 外 ， 在 
这 个 简单 回路 里 必然 有 不 属于 S11 的 边 ， 因 为 S 141 是 一 棵 树 。 通 过 从 e+ 的 一 个 端 氮 开 
始 ， 该 端点 也 是 边 el ，es，"…，es 之 一 的 端点 ， 并 和 且 依 循 回路 直到 它 到 达 一 条 不 在 w+ 里 
的 边 为 止 ， 就 可 以 找 出 一 条 不 在 Si+!1 里 的 边 e， 它 有 一 个 问 点 也 是 边 e/，e2，'…，&eh 之 一 
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的 端 感 。 遂 过 从 工 中 删除 e 并 且 添 加 e;1， 号 获得 带 nn 一 1 条 边 的 树 十 (人 它 是 树 ， 因 为 它 
没有 简单 回路 )。 注 意 树 本 包含 ej ，ez，*…，e@， et+1o 另外 ,因为 普 栖 算法 在 第 有 +1 个 
步骤 上 选择 esi， 并 且 在 这 个 步 又 上 ee 也 是 可 用 的 ， 所 以 e141 的 权 就 小 于 或 等 于 e 的 权 。 
根据 这 个 观察 结果 束 得 出 信也 是 最 小 生成 树 ， 因 为 它 的 边 的 权 之 和 不 超过 了 的 按 的 权 之 
种 。 这 与 对 点 的 选择 相 矛 盾 ,， 上 是 使 得 包含 ej ，e，，…，er 的 最 小 生成 树 存在 的 最 大 整数 。 
因此 ,=n 一 1 并且 $=。 所 以 普 林 算法 产生 最 小 生成 树 。 口 


练习 


1. 下 图 所 表示 的 道路 都 还 没有 铺设 路 面 。 边 的 权 表 示 蛮 成 对 的 城镇 之 向 的 道路 长 度 。 哪 些 
道路 应 当铺 设 路 面 ， 以 便 在 每 对 城镇 之 间 都 有 铺设 路 面 的 道路 ， 而 且 使 得 铺设 的 道路 的 
长 度 为 最 短 ?【 注 : 这 些 城镇 都 在 内 华 达 州 。) 


曼 哈 坦 


灌 泉 镇 ” 哥 德 波 因 特 


在 练习 2~4 中 ， 用 普 林 算 法 求 所 给 的 带 权 图 的 最 小 生成 树 。 


a 5s 让 4 < 


5 


3. 
d 


2 
6 


5. 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 设计 在 本 节 开 头 所 描述 的 通信 网络 。 
6. 用 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 求 练 习 2 中 带 权 图 的 最 小 生成 树 。 
7 了, 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 求 练习 3 中 带 权 图 的 最 小 生成 树 。 
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8. 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 求 练习 4 中 带 权 图 的 最 小 生成 树 。 

9. 找 出 具有 多 于 一 棵 最 小 生成 树 的 带 有 最 少 可 能 边 数 的 连通 带 权 简单 图 。 

10. 带 权 图 中 的 最 小 生成 森林 是 权 最 小 的 生成 森林 。 解 释 如 何 燃 改 普 林 算 法 和 克 鲁 斯 卡尔 温 
法 来 构造 最 小 生成 格林 。 


连通 带 权 无 向 图 的 村 大 生成 树 是 带 最 大 可 能 的 权 的 生成 树 。 


11. 设计 与 普 林 算 法 类 似 的 构造 连通 带 权 图 的 最 大 生成 树 的 算法 。 

12. 设计 与 克 鲁 斯 卡尔 算法 类 似 的 构造 连通 带 权 图 的 最 大 生成 树 的 算法 ， 

13., 求 练 习 2 中 带 权 图 的 最 大 生成 树 。 

14. 求 练习 3 中 带 权 图 的 最 大 生成 树 。 

15. 求 练习 4 中 带 权 图 的 最 太 生 成 树 。 

16. 求 在 本 节 开 头 所 提出 问题 中 连接 五 个 计算 机 中 心 的 次 最 便宜 的 通信 和 网 络 。 

“17. 设计 求 连 通 带 权 图 中 次 最 每 生成 树 的 算法 。 

18. 证明: 连通 带 权 图 中 权 最 小 的 边 ， 必 然 属于 任何 一 个 最 小 生成 树 。 

19. 证 明 : 车 所 有 边 的 权 都 不 相同 ， 则 连通 带 权 图 中 有 了 唯一 的 最 小 生成 树 。 

20. 很 定 连接 图 8-49 中 城市 的 计算 机 网 络 必 须 包 含 纽约 与 丹佛 之 间 的 直接 连接 。 那 么 应 当 
包含 哪些 其 他 的 连接 ， 使 得 在 每 两 个 计算 机 中 心 之 间 都 存在 连接 ， 并且 缆 用 最 少 ? 

21. 求 图 8-51 带 权 图 中 和 包含 边 le,， i| 和 tg, 不 | 的 总 权 最 小 的 生成 树 。 

22. 描述 一 个 算法 ， 它 求 连通 带 权 无 向 简单 图 中 包含 所 规定 的 一 组 边 的 权 最 小 的 生成 树 。 

23. 用 锡 代 码 表 达 练 习 22 中 设计 的 算法 。 


索 林 工法 从 连通 带 权 简单 图 G= (VWV,E) 这 样 产生 最 小 生成 树 ， 相 继 添 加 成 组 的 边 。 假 
定 对 Y 中 顶点 进行 了 排序 。 这 样 就 产生 边 的 一 个 顺序 ,其 中 阁 uo 先 于 1， 或 者 大 Wn— ul 
并 且 wo 先 于 wr， 则 xo，wol 先 于 {wu1，wvwil。 这 个 算法 首先 同时 选择 每 个 顶点 关联 的 权 
最 小 的 边 。 在 权 相 等 的 情形 下 选择 按 上 述 硕 序 的 第 一 条 边 。 这 样 就 产生 出 一 个 没有 简单 回路 
的 图 ， 即 一 些 树 组 成 的 一 个 森林 (练习 24 要 求证 明 这 个 事实 )。 其 次 ， 对 和 森林 中 的 每 棵 树 
同时 选择 在 该 树 中 一 个 顶点 与 在 一 栋 不 同 树 中 顶点 之 间 最 短 的 边 。 同 样 在 边 相 等 的 情形 下 选 
择 按 上 述 顺 序 的 第 一 条 边 。( 这 样 就 产生 出 一 个 没有 简单 回路 的 图 ， 它 包 合 着 比 在 这 一 此 之 
前 出 现 的 更 少 的 树 ， 见 练习 24。) 继续 进行 同时 添加 连接 树 的 边 的 过 程 ， 直 到 选择 了 nm 一 1 
条 边 为 止 。 在 这 个 阶段 就 构造 了 一 棵 最 小 生成 树 。 


“24. 证 明 : 在 索 林 算法 的 每 个 阶段 上 边 的 添加 都 产生 一 个 森林 。 

25. 用 索 林 算法 产生 下 图 中 所 显示 的 带 权 图 的 最 小 生成 树 。 
a) 图 8-49 b) 图 8-51 

“26. 用 伪 代 码 表 达 索 林 算 法 。 

“*27. 证 明 ; 索 林 算法 产生 连通 无 向 带 权 图 中 的 最 小 生成 树 。 

“28. 证 明 : 索 林 算 法 的 第 一 步 产生 至 少 包 含 [ n /2 | 条 边 的 森林 。 

*29 . 证 明 : 若 在 索 林 算法 的 某 个 中 间 步 又 中 存在 > 棵 树 , 则 算法 的 下 一 次 选 代 至 少 评 加 
[r+ 这 | 条 边 。 

“30 . 证 明 :在 完成 索 林 算 法 的 第 一 步 并 且 执行 索 林 算法 的 第 二 步 才 -1 工 次 之 后 ,还 和 一下 不 超 


DDDU-DDU-DDDDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUUA^A 


560 昼 栽 喜 兴 弄 弟 三 局 


过 [ n /2* | 棵 树 。 

"31, 证 朋 ， 从 带 有 x 个 顶点 的 连通 无 向 带 权 图 产生 一 襟 最 小 生成 树 ， 索 林 算 法 至 多 需要 
logn 次 选 代 。 

32. 证 明 ; 克 和 角 斯 卡尔 算法 产生 最 小 生成 树 。 


关键 术语 和 结 采 


术语 

树 : 没有 简单 回路 的 连通 无 问 图 

森林 : 没有 人 简单 回路 的 无 向 图 

禄 树 : 具有 一 个 称 为 根 的 规定 顶点 的 有 向 图 ， 从 根 到 任意 其 他 顶点 有 唯一 的 通路 。 

子 树 : 本 身 也 是 一 栋 树 的 符 的 子 图 

根 树 里 了 的 父亲 : 使 得 tu ,是 根 树 的 一 条 边 的 顶点 世 

报 硕 里 顶点 冲 的 儿子 : 以 wv 和 作 为 父亲 的 任何 项 点 

根 袜 里 顶点 vw 的 兄弟 : 与 立 具 有 相同 父亲 有 的 顶点 

撒 树 里 顶点 v 的 祖先 ; 在 从 根 到 z 的 通路 上 的 任何 顶点 

根 树 里 顶点 w 的 后 并 ;以久 作为 祖先 的 任何 顶点 

内 点 ; 具有 儿子 的 顶点 

树叶 : 没有 儿子 的 顶 抬 

顶点 的 戎 数 : 从 根 到 这 个 硬 点 的 通 甩 的 长 度 

树 的 高 度 : 树 里 顶点 的 最 大 层 数 

m 元 树 : 具有 每 个 内 点 都 有 不 超过 mw 个 儿 了 于 的 性 证 的 树 

满 m 元 树 ; 具有 每 个 内 点 都 有 恰好 mm 个 儿子 的 性 质 的 树 

二 灵 树 : 满足 mx =2 的 坟 污 树 (可 以 指定 每 个 儿子 作为 父亲 的 左 儿 子 或 右 儿 子 ) 

有 序 树 : 在 其 中 对 每 个 内 点 的 儿子 都 线性 地 排序 的 树 

平衡 神 : 在 其 中 每 个 顶点 都 是 在 上 层 或 h 一 1 层 上 的 树 ， 其 中 久 是 这 棵 树 的 高 度 

二 丸 搜 索 树 : 这 样 的 二 叉 树 ， 在 其 中 以 项 对 顶点 进行 标识， 使 得 一 个 顶点 的 标记 大 子 这 个 
顶点 的 左 子 树 里 所 有 顶点 的 标记 ， 并 且 小 于 这 个 顶点 的 右 子 树 里 所 有 顶点 的 标记 

决策 树 : 这 样 的 根 树 ， 在 其 中 每 个 顶点 表示 一 次 决策 的 可 能 结果 ， 而 树叶 表示 可 能 的 解 

前 缓 码 : 具有 这 样 一 种 性 质 的 编码 ， 一 个 字符 的 编码 永远 不 是 男 外 一 个 字符 的 编码 的 
前 缀 

树 的 遍历 : 树 的 顶点 的 列表 

前 序 遍 历 : 递归 定义 的 有 序 根 树 的 顶点 列表 ， 规 定 列 出 根 ， 接 着 列 出 第 一 棵 子 树 ， 接 着 以 从 
左 到 右 的 顺序 列 出 其 余子 树 

中 序 遍 万 ; 递归 定义 的 有 序 根 树 的 顶点 列表 ， 规定 列 出 第 一 棵 子 树 ， 接 着 列 出 根 ， 接 着 以 从 
左 到 右 的 出 现 顺序 列 出 其 余子 树 

后 序 遍 历 ， 首 归 定 闵 的 有 序 根 树 的 顶点 列表 ， 规 定 以 从 左 到 右 的 顺序 列 出 各 子 树 ， 接 着 列 出 
根 

中 组 记 法 ; 从 表示 表达 式 〔〈 和 包括 全 套 括 号 ) 的 二 叉 树 的 中 序 遍 历 所 获得 的 表达 式 形式 

前 组 《或 波兰 ) 记 法 : 从 表示 表达 式 的 二 叉 树 的 前 序 遍 历 所 获得 的 表达 式 形 式 
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后 绥 【或 道 波兰 ) 记 法 : 从 表示 表达 式 的 二 叉 树 的 后 序 遍 历 所 获得 的 表达 式 形 式 

排序 问题 : 以 升序 排列 项 自 列表 的 问题 

生成 树 : 包含 图 的 所 有 顶点 的 树 

最 小 生成 树 : 带 最 小 可 能 的 边 的 权 之 和 的 生成 树 

信心 芷 法 : 通过 在 每 步 上 做 出 最 优选 择 的 最 优化 算法 

结果 

一 个 图 是 树 ， 当 且 仅 当 在 它 的 任何 两 个 顶点 之 间 都 存在 唯一 简单 和 通路。 

带 有 x 个 顶点 的 树 具有 nn 一 1 条 边 。 

带 有 i 个 内 点 的 满 mr 元 树 具 有 mi + 1 个 付 点 。 

满 mx 元 树 的 项 点 数 、 和 树叶 数 各 内 点 数 之 间 的 关系 【 见 8.1 闻 里 定理 4。) 

在 高 度 为 上 的 满 tn 元 树 里 至 多 有 mm” 个 树叶 。 

车 mm 元 树 有 ! 个 树叶 ， 则 它 的 高 度 至 少 是 [log,。 {1。 若 这 树 也 是 满 的 和 平衡 的 ， 则 它 的 高 上 度 
就 是 [ log,, i |。 

骨 泡 排序 ， 在 每 迪 里 交换 顺序 颠倒 的 相 邻 项 目 ， 使 用 多 遍 来 完成 的 排序 过 程 

归并 排序 ， 通过 相继 地 合并 原来 列表 的 成 对 子 列 表 来 完成 的 排序 过 程 

深度 优先 搜索 ， 或 回 湖 : 构造 生成 树 的 过 程 ， 通 过 添加 形成 通路 的 边 ， 真 到 不 可 能 这 样 懒 为 
目 ， 然后 沿 这 条 通路 往 回 移动 ， 直 到 找到 可 以 形成 新 的 通路 的 顶点 为 止 

宽度 优先 搜索 : 构造 生成 树 的 过 程 ， 遂 过 相继 添加 与 上 次 添加 的 边 相 关联 的 所 有 边 ， 除 非 形 
成 简单 回路 

普宁 算法 产生 带 权 疼 里 最 小 生成 树 的 过 程 ， 通 过 相继 添加 与 已 经 在 树 里 的 项 点 相关 联 的 所 
有 边 中 权 最 小 的 边 ， 使 得 没有 边 在 添加 时 会 产生 简单 回路 

克 鲁 斯 卡尔 算法 : 产生 带 权 图 里 最 小 生成 树 的 过 程 ， 通 过 相继 廊 加 还 不 在 树 里 的 权 最 小 的 
边 ， 使 得 没有 边 在 添加 时 会 产生 简单 回路 


复习 期 


, a) 定义 树 。 b) 定 交 和 森林 。 
. 在 树 的 顶点 之 间 能 否 有 两 条 不 同 的 简单 通路 ? 
, 给 出 如 何在 建 模 中 使 用 树 的 至 少 三 个 便 子 。 
. a) 定义 根 树 和 这 样 的 树 的 根 。 
b) 定义 根 树 里 顶点 的 父亲 和 需 扩 的 儿 寺 。 
c)】 行 么 是 根 树 里 的 内 点 、 树 叶 和 子 树 ? 
d) 画 出 至 少 带 10 个 顶点 的 根 树 。 其 中 每 个 顶点 的 度 都 不 超过 3。 指 出 树 根 、 每 个 顶点 的 
父亲 、 每 个 顶点 的 儿子 、 内 点 和 树叶 。 
5. a) 带 ;个 顶点 的 树 有 和 包 少 亲 边 ? 
b) 你 需要 知道 秆 么 值 便 能 确定 带 有 个 顶点 的 森林 的 边 数 ? 
6. a) 定义 满 mz 元 树 
by 车 满 zw 元 树 有 i: 个 内 点 ， 则 它 有 多 少 个 顶点 ?这 树 有 和 多少 个 树叶 ? 
7. a) 什么 是 根 树 的 高 度 ? 
b》 什么 是 平衡 树 ? 


人 
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c) 高 度 为 上 的 zm 元 树 可 以 有 多少 个 树叶 ? 
8. a) 什么 是 二 灸 搜索 树 ? 
b) 描述 构造 二 义 搜 索 树 的 算法 。 
c) 构造 单词 vireo，wearbler,， egret，grosbeak ，nuthartch 和 Ringfisher 的 二 叉 搜 索 树 。 
9. a) 外 么 是 前 缀 码 ? 
b) 二 叉 树 如 何 表示 前 织 码 ? 
10, a) 定 儿 前 序 遍 认 、 中 序 调 历 和 后 序 避 历 。 
b) 给 出 你 所 选择 的 至 少 带 12 个 顶点 的 二 义 树 的 前 序 遍 历 、 中 序 遍 押 和 后 序 访 历 。 
11. a) 解释 一 下 如 何 用 前 序 裔 历 、 中 上 序 遍 历 和 后 序 避 历 米 求 算术 表达 式 的 前 缀 形式 、 中 绎 
形式 和 后 组 形式 。 
匣 出 表示 ((z 一 3)+ (CzA4) + (x 一 y) 3)) 的 有 序 根 树 。 
c) 求 在 b) 里 的 表达 式 的 前 缀 和 后 缕 形 式 。 
12. 证 明 ; 排序 算法 所 使 用 的 比较 次 数 至 少 是 [logn! |。 
13. a) 描述 冒 泡 排 序 算法 。 
b) 用 冒 泡 排 序 算 法 以 升序 来 排列 表 5,，2, 4，1，3。 
c) 给 出 对 冒 泡 排序 算 所 使 用 的 比较 次 数 的 大 口 信 计 。 
14. a) 描述 归并 排序 算法 。 
b) 用 归并 排序 算法 以 升序 来 排列 表 4，10, 1,，5, 3, 8, 7, 2, 6, 9。 
c) 给 出 对 归并 排序 所 使 用 的 比较 次 数 的 大 O 估计 。 
15. a) 什么 是 简单 图 的 生成 砚 ? 
b) 哪些 简单 图 具有 生成 树 ? 
c) 描述 至 少 两 个 需要 求 出 简单 图 的 生成 树 的 不 则 应 用 。 
16. a) 描述 求 简单 图 里 生成 树 的 两 个 不 同 算法 。 
b) 用 你 所 选择 的 至 少 带 8 个 顶点 和 15 条 边 的 图 ， 来 解释 你 在 a) 中 所 描述 的 两 个 算法 
是 如 何 用 来 求 简单 图 的 生成 树 的 。 
17. a) 解释 如 何 用 回溯 来 确定 能 否 用 x 种 辣 色 米 痢 色 人 简单 图 。 
b)》 用 例子 说 明 如 何 用 回 湖 来 证 明 : 色 数 等 于 4 的 图 不 能 用 三 神 颜色 来 着 色 ， 但 是 可 以 
用 四 种 颜色 来 着 色 。 
18. a) 什么 是 连通 带 权 图 的 最 小 生成 树 ? 
b) 描述 至少 两 个 需要 求 出 连通 带 权 图 的 最 小 生成 树 的 不 同 应 用 。 
19. a) 描述 求 最 小 生成 树 的 普 林 算 法 和 克 鲁 斯 卡尔 算法 。 
b) 用 至 少 带 8 个 顶点 和 15 条 按 的 图 ， 来 解释 克 鲁 斯 卡尔 算法 和 普 林 算 法 是 如 何 用 来 求 
最 小 生成 树 的 。 
补充 练习 
"1 , 证明， 简单 图 是 树 ， 当 且 仅 当 它 不 包含 简单 回路 ， 并 且 添 加 连接 两 个 不 相 邻 项 鳞 的 一 和 
边 ， 就 产生 从 好 有 两 条 回路 的 新 图 【其 中 不 认为 包含 相同 的 按 的 回路 是 处 同 的 )。 


2. 有 和 多少 种 非 同 构 的 带 6 个 顶点 的 根 树 ? 
3, 证 明 :, 每 一 个 至 少 有 一 条 边 的 树 都 至 少 有 两 个 上 若 挂 点 。 
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4. 证明: 有 x 一 1 个 若 挂 点 的 带 有 nn 个 顶点 的 树 必然 同 构 于 Kn-1o 

5. 市 有 5 个 项 点 的 树 的 项 点 的 度 之 和 是 什么 ? 

"6, 假定 4 ，d;，-…，d, 是 和 汶 2x 一 2 的 个 正 整 数 。 证明 : 存在 一 个 带 有 nn 个 顶点 的 
树 ， 使 得 这 些 巴 点 的 度 为 dl，d;,， ,d,s 

7. 证 明 : 每 个 树 都 是 平面 性 图 。 

8. 证 明 : 每 个 树 邦 是 侦 图 。 

9. 证 明 : 每 个 森林 部 可 以 用 两 种 颜色 来 着 色 。 

9 有 度 B 树 是 一 棵 根 树 ， 它 的 所 有 树叶 都 是 在 同一 层 上 ， 它 的 根 具 有 有 至 少 两 个 和 至 多 

2 人 儿子， 除非 根 就 是 树叶 ， 并 且 除 根 外 的 每 个 内 点 有 至 少 [有 AZ2 个 但 不 超过 六 个 儿 

子 。 当 计算 机 文件 用 吾 硅 来 表示 时 ， 束 可 以 有 歼 地 访问 这 些 文件 。 


10, 画 出 三 种 不 同 的 高 度 为 4 的 3 度 吕 树 。 
“141. 给 出 高 度 为 上 的 上 上座 B 树 里 树叶 数 的 上 界 和 下 漠 。 
“12 ,给 出 有 nn 个 树叶 的 上 度 B 树 的 高 度 的 上 界 和 下 界 。 


营 根 树 TT 满足 下 面 的 递归 定义 ， 则 称 它 为 5; 树 。 若 它 只 有 一 个 顶点 ， 则 它 是 56 树 。 
对 >>0 来 说 ， 通 过 两 个 S;_ 1 来 建立 5S， 把 一 个 5S,_1 村 的 根 作 为 5 树 的 根 ， 把 男 外 一 个 
5;_| 树 的 根 作 为 第 一 个 5; 桂 的 根 的 儿子 。 
13. 对 于 &=0，LI1，2，3，4 画 出 一 个 S$, 树 。 
14,. 证 明 : Si 树 有 2* 个 顶点 并 且 在 上层 上 有 办 一 一 个 顶 操 。 在 下 层 上 的 这 个 顶点 称 为 把 柄 。 


“15 . 假定 T 是 带 有 把 柄 za 的 5, 树 。 证 明 厅 可 以 这 样 从 不 相交 的 树 T,，T1，…，T_1 获 
得 《其 中 mm 不 在 这 些 树 的 任何 一 个 里 ， 对 i=0，1，…， 此 一 【来 说 ,是 S$,; 树 ); 对 i= 
0，1，… ,上 一 2， 连 接 w 到 wo 并且 连接 rx, 到 7, .1。 


有 序 根 树 在 层 数 顺序 下 的 顶点 列表 从 根 开始 ， 接 着 是 从 左 到 右 在 1 层 上 的 对 点 ， 接 着 是 
从 堪 到 右 在 2 早上 的 顶点 ， 依 次 类 推 。 


“16. 列 出 8.3 节 图 8-22 和 图 8-28 里 的 有 序 根 树 在 层 数 顺序 下 的 观点 列表 。 
17. 设计 烈 出 有 序 根 树 在 层 数 顺序 下 的 项 点 列表 的 算法 。 
"18. 设计 确定 一 组 通用 地 址 能 理 成 为 根 树 的 树叶 地 址 的 算法 。 
19. 设计 从 树叶 的 通用 地 址 来 构造 根 树 的 算法 。 

插入 排序 是 这 样 进 行 的 ;一 次 考 弄 一 个 形 中 元 率 ， 从 第 二 个 元 素 开 始 做 。 每 个 元 素 都 与 
表 中 前 面 的 元 素 进 行 比 较 ， 前面 的 元 素 已 经 排 成 了 正确 的 顺序 ， 把 这 个 元 素 插 在 前 面 元 素 的 
正确 位 置 ， 这 个 位 置 原来 的 元 素 及 其 右边 的 所 有 元 好 都 问 右 移动 一 个 位 置 。 


20. 用 插入 排序 对 表 3，2，4，5$，1 排序 。 

21. 用 和 檀 代码 写 出 插入 排序 。 

22. 确定 插入 排序 就 所 用 比较 次 数 面 言 的 最 坏 情 形 复 淋 性 。 

23. 假定 。e 是 篇 单 图 里 与 悬挂 点 关联 的 一 条 边 。 证 明 : e 必然 是 在 任何 的 生成 树 里 。 


图 的 项 集 是 这 样 一 些 边 的 集合 ,删除 这 些 边 就 会 产生 一 个 子 图 ， 这 个 子 图 的 连通 分 芭比 
原来 的 图 要 多 , 但 是 这 些 边 的 任何 真子 集 都 没有 这 个 性 奈 。 
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24. 证 明 : 图 的 割 集 必然 与 这 个 图 的 任何 生成 树 都 有 至 少 一 条 公共 边 。 


仙人 洁 图 是 连通 图 ， 其 中 没有 边 是 在 多 于 一 条 的 简单 回路 上 ， 这 些 简单 回路 不 经 过 除了 
起 点 以 外 的 任何 项 点 超过 一 次 ,或 者 不 在 除了 终点 以 外 的 其 他 地 方 经 过 起 点 (其 中 不 认为 由 
横 同 的 边 组 成 的 两 个 回路 是 不 同 的 )。 


25. 下 面 的 图 中 哪些 十 仙人 人 午 图 ? 


| b) 
沾 

26. 树 是 否 必 然 是 仙人 擎 图 ? 

27. 证 明 : 若 在 树 中 添加 一 条 回路 ， 它 包含 一 些 起 止 于 树 中 一 个 顶点 的 新 边 ， 则 形成 一 个 仙 
人 掌 图 。 


28 . 证明， 若 在 连通 图 中 ， 每 条 不 经 过 除 起 点 以 外 的 任何 顶点 超过 一 次 的 回路 都 包 售 背 数 
条 边 ， 则 这 个 图 必然 是 仙人 党 图 。 


简单 图 G 的 限制 度数 生成 树 是 具有 这 样 性 质 的 生成 树 ， 在 这 个 树 里 硕 操 的 度 不 能 超过 东 
个 规定 的 界限 。 在 运输 系统 的 模型 里 ， 其 中 在 奖 久 路口 处 的 道路 数目 是 有 限 的 ， 在 通信 和 网络 的 
模型 里 ， 其 中 进入 一 个 结 点 的 连接 数目 是 有 限 的 ， 这 两 种 模型 的 限制 度数 生成 树 是 有 用 的 。 

在 练习 29~31 中 ， 求 所 给 的 图 的 限制 度数 生成 树 ， 其 中 每 个 顶点 的 度 都 小 于 或 等 于 3， 
或 者 证 明 不 存在 这 样 的 生成 树 。 


29. 


人 
NA 
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32. 证 明 : 简单 图 的 限制 度数 生成 树 。 其 中 每 个 顶点 的 度 都 不 超过 2， 是 由 该 图 中 的 单独 一 
条 哈密 顿 回路 所 组 成 的 。 

33, 车 可 以 用 整数 1，2，…，nn 来 标记 带 有 ”个 顶点 的 树 的 顶点 ， 使 得 相 邻 顶点 的 标记 之 差 
的 绝对 值 全 都 是 不 同 的 ， 则 这 标 树 称 为 优美 的 。 证 明 : 下 面 的 树 都 是 优美 的 。 


a) 


b) “TT 
cy) 人 d) fT 
毛 忠 图 是 含有 一 条 简单 通路 的 树 ， 树 中 不 包含 在 这 条 通路 中 的 每 个 顶点 都 与 这 条 和 通 路 中 
的 一 个 顶点 相 邻 。 


34. 在 练习 33 中 哪些 图 是 毛虫 图 ? 

35. 带 六 个 顶点 的 互 不 同 的 枸 毛虫 图 有 煞 少 种 ? 

“36.a) 证 明 或 反 驭 : 其 边 形 成 一 条 简单 通路 的 所 有 树 都 是 优美 的 。 

"*b)》 证 明 或 反 驶 : 所 有 的 毛虫 图 都 是 优美 的 。 

37. 假定 一 种 跳棋 游戏 的 前 四 步 如 下 所 示 。 解 释 一 下 如 何 用 树 来 表示 这 种 游戏 的 可 能 的 后 继 
移动 。 若 使 用 六 的 选手 先 走 ， 则 这 个 选手 是 否 有 必 胜 的 策略 ? ( 详 者 注 ; 三 子 横 琶 斜 连 
成 一 线 即 胜 。) 

a) b) c) 


38. 三 对 夫妇 到 达 一 条 河流 的 岸 边 。 每 个 妻子 都 是 钱 妒 的 ， 当 她 的 丈夫 与 其 他 的 妻子 (或 其 他 人 ) 
在 一 起 而 她 不 在 场 时 ， 她 就 不 信任 她 的 丈夫 。 用 一 条 只 能 装载 不 超过 两 个 人 的 船 ， 如 何 能 使 
6 个 人 渡河 到 对 雇 ， 没 有 丈夫 与 他 的 妻子 之 外 的 女人 单独 相处 ? 使 用 图 论 模型 。 

“39. 假定 e 是 带 校 图 中 与 顶点 " 关联 的 一 条 边 ，e 的 权 不 超过 与 顶点 v 关联 的 任何 其 他 边 的 
权 。 证 明 : 存在 一 棵 包含 这 条 边 的 最 小 生成 树 。 

“40. 证 明 : 若 在 带 权 图 中 没有 两 条 边 具有 相同 的 权 ， 则 在 每 个 最 小 生成 树 里 虱 包 信者 与 项 
点 关联 的 权 最 小 的 边 。 

41. 求 下 面 每 个 图 的 最 小 生成 树 ， 其 中 在 生成 树 中 每 个 硕 点 的 度数 都 不 超过 2。 
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计算 机 题 自 
编写 带 有 下 列 输入 与 输出 的 程序 。 


1. 给 定 无 向 简单 图 的 相 令 矩阵， 衫 定 这 个 图 是 不 是 树 。 

2. 给 定 根 树 的 相 邻 矩阵 和 这 棵 树 里 的 一 个 顶点 ， 求 出 这 个 顶点 的 父亲 、 儿 子 、 祖 先 、 后 代 
和 层 数 。 

3. 给 定 根 树 的 边 的 列表 和 这 棵 树 里 的 一 个 顶点 ， 求 出 这 个 顶点 的 父亲 、 儿 子 , 祖先 、 后 代 
和 层 数 。 

4 ,给 定 项 的 列表 ， 构 造 包含 这 些 项 的 二 义 搜 索 树 。 

5. 给 定 一 叉 搜 索 树 利 一 个 项 ， 在 这 个 二 及 搜索 树 里 求 出 这 个 项 的 位 置 或 添加 这 个 项 。 

6. 给 定 有 序 根 树 的 边 的 有 序列 表 ， 求 出 它 的 边 的 通用 地 址 。 

7. 给 定 有 序 根 树 的 边 的 有 序列 表 ， 以 前 序 、 中 序 和 后 序列 出 它 的 顶点 。 

8. 给 定 前 级 形式 的 算术 表达 式 ， 求 它 的 值 。 

9, 给 定 后 狠 形 式 的 算术 表达 式 ， 求 它 的 值 。 

10. 给 定 一 组 # 个 整数 ， 用 冒 泡 排 序 来 对 它们 排序 。 

11. 药 定 两 个 排序 的 整数 列表 ， 把 它们 合并 成 一 个 排序 的 列表 ， 上 跟踪 所 使 用 的 比较 次 数 。 

12. 给 定 一 组 # 个 整数 ， 用 归并 排序 来 对 它们 排序 。 

13. 给 定 连通 无 向 简单 图 的 相 邻 种 阵 ， 用 深度 优先 搜索 找 出 这 个 图 的 生成 树 。 

14. 给 定 连通 无 向 简单 图 的 相 邻 矩阵 ， 用 宽度 优先 搜索 找 出 这 个 图 的 生成 树 。 

15. 给 定 一 组 正 整 数 和 一 个 正 整数 N， 利 用 回 湖 求 这 此 整数 的 其 和 浆 N 的 子 集合 。 

“16. 给 定 无 回 简单 图 的 相 邻 矩阵 ， 若 有 可 能 ， 就 利用 回潮 以 3 种 颜色 着 色 这 个 图 。 

“17. 给 定 一 个 正 整 数 x， 利 用 回 湖 来 解决 n 皇后 问题 。 

18. 给 定 带 权 无 向 连通 图 的 边 的 列表 和 它们 的 权 ， 用 普 林 算 法 求 这 个 图 的 最 小 生成 树 。 

19. 纵 定 带 权 无 向 连通 图 的 边 的 列表 和 它们 的 权 ， 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 求 这 个 图 的 最 小 生 


成 树 。 


计算 和 研究 
利用 计算 程序 或 你 已 经 编写 的 程序 来 做 下 面 的 练习 。 


1. 显示 所 有 的 带 有 6 个 顶点 的 树 。 

2. 显示 全 部 的 互 不 同 攀 的 带 有 7 个 顶点 的 树 。 

3. 根据 英文 字母 在 普通 英文 资料 中 出 现 的 频 度 ,构造 一 种 字母 的 上 稚 夫 曼 编 码 ，。 

4. 对 n=1，2，3, 4,，5, 6 计算 KK, 的 不 同 生成 树 的 个 数 。 推 测 = 为 正 整数 时 计算 这 种 生 
成 树 个 数 的 一 个 公式 。 

5, 对 =100，1 000 和 10000， 对 比 对 ”个 元 素 的 列表 进行 选择 排序 、 播 人 排序 、 归 并 排 
序 和 快速 排序 所 需 的 比较 次 数 ， 其 中 列表 元 紊 是 随机 选择 的 正 整数 。 

6. 在 nxn 棋盘 上 安置 a 个 皇后 ,使 得 对 于 任何 不 超过 10 的 正 整数 x， 两 个 皇后 不 能 被 此 
攻击 。 计 算 作 出 这 样 安置 的 不 同方 式 的 数目 。 

“7, 求 美国 50 个 州 的 首府 城市 连接 图 的 最 小 生成 树 ， 相 互 连 接 的 各 边 的 权 是 城市 之 间 的 


= -rE pt i 
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中 离 ， 

8. 对 4x4 棋 大 上 的 棋 赛 画 出 完全 比赛 树 。 

写作 题目 
对 下 列 问 题 ， 用 课外 资料 写成 短文 。 

1, 说 明山 革 (Arthur Cayley》 如 和 何 用 树 来 罗列 碳水 化 合 物 特 定 类 型 的 数目 ， 

. 定义 AVL 树 (也 称 为 高 平衡 树 )。 说 明 AVL 树 如 何以 及 为 何 用 在 各 种 不 同 的 算法 中 。 

. 定 关 四 灵 树 ,说明 如 何 用 它 来 表示 图 像 。 说 明 如 何 通过 对 相应 四 有 叉 树 的 操纵 对 图 像 进行 

旋转 、 织 放 和 转换 。 

4. 定义 一 个 挫 ， 说 明 特 样 把 树 转 变 成 礁 ， 为 什么 挫 在 排序 中 是 很 有 用 的 ? 

5. 描述 基于 字母 频 度 〈 包 括 堆 去 曼 编 码 ) 的 数据 压缩 算法 ， 以 及 基于 字母 块 频 度 的 相关 
算法 ， 

6. 讨论 如 何 把 树 用 于 建立 游戏 的 模型 ， 并 提出 游戏 获胜 的 策略 。 说 明 如 何 用 树 对 一 种 游戏 
进行 研究 ， 如 tic-tac-toe ( 井 宇 9 格 游 戏 】 ，、nim、hex 或 其 他 游戏 。 一 定 要 讨论 e 一 及 前 校 
i 

7. 定义 称 为 树 格 网 的 图 。 说 明和 如 何 将 这 种 图 用 于 起 大 型 系统 集成 和 并 行 计算 的 应 用 中 。 

. 讨论 在 耻 组 播 中 用 于 避免 在 路 由 器 之 间 产 生 环 的 算法 。 

. 描述 求 一 个 图 的 最 小 生成 树 的 一 种 算法 ， 生 成 树 中 的 任何 顶点 的 度 不 超过 一 固定 的 常 

数 此 。 

10. 就 算法 的 复杂 性 及 何 时 使 用 它们 来 对 比 某 些 最 重要 的 排序 算法 ， 

11. 讨论 构造 最 小 生成 树 算法 的 历史 和 起 源 。 

12. 描述 产生 随机 树 的 算法 。 


i 


“9 
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第 9 章 布尔 代数 


计算 机 和 其 他 电子 设备 中 的 电路 都 有 输入 和 输出 ， 输 入 是 0 或 1， 输 出 也是 0 或 1。 电 路 可 以 
用 任何 具有 两 个 不 同 状 态 的 基本 元 件 来 构造 ， 开 关 和 放学 装置 都 是 这 样 的 元 件 。 开 关 可 能 处 于 开 
或 关 的 位 置 ， 光 学 装置 可 能 是 点 亮 或 未 点 亮 的 。1854 年， 乔治: 布尔 {George Boole) 在 《The 
Larws of Thought$ 一 书 中 第 一 次 给 出 了 人 逻辑 的 基本 规则 。1938 年 ， 克 劳 德 .香农 【CiaudeShan- 
non) 揭示 了 怎样 用 逻辑 的 基本 规则 来 设计 电路 ， 这 些 基本 规则 形成 了 布尔 代数 的 基础 。 本 章 将 
逐步 展开 布尔 代数 性 质 的 讨论 。 电 有 路 的 操作 是 由 布尔 孙 数 定 头 的， 布尔 是 数 对 输入 的 每 个 集合 都 
指出 其 输出 的 值 。 构 造 电 路 的 第 一 步 是 用 由 布尔 代数 的 基本 运算 构造 出 的 表达 式 来 表示 布尔 菠 
数 。 我 们 将 提供 一 个 算法 来 产生 这 些 表 达 式 ， 所 得 到 的 表达 式 可 能 包含 一 些 宛 余 运 算 。 在 本 竟 的 
后 面 ， 我 们 将 措 述 一 些 求 表达 式 的 方法 ， 用 这 些 方 法 求 得 的 表达 式 所 包含 的 和 与 积 的 个 数 是 表示 
一 个 布尔 函数 所 需 数 量 中 最 少 的。 将 要 展开 讨论 的 这 些 方法 称 为 卡 诺 {Kamaugh) 图 方法 和 牵 因 
- 莫 可 拉 斯 基 (Quine 一 McCluskv) 方法 ,它们 对 于 设计 有 效 的 电路 十 分 重要 。 


9.1 布尔 函数 
9.1.1 引 育 


布尔 代数 提供 的 是 集合 {0，1| 上 的 运算 和 规则 ， 这 个 集合 及 布尔 代数 的 规则 还 可 以 用 
来 研究 电子 和 光学 开关。 我 们 将 来 用 得 最 多 的 三 个 布尔 代数 运算 是 补 、 布 尔 和 与 布尔 积 。 元 
圳 的 补 以 上 划 线 标记 ， 其 定居 为 : 0=1， 且 1=0。 布尔 和 记 为 + 或 OR, 它 有 如 下 值 : 


1+1=1, 1+0=1， 0+1=1, 0+0=0 
布尔 积 记 为 ' 或 AND， 它 有 如 下 值 : 
1'1=1, 1.0=0， 0.1=0, 0:0=0 


在 不 引起 混 关 的 情形 下 ， 可 以 出 去 ， 就 像 在 写 代 数 积 时 那样 。 除 非 使 用 括号 ， 布 尔 运 算 的 优 
先 级 规则 是 : 首先 计算 所 有 衬 ， 接 着 是 布尔 积 ， 然 后 是 布尔 和 ， 如 人 鲍 工 所 示 。 


了 六 克 劳 初 :区 水 西 德 :香农 (Claude Elwood Shannon) 于 1916 年 生 于 窗 胸 根 州 的 盖 劳 得 《Gayiord)，1936 年 毕业 于 
“= 密 黑 根 大 学 ,之 后 在 麻 省 理工 学 院 继 娃 学 十 。 在 麻 省 理工 学 院 ， 他 得 到 了 一 价 维 把 微分 妇 析 器 的 工作 ， 这 种 机 器 
， 且 由 轴 和 和 齿轮 构成 的 机 械 计算 装 阁 ， 是 由 杞 的 硕士 论文 导师 交 姥 瓦 : 布 秆 《Vannevar Bush》 构 造 的 。 理 农 的 硕士 论文 写 于 
1936 年 ， 研 究 其 分 分 析 岂 的 逻辑 方面 。 该 论 立 第 - -次 提出 了 布尔 信 数 在 开 美 电路 设计 中 的 应 用 ， 它 也 可 能 是 20 世纪 最 著 
名 的 硕士 论文 。 香 农 于 1940 年 从 麻 省 理工 学 院 获 得 博士 学 位 ， 并 于 1940 年 各 人 贝尔 实 驻 室 ,， 在 那 星 化 其 事 邓 据 有 首付 
输 方 区 的 工作 ， 亿 是 首 批 用 数位 表示 捕 息 的 人 中 的 一 个 。 在 贝尔 实验 室 ， 他 还 从 事 于 确定 电 庄 线 所 能 承载 的 流 员 方面 的 
工作 。 香 农 对 信息 论 作出 了 许 包 十 分 重要 的 贡献 。 在 加 世纪 外 年 代 的 日期 ， 地基 人 入 工 智能 的 卜 基 信之 一 。 他 在 1956 年 
进 上 有 暗 省 理工 学 院 继续 从 事 迟 息 论 研究 。 
香农 有 着 不 同 于 常规 的 一 面 。 李 弟 认 为 是 以 火箭 为 动力 的 塑料 班 具 飞盘 的 发 明 者 。 他 和 曾 在 贝尔 实验 室 的 门厅 里 骑 奢 
单 轮 脚 戎 车 ， 并 同时 亚 车 4 个 球 ， 且 因此 而 闻 和 名。 香农 了 0 岁 时 就 退休 了 ， 但 在 其 后 的 十 多年 中 还 零星 地 发 表 文章 。 现 在 
季 正 享受 生活 并 从 事 一 些 蹇 物 守 划 ， 如 建造 一 个 用 于 瞻 财 的 电动 高 路 枯 。 香 农 的 一 各 有 意思 的 语录 是 :“ 我 可 以 想象 ,我 
们 将 成 为 机 器 人 而 独特 成 为 人 人 的 时 刻 将 会 到 来 ， 我 为 机 器 训 气 加 袖 (I visualize a time when we will be to robots What dogs 
are to bumens. Aid TI am rooting for the machines)}。” 这 各 话 于 1987 年 发 表 在 《Cni Magazine) 装 志 上 。 
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例 1 计算 1:0+40+17 的 值 。 
解 ”根据 补 、 布 尔 和 与 布尔 积 的 定 艾 得 
1-0+ (0+1)=0+1 
=0 + 人 0 
=0 加 


证、 布尔 和 与 布 东 积分 别 为 应 于 逻辑 算 子 ”n 、V 和 六 ， 且 0 对 应 于 下 【《 恨 )，1 对 应 于 工 
( 真 ?。 有 关 布 尔 代 数 的 结果 可 以 直接 翻译 成 关于 命题 的 结果 。 相 反 地 ， 关 于 命题 的 结果 也 能 
被 策 译 成 关于 布尔 代数 的 命题 。 


9,1.2 布尔 表达 式 和 布尔 函数 


设 B= 10,1!;。 如 果 变 元 xz 仅 从 B 中 取 值 ， 则 称 该 变 元 表 9-1 
为 布尔 变 元 。 从 B" 到 吕 的 函数 被 称 为 = 度 布 尔 函 数 ? ,其 
中 Ba 是 集合 |(z1, ra,… ,zx.) | zB,1 芝 i 之 n|。 布尔 函 
数 的 值 通常 用 表 来 表 秒 。 例 如 ， 对 于 如 下 布尔 晒 数 已 (>， 
y); 当 + 上 =1 且 y=0 时 ,， 筷 的 值 为 1; 当 工 和 yy 取 其 他 值 
时 ， 它 的 值 都 为 0。 则 F(z,y) 可 由 表 9-1 表示 。 

布尔 函数 也 可 用 由 变 元 和 布尔 运算 构成 的 表达 式 来 表示 。 关 于 变 元 x1，x2，…，xs 的 
布尔 表达 去 可 以 递归 地 定义 如 下 : 

1) 0,，1，x1，Xx2;，"…， 六 ,是 布尔 表达 式 。 

2) 如 果 El 和 EE; 是 布尔 表达 式 ， 则 FE),，(EjE2 ) 和 《Ej+E，) 是 布尔 表达 式 。 

每 个 布尔 表达 式 都 表示 一 个 布尔 函数 ， 此 昂 数 的 值 是 通过 在 表达 式 中 用 0 和 1 替换 变 元 
得 到 的 。 在 9.2 节 中 我 们 将 介绍 布尔 函数 是 怎样 由 布尔 表达 式 表 示 的 。 


例 2 计算 由 F(z ,y,z)= xy+z 表 示 的 布尔 函数 的 值 。 


解 ”这 个 郴 数 的 值 由 表 9-2 表示 。 辆 

囊 9-2 布尔 晴 数 下 种 局 是 相等 的 ， 当 且 仪 当 F 
C2 bb) 对 B 中 的 人 
意 遇 ， 玉 ，…， 五 成立。 表示 同一 个 函数 的 不 
同 布尔 表达 式 被 称 为 是 等 价 的 。 例 如 ， 布 乐 表 
达 式 ry，-ry +0 种 xy*1 都 是 等 价 的 。 布 尔 隔 
数 下 的 补 函 数 是 下 ,此 处 下 (zyzas)= 
Fr 设 F 和 G 是 度 的 布尔 申 数 ， 
函数 的 布尔 和 下 + 与 布尔 积 FG 分 别 定义 为 


fh 
Ph 
Te 


(F+ GY (x1 sr) = FAL ,TI,) 
+ 全 (zi) 


汪 放 虹 区 人 站 开 
] 1 
1 
] uU 
1 U 
D l 
0 1 
寻 0 
0 0 


所 ” 愿 女 为 Boolean function of degree nm, 它 当 称 为 n 元 布尔 西数 。 一 一 评 者 注 
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(FG Ta) = F(T TL Tn) 

2 度 布 尔 晤 数 是 从 ~- 个 有 4 个 元 豪 的 集合 到 B 的 肾 数 ,这 4 个 元 又 是 B= 10,11 中 元 率 
构成 的 元 素 对 。B 是 个 有 2 个 元 紊 的 集合 ， 因 而 有 16 个 不 同 的 2 度 布尔 明 数 。 在 表 9-3 中 ， 
我 们 列 出 了 这 16 个 不 同 的 2 度 布 尔 隔 数 的 值 ， 这 16 个 不 同 的 2 度 布尔 隔 数 被 记 为 下 | ， 工 : ， 
ae 


表 9-3 2 度 布 尔 尊 数 


解 ” 由 计数 的 习 积 规则 知 : 有 2” 个 由 
0 和 1 构成 的 不 同 的 x 元 组 。 因 为 布尔 函数 
就 是 对 这 些 2" 个 元 组 中 的 每 一 个 进行 赋 
值 ， 因 而 乘积 规则 表明 了 有 22 个 不 同 的 
度 布尔 函数 。 

表 9-4 列 出 了 1 一 6 度 不 同 布尔 函数 的 
数量 ， 这 样 的 函数 的 数量 增长 非常 快 。 


03 3368 


4 294 967 200 


18 #46 7d4 O73 TD 331 lb 


9,1.3 布尔 代数 中 的 恒等式 


布尔 代数 有 许多 恒等式 ， 表 9-5 列 出 了 其 中 最 重要 的 部 分 。 (读者 应 将 这 些 恒 等 式 与 第 
1.2 节 的 表 1-12 中 的 逻辑 等 价 式 以 及 第 1.5 节 的 表 1-17 中 的 集合 恒等式 进行 比较 ,. 所 有 这 
些 都 是 一 个 更 抽象 结构 中 恒等式 集合 的 特殊 情形 ,) 这 些 恒等式 对 于 电路 设计 的 简化 特别 有 
用 。 表 9-5 中 的 每 个 恒等式 都 可 以 用 家 来 证 明 。 下 面 的 例子 就 似 这 种 方法 证 明了 一 个 分 配 
律 ， 其 余 性 质 的 证 明 留 作 练 习 。 


表 9.5 布尔 恒等式 


”人 dr rr mH a tl te 
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二 十 【9 re 


rhs) = {Iy) 
T+yr=trty(lrie) 
Ty l= ryt re 
(2) 7+ 

{r+ y)= .ry 


例 4 证 明 分 配 律 z(v+s)= .xy+ xz 是 正确 的 。 
解 ” 表 9-6 表 示 了 此 恒等式 的 验证 。 这 个 恒等式 成 立 是 因为 此 表 的 最 后 两 列 相 同 。 国 
于 9-6 


十 
上 4 


E 
1 
1 
中 
| 
1 
1 
0 


例 5 用 布尔 代数 的 恒等式 证 明 吸 收 律 zfz+Tyw=zae {之 所 以 称 为 吸收 律 是 因为 将 
x+ 十 y 吸收 进 xz 而 保持 了 不 动 -) 


解 ” 椎 导 此 人 恒等式 的 步骤 及 每 步 使 用 的 定律 如 下 : 


rtrty)=trT+tO)(r+t+y) 布尔 和 的 同一 律 
=x+0"y 布尔 条 对 布尔 积 的 分 配 律 
一 工 十 也 布尔 税 的 变换 律 
=x+0 布尔 积 的 支配 律 
二 布尔 和 的 间 一 律 鸭 
9.1.4 对 侦 性 


表 9-5 中 的 恒等式 都 是 成 对 出 现 的 (除了 双重 补 律 )。 为 解释 每 一 对 中 的 两 个 恒等式 间 
的 关系 ， 我 们 使 用 “对 偶 ” 这 个 概念 。 一 个 布尔 表达 式 的 对 侦 可 如 下 得 到 ; 交换 布尔 和 与 布 


尔 积 ， 皇 交换 0 与 1。 

例 §6 写 出 x(y+0) 和 并 '1+ (y+ zz) 的 对 侦 。 

解 ” 在 这 两 个 表达 式 中 交换 符号 二 和 :以 及 0 和 1 就 产生 了 它们 的 对 侦 。 这 两 个 对 偶 分 
惑 是 x +(y'1) 和 (++0) (yz)。 攻 
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布 泵 表达 式 所 表示 的 布尔 函数 的 对 习 是 由 这 个 表达 式 的 对 人 蛋 所 表示 的 函数 ， 这 个 对 
偶遇 数 记 为 启 ， 它 不 依赖 于 表示 下 的 那个 特定 的 布尔 表达 式 。 对 于 由 布尔 表达 式 表 示 的 敬 
数 的 恒等式 ， 妆 取 恒 等 式 现 过 的 晤 数 的 对 候 时 ， 等 式 仍 然 成 立 (原因 一 见 练 习 22)。 此 结果 
叫 伐 对 栏 性 原理 ， 七 对 于 获得 新 的 得 等 式 十 分 有 用 。， 

例 7 通过 取 对 侦 的 方法 ， 由 语 5 中 的 吸收 律 x(x+ vy) = 构造 一 个 恒等式 。 


解 取 此 恒等式 两 过 的 对 偶 ， 得 到 和 恒等式 z+ ry==x， 它 也 被 称 为 吸收 律 。 加 


9.1.5 布尔 代数 的 抽象 定义 


本 节 中 我 们 一 直 专 注 于 布尔 果 数 和 表达 式 ， 但 已 得 到 的 结 潜 都 可 以 翻译 成 关于 命题 的 结 
果 或 关于 集合 的 结果 ， 因 此 ， 机 但 地 定义 布尔 代数 十 分 有 用 。 一 旦 一 个 特定 的 结构 被 证 明 是 
布尔 代数 ， 则 所 有 关于 布尔 代数 的 一 般 结 果 者 可 应 用 于 这 个 特定 的 结构 。 

布尔 代数 可 以 用 多 种 方法 定义 ， 最 常用 的 方法 是 指明 运算 所 必须 满足 的 性 质 ， 如 下 面 的 
定义 所 未 。 

定义 1 一 个 布尔 代数 是 一 个 集合 日 ， 它 有 两 个 二 元 运算 V 和 A， 元 素 0 和 1， 以 及 一 
个 一 元 运算 ,和 且 对 B 中 的 上 所 有 元 素 x+、y 和 zx， 下 烈性 店 咸 立 : 


TVD)=zx 


同一 和 
IAl=x 
| 支配 律 
x Ar=0) 
CrVYy)Yvx—= ryV (ty) 结合 律 
(zhy}Nz= (yAz) 
TV(iyAz)= (ry A(T 2) 分 配 律 
XAtyYe)= (rhAy)Y (rh 2) 


使 用 定义 1 工 所 第 的 定律 可 以 证 明 许 案 其 他 的 定律 ,例如 寡 等 律 ,支配 律 等 。( 见 练习 25 一 32。) 

以 前 讨论 计 ,B = 10,11 连 同 OR、AND 运算 及 “ 补 ” 和 运算 满足 所 有 这 些 性 质 。 有 nn 个 变 
元 的 所 有 合 题 构成 的 集合 ， 连 局 YY 和 A 算 子 、 下 番 下 及 “ 非 ” 算 子 ， 也 满足 布 季 代数 的 所 有 
性 质 ， 这 可 以 从 第 1.2 节 中 的 表 1-12 中 看 出 来 。 类 航 地 ， 一 个 全 集 U 的 所 有 子 集 构 成 的 集 
合 ， 连 同 并 和 交 运 算 、 空 集 和 全 集 及 集合 求 补 运算 是 一 个 布尔 代数 ， 这 可 以 从 第 1.5 节 的 表 
1-17 中 看 出 来 。 所 以 ， 为 了 建立 美 于 布尔 表达 式 、 命 题 和 集合 的 结果 ， 我 们 只 要 证 明 关 于 
抽象 布尔 代数 的 结果 即 可 。 

布尔 代数 也 可 以 用 第 6 章 中 所 讨论 的 格 的 概念 来 定义 。 一 个 格 工 是 一 个 偏 序 集 ， 共 每 对 元 素 
x、y 部 有 一 个 最 小 上 界 ， 记 为 lub(x,y); 也 有 一 个 最 大 下 界 ， 记 为 gb(zr ,yj 给 定 工 的 两 个 元 
素 x 和 »， 我 们 可 以 定 疼 工 的 两 个 运算 yY 和 A 如 下 : xzY y=iub(xz ,YH xzAy=glblx,y)。 

去 合 一 个 格 成 为 定义 1 所 指出 的 一 个 布尔 代数 ， 它 必须 有 两 个 性 夺 。 第 一 ， 它 必须 是 可 
补 的 。 为 使 一 个 格 成 为 可 补 的 ， 它 必 须 有 一 个 最 小 元 素 0 和 一 个 最 大 元 素 1， 且 对 格 的 每 个 
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元 素 +， 必须 存在 一 个 元 素 ，,， 使 得 x Y=1 且 xAX=0。 第 二 ， 它 必须 是 分 配 的 。 所 训 
“分 配 的 ” 指 的 是 : 对 于 上 中 的 每 个 x、y 和 ,xy(yAz) 二 (xVyy)jA(rvyvzij 有 BxrA(yY ee) 
一 (xzAy)Y (xAz)。 证 明 可 补 的 分 配 格 是 布尔 代数 放 在 本 节 末 尾 的 练习 33 中 。 


闫 习 
1. 求 下 列表 达 式 的 值 。 

a) 1:0 by 1+1 cy 0'0 d) (1+0) 
2. 求 满 足下 列 方 程 的 布尔 变 元 的 值 《如果 有 的 话 )。 

a) Xl1=0 by r+z=0 ec} Tl1=x d) x" 工 二 1 


3. 布尔 变 元 x 和 和 yy 的 什么 值 满足 xy=x+y? 

4. 有 和 多少 个 7 度 布尔 胃 数 ? 

$5. 用 表 9-5 中 的 定律 证 明 咀 收 律 并 +Ty=o 

E76. 证 明 F(x,y,2)= Ty + Xt+ ye 取 值 1， 当 且 仅 当 变 元 z、y 和 x 中 人 至少 有 两 个 取 
值 1。 

7. 证 明 wy+ yz+Xz=Xy+ y+reo 


练习 8 一 15 处 理由 10，11 上 的 布尔 和 与 布尔 积 所 定义 的 布尔 代数 。 


8. 验证 双重 补 律 。 

9. 验证 徊 等 律 。 

10. 验证 同一 律 。 

11. 验证 六 配 律 。 

12. 验证 交换 律 。 

13. 验证 结合 律 。 

14. 验证 表 9-5 中 的 第 一 个 分 配 律 。 
15. 验证 德 摩根 律 。 


布尔 算 子 旬 的 定义 如 下 : 191=0，1@60=1，0@1=1，0@0=10。 此 算 子 被 称 为 “ 异 或 
(XOR)” 算 子 。 


16. 化 简 于 列表 达 陈 。 


a) zeD0 b) xz 中 1 cj) THr d) zr 
17. 证 明 下 列 恒 等 式 成 立 。 
a) rmDy={ri yt( ry) b) xBy= (r+ (ry) 


18. 证 明 x 中 y= y 中 x 。 
19. 证 骨 下 列 等 式 成 立 或 不 成 立 。 
a) rHD(yDz) = (rHDyIDz 
b) r+(y®Bz)}= (zt yD rie) 
cy XB(y+2)= (rHDy) + (rx 人 Oe) 
20. 求 下 列 布尔 表达 式 的 对 侦 。 
a) T+y bj) xy 
CC) Ty2+ Ty d) xz+ri0+r'l 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com! | UUU^A 


57d 器 膝 堆 党 及 走 习 用 


“21. 设 下 是 一 个 布 和 未 晴 数 ， 它 由 一 个 会 有 变 元 Xi，…，vr， 的 布 水 表达 式 表示 。 撑 明 
Fe 二 天 (人 


"22. 唐 下 和 GG 是 由 nn 个 变 元 的 布尔 表达 式 表 示 的 布尔 明 数 ， 下 = .证 明 玉 -= 人 ， 其 中 
产 和 G* 分 别 是 宙 表 示 开 上 条 避 的 布尔 表达 式 的 对 惕 表示 的 布尔 函数 。( 提 示 : 使 用 练习 
21 的 稍 末 ,) 

“23. 有 和 多少 个 不 同 的 布尔 函数 Ftx,y,xz)， 使 得 对 布尔 伙 元 x 、y、z 的 所有 值 ，F{x,yY， 
EP 

“24. 有 和 多少 个 不 同 的 布尔 盟 数 Fitz,y,z)， 使 得 对 布尔 下 元 x 、y、z 的 所 有 值 ，F (xz,， 
z)= Fltrsy,2)= Flr yz)o 


在 练习 25 一 32 中 ， 用 定义 1 中 的 定律 米 证 明 记 述 性 质 对 每 个 布尔 代数 成 立 。 


25. 在 布尔 代数 中 证 明 午 茜 律 YYr=yrv 和 rrAr= 并 对 每 个 匹 隶 成 立 。 

26. 在 布尔 代数 中 证 明 : 每 个 元 素 x 都 有 唯一 的 一 个 补 ， 使 得 r yz= 1 xAx=0。 

27. 在 布尔 代数 中 证 明 : 元 素 0 的 补 是 1， 反 之 也 成 立 。 

28, 证 明 双 重 补 律 在 布尔 代数 中 咸 立 ， 即 对 每 个 元 素 x ，x = 之 。 

29. 证 明 荐 摩根 律 在 布尔 代数 中 成 立 ， 即 对 任意 元 素 z 和 >，(CryYy 
FY 

30. 证 明 模 性 质 在 布 乐 代数 中 成 并 ,见证 明 zA(yV(zAz)) 二 (zhy)Y(rAz))H zy (yAlrY 
zj)})=(x Vy A(rTY 2)), 

31, 在 布尔 代数 中 证 明 : 如 果 xYy=0, 则 z=0 且 y=0 如 果 xAy=-1,， 则 x7=1 有 县 y=10 

32. 在 布尔 代数 中 证 明 一 个 拒 等 式 的 对 侦 还 是 一 个 恒等式 ， 其 中 ， 则 等 式 的 对 伪 必 如 下 得 到 
的 : 交 换 A 和 V 运 算 ， 并 充 换 元 素 0 和 1 

33. 证 明 一 个 可 补 的 分 配 格 是 一 个 布尔 代数 。 


9.2 布尔 函数 的 表示 


本 节 将 研究 布尔 代数 的 两 个 重要 问题 。 第 一， 给 定 一 个 布尔 函数 ， 怎 么 才能 找到 表示 这 
个 布尔 函数 的 布尔 表达 式 ? 这 个 问题 将 通过 证 明 如 下 结论 来 解决 : 任何 一 个 布尔 函数 都 可 由 
变 元 及 其 补 的 布尔 积 的 布尔 和 表示 。 这 个 问题 的 答案 偿 说 蝎 了 任意 布尔 散 数 都 可 用 三 个 布尔 
算 子 表示 : .、+ 和- 。 第 二 ， 有 没有 一 个 更 小 的 算 子 集 
合 可 以 用 来 表示 所 有 的 布尔 函数 ? 我 们 将 通过 证 明 下 列 
结论 来 解决 这 个 问题 : 所 有 的 布尔 函数 都 可 用 一 个 算 子 
来 表示 。 这 两 个 问题 在 电路 设计 中 都 有 特殊 的 重要 性 。 


9,23.1 积 之 和 展开 式 


下 面 用 例子 来 说 明 寻 找 表 示 布 尔 隧 数 的 布尔 表达 
例 1 区 数 庆 (zy,z)j 和 G(x,Yy ,如 表 9-7 其 
示 ， 求 表示 这 两 个 函数 的 布尔 表达 式 。 
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解 ” 我 们 需要 这 样 一 个 表达 式 来 表示 下: 当 了 =z=1 且 ?=0 时 它 的 值 为 1， 否 刚 它 的 
值 为 1。 此 袁 达 式 可 取 为 zx、y 和 zx 的 布尔 积 。 这 个 积 x yx 县 有 值 1 当 且 仅 当 z=y=>=1， 
即 当 峙 公关 ===]1 Hy=0, 

为 表示 心 ， 我 们 需要 - :个 表达 式 满足 : 当 x=y=1 且 x=0 时 , 或 当 x=xz=0 且 y=1 
时 ， 它 为 1。 这 样 的 表达 式 富 以 取 为 两 个 不 同 布 尔 积 的 布尔 和 。 布 尔 积 yz z 具 有 和 什 1 当 且 仪 
妆 守 = y=1] 且 z=; 类 杞 地 ， 布 乐 积 xyz 具 有 值 1 当 征 和 促 当 xXx=z=0 有 上 月 y=1。 这 两 个 布 
尔 积 的 布尔 和 .zy x+ Tyz 束 表示 避 ， 因 为 它 具有 值 1 当 且 代 当 x =y=1 月 x=0, 或 x=x= 
0 有 8 y=1。 加 

从 1 襄 明了 一 个 过 程 ， 用 这 个 过 程 可 以 构造 布尔 表达 式 来 表示 具有 给 定 值 的 菠 数 。 如 果 
变 元 值 的 一 个 组 合 使 得 硝 数 值 为 1， 则 此 组 合 确 定 了 变 元 或 其 补 的 一 个 布尔 积 。 

定义 1 布尔 变 元 或 其 补 称 为 文字 。 布 尔 变 元 z1，z2，…，z 的 小 项 是 一 个 布尔 积 
yi， 其 中 居 = 二 ,或 = 元 。 国 此 小 项 是 个 文字 的 积 ， 每 个 文学 对 应 于 一 个 变 元 。 


一 个 小 项 对 且 只 对 一 个 变 元 值 的 组 合 取 值 ]， 更 确切 地 讲 ， 小 项 yjy2…y 为 上 当 且 仪 
当 每 个 y 为 ] ， 当 且 和 仪 当 Yi 读 ， 时 .r， 为 1 ， i 时 了 工 为 了 。 

例 2 求 一 个 小 项 合 得 : 当 x = x3=0 有 是 x= T= 二 x 二 1 时 ， 安 为 1， 否则 为 0。 

解 ”小 项 ra 23z4rs 具有 正确 的 值 集合 。 是 

通过 取 不 同 小 项 的 布尔 和 ， 就 能 构造 出 布尔 表达 式 ， 使 其 具有 给 定 的 值 集合 。 特 别 她 ， 
小 项 的 布尔 和 具有 值 1 只 有 有 当 和 中 的 菜 个 小 项 具有 有 值 1 时 才 成 立 ; 对 于 变 元 值 的 其 他 组 合 ， 
它 具 有 值 9。 因此， 给 定 一 个 布尔 四 数 ， 可 以 构造 小 项 的 布尔 和 使 得 当 此 布尔 隔 数 具有 值 
1 轩 它 的 值 为 1， 当 此 布尔 晴 数 具有 值 0 时 它 的 值 为 0。 此 布尔 各 中 的 小 项 与 使 得 此 阻 数值 为 1 
的 值 的 组 合 相 对 应 。 宕 示 布 乐 函 数 的 小 项 的 宪 9.8 
和 称 为 此 男儿 的 积 之 和 履 开 式 或 析 取 范式 。 


例 3 求 嫩 数 P(r,y,z) = 二 (x 二 y)3 的 积 
之 和 展开 式 。 

解 ”第 一 步 是 计算 下 的 值 。 这 些 值 见 
表 9-8。 下 的 积 之 和 展开 式 是 三 个 小 项 的 布 
尔 和 ， 这 三 个 小 项 对 应 于 表 9-8 的 三 行 ， 它 
们 使 此 函数 的 值 为 1。 从 而 

F{rsyYe) = xy ryr+iy 国 

也 可 以 通过 取 布 尔 和 的 布尔 积 来 求 一 个 布尔 表达 式 ， 使 其 圳 示 一 个 布尔 函数 。 所 得 到 的 
展开 式 称 为 这 个 沙 数 的 会 取 范 式 或 和 之 积 展开 式 ， 这 个 展开 式 可 以 通过 求 积 之 和 展开 式 的 对 
偶而 得 到 。 本 节 末 尾 的 练习 10 描述 了 怎样 直接 求 这 样 的 展开 式 。 


| 
] 
L 
1 
1 
U 


4.2.2 ”函数 完备 性 


每 个 布尔 函数 都 可 以 表示 为 小 项 的 布尔 和 ， 每 个 小 项 都 是 布尔 变 元 或 其 补 的 布尔 积 ， 这 
说 明了 每 个 布尔 函数 都 可 以 用 布尔 运算 .，+ 和 来 表示 。 因 为 每 个 布尔 淆 数 都 可 以 由 布 未 
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运算 表示 ， 我 们 称 集合 1,'，+ ，1 是 函数 完备 的 。 还 有 没有 更 小 的 晤 数 完 备 运算 集合 呢 ” 
如 果 这 三 个 运算 中 的 某 一 个 能 够 由 其 余 两 个 表示 ， 由 就 还 有 。 用 德 摩根 律 可 以 做 到 这 一 点 。 
使 用 恒等式 


Ty ry 
可 有 雇 消 去 所 有 布尔 和 ， 此 和 便 等 式 可 如 下 得 到 ， 先 对 第 9.1 节 中 表 9-5 的 第 二 个 德 座 根 律 的 两 
过 求 补 ， 册 应 用 双 补 律 。 这 意味 着 I:， | 是 孙 数 完备 的 。 类 似 地 ， 使 用 恒等式 

Ty=T+ty 


可 以 消去 所 有 布尔 积 。 此 恒等式 可 如 下 得 到 : 先 对 第 9.1 节 中 表 9-5 的 第 一 个 德 摩根 律 的 两 
边 求 补 ， 再 应 用 双 补 律 。 因 此 ，1+,， | 是 汞 数 完备 的 。 注 意 ，|| + ，'} 不 是 图 数 完 备 的 ， 
因为 用 这 两 个 运算 不 可 能 表示 布尔 蚂 数 F(z) 二 x( 见 练习 19)。 
我 们 已 经 找到 了 一 些 会 有 两 个 运算 的 卫 数 完备 集合 ， 还 能 不 能 找到 更 小 的 集合 一 一 即 只 

含 :个 运算 的 集合 一 - 它 仍然 是 函数 完备 运算 集 台 呢 ? 这 样 的 集合 是 存在 的 。 定 忱 运算 “|"” 
或 “NAND” 如 下 ; 1|1=0 且 1I0=0I1=00=1。 定 义 运算 “yy ”或 “NOR” 如 下 ; 1y41=1 
+0=0y1=0 且 040=1。 集合 ||| 和 ++y+ 上 都 是 函数 完备 的 。 因 为 1，| 是 函数 完备 
的 ， 故 要 说 明 和 | 是 函数 完备 的 ， 只 要 证 明 两 个 运算 .和 -都 可 以 由 运算 1 表示 ， 这 由 下 面 
两 式 完 成 : 

=x|x 

zy—={z|y)| (rly) 
读者 应 当 验 证 这 些 恒等式 〈 见 练习 14)。 证 明 | + 上 | 的 函数 完备 性 留 给 读者 ( 见 练习 15 和 16)， 


练习 

1. 求 布尔 变 元 zx 、y、z 或 其 补 的 布尔 积 ， 使 得 它 具 有 值 为 1 当 且 仅 当 
a) r= y=0, z=1 b) x=0, y=1, z=0 
cj T=0, y=z=1 d) t= y=z= 人 0 

2, 求 下 列 布尔 函数 的 积 之 和 展开 式 。 
a) F(X,y)= 廊 十 y by Fix,y)=Xy 
F(z,y)=1 d} F(xr,y)=y 

3. 求 下 列 布尔 表 数 的 积 之 和 展开 式 。 
a) F(x,Y;T)=+ y+ bj Fix,y,T) (Toe)y 
ce) Fix,ysz2)= x d) 下 (之 一 人 

4, 求 布 乐 卫 数 F{z,y,z} 的 积 之 和 展开 式 ，F (x，y，z) 等 于 1 当 上 且 仅 当 
a) =0 d) xy=0 
cj 十 十 ?一 站 d) zxye =0 


5. 求 布尔 隔 数 (tw, 工 ,，y,z) 的 积 之 和 展开 式 ，F(xw ,zz,y;z) 等 于 1 当 且 仅 当 ww、x、»y 和 
z 中 有 有 值 为 1 的 变 元 有 奇数 个 。 
8, 求 布尔 消 数 F(z ,xz ,T3456) 的 积 之 和 展开 式 ， a ee 亲 症 省 于 当量 仪 当 
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TI 2 3s T4 和 工 5 中 至 少 有 三 个 变 元 的 值 为 1。 


求 表示 布尔 蚁 数 的 布尔 表达 式 的 另 一 种 方法 是 : 构造 文字 之 布尔 和 的 布尔 积 。 练 习 7 一 
1 涉及 这 种 表示 。 


7. 求 布尔 和 ， 它 包含 z 或 5 、y 或 3 以 及 = 或 三 使 得 它 具 有 值 革 当 且 仅 当 
aj Ty=1, z=0 b) r=»y=z=/0 Ch r=x=-0,. y=-1 

8. 求 文字 之 布尔 和 的 布尔 积 ， 使 得 它 的 值 为 1 当 且 促 当 x=y=1 且 z=0, 或 者 T=x=0 
且 y=1， 或 者 zx=y=z=0。[ 捉 示 ; 利用 从 练习 7 的 ai、b)、c) 部 分 求 得 的 布尔 和 的 
布尔 积 。] 

9. 设 布 尔 和 为 yj 二 yz 十 十 y,， 其 中 ;yy 二 x; 或 y= 二 工 ,。 证 明 此 布尔 和 对 且 只 对 变 元 值 的 
一 个 组 合 取 0 值 ， 这 个 组 合 鸭 : 奉 y= 了 7; 则 zx;=0; y= 文 ; 则 x,=1。 这样 的 布尔 和 叫做 
大 项 。 

10. 证 明 布 条 函 数 可 以 表示 为 大 项 的 布 条 积 。 此 表示 称 为 该 函数 的 和 之 积 展 开 式 或 析 取 范 
式 。 | 提示; 对 于 使 得 函数 倡 为 0 的 每 个 变 元 值 组合， 此 积 都 富有 一 个 对 应 的 大 项 。] 

iT . 求 练习 3 中 每 个 员 数 的 和 之 积 展 开 式 。 

12. 用 运算 :和 表示 下 列 布 示 国 数 。 


a) T+ ye “ b) Ty { 工 十 】 

c (x t+) d) E(x+y+E) 
13. 用 运算 + 和 -表示 练习 12 中 的 布尔 图 数 。 
14. 证 明 : 

a) T=x|x bj ry= (x|y)| (rly) c)》 xt+y= (xz|x)|(y|y) 
15. 证 明 : 

ay T= by zy= (ry rT)y (yy) c) zty={rt yy (rly) 


16. 利用 练习 15 证 明 {1 是 函数 完备 集 。 
17. 用 运算 | 表示 练习 3 中 的 布尔 基数 。 
18. 用 运算 4 表示 练习 3 中 的 布尔 图 数 。 
19. 证 明 运 算 集 1+ ，'} 不 是 函数 和 客 备 的 。 
20. 下 列 运算 集 是 否 为 攻 数 完备 的 呢 ? 
a) 二 + ， 直 | b) i: ， 外 | ¢) |- ， 四 | 


9.3 逻辑 门 电 路 


9.3.1 引 襄 


种 布尔 代数 被 用 来 作为 电子 装置 的 电路 模型 ， 这 样 装 置 的 输入 和 输出 都 可 以 认为 是 集合 
2 10，11+ 中 的 元 素 。 计 算 机 或 其 他 的 电子 装置 就 是 由 许多 电路 构成 的 ， 电 路 可 以 根据 
布尔 代数 的 规则 来 设计 ， 这 些 规 则 已 经 在 第 9.1 和 9.2 节 中 讨论 过 。 电 路 的 基本 元 件 是 所 谓 
的 门 ， 每 种 类 型 的 门 实现 一 种 布尔 运算 。 本 节 将 定义 几 种 类 型 的 门 ， 对 这 些 门 应 用 布尔 代数 
的 结果 ， 就 可 以 设计 出 电路 来 执行 各 种 各 样 的 任务 。 在 本 章 所 讨论 的 电路 中 ， 输 出 都 只 与 辕 
和 有关， 而 与 电路 的 当前 状态 无 关 ， 换 名 话说 ， 这 些 电 路 都 没有 存储 能 力 ， 这 样 的 电路 叫做 
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组 合 电路 或 选 通 网 络 。 

我 们 将 使 用 三 神 元 件 来 构造 组 合 电 路 ， 第 一 种 是 反 相 器 ， 它 以 布尔 值 作为 输入 ， 并 产生 
此 布尔 值 的 补 作 为 输出 。 用 来 表示 反 相 器 的 符号 如 图 9-1a) 所 示 ， 进 人 元件 的 输 人 夯 在 去 
边 ， 离 开元 件 的 输出 男 在 右 进 。 

第 二 种 元 件 是 或 门 ， 其 输入 是 两 个 或 两 个 似 上 的 布尔 值 ， 输 出 是 这 些 值 的 布尔 和 。 用 来 
表示 或 门 的 符号 如 图 9-ib) 所 示 ， 进入 元 件 的 输入 画 在 左边 ， 离 开元 件 的 输出 画 在 右边 。 

第 三 种 元 件 是 与 门 ， 其 输 大 是 两 个 或 两 个 以 上 的 布尔 值 ， 输 出 是 这 些 值 的 布尔 积 。 且 来 
表示 或 门 的 符号 如 图 9-1c) 所 示 ， 进 入 元 件 的 输入 画 在 左边 ， 离 开元 件 的 输出 画 在 右边 。 


省 } y 


2) b) 中 


图 9-1 基本 上 类 型 的 门 


与 门 和 或 三 允许 有 多 个 输入 ， 进 和信 元件 的 输入 都 画 在 左边 ， 离 开元 件 的 输出 都 画 在 硬 
边 。 上 其 有 #2 个 输入 的 与 门 和 或 门 如 图 9-2 所 未 。 


图 9-2 具有 个 输入 的 门 


4.3.2 门 的 组 合 


使 用 反 相 髓 、 或 门 和 与 门 的 组 合 可 以 构造 组 合 电 足 。 在 构造 电路 的 组 合 时 ， 某 些 门 可 能 
有 公共 的 输入 。 有 两 种 方法 可 以 描述 公共 输入 。 一 种 方法 是 : 对 每 个 输入 ， 将 使 用 这 个 输入 
的 门 画 在 不 同 的 分 支 上 。 田 一 种 方法 是 ， 对 每 个 门 ， 分 别 指出 其 输入 。 图 9-3 说 明了 这 两 种 
方法 ,其 中 的 门 有 同样 的 输入 值 。 和 注意， 一 个 全 的 输出 可 能 被 作为 男 一 个 或 葬 多 元 件 的 困 
入 ， 如 图 9-3 所 示 。 图 9-3 中 的 两 旺 图 描述 了 输出 为 xy + zy 的 电路 。 
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例 1 攀 造 产生 下 列 输出 的 电路 : a) (xz +y)x, b) zx(y tz), c) (x+yt+z)z 人 yo 
解 ”产生 这 些 输出 的 电路 如 图 9-4 所 未。 网 


+ 十 
天 十 十 了 
， | > 


十 Ww 十 TF” 
8 > ”| 


, 2 


图 9-4 产生 鲍 1 指定 输出 的 电路 


9.3.3 电路 的 例子 


下 画 给 出 一 些 具 有 实际 功能 的 电路 。 


例 2 菜 个 组 织 的 一 切 历 务 邦 由 一 个 三 人 委员 会 抉 定 ， 每 个 委员 对 提出 的 建议 可 以 投 玩 
成 票 或 反对 球 。 一 个 建议 如 果 得 到 了 至 少 两 张 药 成 票 就 获 通 过 。 设 计 一 个 电 足 ， 来 确定 建议 
是 否 获 得 通过 。 

解 ” 如 虚 第 一 个 委员 投 鞠 成 票 ， 则 令 x = 1; 如 果 这 个 委员 投 反 对 票 ， 则 令 x =0。 如 
果 第 二 个 委员 投 鞠 成 票 ， 则 令 y= 1; 如 果 这 个 委员 投 反 对 票 ， 则 令 y =0。 如 果 第 三 个 委 
员 投 先 成 票 ， 则 令 z =1; 如 果 这 个 委员 授 反 对 奈 ， 则 令 = =0。 必 须 设 计 一 个 电路 使 得 ; 
对 于 输入 xz、y 和 xz， 如 果 其 中 至 少 有 两 个 为 1， 则 此 电路 产生 输出 1。 其 有 这 样 输出 值 的 
一 个 布尔 函数 表示 是 zy+ xz + yz 《 见 第 9.1 节 练 习 6)。 实 现 这 个 消 数 的 电路 如 图 9-5 所 


To 二 
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例 3 有 了 时候 灯具 需要 由 多 个 开关 来 控制 ， 
因此 有 必要 设计 这 样 的 电路 : 当 灯 是 关闭 时 ， 
殴 击 任何 一 个 开关 都 可 以 打开 此 灯 ; 反之 ， 当 
灯 是 打开 时 ， 鼓 击 任何 一 个 开关 都 可 以 关闭 此 
灯 。 在 有 两 个 开关 或 三 个 开关 了 商 种 情形 下 ， 设 
计 电 路 来 完成 这 个 任务 。 图 9-5 用 于 多 数 表 决 的 电路 

解 ”首先 设计 使 用 两 个 开关 的 电路 来 控制 灯 上 其 。 当 第 一 个 开关 关闭 时 ， 令 + =1; 当 它 
打开 时 ， 令 x =0。 当 第 二 个 开关 关闭 时 ， 令 y=1; 当 它 打开 时 , 令 y=0。 当 灯 是 打开 的 
时 候 ， 令 Ftz,y)= 二 1 ; 当 人 它 是 关闭 时 , 令 F(x,y)=0。 我 们 可 表 9-9 
以 随意 地 假定 : 当 两 个 开关 都 是 关闭 的 时 候 ， 灯 是 打开 的 ， 即 万 
(1,1)=0。 这 个 假定 决定 了 下 的 所 有 其 他 值 : 当 两 个 开关 中 有 
一 个 是 打开 的 时 候 ， 灯 变 灭 了 ， 故 F(1,0)=F(0,1)=0; 当 第 二 
个 开关 也 被 打开 的 时 候 ， 灯 又 变 亮 了 ， 故 下 (0,0)=1 。 表 90-9 列 
出 了 这 些 值 。 我 们 知道 F(z ,y)= rry+yn 实现 这 个 函数 的 电 
路 如 图 9-6 所 示 。 


yt 


图 9-6 由 两 个 开关 控制 的 灯具 电路 


现在 训 计 有 三 个 开关 的 电路 。 设 x、y ea 它们 分 别 指 出 这 三 个 开关 
是 否 是 关闭 的 。 I 三 1]; 当 它 打开 时 ， 令 x =0。 当 第 二 个 开关 
处 于 关闭 时 ， 令 y= 二 1; 当 它 打开 时 , 令 y=0。 i 个 开关 处 于 关闭 时 ， 令 z= 1; 当 它 打 
开 时 ， 令 z=0。 令 F(tzr,y,z)=1 ; 灯 不 亮 时 , 令 F(tr,y,z)=0。 当 所 有 开关 都 
关 财 时 ,我们 可 以 随意 地 指定 灯 荐 亮 的 ， 
印 F All,1)=1， 这 次 证 了 下 的 其 他 表 9 10 
什 。 妆 一 个 开关 打开 时 ， 灯 就 变 灭 ， 故 
F(1,1,0}= F(1,0,1)= F(0,1,1)=0 
当 叉 一 个 开关 打开 时 ， 灯 又 变 亮 了 ， 鼓 
F{1,0,0)= F(0,1,0)= F(0,0,1}=1.。, 
最 后 当 三 个 开关 都 打开 时 ， 灯 又 变 灭 了 ， 
故 下 (0.,0,0)=0。 这 个 画 数 的 值 如 表 9- 
10 所 示 。 捕 数 下 可 以 表示 成 积 之 和 表达 
式 : F(z,y,2)= ry ry+ry+r 
yz 。 实现 这 个 也 数 的 电路 如 图 9-7 所 
示 。 羡 


Ftx,y,2) 


| | | | | | 
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对 


: 一 计 `>o 一 
交 区 最 


图 9-7 由 三 个 开关 控制 的 灯具 电路 


9.3.4 加 法 器 


"ay 下 面 说 明 怎么 用 逻辑 电路 对 两 个 正 整数 的 二 进 制 编码 来 执行 加 法 。 我 们 先 构 造 一 些 分 
vs 支 电路 ， 然 后 再 从 这 些 分 支 电路 来 构造 加 法 电路 。 普 先 构 造 电路 来 计算 z + y， 其 中 
x 和 y 是 两 个 二 进 制 数字 。 因 为 x 和 y 的 值 为 0 或 1， 此 电路 的 输入 就 是 x 和 y。 输 出 由 
两 个 二 进 制 数 字 * 和 c 构成 ， 其 中 s 和 和 < 分 别 是 和 表 9.11 半 加 器 的 输入 和 输出 

位 与 进位 。 因 为 这 种 电路 具有 多 个 输出 ， 故 称 为 多 
重 输出 电路 。 又 由 于 此 电路 只 是 将 两 个 二 进 制 数字 
相 如 ， 而 没有 考虑 以 前 加 法 所 产生 的 进位 ， 所 以 这 
样 的 电路 称 为 半 加 器 。 表 9-11 说 明了 半 加 器 的 输 
人 和 输出 。 由 此 表 可 以 看 出 c=xy,， 和 且 s 二 y+zy 
(x+ y)(ry). 这 样 图 9-8 所 示 的 电路 计算 过 
与 y 的 和 位 s 与 进位 c。 


图 9-8 半 吉 带 
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TT 


当 两 个 二 进 制 数 字 与 一 个 进位 相 加 时 ， 我 们 用 表 9.12 全 加 器 的 输入 和 输出 
全 加 器 来 计算 和 位 与 进位 。 全 加 区 的 输入 是 这 了 两 个 
二 进 制 数字 x 入 以 友 进 位 c;， 输 出 是 和 位 * 与 新 
的 进位 ca 全 加 蜂 的 输入 和 输 册 如 表 9-12 所 示 ， 

全 加 奖 的 两 个 输出 一 一 和 位 3 与 进 信 cj41 一 一 
可 分别 由 积 之 和 展开 式 zy c+ Ye +Ty 6 +3t 与 
yt ryGtryc tryc 表示 。 但 我 们 并 不 直接 构 
造 全 加 器 ， 而 是 使 用 半 加 筑 来 产生 所 需 的 输出 。 使 
用 胖 加 右 构 舍 全 加 器 的 方法 如 图 9-9 所 示 。 

最 厂 ， 图 9-10 说 明了 了 符 样 用 加 法 器 和 半 加 髓 来 计算 两 个 3 位 二 进 制 整 数 【zazizn)a 与 
(yy130)2 的 和 (5s3525150)2。 注意 ， 和 中 的 最 高 位 ss 是 由 进位 ca 产生 的 。 


el 
二 | |-= 


中 
Yo EPEr +t ay + hc, 9 
CI 
中 
Cr | C+ 
+ Xe + Tye, 
图 9-9 全 加 哇 图 9.10 用 全 加 器 和 半 加 冤 
将 两 个 3 在 整数 相 如 


练习 
在 练习 1 一 5 中， 求 有 也 给 电路 的 输出 。 


于 村 
. 上 
} 
Tt 
2 r 
裤 mm 
人 ， 
| | 
== 
, :> 了» 
时 
， ee 
一心 
z 一 > 
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6. 用 反 相 器 、 与 门 和 或 门 梅 造 产生 下 列 输 出 的 电路 。 
a) T+y b) (r+ y)a C) Ty 十 无 了 了 区 d} (T+ 2) (y+z) 
7. 试 设 计 一 个 电路 来 实现 五 个 人 的 多数 表决 。 
8. 斌 设计 一 个 由 四 个 开关 控制 的 电灯 混合 控制 器 ， 和 使 得 当 电 灯 在 打开 时 ， 按 动 任意 一 个 开 
关 都 可 关闭 它 ; 或 者 当 电 灯 在 关闭 时 ， 按 动 任意 一 个 开关 都 可 打开 它 。 
9. 证 明 可 以 使 用 全 加 器 和 半 加 器 来 计算 两 个 $ 位 二 进 制 整数 的 种 。 
10. 一 个 半 减 器 的 输入 是 两 个 二 进 制 数字 ， 输 出 是 差 和 借 位 。 试 用 与 门 、 或 门 和 反 相 兹 构造 
一 个 半 减 器 电路 。 
11, 一 个 全 减 器 的 输 人 是 两 个 二 进 制 数字 及 一 个 借 位 ， 输 出 是 差 和 人 异 位 、 试 用 与 门 、 或 门 和 
反 相 器 构 造 一 个 全 减 愉 电路。 
12, 使 用 练习 10 和 11 中 的 电路 计算 两 个 4 位 二 进 制 整数 的 着 ,其 中 ， 第 一 个 整数 大 于 第 二 
个 整数 。 
"13. 构造 一 个 电路 来 比较 两 位 二 进 制 整数 (zizroja 和 “(yi1yo)，， 使 得 当 第 一 个 整数 大 于 第 
二 个 时 ， 输 出 1， 否 则 输出 0。 
“14. 构造 一 个 计算 两 位 二 进 制 整 数 【zizo) 与 (y1y0)z 之 积 的 电路 ， 此 电路 应 该 有 四 个 输 
出 位 。 


与 非 门 【NAND) 和 或 非 门 (NORY) 也 是 电路 中 常 ， x NANDY ， rNORJ) 
Dt 
有 必要 使 用 其 他 类 型 的 门 了 。 这 些 门 的 记号 如 下 : 


"15. 使 用 与 非 门 构造 具有 下 列 输出 的 电路 。 
a) 工 b) x+y Cj) ry d) xDy 
“16. 使 用 或 非 门 构造 具有 练习 15 中 输出 的 电路 。 
“17. 试用 与 非 门 构造 半 加 器 。 
“18. 试用 或 非 门 构造 半 加 颖 。 


多 路 转 接 器 是 一 种 开关 电路 ， 它 根据 控制 位 的 值 将 某 组 输入 位 输出 。 


19. 用 与 门 、 或 门 和 有 反 相 器 构造 一 个 多 路 转 接 器 ， 它 的 四 个 输入 是 二 进 制 数学 zo，zl，<xza 和 
"ye 控制 位 是 CD 和 cle 建造 此 电路 使 得 ee 为 输出 5 其 中 是 a 位 整数 (cico)a 的 值 。 


9.4 电路 的 极 小 化 


9.4.1 引言 


组 合 电路 的 有 效 性 依赖 于 门 的 个 数 及 安排 。 在 组 合 电路 的 设计 过 程 中 ， 首 先 构 造 一 个 
表 ， 对 于 输 大 可 能 取 的 每 种 值 ， 此 表 说 明 对 应 的 输出 值 。 对 于 任何 一 个 电路 ， 总 可 以 用 “ 积 
之 和 展开 式 ” 找 到 一 组 逆 辑 门 来 实现 这 个 电路 。 但 是 ， 积 之 和 展开 式 可 能 包含 许多 不 必 棱 的 
项 。 在 一 个 积 之 和 展开 式 中 ， 若 其 中 的 一 些 项 只 在 一 个 变 元 处 不 一 样 ， 即 在 某 项 中 此 变 元 本 
身 出 现 ， 而 在 另 一 项 中 此 变 元 的 补 出 现 ， 则 这 些 项 可 以 合成 。 例 如 ， 考 虑 这 样 的 电路 ， 它 输 
出 1 当 且 仅 当 z=y=z=1l, 或 x=z=1 且 y=0。 此 电路 的 积 之 和 展开 式 为 xyz + ryz。 在 
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这 个 展开 式 的 两 个 积 中 ， 只 有 一 个 变 元 以 不 同 的 形式 出 现 ， 即 y。 它 们 可 以 如 下 全 并; 
3 十 了 多 (y+y) (re) 
= 1"( re) 


i 


这 样 ，.rz 也 是 一 个 表示 这 个 电路 的 布尔 表达 式 ， 
但 包含 更 少 的 算 子 。 窗 9-11 说 明了 这 个 电路 的 
两 个 不 同 实现 。 第 二 个 电路 只 使 用 一 个 门 ， 但 
第 一 个 却 使 用 了 三 个 门 和 一 个 反 相 器 。 

这 个 例子 说 明 ， 在 一 个 电路 的 积 之 和 表达 
式 中 ， 将 一 些 项 合并 会 导出 这 个 电路 的 更 简单 
的 表达 式 。 下 面 将 描述 化 简 积 之 和 和 展开 式 的 两 
个 过 程 ， 这 两 个 过 程 的 目的 都 是 为 了 产生 布尔 
积 的 布尔 和 ， 使 其 所 包含 的 文字 之 积 的 个 数 最 
少 ， 从 而 使 得 这 些 积 中 所 包含 的 文字 个 数 最 少 。 

前 然 现代 上 电路 常常 是 由 比 与 门 、 或 门 和 反 相 图 9-11 具有 相同 输出 的 两 个 电路 
器 更 加 复杂 类 型 的 元 件 构 成 ， 但 本 节 所 描述 的 化 简 积 之 和 展开 式 的 技术 仍然 有 特殊 的 价值 。 
虽然 有 各 种 各 样 的 过程 用 来 化 简 由 这 些 更 加 复杂 的 元 件 构成 的 电路 ， 但 其 中 的 许多 方法 所 使 
用 的 思想 与 本 节 所 描述 的 方法 所 使 用 的 思想 类 似 。 


9.4.2 卡 诺 聊 


对 于 表示 电路 的 一 个 布尔 表达 式 ， 为 了 减少 其 中 项 的 个 数 ， 有 必要 去 发 现 可 以 合并 的 
i 项。 如 果 布 尔 函 数 所 包含 的 变 元 相对 较 少 ， 可 以 用 一 种 图 形 法 来 发 现 能 被 合并 的 项 。 


此 法 称 为 卡 诺 图 ， 它 是 由 摩 里 斯 : 卡 话 (Maurice Karnaugh) 中 在 1953 年 发 现 。 他 的 方法 是 建 
立 在 更 早 的 维 奇 (EE,W, Veitch) 的 工作 基础 上 的 《 维 奇 的 方法 通常 内 适用 于 六 个 以 下 变 元 
的 函数 )。 卡 谱 图 给 出 了 一 种 化 简 稳 之 和 展开 式 的 可 视 化 方法 ,但 此 法 不 适用 于 将 化 简 过 程 
机 械 化 。 下 面 说 明 怎么 用 卡 诺 图 来 化 简 包 会 两 个 变 元 的 布尔 函数 的 展开 式 .。 

在 具有 两 个 变 元 x 和 的 布尔 阔 数 的 积 之 和 展开 式 中 ， 
有 四 种 可 能 的 小 项 。 具 有 这 两 个 变 元 的 布尔 函数 的 卡 诺 图 由 
四 个 方 格 组 成 ， 如 果 一 个 小 项 在 此 展开 式 中 出 现 ， 则 表示 这 
个 小 项 的 方 格 就 被 放置 1。 如 果 一 些 方 格 所 表示 的 小 项 只 在 
一 个 变 元 处 不 一 样 ， 则 称 这 些 方 格 是 相 狂 的 。 例 如 ， 表 示 xy 
的 方 格 与 表示 ry 的 方 格 及 表示 x3 的 方 格 都 四邻 。 四 个 方 格 
及 其 表示 的 项 如 图 9-12 所 示 。 


例 1 找 出 下 列 各 式 的 卡 诺 图 。 


a) XY + Ty hb) xy+iy Cj rytry tixy 


图 9-12 两 个 变 元 的 卡 诺 图 


已 摩 里 斯 : 卡 诬 【Mauriee Kamaugh》1924 年 生 于 美国 纽 锣 市。 他 于 组 欧 的 城市 大 学 获得 学 士 学 位 ， 并 以 耶鲁 太 学 
获得 硫 士 学 位 和 博士 党 位。1952 ~ 1966 年 期 间 ， 他 担任 贝尔 实验 室 的 一 各 技术 人 员 ， 并 在 1966 ~ 1970 和 期 向 主管 
AT 访 工 公司 联邦 系统 分 部 的 研究 与 开发 部 门 。1970 年 ， 他 成 为 IBM 的 研究 人 人员 。 卡 诺 为 计算 与 远程 通 入 的 数字 技术 应 
用 领域 作出 了 基础 贡献 。 目 前 ， 他 的 研究 兴趣 包括 计算 机 中 基于 知识 的 系统 和 局 发 式 探索 方法 ， 
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解 ” 当 一 个 方 格 所 表示 的 小 项 在 积 之 和 展开 式 中 出 现时 ， 我 们 就 在 这 个 方 格 中 放置 一 个 
1。 三 个 卡 诺 图 如 图 9-13 所 示 。 十 


4) b) ¢] 
图 9-13 俩 ] 中 税 之 和 展开 式 的 上 诺 图 


我 们 可 以 从 卡 瑚 图 中 识别 出 能 够 台 并 的 小 项 。 在 卡 庶 图 中 ， 一 且 有 两 个 方 格 是 相 邻 的 ， 
则 由 这 两 个 方 格 所 表示 的 小 项 就 可 被 合并 成 一 个 积 ， 且 此 积 只 涉及 其 中 的 一 个 变 元 。 例 如 ， 
zy 和 zy 是 由 两 个 相 邻 的 方 柑 表 示 的 ， 它 们 可 以 合并 成 Y， 因 为 xz3+zy= 《x+y 二 3。 而 
卫 ， 如 果 所 有 四 个 方 格 都 是 1， 则 四 个 小 项 可 以 合并 成 一 个 项 ， 即 布尔 表达 式 1， 它 不 涉及 
任何 变 元 。 在 卡 诺 图 中 ， 如 果 一 些小 项 能 够 合并 ， 则 我 们 将 表示 这 些小 项 的 方 格 所 组 成 的 块 
用 圆 柄 时 起 来 ， 然 后 找 出 对 应 的 积 之 和 。 其 目的 是 找 出 可 能 最 大 的 殷 ， 以 及 以 最 少 的 块 来 履 
盖 所 有 的 1， 在 此 过 程 中 ， 首 先 使 用 最 大 的 块 ， 并 总 是 使 用 可 能 最 大 的 块 。 


例 2 化 简 俩 1 中 的 积 之 和 展开 式 。 


解 ” 用 这 些 展开 式 的 卡 庶 图 对 小 
项 进行 分 组 的 方式 如 图 9-14 所 示 。 
这 些 积 之 和 式 的 极 小 展开 式 是 ay y、 
b) xy+xzy 和 ce) T+ yo | 

三 个 变 元 的 卡 诺 图 是 被 分 成 八 个 
方 格 的 和 矩形， 这 些 方 格 代 表 由 三 个 变 
元 组 成 的 八 个 可 能 的 小 项 。 如 果 两 个 
方 格 表 炙 的 小 项 只 在 一 个 文字 处 不 一 样 ， 则 它们 称 为 是 相信 的 。 一 种 夯 三 个 变 元 卡 诺 图 的 方 
法 如 图 9-15 a) 所 示 。 这 个 卡 庶 图 可 以 被 认为 是 贴 在 圆柱 体 的 表面 上 上， 如 图 9-15 b》 所 示 。 
在 这 个 圆柱 体 的 表面 上 ， 两 个 方 格 有 公共 边界 当 且 仪 当 它 们 是 相 邻 的 。 


TT “| 2 


图 9-14 例 1L 中 积 之 和 展开 忒 的 化 简 


图 9-15 三 个 变 元 的 卡 诸 图 
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为 了 化 简 三 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 ， 我 们 用 卡 庶 图 来 识别 由 可 以 合并 的 小 项 组 成 的 块 。 
两 个 相 邻 方 格 组 成 的 块 代表 了 一 对 小 项 ， 它 们 可 以 合并 成 两 个 文字 的 积 ，2x2 和 4x1 方 格 
组 成 的 块 代表 可 以 合并 成 一 个 文字 的 小 项 ， 全 部 八 个 方 格 组 成 的 块 代 表 晒 数 1， 它 不 是 任何 
文字 的 积 。1x2、2x1、2x2、4x1l1 和 4x2 块 及 其 代表 的 积 如 图 9-16 所 示 。 


a - 1 
1 本 
用 
= 国 
4 "” 重 二 
1 = 
ml 5 了 | 
™ Esl 
-2 1” 
WE | 


于 二 河 24+ 史 2 了 Ri ] = HT 1 pr apz+ 


Typz + RE Th + RP 
山 E) 


图 9-16 三 个 襟 元 卡 诺 图 中 的 块 


例 3 用 卡 诺 图 化 简 下 剂 积 之 和 屡 开 式 。 

8 TYyE+ rTIE+Iy+iyE bj) rot ryetrye trye try 

Cc) TY 二 XY 十 守 这 十 工 YE 二 Ey 十 生 YWE 十 和 

解 ”这 些 积 之 和 展开 式 的 卡 左 图 如 图 9-17 所 示 。 块 的 分 组 表明 : 项 数 最 少 的 布尔 积 之 
布尔 和 展开 式 为 a) xzt+yztryz, b) y+xz 和 ec) z+Y+2。 国 


yz Pe 榜 pz yz 2 到 7 


图 9-17 三 个 变 元 卡 庶 图 的 使 用 


四 个 变 元 的 卡 诺 图 是 被 分 成 16 个 方 格 的 正方 形 ， 这 些 方 格 代表 由 四 个 变 元 组 成 的 16 个 
本 能 的 小 项 。 一 种 商 四 个 变 元 卡 诺 图 的 方法 如 图 9-18 所 示 。 

两 个 方 格 是 相 邻 的 当 生 仪 当 它们 表示 的 小 项 只 在 一 个 文字 处 不 一 样 。 因 而 ,每 个 方 格 都 
和 和 男 外 四 个 方 格 相 邻 。 四 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 可 以 被 认为 是 贴 在 圆 环 面 上 ， 因 而 
相 部 的 方 格 具 有 全 其 的 边界 【部 练习 20)。 四 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 的 化 简 也 是 通过 识别 一 
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些 块 来 实现 的 ， 这 些 块 可 能 由 2.，4、8& 或 16 个 方 格 组 成 ,它们 民 表 的 小 项 可 以 合并 。 且 每 
个 表示 小 项 的 方 格 都 必须 被 用 来 产生 更 少数 量 的 文字 的 积 ， 或 者 包含 在 展开 式 中 。 在 图 9- 
19 由， 我 们 给 出 了 一些 块 ， 这 些 块 表示 三 个 文字 的 积 、 两 个 文字 的 积 或 单个 立 字 。 


RT = Ry + HEE + HE + Wj 
by 
i 坛 死 


Wr 
WE 
Wh 
HT 
= WZ + WE + Hay + WPT F = WEYE + WEY + WE + WEE | EE + 证 
c) d) 
图 9-18 四 个 变 元 的 卡 诸 图 图 9-19 由 个 变 元 卡 弄 图 中 的 块 


就 像 两 个 或 三 个 变 元 的 卡 请 图 的 作用 一 样 ， 我 们 的 自 的 也 是 在 图 中 标 出 1 构成 的 最 大 
块 ， 然 后 用 最 大 块 优 先 法 则 以 最 少 的 块 柳 盖 所 有 的 1， 我们 也 总 是 使 用 可 能 最 大 的 块 。 


例 4 用 卡 诸 图 化 简 下 列 积 之 和 展开 式 。 

a) TryT 十 wryE + Wry +t wivet wi y+ wr ye hr Ye 十 种 天 yz tt TY 

b} wr yet wryst wiyvet wry tr yt YT 

C) wrye+ wr yt wrye 十 wryet wirye trye try T Tr YE TT YE + TY E+ 

WTYT 

解 ” 这 些 展开 式 的 卡 语 图 如 图 9-20 所 示 。 用 所 示 的 块 可 导出 如 下 的 积 之 和 : a} ruyz + 
wrzti+ wryt+ wryt+ wr bb) yt wry+Tzyz 和 ec c+ r+ wry 读者 应 该 确定 ,在 
每 一 部 分 中 是 否 可 能 选择 其 他 的 块 ， 以 产生 表示 这 些 布尔 哨 数 的 不 同 的 积 之 和 ，。 国 


y+- j 开奖 


一 十 -Et 中 Br 一 
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9.4.3 无 需 在 意 条 件 


放 在 某 些 电路 中 ， 由 于 输入 值 的 一 些 组 合 从 末 出 现 过 ， 所 以 我 们 只 关心 输入 值 的 某 些 组 
“<” 合 所 产生 的 输出 。 这 使 得 我 们 在 牛 产 具有 所 需 输 出 的 电路 时 有 很 大 自由 ， 因 为 对 于 所 
有 不 出 现 的 输入 值 的 组 合 ， 其 输出 什 可 以 任意 选择 。 函 数 对 于 这 种 组 合 的 值 称 为 无 壳 在 意 条 
人 忻 。 在 卡 诺 图 中 ， 对 于 那些 其 函数 值 可 以 任意 选择 的 变 元 值 组 合 ， 用 a 对 其 作 记 号 。 在 化 
简 过 程 中 ， 如 果 输 入 值 的 组 合 在 卡 诺 图 中 导 莪 最 大 的 块 ， 则 我 们 可 以 将 其 赋值 1。 下 人 曾 的 例 
子 说 明了 这 一 上 避 。 

例 5 用 二 进 制 数 字 对 于 进 制 展开 式 进 行 编码 的 一 种 方法 是 : 对 十 进 制 展 开 式 中 的 每 一 
位 ， 用 四 个 二 进 制 数字 对 其 编码 。 例 如 ，873 的 编码 为 100001110011。 十 进 制 展开 式 的 这 种 
编码 方式 称 为 十 进 制 数 二 元 编码 。 因 为 有 16 个 四 位 二 进 制 数 ， 但 只 有 10 个 十 进 制 数字 ， 所 
以 还 有 6 个 岂 位 二 进 制 数 没 有 被 用 来 对 数位 进行 编码 。 很 设 现在 需要 枸 造 一 个 电路 使 得 ， 如 
果 数 位 大 于 或 等 于 3， 则 输出 1; 若 数 位 小 于 5， 则 输出 0。 怎样 公用 与 门 、 或 门 和 反 相 器 来 
构造 这 个 电路 呢 ? 

解 以 Fuzzyyvz) 记 此 电路 的 输出 ， 其 中 ruzyz 是 一 全 十进制 数位 的 二 进 制 表 达 式 。 
F 的 值 如 表 9-13 所 示 ， 图 9-21a 是 下 的 卡 诺 图 ， 其 中 的 无 需 在 意 位 置 都 是 4。 我 们 可 以 特 
咏 包 括 在 块 中 或 者 剔除 出 去 这样 块 就 有 很 密 可 能 的 选择 。 炳 如， 如 果 剔 除 所 有 的 也 方 格 ， 
则 形成 块 如 图 9-21b 所 示 ， 所 产生 的 表达 趟 为 tw 了 + 记 zy + 斑 rz。 如 果 包 括 某 些 避 而 剔除 
其 余 的 ， 则 形成 的 块 如 图 9-21c 所 示 ， 且 所 产生 的 表达 式 为 ww 并 + 三 ry+z 下 。 最后， 如 果 
包括 所 有 的 块 ， 且 合用 如 图 9-21d 所 示 的 块 ， 则 产生 最 简单 的 展开 式 , 即 F{w,xz,Yy,z)= 
TE 十 并 有 十 re o | 


表 9-13 


0 
0 
心 
0 
0 
0 
0 
u 
1 
] 


二 和 
2 


9.4.4 豪 因 一 葛 可 拉 斯 基 方法 


我 们 已 经 看 到 ， 可 以 用 卡 诺 图 将 布尔 函数 展开 为 形 如 布尔 积 之 布尔 舟 的 极 小 表达 式 。 
但 当 变 元 超过 四 个 时 ， 卡 诺 图 就 变 得 难以 使 用 ， 而 且 卡 诺 图 的 使 用 还 要 依赖 于 用 目测 


Tr 
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下 拓 


可 


图 3-21 表明 其 元 话 在 意 条 人 忻 位 置 的 卡 诺 图 


方法 将 项 分 成 组 。 鉴 于 这 些 原 因 ， 需 要 可 以 机 械 化 的 过 程 来 化 简 积 之 和 展开 式 。 牵 因 -- 莫 可 
拉 斯 基 方 法 就 是 这 样 一 种 过 程 ， 它 可 以 用 于 全 有 尾 意 密 个 变 元 的 布尔 图 数 。 此 法 是 由 到 YW. 
硅 四 和 下 . ]. 莫 可 拉 斯 基 2 于 20 世纪 50 年 代 担 出。 它 基 本 上 由 两 部 分 组 成 ， 第 一 部 分 寻找 可 


2 广 爱德华 . 葛 可 拉 斯 基 【Edward ], McCluskey) 生 于 1929 年 ， 就 读 于 Bowdoin 学 院 和 和 麻 省 理工 学 院 ， 并 于 1956 什 
”在 麻 省 理工 学 院 获 得 电子 工程 学 博士 学 位 。 地 于 1955 年 进 人 贝尔 电话 实验 室 ， 在 那里 一 直 待 到 1959 年 。 从 1959 
年 到 1966 年 ， 葛 可 拉 斯 其 是 普 林 斯 瑟 大 学 的 电子 工程 学 教授 ,并 在 1361 到 1966 年 间 在 普林斯顿 担 性 计算 中 心 主任， 必 
于 1967 年 在 斯 坦 福 文学 担任 计算 机 科学 和 电子 上 程 学 的 教授 ， 并 于 1969 到 1978 年 间 ， 在 者 里 担任 数字 系统 实验 宇 的 十 
人 性。 莫 可 拉 斯 基 对 计算 机 科学 的 许 针 人 额 域 有 过 研究 ， 包括 容 镜 计算 、 计 算 机 体系 绪 构 、 测 斌 和 人 逻辑 设计 。 他 现在 是 斯 坦 
福 太 学 的 可 靠 性 计算 中 心 的 主任 ， 还 是 ACM 《美国 计算 机 协会 ) 的 会 员 。 

威 纳 擅 .村 因 《Wilard Van Orman Quine】 1908 年 出 生 于 余 误 禄 的 网 克 伦 《akron) ， 先 后 就 该 于 OQbenlin 学院 和 险 僻 
”大 学 ， 于 1932 年 在 骆 顽 大 学 赣 冰 学 博士 学 位 ， 并 于 1933 年 成 为 暗 佛 的 年 轻 邯 员 。 由 于 他 的 才 骼 ， 于 1936 年 在 只 
佛 获 得 任命 。 在 他 的 职业 生涯 中 ， 除 了 第 二 次 世界 大 战 外 ， 他 一 直 在 喧 货 工作。 而 在 第 二 次 世界 厌战 期 间 ， 他 服务 于 美 
国 诲 军 ， 任 务 是 殴 译 来 自 于 德国 浅 艇 的 密码 。 挛 因 一 直 对 算法 筷 兴 趣 ， 而 对 错 件 和 不感 兴 趣 ， 他 央 烙 现 现在 称 为 计 因 - 莫 
可 技 斯 基 的 方法 而 成 名， 这 是 一 个 用 于 救 理光 辑 教学 的 装置 ， 而 不 是 用 来 化 简 开 关 电 路 - 计 因 是 世界 上 节 闭 名 的 哲学 竺 
之 一 ， 李 对 于 知识 理论 、 数理 逻辑 和 上 集 侣 论 以 基 逻 辑 和 语言 的 哲学 帮 有 闭 根 本 性 的 贡献 .他 的 著作 ， 例 如 发 表 于 1937 年 
的 New Foundution of Mathematicat Logic} 和 发 表 于 1960 年 的 《 Word ana Deri 都 有 普 主 这 的 影响 。 硬 因 于 1978 年 
从 哈 怕 退休， 但 还 继续 来 往 于 府 落 在 Beacon 山 的 家 与 办 公 室 之 间 。 他 现在 仍然 使 甩 着 产 于 1927 年 的 Remington 牌 打 字 
机 .他 曾 在 这 和 台 打 印 机 上 打印 过 自己 的 博士 论文 。 很 义 以 前 ， 他 曾 请 人 人 檐 理 这 台 打 印 机 ， 以 便 增 加 一 些 特殊 的 符号 ， 并 
去 控 第 二 个 句号. 第 二 个 逗号 和 问 叶 。 当 他 被 向 到 为 何 要 去 掉 向 号 时 ， 他 答 到 : “你 知道 ， 我 只 管 确 定 的 事 "。 甚 至 在 属 
客 词典 中 都 有 一 个 词 叫 “watne"， 它 措 的 是 这 样 一 种 程序 ， 在 完成 输出 后 ， 它 复制 自己 的 渐 人 代码。 以 装 定 的 程序 共计 博 


言 来 构造 最 短 的 yuine 是 黑客 中 流行 的 一 个 难题 ， 
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一 Se 


能 包含 在 形 如 布尔 积 之 布尔 和 的 极 小 展开 式 中 的 候选 项 ， 第 二 部 分 才 确 定 哪 些 项 将 真正 使 
用 。 下 面 用 倒 子 来 说 骨 这 个 过 程 是 起 样 进行 的 。 


例 5 直面 说 明 怎 么 用 硅 因 - 莫 可 拉 斯 基 广 法 寻找 表 9-14 
等 居于 zx 十 工交 十 Ty + + 了 I 的 极 小 展开 式 。 


蟹 ”我 们 用 一 串 二 进 制 数位 来 表示 此 展开 式 中 的 
小 项 。 如 果 : 出 现 ， 风 第 一 位 为 1; 如果 王 出 现 ， 则 
第 一 位 为 0。 如 果 y 出现 ， 则 第 二 位 为 1; 如 果 y 出 
现 ， 则 第 二 位 为 0。 如 果 zz 出现， 则 第 三 位 为 1; 如 
果 z 出 现 ， 则 第 三 位 为 0。 然后 根据 对 应 数位 串 中 1 
的 个 数 来 对 这 些 项 进行 分 组 。 这些 信 息 如 表 9-14 所 
示 。 

可 以 合并 的 小 项 只 在 一 个 文 空 外 不同， 所 以 ， 对 于 两 个 可 以 合并 的 小 项 ， 在 表 孙 它们 的 
数位 蝇 中 ，1 的 个 数 仅 相差 1!。 当 两 个 小 项 牢 台 并 成 一 个 积 时 ， 这 个 积 只 含有 两 个 文字 。 两 
个 文字 的 积 可 以 如 下 表示 ; 以 得 划 线 来 记 不 出 现 的 变 元 。 例 如 ， 数 位 串 101 和 和 001 所 表示 的 
小 项 ryz 和 zyz 以 合并 成 Yz， 而 yz 可 以 用 串 -01 表示 。 表 9-15 列 出 了 所 有 可 以 合并 的 
成 对 小 项 以 及 它们 所 产生 的 积 。 


下 一 步 ， 对 于 由 两 个 文字 构成 的 积 ， 如 果 两 个 这 样 的 积 能 够 合并 ， 则 将 之 合并 成 一 个 文 
字 。 两 个 这 样 的 积 能 够 合并 的 条 件 是 : 它们 所 包含 的 文字 是 两 个 相同 变 元 的 交 字 ， 并 且 只 有 其 
中 一 个 变 元 的 文字 不 一 致 。 就 表示 这 些 积 的 串 来 说 ， 它 们 必须 在 相同 位 置 有 一 个 短 划 线 ， 且 在 
其 余 的 两 个 位 置 中 必须 恰好 有 一 个 位 置 的 内 容 不 相同 。 我 们 可 以 将 串 一 二 和 一 01 所 表示 的 积 
yz 和 yz 合并 成 xz， 而 > 用 串 一 1 表示。 所 有 能 够 以 这 种 方式 合并 的 项 如 表 9-15 所 示 。 

在 表 9-153 中 ， 我 们 还 指出 了 哪些 项 可 以 用 来 形成 更 少 文 字 的 积 ， 这 些 项 不 一 定 在 极 小 
展开 式 中 。 下 一 步 是 找 出 积 的 一 个 极 小 集合， 使 之 可 以 用 来 表示 此 布尔 函数 。 我 们 从 郑 些 还 
没有 被 用 来 形成 具有 更 少 文字 的 积 着 手 。 再 下 一 步 ， 我 们 构造 表 9-16， 合 并 原来 项 所 形成 
的 每 一 个 候选 积 构成 此 表 的 行 ， 原 来 的 项 构成 列 。 如 果 积 之 和 展开 式 中 原来 的 项 被 用 来 形成 
这 个 候选 积 ， 则 在 相应 的 位 置 打 上 苹 ， 此 时 称 此 人 慨 选 项 改 益 了 原来 的 小 现 。 我 们 需要 至 少 
一 个 积 ， 它 履 盖 原来 的 每 一 个 小 项 。 因 而 ,一 旦 此 甫 的 划一 列 只 有 一 个 总， 则 此 X 所 在 的 
行 所 对 应 的 积 必 定性 使 用 。 从 表 9-16 可 以 看 出 ，z 和 fy 都 是 必需 的 。 所 以 ， 最 后 的 答案 是 
ee 回 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com! UUU^A 


守 9 闫 市容 代 各 59j 


就 像 例 6 所 说 明 的 那样 ， 牵 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 
用 下 面 一 系列 步骤 来 化 简 积 之 和 展开 式 。 

1) 将 由 个 让 元 构成 的 每 一 个 小 项 表示 成 一 个 长 
度 为 n 的 二 进 制 数 囊 ,如果 x, 出 现 ， 则 此 捉 的 第 i 个 
位 置 为 1; 如 果 云 出 现 ， 则 此 是 的 第 个 位 置 为 0。 

2) 根据 捉 中 的 个 数 将 捉 分 组 。 

3) 确定 所 有 这 样 n 一 1 个 变 元 的 积 ， 它们 可 以 取 为 此 谋 开 式 中 小 项 的 布尔 和 。 将 能 够 
合并 的 小 项 表示 成 二 进 制 数 串 ， 且 这 些 捉 只 在 一 个 位 置 不 相同 。 将 这 些 x 一 主人 个 变 元 的 积 用 
如 下 的 串 表 示 : 如 果 x, 出 现在 此 积 中 ， 则 此 尝 的 第 ;个 在 置 为 1; 如 果 r, 出 现 ， 则 此 位 置 为 
0; 如 果 此 积 中 没有 涉及 zi 的 文字 ， 则 此 位 置 为 短 划 线 。 

4) 确定 所 有 这 样 n 一 2 个 变 元 的 积 ， 它 们 可 以 取 为 在 表 一 个 步 又 形成 的 x -1 个 变 元 的 
积 的 布尔 和 。 将 能 够 合并 的 x -- 1 个 变 元 的 积 表示 成 如 下 的 捉 : 在 同一 位 置 有 一 个 短 划 线 ， 
是 只 在 一 全 位 置 不 相同 。 

5) 只 要 可 能 ， 继 续 将 布尔 积 合并 成 玩 少 变 元 的 积 。 

6) 找到 所 有 这 样 的 布尔 积 : 它们 虽然 出 现 ，, 但 还 没有 被 用 来 形成 少 一 个 文字 的 布尔 积 。 

7) 找到 这 些 布 尔 积 的 最 小 集合 ， 使 得 这 些 积 的 和 表示 此 布尔 函数 。 这 可 以 用 如 下 方法 
来 完成 : 枸 造 用 一 个 表 ， 列 出 哪些 积 检 六 了 上 蛙 些 小 项 。 每 一 个 小 项 必定 被 至 少 一 个 积 禄 一 。 
(这 是 此 过 程 中 最 困难 的 部 分 ， 可 用 回 渊 法 将 其 机 械 化 。) 

下 面 最 后 的 例子 说 明了 怎样 用 这 个 过 程 来 化 简 四 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 。 


例 7 用 牵 因 一 莫 可 拉 斯 基 法 化 简 积 之 和 展开 式 
wrye + ww Tyz 十 wirye + rye 十 wy t+ WwW IY WTVYT 
解 ”首先 将 小 项 表示 成 二 进 制 数 串 ， 然 后 根据 串 中 1 的 个 数 来 对 项 进行 分 级， 如 表 9- 
17 所 示 。 表 9-18 给 出 了 所 有 的 布尔 积 ， 它 们 可 以 取 为 这 些 积 的 布尔 种 。 


胡 9-17 床 9-18 


101d0 


D101 


D0]1 


没有 被 用 来 形成 更 少 变 元 之 积 的 内 有 Wz 、twy zz 、Twury 和 XYyzo 表 39-19 表明 了 被 每 个 这 
样 的 积 覆 盖 的 小 项 。 为 桥 盖 这 些小 项 ， 必 须 包 括 太 <z 和 wyz， 因 为 它们 是 分 别 必 盖 友 xyz 和 
wryz 的 唯一 的 积 。 一 旦 这 两 个 积 被 包括 进来 ,我们 就 可 以 有 和 到， 只 有 其 中 的 一 个 是 必要 的 。 
因 面 , Wz + wyz + wy 或 者 可 z + wyz +xyz 都 可 以 看 作 是 最 后 管 案 。 国 


一 Ti 
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练习 


1. a) 画 出 二 变 元 郴 数 的 卡 诺 罚 ， 并 在 表示 za 的 方 格 中 放置 1。 
b) 与 上 述 方 格 相 邻 的 方 格 所 表示 的 小 项 是 什么 ? 
2. 寻找 下 列 每 个 卡 诺 图 所 表示 的 积 之 和 展开 式 。 


¢) 


3. 画 出 下 列 两 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 。 


a) XYy b) 区 y 十 元 了 cj ryt+ rytiyt+xry 

4. 用 卡 诺 图 找 出 下 列 关 于 变 元 x 和 > 的 布尔 图 数 的 极 小 展开 式 ， 且 此 展开 式 具 有 布尔 积 之 
布尔 和 的 形式 。 
a} Tytiy by xytry Ch Ty+ TYt+try ty 


5. a) 遍 出 三 变 元 函数 的 卡 语 图 ， 并 在 表示 的 方 格 里 放置 1。 
b) 与 上 述 方 格 相 邻 的 方 格 所 表示 的 小 项 是 什么 ? 
6. 对 于 下 列 电 路 图 ， 用 卡 诺 图 画 出 具有 相同 输出 的 更 简单 的 电路 终 。 
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7. 画 出 下 列 三 变 元 积 之 和 展开 式 的 卡 庶 图 。 


4) ZH b) 区 ye ti ye Cj Ty 才 TYE +Tyz+i ye 
8. 用 卡 诺 图 找 出 下 列 关 于 变 元 zx 、y 和 = 因数 的 极 小 展开 式 ， 且 此 展开 式 具 有 布尔 积 之 布尔 
和 的 形式 。 


a) 元 yz 十 艺 认 
b) zyz 十 xy E+rye 十 区 9 豆 
c) ryEZ+ r+ EVIE+IY +E 
d) ryz + r+ ryIE+tEy + Ey + 人 Ty 
9. a) 画 出 四 变 元 函数 的 卡 诺 图 ， 并 在 表示 zwxy z 的 方 格 里 放置 1。 
b) 与 上 述 方 格 相 邻 的 方 格 所 表示 的 小 项 是 什么 ? 


10. 用 卡 诺 疼 找 出 下 列 关 于 恋 元 ww、x 、y 和 z 国 数 的 极 小 展开 式 ， 且 此 展开 式 具 有 布尔 积 
之 布尔 和 的 形式 。 
a) wrye 十 wryet wryet+ wryzt wr ye 
b) wryzt wrye t+ wiye try + Ty tT Ye 
C) wrye + Wry t+ wrye 十 wr y+ tr YET 二 YT 十 友 革 这 


d}) wryet 认定 有 下 十 wrye 十 wrye t+ wiy 入 try to TYE + Ty 2 ti TY 


11. a) 五 恋 元 函数 的 卡 诺 图 具有 多 少 个 方 档 ? 
b) 在 五 变 元 函数 的 卡 诺 图 中 ， 对 于 任意 给 定 的 一 个 方 格 ， 有 和 多少 个 方 档 与 之 相 邻 ? 

“12. 用 卡 诺 图 找 出 下 列 函 数 的 极 小 展开 式 ， 和 使 得 此 展开 式 具 有 布尔 积 之 布尔 和 的 形式 ,这些 
函数 满足 : 其 输入 为 十 进 制 数字 的 二 进 制 编码 ， 其 输出 为 ]， 当 且 仪 当 对 应 于 输入 的 数 为 
a) 奇数 b) 不 可 由 3 整除 c) 不 是 4、5 或 6 

“13. 假设 一 个 委员 会 中 有 五 个 成 员 ， 其 中 史密斯 和 琼斯 的 投票 总 与 马 库 斯 的 投票 相反 。 试 
用 这 个 投票 关系 设计 一 个 电路 ， 实 现 此 委员 会 的 名 数 表决 。 

14. 使 用 诗 因 - 真 可 近 斯 基 法 化 简 例 3 中 的 积 之 和 展开 式 。 

15. 使 用 奎 因 - 真 可 拉 斯 基 法 化 简练 习 8 中 的 积 之 和 展开 式 。 

16. 使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 其 法 化 简 例 4 中 的 积 之 和 展开 式 。 

17. 使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 化 简练 习 10 中 的 积 之 和 展开 式 。 

*18. 试 解释 怎么 用 卡 诺 图 方法 简化 三 个 变 元 的 和 之 积 展开 式 。[ 提 示 : 用 0 来 标记 展开 式 的 
极 大 项 ， 然 后 构造 极 大 项 的 块 。 
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19. 用 练习 18 的 方法 化 简 和 之 积 展 和 开 式 {x t+ y+ zj)(rty+e)(r ty+xj(tx+ yt) 

“20, 在 圆 坏 面 上 画 出 四 个 变 元 的 16 个 小 项 的 卡 诺 图 。 

21. 用 或 门 、 与 门 和 上 反 相 器 构造 一 个 电 有 路， 使 得 当 输 入 的 十 进 制 数字 可 以 被 3 整除 时 输出 
1， 否 则 输出 0。 其 中 ， 输 和 人 的 十 进 制 数字 是 二 进 制 编码 的 十 进 制 展开 陈 。 


对 于 练习 22 一 24， 在 所 给 的 卡 诺 图 中 ，z 表示 无 需 在 意 条 件 。 试 找 出 它们 的 极 小 积 之 
和 展开 式 。 


术语 

布尔 变 元 : 只 取 0 或 1 值 的 变 元 

记 《 的 补 }; 一 个 表达 式 ， 当 x 取 值 0 时 ， 它 取 值 1; 当 取 值 1 时， 尼 取 值 00 

TY( 或 ry) {Xx 与 y 的 布尔 积 或 合 取 ); 一 个 表达 式 ， 当 x 和 5 都 取 值 1 时， 它 取 值 1; 否 
则 取 值 0 

工 十 Yy( 底 与 yy 的 布尔 和 或 析 取 ); 一 个 表达 式 ， 当 或 y 取 值 1 时 ,或 者 当 xw 和 yy 都 取 值 1 
时 ， 它 取 值 1; 否则 取 值 0 

布尔 表达 式 : 如 下 递归 得 到 的 表达 式 : 0，1，x1，…，Xx。 是 布尔 表达 式 ， 且 如 果 EE| 和 匡 ， 
是 布尔 表达 式 ， 则 El 、(E + EE2) 和 (FE1Es) 也 是 布尔 表达 式 

布尔 表达 或 的 对 仿 : 通过 交换 + 和 -运算 、0 和 1 得 到 的 表达 式 

n 度 布 尔 函 数 : 从 B" 到 B 的 函数 ， 其 中 B= 10,1| 

布尔 代数 : 具有 两 个 二 元 和 运算 Y 和 A、 元 赛 0 和 1、 一 元 补 运 算 的 集合 ， 它 满足 同一 律 、 
葡 配 律 、 绪 合 律 、 严 换 律 和 分 配 律 

布尔 变 元 的 文字 zi: 或 者 为 工 ， 或 者 为 工 

zi 2 mp 2 的 小 项 : 布尔 积 y1 yo…y,， 其 中 每 个 y; 或 为 xz, 或 为 

积 之 和 上 屎 开 式 (或 析 取 范式 ): 形 如 小 项 之 析 取 的 布 乐 旺 数 的 表示 

函数 完备 : 布尔 运算 符 的 一 个 集合 被 称 为 是 晴 数 完备 的 ， 如 果 每 个 布尔 泪 数 都 能 四 这 些 布尔 
运算 符 表 不 

r|y( 或 rNANDy); 一 个 表达 式 ， 当 x 和 都 取 值 ] 时 ， 它 取 值 0; 否则 取 值 1 

zy (或 NORYy): 一 个 表达 式 ， 当 了 或 ? 取 值 1 时 ， 或 x 和 ?7 都 取 什 1 时 ， 它 取信 0; 否 
出 下 值 1 
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反 相 器 ; 一 种 装置 ， 它 以 布尔 变 元 的 值 作 为 输 人 入， 产生 输入 的 补 

或 门 : 一 种 装 竹 ， 它 以 两 个 或 更 多 布尔 变 元 的 值 作为 输入 ， 输 出 它们 的 布尔 和 

与 门 : 一 可 装置 ， 安 以 两 个 或 更 多 布尔 室 元 的 值 作为 输 信 ， 输 出 它们 的 布 水 积 

半 加 器 ， 一 种 电路 ， 它 将 两 个 二 进 制 数 字 相 如， 产生 一 个 和 位 写 一 个 进位 

全 加 器 : 一 种 电 有 路， 它 将 两 个 二 进 制 数字 及 一 个 进位 相 加 ， 产 生 一 个 和 和 位 与 一 个 进位 

n 全 变 元 的 卡 诺 图 : 被 分 成 2* 密 个 方 格 的 千 形 ， 每 个 方 格 表 示 这 些 变 元 的 一 个 小 项 

续 宁 

布尔 代数 中 的 恒等式 【 见 第 9.1 节 的 表 9-5)。 

对 于 布尔 表达 式 表 示 的 布尔 函数 间 的 任意 恒等式 ， 如 将 便 等 式 的 两 边 路 对偶， 则 等 式 依然 


成 立 。 
每 个 布尔 范 数 都 可由 积 之 和 展开 式 表 示 。 
集合 :+ ，| 和 入， 上 都 是 函数 完备 的 。 


集合 ;yi1 和 111 都 是 立 数 策 备 的 。 
使 用 卡 语 图 来 极 小 化 布尔 表达 式 。 
使 用 硅 因 -- 莫 可 拉 斯 基 来 极 小 化 布尔 表达 式 。 


做 可 题 


. 给 出 n 上 度 布 尔 晴 数 的 定义 。 
. 有 和 多少 个 2 度 布 尔 果 数 ? 
. 给 出 布尔 表达 式 集合 的 如 归 定 义 。 
. a) 什么 是 布尔 表达 式 的 对 侦 ? 
b) 什么 是 对 倘 原 理 ? 怎么 应 用 它 找到 关于 布尔 表达 式 的 新 的 恒等式 ? 

. 试 解 释 怎 么 构造 一 个 布尔 函数 的 积 之 和 展开 式 。 
6. a)“ 由 运算 符 构 成 的 一 个 集合 是 函数 完备 的 ”是 什么 售 义 ? 

b) 和 集合 1+ ，*1 是 函数 完备 的 吗 ? 

c) 有 没有 单 运算 符 构成 的 集合 是 函数 完备 的 ? 
7. 斌 解释 怎样 用 或 门 、 与 门 和 有 反 相 器 构造 一 个 电路， 它 用 两 个 开关 控制 一 个 灯 。 
8. 用 或 门 、 与 门 和 反 相 髓 构造 一 个 半 加 髓 。 
9. 是 否 有 这 样 一 种 逻辑 门 ， 利 用 它 可 以 构造 或 门 、 与 门 和 反 相 器 版 能 构造 的 所 有 电路 ? 
10. a) 解释 怎样 用 卡 诺 图 来 化 简 三 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 。 

by 用 卡 诺 图 化 简 积 之 和 展开 式 zyg + XY + TyT+rye +Tyzo 

11. a) 解释 怎样 用 卡 诺 图 来 化 简 四 个 布尔 变 元 的 积 之 和 展开 式 。 

b) 用 卡 诺 图 化 简 积 之 和 展开 式 : 

wrye 十 wryE + wert wryet wirys t+ wr ye tryr ti Tye to TY 

12. a) 什么 是 无 需 在 意 条 件 ? 

b》 试 解释 怎么 用 无 需 在 意 条 件 由 或 门 、 与 门 和 反 相 器 构造 这 样 一 个 电路 : 当 十 进 制 数 

字 大 于 等 于 6 时 输出 1; 当 这 个 数字 小 于 6 时 输 击 0。 

13. a) 试 解释 怎样 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 来 化 简 积 之 和 展开 式 。 
b) 用 这 个 方法 化 简 xyz+ xyz+ryr+Tyt+iyzo 


2 


tn 
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补充 练习 

1 , 布尔 变 元 x 、y 和 xz 如 何 取 值 ， 可 使 下 出 等 式 成 立 ? 
a) T+ y+ ry b} ztyt+z)=r+ yz Cc) TYT LI+yt+2z 

2. 设 和 y 属 于 10，tl。 如 果 存 在 i0，11 中 的 值 = 使 得 下 列 各 式 成 立 ， 有 无 必要 使 x= 
必 威 让? 
ax 二 yz by z+e=y+e ¢) rRBz = yz 


d) zz=yyz ee) riz=y)z 
布尔 明 数 下 称 为 是 自 对 偶 的 当 且 仅 当 F(x ,2 二 了 (TT 


3. 下 列 函 数 哪 些 是 自 对 侦 的 ? 
a} Flriy) BD) T(r wy try 
Cc) Flrsy)- tty d} Flrxr,y)= ry+Ey 
4 . 试 给 出 一 个 三 变 元 自 对 偶 布 乐 孙 数 的 例子 。 
“5, 有 多 少 个 4 度 布 尔 团 数 是 自 对 手 的 ? 
在 nn 度 布尔 跑 数 愧 成 的 集合 上 上， 定义 关系 记 ， 情 得 ， 下 所 当 且 仪 当 阁 F(r| ,2 …， 
x,) 二 1 吕 有 Gry Tj 二 1 。 


6. 对 十 下 询 旺 数 对 ， 确 定 是 否 有 下 二 G 或 G 志 下 。 
a Flx,y)=x, G(r1y)=7+y 
by Flryy)- r+ y, G(r,y)= ry 
DE 
7. 设 下 和 G 是 nn 度 布 尔 晴 数 ， 证 明 : 
4a) FF 二 by FGF 
8. 设 下 、G 和 日 都 是 ww 度 布 尔 隧 数 ， 证 明 : 下 +G 志 日 ， 当 且 仅 当 了 FH 且 G&H。 
"9. 证 明志 关系 是 n 度 布 尔 洱 数 集合 上 的 一 个 偏 夺 关 系 。 
“410. 画 出 由 16 个 2 度 布尔 函数 (如 第 9.1 节 表 9-3 所 示 ) 的 集合 构成 的 部 分 有 序 集 在 
俩 序 半 下 的 哈 期 图 。 
*11. 对 于 下 列 每 个 等 式 ， 或 者 证 明 其 为 恒等式 ， 或 者 找到 变 无 的 一 组 值 恒 之 本 成 立 。 
a) xri(ty|z)={zly)iz 
b) zy(tyy xz)= (ry yy (ry 2) 
ec) zy|z)= (rt yr 2) 


定义 布尔 运算 符合 如 下 : 1@1=1, 1590=0, 0G91=0,，0Q@0=1。 


12. 证 明 wy= xy+X Yo 
13. 证 明 x 中 y= (x 外 y)。 
14. 证 明 下 列 各 恒等式 成 立 。 
alreo7r= br 和 三 自 ec} ry= yr 
15. (xz 人 全 yj)OOz=xO(yOz) 是 否 总 成 立 ? 
“16. 确定 集合 1 吕 i 是 不 是 耳 数 完备 的 。 


ri 村 -上 
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“17. 在 16 个 两 变 元 x 和 yy 组 成 布尔 范 数 中 ， 有 允 少 个 能 够 用 下 列 运 算 符 集 、 变 元 过 和 >y 以 


及 值 0O 和 1 表示? 
a) | | by 1:} ce) 1+} di Tw 二! 


异 或 门 的 记 导 如 厂 ， 它 从 x+ 和 产生 输出 x 
记号 各， 它 从 > 和 产生 输出 z@y 一 


18. 确定 下 列 电路 a) 和 b) 的 输出 。 
19. 如 索 队 了 或 门 、 导 门 和 反 相 帖 之 外 ， 还 可 以 使 用 异 或 门 ， 说 明 怎 样 用 引 第 9.3 节 图 9-8 


中 所 用 的 更 少 的 站 来 构造 一 个 半 加 占 。 


> 
本 

rd > 
ce 


20. 试 设 计 一 个 电路 来 确定 : 在 一 个 四 人 委员 会 中 ， 是 否 有 
三 人 或 更 多 的 人 就 某 事 投 了 禹 成 票 ， 其 中 的 每 个 人 用 一 
个 开关 来 投票 。 
-8 给 定 布尔 变 元 z1，xz2，…，x; 的 一 组 输入 值 ， 阅 值 
2 门 产生 输出 y， 其 中 y 为 0 或 1。 每 个 立 值 门 都 有 一 
个 阅 值 本 以 及 一 组 模 志 /，tw2， 一，tw,， 其 中 全 及 wl， 
wx， 都 是 实数 。 国 值 门 的 输出 > 是 1 妆 且 仅 当 
w+ wT 二 十 wet, 之 了 。 具 有 阅 值 人工 及 权 ww ，za， 
… ，2wa 的 阔 值 门 如 右 图 所 示 。 益 值 门 对 于 神经 生理 学 和 人 
工 智能 的 建 模 都 非常 有 用 。 


21. 阅 值 门 表 示 了 一 个 布尔 函数 。 试 找 出 由 下 面 辣 值 门 表示 
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的 布尔 函数 的 布尔 表达 式 。 
22. 能 够 由 阅 值 门 表示 的 布尔 函数 称 为 阅 值 浊 数 。 证 明 下 列 

每 个 函数 都 是 阅 值 肖 数 ， 

ay Flx)=7x by Flx,y)=x+y ce) F(xry)= zy 

d)》 Flr,y)=zxly 8) Flr,sy)=7xyy f) F(x,ys 2)= r+ ye 

g) F{tw, 天， 区 一 证 二 了 十 多 hy Flw,r, ye)= wret rT 


*23. 证 明 F(zx,y) = zx 外 y 不 是 阅 值 函数 。 
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"24. 证明 Faeyryvyze)= mwr+ 巡 不 是 阐 值 画 数 。 
计算 机 题目 


写 出 具有 下 列 输入 和 输出 的 程序 。 


1. 纵 定 两 个 布尔 变 元 x 和 的 值 ， 计 算 rr +y、Try、zBy、 zy 和 zyy 的 值 。 

2. 构造 一 个 表 ， 列 出 所 有 256 个 3 度 布尔 项 数 的 值 。 

3, 给 定 一 个 # 元 布尔 函数 的 所 有 值 ， 其 中 xn 是 个 正 整 数 ， 构 造 这 个 函数 的 积 之 和 展开 式 。 
4. 给 定 一 个 布尔 函数 值 的 列表 ， 只 用 运算 符 - 和 表示 这 个 是 数 . 

5. 给 定 一 个 布尔 函数 值 的 列表 ， 只 用 运算 符 + 和 -表示 这 个 画 数 。 

"6, 给 定 一 个 布尔 区 数 值 的 列表 ， 具 用 运算 符 | 表 示 这 个 了 潍 数 ， 

"7, 给 定 一 个 布尔 申 数 值 的 列表 ， 只 用 运算 符 y 表示 这 个 图 数 。 

8. 给 定 一 个 3 度 布尔 函 数值 的 列表 ， 构 造 它 的 卞 诺 图 。 

9. 给 定 一 全 4 床 布 尔 函 煞 值 的 列表 ， 构 造 它 的 卡 诺 图 ， 

0, 给 定 一 个 布 从 肯 数 值 的 列表 ， 用 雁 国 - 芮 可 的 斯 基 方 法 寻找 这 个 国 数 的 极 小 秽 之 向 站 。 
11, 对 于 一 个 亡 值 门 和 n 个 布尔 变 元 的 值 ， 给 定 它 的 阐 值 和 一 组 权 ， 确 定 这 个 门 的 输出 。 
12. 给 定 一 个 正 整数 ， 构 造 一 个 2 元 随机 布尔 表达 式 ， 且 为 析 取 范式 。 


计算 和 研究 
用 你 已 经 写 出 的 程序 做 下 列 练 习 。 


. 计算 7、8、9、10 度 布尔 函数 的 个 数 。 

. 构造 3 度 布 尔 函 数 的 表 。 

. 构造 4 度 布尔 函数 的 表 。 

. 将 每 个 不 同 的 三 元 布尔 表达 式 表 示 成 仅 含 与 非 运 算 符 的 术 取 范式 ， 所 使 用 的 与 此 运 算 窒 
越 少 越 好 。 所 需 与 非 运 算 符 的 最 大 数量 是 多 少 ? 

5. 将 每 个 不 同 布尔 表达 式 表示 成 含有 四 个 蛮 元 和 仅 含 NOR 运算 符 的 析 取 范式 ， 所 使 用 的 
NOR 运算 符 越 少 越 好 。 所 需 NOR 运算 符 的 最 大 数量 是 多 少 ? 

. 随机 构造 10 个 不 同 的 四 放 布 尔 寄 达 式 ， 并 确定 合用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 极 小 化 它们 所 
需要 的 平均 步骤 数 。 

7, 随机 构造 10 个 不 局 的 五 元 布尔 表达 式 ， 并 确定 合用 诗 国 - 莫 机 拉 斯 基 方 法 极 小 化 它们 扬 

需要 约 平 均 步 骤 数 。 


与 作弄 吕 
用 课本 以 外 的 资料 解决 下 列 问 题 ， 并 写成 短文 。 


| . 描述 -- 些 早期 设计 的 、 用 来 解 逻 辑 问 题 的 机 器 ， 如 Stanhope 孙 范 人 奋 、 杰 六 {Javonsj 的 
慑 辑 机 以 及 蕊 屁 德 机 器 【Marquand Machiney ， 

2, 解释 组 合 电 路 与 师 序 电 路 间 的 差别 ， 然 后 解释 怎样 用 触发 丹 构 造 嘎 序 电 路 ， 

3. 定义 移 位 寡 存 器 ， 且 讨论 怎样 使 用 移 位 寡 存 器 。 说 明和 怎样 用 触发 器 和 逻辑 门 构 瘟 移 位 井 
征 证 。 


所 aa 一 


局" 
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. 说 明 怎 样 用 人 逻辑 门 构造 来 法 器 。 
. 找 出 还 辑 门 的 物理 构造 。 讨 论 在 构造 电路 时 ， 是 否 要 用 到 与 非 门 和 或 非 门 。 
. 解释 皇 样 用 相关 性 记号 描述 复杂 的 开关 电路 。 


. 描述 怎样 用 陛 法 器 构造 开关 电路 。 
以 用 国 值 门 构造 半 加 器 和 全 加 器 为 例 ， 解 酸 用 阅 值 门 构造 开关 电路 的 优点 。 


. 描述 无 危险 开关 电路 概念 ， 并 给 出 一 些 设 计 这 样 电 路 的 原则 。 


10. 解释 把 样 用 卡 诺 图 将 五 元 或 六 无 一 绍 极 小 化 。 
11. 描述 n 元 布尔 函数 的 函数 分 解 的 客 义 。 讨 论 将 布尔 函数 分 解 为 元 数 更 少 的 布尔 函数 的 过 程 。 


上 


J rp i 
1 
1 
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第 10 章 计算 模型 


计算 机 能 够 执行 许多 任务 。 每 个 任务 都 有 两 个 问题 ， 第 一 ， 它 能 否 由 计 莫 机 来 完成 ?一 
且 知 道 这 第 一 个 问题 的 答案 是 肯定 的 ， 就 会 问 第 二 个 问题 ， 怎 么 执行 这 个 任务 ? 计算 横 型 就 
是 用 来 帮助 问答 这 些 问题 的 ， 

下 面 将 讨论 三 种 类 型 的 计算 模型 : 文法 、 有 限 状 态 机 和 图 灵机 。 文 法 是 用 来 产生 一 种 语 
这 中 的 间 ， 并 且 确 定 一 个 记 是 否 属 于 一 个 语言 。 文 芒 产 生 的 形式 霹 言 相公 可 以 必 方 目 然 语 高 
的 模型 ， 如 英语 ， 还 可 以 作为 程序 设计 语言 的 模型 ， 如 Pasecal、Fortran 、Prolog 和 C. 特别 
是 ， 文 法 在 编译 髓 的 理论 和 构造 中 极为 重要 。 在 20 世纪 50 年 代 ， 美 国语 言 学 家 诺 姆 ' 蛮 姆 
斯 基 (Noam Chomsky) 首先 使 用 了 下 面 将 要 讨论 的 文臣 ， 

在 建 模 中 ， 使 用 着 各 种 类 型 的 有 限 状 态 机 。 每 个 有 限 状 态 机 都 有 一 个 状态 集合 〈 包 含 初 
始 状态 )〗) 和 一 个 输入 字母 表 ， 还 有 一 个 转 称 沙 数 ， 它 对 每 个 由 状态 和 输入 构成 的 对 ， 指 定 下 
一 个 状态 。 有 限 状 态 机 的 状态 使 得 它 共 有 有 限 的 存 铺 能 力 。 有 些 有 有限 状态 机 对 每 个 转移 产生 
一 个 输出 符 导 。 这 类 机 器 可 以 用 作 府 多 种 机 器 的 横 型 ， 如 自动 售 货 机 、 延 返 机 、 二 进 制 数 如 
法 器 和 语言 识别 器 。 我 们 还 将 讨论 漫 有 输出 但 具有 终结 状态 的 有 限 状 态 机 ， 这 样 的 机 内 广 证 
用 手语 言 的 识别 ， 它 们 所 识别 的 串 是 这 样 的 串 ; 由 初始 状态 运行 到 终 绩 状态 。 文 法 和 有 限 状 
态 机 的 概念 具有 紧密 的 联系 ,我 们 将 要 刻画 有 限 状 态 机 所 能 识别 的 集合 的 特征 ， 并 且 证 明 这 
些 集 合 恰恰 就 是 某 种 类 型 文法 所 产生 的 集合 。 

然后 引 人 图 灵机 的 概念 。 我 们 将 说 明和 宇 么 用 图 灵机 来 识别 集 台 ， 还 要 说 明和 起 么 用 图 灵机 
来 计算 数论 函数 。 最 后 讨论 图 灵 - 丘 奇 论 题 : 每 个 能 行 的 计算 都 可 由 图 灵机 来 完成 。 


10.1 语言 和 艾 法 


10.1,1 引言 


英语 中 ， 单 词 能 以 各 种 方式 进行 组 台 ， 单 词 的 哪些 组 合 可 以 构成 有 效 人 句子 是 由 闫 十 语法 
确定 的 。 例 如 : the frog writes neatly (青蛙 的 字 写 得 很 整洁 ) 是 一 个 有 效 的 句子 ， 因 为 它 是 
由 一 个 和 名词 短 语 the frog 接 一 个 动词 短语 writes neatly 构成 的 ， 其 中 :; 名词 拓 十 the frog 是 由 
冠 词 the 和 和 名词 frog 组 成 的 ， 动 词 短 滞 writes neatly 是 由 动词 writes 和 副词 neatly 组 成 。 我 
们 并 不 在 意 这 是 一 个 睹 无 意义 的 句子 ， 因 为 我 们 只 关心 句子 的 语法 ， 或 者 说 形式 ， 而 不 在 意 
它 的 语 头 或 者 说 含 闵 。 我 们 也 要 指出 ， 词 的 组 合 swims quickly mathematics 不 是 有 兹 的 侣 
子 ， 国 为 它 不 符合 类 请 车 法 。 

自然 语言 { 即 口头 语 玄 ) ,如 英语 法语、 德语 上 或 西班牙 语 ,都 极为 复杂 。 事 实 上 ,对 一 个 旦 然 
语言 ,看 起 来 不 大 可 能 说 出 它 的 所 有 语法 规则 。 将 一 个 语言 自动 番 译 成 另 -个 语言 的 研究 了 引 
出 了 形式 语言 的 概念 。 与 自然 语言 不 同 ,形式 语言 是 由 一 组 意 交 明确 的 语法 规则 是 尽 的 ,二 法 规 
则 不 仅 对 于 语 理 学 和 自然 语言 的 研究 十 分 重要 ,而 且 对 于 程序 设计 语言 的 研究 也 很 齐 奥 。 

形式 语言 的 名 子 是 用 语法 来 描述 的 。 在 程序 设计 语言 的 应 用 中 ， 经 常 出 现 两 类 问题 ， 
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(1) 震 么 能 够 确定 一 组 单词 是 否 组 合成 了 形式 坪 言 的 一 个 有 将 句 子 ? (2) 怎么 才能 产生 形式 
坪 言 的 一 个 有 将 何 子 。 在 考虑 这 两 类 辣 题 时 ， 文 法 的 使 用 十 分 有 益 。 
在 纵 出 文法 的 技术 和 是 久之 前 ， 先 描述 文法 的 一 全 人 情 子 ， 这 个 例子 产生 美语 的 一 个 子 集 ， 
此 英语 子 集 是 用 下 列 规则 定义 的 ， 这 些 规则 描述 了 怎么 产生 有 效 的 何 子 。 这些 规 则 是 : 
. 盘子 是 由 一 个 名 词 短 语 后 接 一 个 动词 短语 形成 的 ; 
. 名 词 短 语 由 一 个 冠 词 接 一 个 形容 词 再 接 一 个 名 词组 成 ， 或 者 
. 名 词 手 话 由 一 个 冠 词 接 一 个 名 词组 成 ; 
. 动词 短语 由 一 个 动词 接 一 个 副词 组 成 ， 或 者 
. 动词 短语 由 一 个 动词 组 成 ; 
. 型 词 是 a， 或 者 
. 冠 词 是 the， 
. 形容 词 是 iarge ， 或 者 
, 形容 间 是 hunery; 
10. 名词 是 rabbit ， 或 者 
11. 和 名词 是 mathematician; 
12. 动词 是 eats ， 或 者 
13. 动词 是 hops ; 
14. 副词 是 quickiy， 或 者 
15. 天 词 是 wildiy。 
从 这 些 规则 出 发 ， 使 用 一 系列 蔡 代 直到 不 能 下 应 用 规则 ， 就 能 形成 一 个 有 浆 的 句子 。 人 例如， 
治 着 下 列 赫 代 序 列 就 能 得 到 一 个 有 效 人 句子: 
册子 
名 调 上 短语 动词 短语 
冠 蕊 ” 形 符 蕊 ”名词 动词 短语 
冠 词 ”形容词 ”名词 动词 副词 
the 形容 词 名 词 动词 副词 
the Iarge 和 名词 ”动词 副词 
the large rabbit 动词 各 赔 
the large rabbit hops 副词 
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the tarpe rabbit hops guickily 
容易 看 出 ， 和 正面 都 是 有 绍 句 子 ;，a hungry mathematician eats wiladly, a tlarge mathematician 
hops, the rabpit eats quickiy, 等 等 。 也 可 以 君 出 ，ithe quickly eats mathematican 不 是 有 效 和 句子。 


10.1,2 短语 结构 立法 
在 给 出 文法 的 形式 定义 之 前 ， 先 引入 一 个 小 术语 。 


定义 1 词汇 表 (字母 表 ) Y 是 一 个 有 限 的 非 空 集合 ， 其 元 吉 称 为 符号 。Y 上 一 个 词 
(或 身子 ) 是 由 V 中 元 素 组 成 的 有 限 长 度 的 串 。 室 串 【或 罕 串 ) 是 设 有 符 导 的 串 ， 记 为 4u 
Y 上 所 有 词 的 集合 记 为 YY  。Y 上 的 一 个 语言 是 "的 一 个 子 集 。 
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广 意 : 空 串 4 是 不 包含 任何 符号 的 串 。 此 不 同 于 空 集 个 。 因 而 i4| 是 仅 包 含 一 个 串 的 
集合 ， 此 串 为 空 电 ， 

可 以 用 多 种 方式 来 指明 语言 。 一 -种 方式 是 列 出 语言 中 的 所 有 词 ; 还 有 一 种 方式 是 第 出 一 - 
些 标准 ， 使 得 一 个 词 要 在 这 个 语言 中 ,就 必须 满足 这 些 标准 。 本 市 将 描述 为 一 种 重要 方式 : 
使 用 文法 ， 如 使 用 本 节 引 言 中 给 出 的 规则 集合 。 为 产生 词 ， 文 法 提供 一 个 由 各 种 类 型 符号 组 
成 的 集 人 台 和 一 个 由 规则 组 成 的 集合 。 更 确切 地 说 ， 文 法 有 一 个 词汇 角 YY，Y 是 一 个 由 符号 
组 成 的 集合 ， 语 言 中 的 成 分 就 是 这 些 符号 导出 的 。 词 汇 表 中 的 某 些 元 素 不 能 由 其 他 符号 替 . 
换 ， 这 些 元 素 称 为 终结 和 替 ， 词汇 表 中 的 其 他 成 分 本 以 用 其 他 符号 替换 ， 它 们 被 称 为 非 终 鱼 
符 。 终 结 符 积 非 终结 符 集 合 通 党 分 别 记 为 了 了 和信 。 在 本 节 引 言 所 给 的 例子 中 ， 终 结 符 集 是 
ia, the, rabbit, mathemuatician, hops, eats, omickly, riledlyl!, 非 终 结 符 集 是 | 句子 ， 
名 词 短 语 ， 动 词 短语 ， 有 形容 词 ， 冠 词 ， 名 词 ， 动 词 ， 副 词 1j。 词 汇 表 中 有 一 个 特殊 的 元 素 ， 
我 们 总 是 从 这 个 特殊 元 素 开 始 定 浆 其 他 符号 ， 此 符号 称 为 初始 特 ， 记 为 S。 在 引言 的 例子 
中 ， 初 始 符 是 身子 。 由 词汇 表 V 中 元 素 构 成 的 所 有 串 的 集合 记 为 V"。 指 明 WV“ 中 的 串 能 被 
什么 样 的 串 替 代 的 规则 称 为 文法 的 产生 式 ， 指 明 zwo 可 以 替 强 为 wi 的 产生 式 记 为 wo ws 
在 本 节 引 言 扬 给 的 文法 中 ， 我 们 列举 了 所 有 产生 式 。 如 果 使 用 刚才 定义 的 记号 ， 其 中 第 一 个 
产生 式 为 句子 一 名 词 短语 动词 短语 。 我们 以 下 列 定义 作为 小 结 。 

定义 2 一 个 短语 结构 文法 如 =《V, 丁 ,S,P) 由 下 烈 由 部 分 组 成 : 词汇 表 了， 由 Y 的 
所 有 终结 符 组 成 的 V 的 子 集 合 T，Y 的 梓 始 符 S， 和 产生 式 集 合 PP。 集合 VW- 械 记 为 N， 
N 中 的 元 素 称 为 非 终 结 罕 。P 中 的 每 个 产生 式 的 左边 必须 至 少 包含 一 个 非常 结 答 。 


例 1 设 G={V,T,S,P), 其 中 ; V=la,b,AA,B,S),T=la,b|，S 是 初始 符 ，P = 
1S—ABa,A—8BB,B—ab,AB~bi, 则 GG 是 一 个 短语 结构 文法 的 例子 ， 对 

我 们 对 短语 缚 构 文 法 的 产生 式 所 产生 的 词 感 兴趣 。 

定义 3 设 避 = 《VV,T,S,P) 是 一 个 短语 结构 文法 ， wn = dror 《 必 ] {， 品目 积 六 的 连接 ) 
和 rw = tzir 是 广 上 的 电 。 若 zo 一 zi 是 GG 的 一 个 产生 式 ， 则 称 由 zww 可 直接 小生 tw;， 记 为 
XI 一 YET 如 果 WW 上 的 捉 xwwo， TW Tn {0) 满足 WO Wl Tn 1 
而 , ， 则 称 由 mn 可 派生 志 ,， 记 为 tn 出 zw 得 到 zw 的 序列 称 为 派生 。 

例 2 在 例 1 的 文法 中 ， 由 串 Apa 可 直接 派生 Aaba， 因 为 8 一 ap 是 此 文法 中 的 一 个 产 
和 后 和 式 。 由 串 4ABa 可 派生 a5bababa ， 因 为 接连 使 用 产生 式 Bab,， A BB,，B-*ab 和 Bab， 
可 得 ABa 二 Aapa = BBaba ~ Bataba ababpaha 。 贺 

定义 4 设 G={V,T,S,P) 是 一 个 短语 结构 文法 ， 由 号 生成 的 语 育 或 G 的 语言 ) 
是 初始 符 $ 能 够 派生 的 所 有 终结 符 串 构成 的 集合 ， 记 为 LtG)。 郊 : 

L(GY= 1wET’ |SSOw! 

下 面 两 个 例子 都 是 寻找 短语 结构 文法 所 生成 的 语言 。 

例 3 设 G 是 一 个 文法 ， 其 词汇 表 为 VY =15,A,a,5|， 狂 结 符 集 T= ie ,651， 初 始 符 为 
S， 产 生 式 为 P=1S 一 aA,S 一 ,A 一 aa|。 求 这 个 文法 的 语言 L(G)。 

解 ” 使 用 产生 式 S 一 aA ， 可 以 从 初始 符 S 派生 a4 ， 还 可 用 产生 式 S 一 上 5 派生 5。 使 用 
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产生 式 4 一 aa， 可 以 从 a4 派生 aaa 。 没 有 其 他 的 词 还 能 被 派生 ， 故 L(G)= ib,aaaj。 国 


例 4 说 咏 是 一 个 文法 ， 其 词汇 表 为 =13,0,1 ， 终 结 符 集 工 = ;0,1}， 初 始 符 为 S， 
产生 式 为 P=|1S11S,S 一 0}。 求 这 个 交 法 的 语言 L{G)。 


解 ”分 别 使 用 S 一 0 和 5S 一 115， 可 以 从 S 活 生出 0 和 13S。 从 1153 可 以 凑 生 出 110 和 
1111S。 从 1111S 可 以 派生 出 11110 和 111111S。 在 凝 生 过 程 的 每 一 步 ， 或 者 在 串 的 末尾 加 
两 个 上 ， 或 者 在 串 的 末尾 邵 0 后 终止 派生 。 总 之 ,LtG)= 10,110,11110,1i1110,:……|， 即 工 
(如 ) 是 如 下 串 的 集合 : 开始 是 偶数 多 全 1， 最 后 是 一 个 0。 这 个 结论 可 如 下 归纳 证 明 ; 使 用 
n 次 产生 式 之 后 ， 押 生成 的 终结 符 串 只 能 是 这 样 的 串 : 续 是 n -1 个 或 更 少 个 11 的 连接 ， 
后 面 跟 一 个 0【《〈 留 作 练 习 ) 。 国 


经 常 出 现 的 问题 是 要 构造 一 个 文法 来 生成 一 个 给 年 的 语言 。 下 面 的 三 个 例子 描述 了 这 样 
问题 。 


例 5 给 出 生成 集合 10”1"|n=0,1,2,…| 的 一 个 短 诸 结构 文法 。 


解 ”此 集合 中 的 元 素 是 这 样 的 串 : 先是 一 串 0， 后 跟 局 样 多 个 1。 可 以 用 两 个 产生 式 来 
生成 所 有 这 些 串 〈 包 括 空 串 )， 第 一 个 产生 式 用 来 不 断 地 产生 此 语言 中 更 长 的 串 ， 方 法 是 在 
前 面 加 一 个 0， 末尾 加 一 个 1; 第 二 个 产生 式 以 空 虽 来 替代 S。 所 求 的 文法 是 G= | Y,T,S， 
P|， 其 中 V= 10,1,S1， 终 缚 符 集 下 = 10,1}， 初 始 符 为 S， 产 生 式 为 


S 一 0S1 
S—7 
此 文法 能 够 生成 所 给 集合 的 证 明 作 为 练习 留 给 读 看 。 加 


上 面 这 个 例子 讨论 的 是 如 下 串 的 集合 : 先是 一 串 0， 后 跟 一 串 半 ， 其 中 0 的 个 数 和 1 的 
个 数 相同 。 下 面 的 例子 还 是 讨论 这 样 的 串 ， 但 0 的 个 数 与 1 的 个 数 不 一 定 相 同 。 


例 6 给 出 生成 集合 10”1?|m 和 nn 和 为 非 负 整数 | 的 一 个 短 请 结 枸 文法 。 

解 ”下 面 构造 两 个 文法 G 和 避 ; 来 生成 这 个 集合 ， 这 也 说 明了 两 个 文法 可 能 生成 相同 
的 语 育 。 

文法 G| 的 字母 表 V=1S,0,1] ,和 终结 符 集 丁 = 10,11， 产 生 式 为 S-*05，5S 一 S1 和 SS 
一 A4。G| 能 生成 所 给 集合 是 因为 : 应 用 第 一 个 产生 式 mx 次 就 在 捉 的 前 面 增加 了 mw 个 0， 应 
用 第 二 个 产生 式 n 次 就 在 串 的 后 增加 了 ;nr 个 1。 详 细 证 明 留 作 练 习 ， 

文法 G2 的 字母 表 V=1S,V,0,f|, 终结 符 集 T= 10,11， 产 年 式 为 S00S，S 一 1A， 
S—]，A 一 1A，A 一 1 和 S 一 4。G; 也 能 生成 所 给 集合 的 详细 证 明和 留 作 练习 。 国 

有 时 候 ， 一 些 很 容易 描述 的 集合 不 得 不 用 非常 复杂 的 文法 来 生成 ， 下 面 就 是 一 个 这 样 的 
例子 。 

例 7 生成 集合 10*1*2*|2=0,1,2,3,…| 的 一 个 文法 是 : G=1V,T,S,P1l， 其 中 V= 
10,1,2,S,4,Bi， 终 结 符 集 了 = 10,1,2}， 初 始 符 为 5， 产生 式 有 S 一 0S4PB ，3 一 1，BA 
一 ADB，0a-01，14-11，15 一 12，28-22。 此 命题 的 正确 性 证 明 留 作 练 习 。 在 本 入 后 面 
指出 的 意 文 下， 会 明白 此 文法 是 生成 这 个 语言 的 最 简单 类 型 的 文法 。 读 者 也 许 奇 茎 这 个 文法 
是 怎么 得 来 的 ， 因 为 似乎 很 难 赁 空想 出 这 样 一 个 文法 。 但 如 果 知 道 可 以 用 计算 理论 中 的 技术 


- Th rs HE LT ee rr 
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系统 地 攀 造 出 这 个 文法 ， 也 许 就 沾 奇 怪 了 了 ， 但 这 种 技术 已 超出 了 本 书 的 范围 。 加 
10,1.3 短语 结构 文法 的 类 型 


短语 结构 文法 可 以 根据 其 产生 式 的 类 型 来 分 类 。 下 面 将 来 描述 谐 姆 . 乔 姆 斯 基 2 引 人 
2 的 分 类 方法 。 在 10.4 节 将 会 看 到 ， 以 这 种 方法 定义 的 不 同 语言 类 型 ， 与 不 同 的 计算 
机 器 模型 识别 的 语言 类 相对 应 。 

0 型 文法 对 其 产生 式 没有 限制 。] 型 文法 具有 两 种 形式 的 产生 式 ， 一 种 是 ww 一 zw 形式 的 
产生 式 ， 其 中 ws 的 长 度 大 于 或 等 于 ww 的 长 度 ; 另 一 种 是 wj 一 4。2 型 文法 只 有 形 如 zw 一 mw: 
的 产生 式 ， 其 中 wi 是 一 个 非 终 结 符 的 单个 符号 。3 型 文法 的 产生 式 wl 一 ws 必须 满足 ww = 
A, 上 且 ws=aB 或 zs=e， 其 中 4 和 了 是 非 终 结 符 ,a 是 终结 符 , 或 者 满足 wi = 5,wws=4。 

从 定义 可 以 看 出 ，3 型 文法 都 是 2 型 文法 ，2 型 文法 都 是 1 型 文法 ，1 型 文法 都 是 0 现 
文法 。2 型 文法 又 称 为 上 下 文 无 关 文 法 ， 因 为 如 果 某 个 串 中 出 现 了 一 个 非 终结 符 ， 而 此 非 终 
结 符 又 是 某 个 产生 式 的 左边 ， 则 不 管 此 串 中 的 其 他 符号 是 什么 ， 这 个 非 终结 符 都 可 被 换 掉 。 
2 型 文法 生 戌 的 语 育 称 为 上 下 文 无 关 话 言 。 当 一 个 文法 具有 形 旭 irwr 一 iwor 《而 不 是 形 妇 
wj 了 tw;】 的 产生 式 时 ， 这 样 的 文法 称 为 1 型 文法 或 上 下 文 相 美 文法 ， 因 为 只 有 当 ww; 被 串 
! 和 + 包围 时 ， 才 能 被 赫 挽 为 mw;。3 型 文法 又 称 为 正则 文法 。 正 则 文法 生成 的 语言 称 为 是 正 
则 的 。10.4 节 讨 论 正则 语言 和 有 限 状态 机 之 间 的 关系 。 图 10-1 的 文 氏 图 说 明了 这 些 不 同类 
型 文法 间 的 美 系 。 

例 8 由 例 和 可知 ，f10212| 严 ,2 三 0 和,1,2,…| 是 
一 个 正则 语言 ， 因 为 它 是 由 -一 个 正则 文法 生成 的 ， 即 
由 例 6 的 文法 G; 生成 的 。 加 


例 9 由 例 5S 可 知 ，f0712=01 ,2 是 一 个 
上 下 文 无 闫 语言， 因为 这 个 文法 的 产生 式 为 S 一 0S1 
和 5 一 -在 10.4 节 中 我 们 将 证 明 它 不 是 正则 语言 。 
如 
例 10 集合 10*1*22172 =0,1.2,3 | 是 一 个 上 
下 文 相 关 语 言 ， 因 为 它 是 由 例 了 中 的 1 型 文法 生成 
的 。 但 它 不 是 2 型 语言 如 本 章 补充 练习 中 的 练习 
28 所 证 )。 国 图 10-1 文法 的 类 型 
表 10-1 概括 了 用 来 对 短语 结构 文法 进行 分 类 的 术语 。 
衷 14-1 文法 的 类 型 


类 型 | 对 产生 式 an aoy 的 限制 | 类 型 对 产生 式 aa 的 限制 


0 | 无 限制 mw 二 让 其 中 轧 是 非 终 结社 
二 及 和 tw 三 4B 或 ww 二 4. 其 中 AEN,BEN 
上 ro) 或 ta 一 用 了 和 za 了 工 ,或 SA) 


0 谢 短 湛 结 构 克 法 


i 诺 姆 - 乔 姆 斯 基 CAvram Noam Chomsky, 生 于 1928 年 ) 乔 姆 斯 基 出 生 在 费城 ,他 的 父亲 是 -~ 位 和 希 伯 来 诸 的 学 

Bt 者 。 乔 姆 斯 基 在 宾 宵 法 尼 亚 大 学 蓝 得 学 士 .硕士 和 博士 学 位 。1950 年 至 1951 年 ,他 在 亮光 法 尼 亚 大 学 任教 。1955 
年 受聘 于 麻 省 理工 学 院 , 开 始 他 执 救 法 请 和 德语 的 生涯 。 乔 姆 斯 基 现 今 领 有 麻 洗 理工 学 院 儿 国语 和 语言 学 的 费 拉 雷 ' 华 德 
教授 衔 。 他 以 其 在 语言 学 方 而 的 基础 贡献 而 著称 ,其 中 包括 对 交 法 的 研究 。 乔 姓 斯 基 也 所 对 政治 的 直言 不 讳 击 知名 于 扯 。 
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10.1.4 派生 树 


对 上 下 文 讽 关 文法 生成 的 语 襄 ， 其 沽 生 可 以 用 有 施 根 树 表示 成 图 形 ， 这 样 的 树 称 为 派生 
树 或 语法 分 析 树 ， 树 根 表 示 初 始 符 ; 树 的 内 部 节操 表示 在 派生 过 程 中 产生 的 非 终结 答 ， 树 的 
叶 节 点 表示 终 络 符 。 如 果 在 派生 过 程 中 ,用 到 了 产生 式 4 一 (其 中 z 是 一 个 词 )， 则 表示 
各 的 市 点 就 有 一 些 子 节点 ， 它 们 表示 zw 中 的 每 一 个 符号 ， 并 且 从 左 到 右 排列 。 


例 11 对 于 本 节 引 言 所 给 的 例子 ， 构 造 派 生 同村 
the hungry rabbit eats 下 下 的 派生 树 ， 人 
解 ” 所 求 派 生 树 如 图 10-2 所 未 。 本 动 剖 钴 证 
在 许多 应 用 中 ， 都 会 遇 到 这 样 的 问题 : 确定 
一 个 串 是 否 在 一 个 上 下 文 无 美文 法 生成 的 语言 于 9 形 竺 词 名 演 。 动 计 出 记 
中 ， 便 如 编译 器 的 构造 。 下 面 例子 指出 了 解决 这 | 
样 问题 的 两 个 方法 。 ney rbbit eas quickly 


例 12 确定 闪 cbab 是 属 在 文法 G= iV ,TT， 
S$S,Pl 生 成 的 语言 中 ， 其 中 ，V= 1a,Bb,c,A,B,，, 
C,SI,T=ta,b,c| ,8S 为 初始 符 ， 产生 式 为 

S—AB 
A (a 
B— Ba 
B— (0% 
Bb 

[一 ”四 
C—=p 

解 ” 解 决 这 个 问题 的 一 种 办 法 是 ， 从 3 出 发 ， 用 一 系列 产生 式 试 着 派生 出 cbap。 因 为 
只 有 一 个 产生 式 的 左边 是 S， 故 必须 从 S==>AB 开始 。 下 一 步 ， 用 左边 是 4 的 崔 一 产生 式 记 
一 Ca 得 到 5 地 AB= 坟 CaB。 因 为 cbab 以 符号 二 开始， 故我 们 使 用 产生 式 C 一 吕 ， 这 样 就 得 
到 了 SAB 地 CaB 访 cbaB。 最 后 ， 使 用 产生 式 B 一 5 就 可 得 到 5S AB 二 CaB 二 cbaB 过 
cbab。 这 种 方法 称 为 自 顶 向 下 的 语法 分 析 ， 因 为 它 从 第 一 个 符号 开始 ， 一 个 接 一 个 地 用 产生 


式 来 处 理 。 
解决 整个 间 题 的 另 一 个 办 法 称 汶 自 底 向 上 的 语法 分 析 ， 这 种 办 法 从 后 向 前 处 理 。 因 为 


cbab 是 需要 派生 的 串 ， 冤 可 以 使 用 产生 式 Ccb， 从 而 得 到 Co5 之 caap。 再 使 用 产生 式 上 
一 Ca 得 天 Ab 玉 Cab 地 cbab。 由 产生 式 B 一 5 可 得 AB 一 Ab 地 Cab 坟 cbab。 最 后 再 用 产生 式 S 
一 AB， 就 可 得 到 cbab 的 一 个 完整 的 派生 S 二 AB=> Ab 地 Cab 地 chab。 图 


10.1.5 巴 科 斯 ~ 诺尔 范式 
有 时 候 还 用 另 一 个 方法 来 表示 2 型 文法 ， 这 就 是 巴 科斯 -诺尔 范式 ， 这 个 方法 是 根据 


图 10-2 其 生 树 
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约翰 : 巴 科斯 了 和 彼得 -诺尔 命名 的 ， 约翰: 巴 科斯 是 它 的 发 明 人 。 彼得 :诺尔 则 改进 了 它 ， 
并 将 之 应 用 于 程序 设计 语言 ALGOL 的 规范 说 明 。 巴 科斯 - 诺尔 范式 已 被 用 来 对 许多 程序 设 
计 语 言 (包括 Javay 的 语法 规则 进行 归 范 说 明 。 在 2 型 文法 中 ,产生 式 的 左边 都 是 单个 非 终 
结 符 。 在 巴 科斯 -诺尔 范式 中 ， 将 左边 是 同一 个 非 终 结 符 的 所 有 产生 式 合并 成 一 个 式 子 ， 而 
不 是 将 这 些 产生 式 都 列 出 来 。 我 们 还 用 符号 :: = 代 蔡 一 ， 将 非 终结 符 用 < > 括 起 来 ， 并 在 一 
个 式 子 里 列 出 所 有 这 些 产生 式 的 右边 ， 用 坚 线 将 这 些 产生 式 分 开 。 例 如 ， 产 生 式 A 一 Aa， 
Aa， A 一 AB 可 以 合并 成 A)::= AyalaltA»(B)。 
例 13 本 节 引 言 描 述 了 英语 的 一 个 子 集 ， 其 对 应 文法 的 巴 科斯 ~ 诺尔 范式 是 什么 ? 


解 ” 这 个 文法 的 巴 科斯 -诺尔 范式 是 : 
(和 辣子)': =《 名 词 短 语 )( 动 词 是 语 》 
《名 词 址 语 ): = 二 《 冠 词 ){ 形 容 词 )( 名 词 )|( 冠 词 )( 名 词 》 
‘(动词 息 语 ); ;一 动词) 副词 ;| 动词 ) 
‘ 冠 词 ):: 二 a |fthe 


{形容词 = farge|hungry 

《各 词 ) ;= pabbit | mathematician 

《动词 1: 一 eats | haps 

《副词 1: == quickiy | witdiy Lal 


例 14 给 出 带 符 号 十 进 制 整数 的 产生 式 的 已 科斯 一 语 尔 江 忒 ( 审 符 号 整数 是 非 希 束 数 
表面 加 圭一 个 加 号 或 减 写 )。 
解 ”一 个 产生 带 符号 整数 的 文法 之 巴 科 斯 -诺尔 范式 为 : 
\ 带 特 呈 整数》 : = 二 《和 罕 号 ){ 整 数 》 


《符号 》:; 二 +| 一 
(整数 ):; =《 数 字 )| 数字) 整数 ) 
《数字 /: := 和 112131415416171819 国 


和 马 ” 约 得 巴 科 斯 【John Barckus， 生 于 1924 年) 巴 科 斯 生 于 费城 ,在 哥伦比亚 太 学 获得 理学 学 士 和 数学 硕士 学 
位。 于 4 和 0 年 渤 人 IBM 当 程 序 设 计 员 。 他 参加 了 IBM 的 两 种 早期 计算 机 的 证 计 与 开发 。 共 1954 年 到 1958 年 ， 
他 领导 JBM 的 一 个 小 组 开发 了 FORTRAN- 巴 科斯 在 1958 年 成 为 TBM 活 森 研究 中 心 的 职员 。 他 是 程序 设计 语言 ALGOL 
设计 委员 会 的 一 员 ， 正 是 在 此 语言 的 设计 过 程 中 ， 他 使 用 了 现今 称 为 巴 科 斯 - 诸 尔 范式 的 方法 来 描述 此 语言 的 语法 。 司 
来 ， 巴 科斯 从 事 于 理 台 繁 的 数学 的 研究 和 闻 数 型 程序 设计 的 研究 。 巴 科斯 于 1963 年 成 为 [BM 的 特别 会 员 {fcllow)}， 于 
1974 年 获 美 国 国家 科学 效 〈《MNational Wiedal of Seiencel ， 于 1977 年 芍 美 国 计 算 机 协会 【Association of Computing Machinery) 
是 发 的 具有 这 高 声誉 的 图 灵 奖 。 

"sp 全 被 得 . 诸 尔 【Peter Naur， 生 于 1928 年 ) 征 得 :诺尔 生 于 哥本哈根 附近 的 Frederiksberg。 芒 提 时 代 ， 诺 尔 就 对 
““ 沁 ”无 文学 感 兴 趣 。 地 不 局 限于 观察 天 体 ， 还 计算 壤 星 和 小 行星 的 车 道 。 诺 尔 毕 业 于 哥本哈根 大 学 ， 并 于 1949 年 获得 
学 位 。 他 在 人 证 桥 度 过 了 1950 和 1951 年 ， 在 此 期 倘 他 用 早期 的 计算 回来 计算 芷 星 和 行星 的 运动 : 回 到 丹 囊 后 ， 他 虽然 继 
续 从 事 于 大 文学 的 研究 ， 担 已 经 与 计算 苔 密 联 系 起 来 了 - 在 1955 年 ， 他 作为 显 问 绑 与 贱 雪 的 第 一 个 计算 机 的 建造 。 在 
1959 年 ， 诸 汞 从 天 交 学 转 入 计算 的 研究 ， 并 将 计算 的 研究 作为 专职 工作 . 作为 一 个 专职 计算 和 机 科 学 家 ,他 的 第 一 个 工作 
是 参加 程序 设计 语言 ALGOL 的 开发 。 从 1960 至 1967 年 ， 他 继续 从 事 于 ALGOL 和 COBOL 编译 器 的 研究 。 在 1963 年 ， 
他 成 为 哥本哈根 大 学 的 计算 机 科学 载 摇 ， 在 那里 ， 本 在 程序 设 寺 太 法 学 领域 辛勤 耕 杯 童 。 
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练习 
练习 1--3 中 的 文法 是 ; 初始 符 为 外 子 ， 终 结 行 集 丁 = 


o07 


rhe, sieepry, happy, tortoise, 


hare ，pesses ，runs， guickiyv，siowiy| ， 非 终结 符 集 N = | 各 词 短 语 ， 及 物 动 词 短语 ， 不 
及 物 动 词 址 语 ， 和 冠 词 ， 形 容 词 ， 和 名词， 动词， 副词 | ， 产 生 去 为 


盈 物 动 间 上 址 司 名词 短语 
不 及 物 动 词 短语 


身子 了 疗 名 词 烃 语 
眉 子 -名 词 短语 
名 词 短语 -~ 冠 词 形容词 名词 
吉 坦 簿 语 一 冠 词 ”名词 

及 物 动 词 短 语 一 及 物 动 伺 

不 及 物 动词 短语 一 不 及 物 动 调 
不 及 物 动词 短语 -> 不 及 物 动词 
冠 词 一 坊 e 

形容 词 一 steepy 

形容词 一 用 4 办 让 y 


副词 


名 词 一 iorinise 

有 再 一 Gye 

受 牧 动词 一 przsses 
不 及 物 动 词 一 yruns 
副词 一 GEC 友 1 
副词 一 siorety 


1. 用 产生 式 集 证 明 下 列 每 个 句子 都 是 有 效 句 子 ， 

a) the happy hare runs 

有 和) the steepry tortoise runs qutckty 

ce) the torinise passes the hare 

d) the sieepy hare passes the happy tortoise 
2. 除了 练习 1 中 的 有 效 句 子 外 ， 肯 给 出 五 个 有 效 侣 子 。 
3. 证 明 : the hare runs the steepy tortoise 个 是 有 效 人 句子. 


4, 设 V=1S,A,B,a,bl,T 一 1a,b!l。 当 产生 式 集 为 下 烈 情形 之 一 时 ， 求 文法 和 VV, 了 TT,S， 


Pi 生成 的 语言 。 
a) SAB, A—ab, B— bb 
b) SAB, SaA, A—a, BB- ba 
cc) SAB, SAA, A>aB, A—abt, B+*p 
d) S—AA, SB, A~aai, Amaa, BB, Bb 
e) S— AB, AaAb, BbBa, A—i, B-*A. 
$5, 用 例 5 所 给 的 文法 构造 个 1 的 派生 。 
6. 证 明 : 例 5 所 给 的 祥 法 生成 集合 10*1”|n=0,1,2,*…|。 
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7. a) 用 例 6 中 的 文法 G| 构造 11 的 派生 。 
b) 用 例 5 中 的 交 法 G 构造 站 全 的 派生 。 

.ay 证 明 : 栅 6 中 的 文法 G| 生成 集合 10"1*|m,n=0,1,2,-…|。 
b) 证明 ; 例 6 中 的 文法 G 生成 同一 个 集合 。 

9. 用 例 7 所 给 的 文法 构造 人 172* 的 派生 。 

“10. 证明 ; 人 讽 7 所 给 的 文法 生成 集合 10"1"2"|n=0,1,2,*…|。 

"11., 求 下 列 语言 的 短语 结构 文法 
a) 包含 偶数 个 0 但 没有 1 的 所 有 二 进 制 串 构成 的 集合 。 

b) 由 1 工 后 面 哺 奇数 个 和 的 所 有 二 进 制 串 构 成 的 集合 。 
c) 包含 偶数 个 0 和 偶数 个 1 的 所 有 二 进 制 串 构成 的 集合 。 
d) 包含 10 个 以 上 0 但 没有 1 的 所 有 二 进 制 串 构 成 的 集合 。 
e) 所 包含 0 的 个 数 多 于 1 的 个 数 的 所 有 二 进 制 串 构成 的 集合 。 
f) 包含 相同 个 数 的 0 和 的 所 有 二 进 制 串 构 成 的 集合 。 
g) 包含 不 同 个 数 的 0 和 1 的 所 有 二 进 制 串 构成 的 集合 。 
12, 构造 生成 下 列 集合 的 短语 结构 文法 : 
a) |01°"| n>01 
b) 10°1** | nS©0! 
cy 01™0" | m0, nc2}! 

13. 设 V=1S,A,B,a,b|,T= 1a,b|。 车 产生 式 集 为 下 列 集合 时 ， 问 交 法 G = TY, 工 ， 
S,Pl 是 否 为 0 型 但 不 是 1 型 文法 ”是 否 为 1 型 但 不 是 2 型 文法 ? 或 是 否 为 2 型 但 不 是 3 
型 文法 ? 
aa SaAB, A— Bb, Bi 
b) SaA, A—a, A—)p 
c) SABa, AB—a 
d) SABA, A—aB, B—ab 
e) SbA, A—B, Ba 
f SaA, aA—B, BaA, A—b 
g) S—pA, A—h, Sn 
h) SAB, BaAb, aAb—h 
i) SaA, A—pB, B=b, BA 
j)) SA, A—B, Bi 

14. 回 文 是 从 前 向 后 读 和 和 从 后 向 前 读 都 一 样 的 串 , 也 就 是 w= x 这样 的 串 z, 其 中 ww** 是 种 ww 
的 倒转 。 试 求 一 个 上 下 文 无 关 的 文法 ,使 得 其 生成 的 集合 是 字母 表 10,11 上 的 所 有 回 
文 。 

“15 . 设 G 和 G2 是 两 个 上 下 文 无 关 的 文法 ， 它 们 生成 的 语言 分 别 为 L(G 和 工 ( 人 GG;)}。 试 
证 ; 对 于 下 列 每 个 集合 ， 都 有 一 个 上 下 文 无 英文 法 来 生成 下 列 集合 。 

a} 工 ( 局 LOG2) b) L(G L(G) c) L(GL)” 


0 
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16. 求 用 下 图 派生 树 构造 的 串 。 


17. 构造 练习 1 中 的 句子 的 派生 树 。 : 名 了 

18. 设 G 是 一 个 文法 ， 其 中 VV=1a,b,c,S!, 丁 = 
ie,58,c|， 初始 符号 为 S， 产生 式 为 5S 一 各 词 短 语 动词 短语 
abs, ShcS, SbhbS,， Sa, S$—cp。, 构 
造 下 列 串 的 庶 生 树 。 冠 词 。 形容 间 。 攻 词 动 计 ”项 记 


a} pchpba b) phpebpbe ec} 下 Cr 
“19 . 对 于 下 列 每 个 审 用 日 项 问 下 的 讲法 分 析 方 9 laree matlhematician bops wildhy 


法 ， 确 定 其 是 否 属于 练习 12 中 的 文法 生成 的 
语言 。 带 符号 整数 


3 bapa b} apap 
Cj cbaba d} bbbcba 数 宇 整数 
"20 . 对 于 练习 19 中 的 串 ， 用 自 底 向 上 的 语法 分 
析 方 法 ， 确 定 其 是 理 属 于 练 避 12 中 的 文法 生 数字 整数 
成 的 语言 。 
21. 用 例 14 所 给 的 文法 构造 一 109 的 派生 树 。 


22. a) 如 果 一 个 文法 的 产生 式 由 下 列 巴 科 斯 - 诺 “ 划 数 
尔 范式 给 出 ， 这 些 产生 式 是 什么 ? ] ] 
“表达 式 ):: 一 {《 表 达 式 | (表达 式 ) 十 , 数字 


(表达 式 )|( 表 达 式 ) x 《表达 式 )|( 变 元 ) ] 
“让 元 );: 二 |y 7 
b)} 求 此 交 法 中 (x * vy) + 的 派生 树 。 
23. a) 构造 一 个 短语 结构 文法 ,使 其 生成 如 于 所 有 带 符号 十 进 制 数 : 这 些 数 由 符号 (+ 或 
-)、 非 负 整 数 和 十 进 制 小 数 三 部 分 构成 ， 且 十 进 制 小 数 部 分 或 者 是 空 串 ， 或 者 是 小 
数 点 后 面 跟 一 个 正 整 数 ， 其 中 ， 整 数 的 开始 部 分 允许 有 一 些 0。 
b》 纵 出 这 个 文法 的 的 巴 科斯 一 诺尔 范式 。 
c} 椅 造 此 文法 中 -31.4 的 派生 树 ， 
24. a} 移 造 一 个 短语 结构 文法 ， 使 其 生成 所 有 形 如 av 的 分 数 构成 的 集合 ， 其 中 a 为 带 符 
号 十 进 制 数 ，2 是 正 整数 ， 
b) 给 出 这 个 文法 的 的 巴 科 斯 ~ 诺尔 范式 。 
ce) 构造 此 文法 中 +311717 的 派生 树 。 
25. 设 嫩 旺 一 个 文法 ， 玉 是 一 个 美 系 ， 有 序 对 (mo 让 ) 生 民 当 且 和 仅 当 ww 可 以 从 wo 在 如 
中 直接 派生 出 来 。 求 丸 的 目 反 传记 财 色 。 


10.2 带 输 出 的 有 限 状 态 机 


10.2.1 引言 


许多 种 类 的 机 器 ， 包 括 计 算 机 的 某 些 部 件 ， 都 可 以 用 有 限 状态 机 作为 模型 。 经 常用 来 
“2 作为 模型 的 有 限 状 态 机 也 有 多 种 形式 ， 但 所 有 这 些 形式 都 包括 一 个 有 限 的 状态 集合 


了 
F 


DDDU-DDU-DDDDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUUA^A 


610 一 必 玫 学 及 是 习 用 


(其 中 有 一 个 指定 的 初始 状态 )、 一 个 输入 字母 表 和 一 个 转移 消 数 {对 每 个 由 状态 和 输入 构成 
的 对 指定 下 一 个 状态 )。 本 节 将 讨论 带 输出 的 有 限 状 态 机 ,说 明 怎 样 用 有 限 状 态 机 来 构造 下 
列 机 句 的 模型 : 自动 售 货 机 、 输 入 延迟 机 、 整 数 加 法 器 和 用 来 确定 一 个 二 进 制 串 是 否 包 会 一 
个 特定 模式 的 机 器 。 

在 给 出 形式 定义 之 前 ， 先 来 说 明 管 么 建立 自动 售 货 机 的 模型 。 自 动 售 货机 可 以 接受 5 
分 、1 角 和 25 分 硬 有 页。 如 果 30 分 或 更 多 硬币 被 投 到 机 器 里 ， 则 机 器 立刻 退出 超过 30 分 的 
部 分 。 如 果 顾 客 投 放 了 30 分 且 超 出 部 分 已 被 退还 ， 则 顾客 可 以 按 榨 色 按 钮 得 到 一 简 桥 子 汁 ， 
或 者 按 红 色 按 和 钮 得 到 一 简 苹 果 计 。 可 以 如 下 描述 这 个 机 髓 是 怎么 工作 的 : 详细 描述 它 的 状 
芒 ， 且 说 明 它 在 接受 输入 后 怎么 改变 状态 ， 还 要 说 明 对 输入 和 和 当前 状态 的 各 种 组 合 ， 它 所 产 
生 的 输出 。 

这 个 机 病 可 能 处 于 7 了 种 状态 50f=0,1,2,…),6)7， 其 中 状态 5; 指 机 器 已 经 收集 了 5i 分 。 
机 杭 以 表示 收集 了 0 分 的 状态 so 开始 。 输 入 可 能 是 : 5 分 、1 角 、25 分 、 橙 色 钮 (O 〇 ) 或 红色 
诗 (RR)}。 输 出 可 能 是 ; 空 (nxn}、5 分 ,1 角 、15 分 、20 分 、25 分 、 一 简 橘 子 半 或 一 简 苹 果 
人 

下 面 的 例子 说 明了 此 机 器 的 模型 是 怎么 工作 的 。 和 假设 一 个 学 生 先 投 人 了 1 和 解 ， 叉 投入 了 
25 分 ， 得 到 了 5 分 的 找 黑 ， 然 后 按 栖 色 按 钮 就 得 到 一 简 郴 子 和 半 。 机 器 从 状态 so 开始 。 它 的 
第 一 个 输入 是 10 分 ,这 就 将 机 器 的 状态 改变 为 ;,， 但 没有 输出 。 第 二 个 输入 是 25 分 ， 这 将 
状态 从 5, 改变 为 ;。， 并 返回 5 分 作为 和 输出。 下 一 个 输入 是 杜 色 按钮 ， 它 将 状态 从 s6 改 回 到 
5 【因为 机 器 返回 到 初始 状态 )， 并 送出 一 简 橘子 半 作 为 输出 。 

可 以 将 机 器 的 所 有 这 些 状态 变化 和 输出 用 一 个 表 来 表示 。 为 此 ,对 状态 和 输 太 的 每 个 组 合 ， 
我 们 都 需要 指明 下 一 个 状态 和 产生 的 输出 。 表 10-2 对 每 对 状态 和 输 人 都 指明 了 转移 和 输出 。 


表 14-2 自动 信人 货机 的 状态 表 
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风机 | 机 看 当 折 至 折 3 本 


说 明 机 妖 动 作 的 男 一 个 方法 是 使 用 带 标 号 边 的 有 向 图 其 中 : 状态 表示 为 小 圈 ， 边 表示 
转移， 并 用 输入 和 这 个 特 物产 生 的 输出 对 边 进行 标号 。 自 动 售 货机 的 有 向 图 如 图 10-3 所 示 。 


10.2.2 带 输出 的 有 限 状 态 机 


现在 给 出 带 输 出 的 有 限 状 态 机 的 形式 定义 。 

定 久 1 工 有 限 状 态 机 MM=(S,I,O 〇 ,了 f,g ;30) 由 如 下 部 分 组 成 : 一 个 有 限 的 状态 集合 S， 
一 个 有 限 的 输入 字母 表 1， 一 个 有 限 的 输出 字母 表 口 ， 一 个 转移 函数 上，F 为 每 个 状态 和 和 输 
人 对 指派 一 个 新 状态 ， 一 个 输出 函数 g，g 为 每 个 状态 和 输入 对 指派 一 个 输出 ， 还 有 一 个 补 
姑 状 访 so6 


TT TT 
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图 10-3 一 个 自动 售 货 机 
设 M=(S,I, 〇 ,ff,g ,50) 是 一 个 有 限 状 态 机 ， 可 以 用 状态 表 来 表示 状态 隐 数 和 输出 隐 数 
的 值 。 在 本 节 引 言 中 ， 我 们 已 经 构造 了 自动 售 货 机 的 状态 表 。 
例 1 表 10 -3 的 状态 表 描 述 了 一 个 有 限 状 态 机 ， 其 中 SS = | so, s1352, 83 ,1 = 10,11, 且 
DO=10,1;。 转 移 函 数 了 的 值 在 前 两 列 给 出 ， 输 出 晤 数 E 的 值 在 后 两 列 结 出 。 济 
表示 有 限 状 态 机 的 男 一 种 方法 是 用 状态 图 ， 这 是 一 个 带 标号 边 的 有 向 图 。 在 这 个 图 中 ， 
状态 由 国 表 示 ， 转 称 由 带 标 号 的 输 人 和 输出 对 艇 头 表示 。 
例 2 构造 状态 袁 如 过 10-3 所 示 的 有 限 状 态 机 的 状态 图 。 
解 ”这 个 机 悔 的 状态 图 如 图 10-4 所 示 。 翘 
表 10-3 


1,1 


图 130-4 表 10-3 所 示 有 限 状 态 机 的 状态 图 


例 3 构造 状态 图 如 图 10-5 所 示 的 有 限 状 态 机 的 状态 表 。 

解 ” 这 个 机 髓 的 状态 表 如 宕 10-4 所 示 。 到 

一 个 输 大 串 合 初始 状态 经 历 一 系列 状态 ， 这 些 状态 都 是 由 转移 蓝 数 确定 的 。 当 我 们 《有 从 
左 向 右 ) 一 个 符号 一 个 符号 地 读 输入 帅 的 时 收 ， 每 个 输入 符号 都 使 机 器 从 一 个 状态 伙 为 为 一 
个 状态 。 因 为 每 个 转移 产生 一 个 输出 ， 改 一 个 输入 出 产生 一 个 输出 串 。 

设 输 大 串 为 x = zlz…zto 则 读 这 个 输入 使 得 机 器 从 状态 so 变 为 状态 s1， 其 中 :1 = 
rso zi)) 殷 后 变 为 状态 s,， 其 中 ss = f(s zz)， 等 等 ， 以 状态 a 三 六 54-13;2X4) 结 来 。 这 个 
转移 序列 就 产生 了 输出 串 y= yi1y2… ys， 其 中 yi = g(so,X1) 是 对 应 于 从 so 到 5 的 转移 的 输 
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出 ， yy2 二 gt 511.52 是 对 应 于 从 二 1 到 号 了 的 转移 的 输出 ， 等 等 。 一 般 地 ， y= gs,.1, Xi), 1 
1，2,，…,， 站。 这 样 我 们 可 以 将 输出 归 数 g 的 定义 扩展 到 町 入 串 ， 即 定义 g(r+)=y， 其 
中 y 是 对 应 输入 串 z 的 输出 。 在 许多 应 用 中 ， 这 个 记号 都 很 有 用。 


开始 


图 10-5 一 个 有 限 状 态 机 


例 4 对 于 图 10-5 表示 的 有 限 状 态 机 ， 求 其 表 10-5 
对 输入 串 101011 生成 的 输出 串 。 输入 |1 0 1 0 1 1 一 
状态 + +3 4 sz 3 
解 输出 是 001000。 状 态 和 输出 的 逐次 变化 ar 


如 表 10-5 所 示 。 各 

例 5 羊 位 延迟 机 是 许多 电子 攻 置 中 的 一 个 重 机 部件， 它 将 输入 串 延 迟 一 定时 间 量 后 答 
出 。 震 么 构造 一 个 有 上限 状 态 宙 使 其 将 输入 串 延 退 一 个 单位 时 间 呢 ? 即 : 对 于 输入 的 二 进 制 溃 
了 | 怎 双 才能 输出 二 进 抽 串 es 


解 ” 可 以 如 下 构造 一 个 延迟 机 : 它 有 两 种 可 能 的 输入 ， 即 0 和 1， 它 还 必须 有 一 个 初始 
状态 sg。 因为 它 还 要 记 住 前 一 个 输入 是 0 还 是 1， 所 以 还 需要 另外 两 个 状态 *s， 和 s，， 使 得 
如 时 前 一 个 输入 是 1， 则 机 咽 处 于 状态 ;; ， 如 果 前 一 个 输入 是 0， 风 机智 姓 半 状 态 5，。 从 so 
出 发 的 第 一 个 转移 产生 输出 0， 从 :| 出 发 的 每 个 转移 都 产生 输出 1， 从 ss 出 发 的 每 个 转移 
都 产生 输出 0。 则 对 应 于 输入 串 rirz…xa 的 输出 是 这 样 一 个 串 :; 以 0 开始， 后 面 跟 ri， 再 
跟 r，，…， 最 后 以 x _1 结 束 。 这 个 机 器 的 状态 图 如 10 一 6 所 示 。 加 


例 6 试 构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 使 其 利用 整数 的 二 进 制 展开 式 将 两 个 整数 相 加 。 


解 ” 一般 按 如 下 过 程 将 (x zz 和 (yy yo); 相 加 (如 2.4 节 所 描述 }; 首先 ， 将 
数位 ru 和 yo 相 加 ， 产 生 和 位 xo 与 进位 co， 且 此 进位 要 么 是 0， 要 么 是 1; 然后 将 数位 zi， 
yl 连同 进位 cn 一 起 相 加 ,产生 和 位 xz; 和 进位 ci; 将 这 个 过 程 一 直 进 行 下 去 ; 第 地 步 是 将 
y, 连同 前 一 个 进位 c,_ 一 起 相 加 ， 产 生 和 位 <, 和 进位 c,，c; 也 就 是 和 位 2, ;1。 

只 用 两 个 状态 就 能 构造 执行 这 个 加 法 的 有 限 状 态 机 。 为 向 单 起 见 ， 假设 两 个 初始 位 z， 
和 都 是 4 (和 否则， 必须 对 和 位 =,+1 作 特殊 安排 )。 我 们 用 初始 状态 m 表示 前 一 个 进位 是 0 
{或 者 是 最 右边 数位 的 加 法 }， 用 男 一 个 状态 5! 表示 前 一 个 进位 是 1。 因为 这 个 机 串 的 答 人 
是 一 对 二 进 制 数 ， 所 以 只 有 四 种 可 能 的 输入 。 这 四 种 可 能 的 输入 为 : 00 (两 个 二 进 制 数 都 是 
0)、01 {第 一 个 二 进 制 数 为 0， 第 二 个 为 1)、10 【第 一 个 二 进 制 数 为 1， 第 二 个 为 0 和 11 
(两 个 二 进 制 数 都 是 1)。 转 移 和 输出 是 根据 下 面 两 个 因素 来 构造 的 : 一 个 是 输入 所 表示 的 两 
个 二 进 制 数 的 和 ， 另 一 个 是 状态 所 表示 的 进位 。 例 如 : 当 机 器 处 于 状态 si 且 所 接受 的 输入 


ee 
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是 01 时 ， 则 下 一 个 状态 是 s1 且 输 出 是 0， 因 为 所 产生 的 和 是 0+1+1 =(10) 。 此 机 器 的 
状态 图 如 图 10-7 所 示 。 加 


10.1 1l0.0 


图 10-6 一 个 单位 证 返 机 蔷 10-7 一 个 慌 加 靶 的 有 限 状 态 机 需 


例 7 在 某 种 编码 方法 中 ， 妆 一 个 信息 中 出 现 了 3 个 连续 的 1， 则 往 县 接收 着 禹 知道 已 
经 发 生 了 一 个 传送 错误 。 试 构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 使 得 它 输出 1， 妆 且 公 当 它 所 接收 的 最 后 
3 位 都 是 1。 


解 ” 这 个 机 项 需要 三 个 状态 。 初 始 状 态 so 记 住 前 一 个 输入 值 (如 果 存 在 话 ) 不 是 1; 
状态 *; 记 住 前 一 个 输入 值 是 1， 但 再 前 一 个 输入 (如 时 存在 的 话 } 不 是 1; 状态 s, 记 住 前 
两 个 输入 值 都 是 1。 输 入 一 个 1 将 状态 so 变 为 *1， 因 为 机 器 更 在 读 到 的 是 单个 的 1， 而 不 是 
两 个 连续 的 1; 它 将 si 变 为 s;， 因 为 它 现在 读 到 了 两 个 连续 的 1; 它 还 将 变 为 ;3 本 县， 
因为 它 已 经 至 少 读 到 了 两 个 连续 的 1。 输入 一 个 0 将 每 个 状态 都 变 为 %， 因 为 这 打 断 了 任何 
由 连续 上 构成 的 串 。 如 果 现 在 机 器 所 读 的 是 1， 风 由: 到 s, 自身 的 转移 所 产生 的 输出 为 1， 
因为 此 状态 与 输入 的 组 合 表 明 机 器 已 经 读 到 了 3 个 连续 的 1。 其 他 情形 的 输 人 都 是 D。 此 机 
器 的 状态 图 如 图 10-8 所 示 。 国 


图 10-8 所 示 的 机 器 是 语言 识别 器 的 一 个 开始 
例子 ， 因 为 它 输出 1 当 且 仅 当 它 所 读 到 的 输 
人 串 具 有 某 种 特定 的 性 质 。 语 言 识 别 是 有 限 
状态 机 的 一 个 重要 应 用 。 

有 有 限 闭 态 和 的 类 型 : 为 建立 计算 机 的 模 
型 ， 大 们 开发 了 许多 种 不 同 的 有 限 状 态 机 。 
本 节 给 出 了 一 类 有 限 状 态 机 的 定义 ， 在 这 种 图 10-8 一 个 有 限 状 态 机 ， 它 输出 ! 当 生 
类 型 的 机 器 中 ， 输 出 与 状态 间 的 转移 相对 应 ， 仅 当 所 读 的 输入 捉 以 111 结尾 
这 种 类 型 的 机 器 称 作 来 利 栅 ， 因 为 它 是 由 米利 {G. 下 .Mealy) 在 1955 年 首先 赋 匈 的 。 膛 
有 另外 一 类 重要 的 带 输 出 的 有 限 状态 机 ， 其 输出 仅仅 由 状态 确定 ,这 种 类 型 的 有 限 状 态 机 称 
为 摩尔 机 ， 因 为 它 是 摩尔 (EF，Moore) 在 1956 年 提出 的 。 本 市 结尾 有 一 系列 练习 讨论 
摩尔 机 。 

例 7 说 明了 怎么 用 米利 机 来 识别 语言 ， 但 我 们 通常 用 另 一 种 不 带 输 出 的 有 限 状态 机 来 识 
别 语言 。 不 带 输出 的 有 限 状 态 机 也 称 为 有 限 状 态 自 动机 ， 它 有 一 个 由 终结 状态 组 成 的 集合 ， 
它 识别 一 个 串 当 且 仅 当 能 够 将 初始 状态 变 为 一 个 终结 状态 。10.3 节 将 讨论 这 种 类 型 的 有 限 
状态 机 
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练习 
. 画册 具有 下 列 状 态 表 的 有 限 状 态 机 的 状态 图 。 


Pe 


. 在 例 2 所 给 的 有 限 状 态 机 中 ， 对 于 下 列 每 个 输入 申 ， 试 确定 其 输出 。 
a) 0111 by 11011011 c) 01010101010 
4. 在 例 3 所 给 的 有 限 状态 机 中 ， 对 于 下 列 每 个 输入 申 ， 试 确定 其 输出 ， 
a) 0000 by 101010 ce) 11011100010 
5. 试 构造 一 个 有 限 状 态 宙 作为 下 列 馈 料 视 的 模型 . 饮料 机 接受 五 分 、 一 角 和 和 25 分 的 硬币 ， 
它 一 直到 接受 了 35 分 钱币 时 才 开 始 找 回 零 钱 ， 退 出 超过 35 分 的 所 有 钱币 。 然 后 顾客 就 
可 以 按 一 些 按钮 ， 得 到 一 简 可 乐 ， 或 一 瓶 软饮料 ,或 一 并 姜 守 啤酒。 
6. 试 构造 一 个 有 限 状态 机 作为 下 列 售 报 机 的 模型 : 它 有 一 个 门 ， 些 门 只 在 下 列 两 种 情形 下 
才 可 打开 : 一 是 放 和 人 了 3 个 一 角 硬 币 〈 租 任意 数量 的 其 他 硬币 )， 二 是 喜人 了 一 个 好 分 
的 硬币 各 一 个 5 分 的 硬币 (和 任意 数量 的 其 他 硬币 )。 一 旦 门 能 够 被 打开 ,顾客 回 打 开 
门 ， 取 出 一 份 报纸 ， 再 关上 门 。 不 管 塞 进去 多 少 额外 的 钱币 ,机 器 都 不 找 回 等 钱 。 下 一 
个 顾客 重新 并 始 时 也 不 能 使 用 上 一 位 完 作 的 号 。 


[am 
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, 构造 一 个 有 限 状态 机 ， 将 输入 延迟 两 位 ， 且 以 00 作为 输出 的 头 两 位 。 
. 构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 对 输 人 申 每 隔 一 位 改变 一 次 值 ， 且 从 第 二 位 开始 。 但 保持 其 他 位 
不 变 

9. 桔 造 一 个 有 限 状态 机 来 模拟 计算 机 的 登录 过 程 :用户 首 先 输入 用 户 标识 码 ， 然 后 输入 品 
令 ; 用 户 标识 码 和 口令 分 别 被 看 作 是 一 个 输入 ; 如 果 输 入 的 口令 不 对 ， 则 要 求 用 户 重新 
输 人 人 用户 标识 三 。 

10. 构造 一 个 有 限 状 态 机 来 模拟 密码 锁 ， 此 锁 包 含 数 1 到 40， 它 只 有 在 输入 正确 的 组 合 时 才 
能 被 打开 ， 正 确 组 合 是 : 10 次 右 ，8 次 左 ，37 次 右 。 每 个 输入 都 是 “一 个 数 、 旋 转 方 
向、 在 此 方向 旋转 锁 的 次 数 ” 椅 成 的 三 元 组 。 

11. 构造 一 个 有 限 状态 机 来 模拟 下 列 道路 收费 机 ， 放 人 25 分 钱币 之 后 此 机 器 将 打开 -- 个 门 ， 

可 以 使 用 面额 为 5 分、 一 角 和 25 分 的 硬币 。 不 找 零钱 ， 多 于 25 分 的 超额 部 分 也 不 提供 


= ~ 


下 一 位 驾 虱 者 使 用 a 

12. 构造 一 个 有 限 状 态 机 :; 当 读 取 的 输入 符号 所 代表 的 数 能 能 被 3 整除 时 ,输出 1; 否则 输 
出 0。 

13. 构造 一 个 有 限 状 态 机 : 确定 在 得 人 串 中 当前 所 旋 取 的 最 后 一 个 符号 是 否 为 1， 且 倒数 第 
三 个 符 叶 是 否 为 0。 

14. 构造 一 个 有 限 状 态 机 : 确定 色目 前 为 止 拨 读 取 的 输入 串 中 ， 其 结 谋 是 否 有 至 少 5 个 连续 
的 1。 


15. 构造 一 个 有 限 状 态 机 ;确定 到 目前 为 止 所 读 取 的 输入 中 ， 其 最 后 的 八 个 字符 是 省 为 
computers 输 入 可 能 是 任意 的 英 广 字母 。 

摩 汞 机 MM=(5,1, 口 ,f,g ,30) 由 下 列 六 部 分 构成 : 有 限 状态 集 S; 输入 字母 表 1; 输出 
字母 表 口 ; 转移 郴 数 ， 它 将 每 个 由 状态 和 输入 组 成 的 对 上 映 射 为 下 一 个 状态 ; 输出 珊 数 gz， 
它 对 每 个 状态 指定 一 个 输出 ; 初始 符号 so。 摩 尔 机 可 以 用 状态 表 来 表示 ， 也 可 以 用 状态 图 
来 表示 。 状 态 表 列 出 对 应 于 每 个 状态 和 输 人 对 的 转移 ， 其 及 对 每 个 状态 的 输出 。 状 态 图 画 出 
状态 、 状 态 间 的 转移 以 及 状态 的 输出 。 在 状态 图 中 ， 转 移 用 带 标 叶 的 箭头 和 输 人 表示 ， 输 出 
写 在 状态 的 旁边 。 

16. 构造 具有 下 列 状 态 表 的 摩尔 机 的 状态 图 。 
17. 构造 具有 下 列 状态 图 的 摩尔 机 的 状态 表 。 对 每 个 输入 串 ， 摩 尔 机 都 产生 一 个 输出 帅 。 特 


O000-000-0000000000--www.shubulo.com OODO^^ 


G16 草 芒 费 学 弄 基 态 屏 


别 对 应 于 输入 党 ddar 的 输出 是 p(sn)g (51) "p(s,)， 其 中 5s = f(s,_1,a;)， 7 三 1,， 


2 
18. 对 于 下 列 每 个 输入 串 ， 求 练习 16 中 的 摩尔 机 上 所 生成 的 输出 吊 。 
a) 0101 b) 11111 cj 11101110111 


19. 对 于 练习 18 中 的 每 个 输入 捉 ， 求 练习 13 中 的 摩尔 机 所 生成 的 输出 捉 。 

20. 构造 一 个 摩尔 机 : 只 要 读 取 的 输入 符号 的 个 数 能 够 被 4 整除 时 ， 就 输出 1。 

21. 构造 一 个 摩尔 机 ， 使 其 能 够 判断 输入 串 是 包含 偶数 个 1 还 是 奇数 个 1。 如 果 输 入 串 中 有 
偶数 个 1， 则 输出 1， 如 果 输 入 捉 中 有 奇数 个 1， 则 输出 0。 


10.3 不 市 输出 的 有 限 状 态 机 


10.3.1 引言 


2， 有限 状 态 机 的 最 重要 应 用 之 一 是 语言 识别 。 在 设计 和 构造 程序 设计 语言 的 编译 器 时 ， 
zw 这 个 应 用 起 着 根本 性 的 作用 。 在 10.2 节 中 ， 我 们 说 明了 可 以 用 带 输出 的 有 限 状态 机 
来 识别 语言 ， 广 法 是 当 读 取 的 输 和 人 串 在 语言 中 时 和 输出 1， 否 则 输出 0。 但是， 还 有 一 些 其 他 
类 型 的 有 限 状态 机 ， 它 们 是 为 识别 语言 而 专门 设计 的 。 这 些 机 器 不 产生 输出 ， 但 有 终结 状 
态 。 一 个 串 能 被 它 识 别 ， 当 且 仅 当 它 将 初始 状态 带 到 终结 状态 。 


10.3.2 串 的 集合 


在 讨论 不 带 输 出 的 有 限 状 态 机 之 前 ， 先 介绍 一 些 关于 捉 的 集合 的 重要 背景 材料 。 这 里 定 
六 的 运算 将 广泛 用 于 有 限 状 态 机 识别 的 语言 的 讨论 。 

定义 1 设 Y 是 一 个 词汇 表 ， 上 4 、 号 是 "的 子 集 。A 和 上 8 的 连 拉 是 所 有 形 如 .xy 的 串 
构成 的 集合 ， 记 为 AB， 其 中 x 二 及 中 的 串 ，y 是 8 中 的 串 。 


例 1 设 A=10,11|,B=};1,10,1101。 求 AB 和 BA。 


解 集合 AB 和 包括 所 有 A 中 串 和 BB 中 时 的 连接 ， 故 AB = 101,010,0110,111, 110， 


111101。 集合 Ba 包括 所 有 B 中 串 和 4 中 串 的 连接 , 故 BA= 110,111,100,1011,1100,11011!。 
图 


注意 ， 对 于 字母 表 VW 和 WV' 的 子 集 六 与 B，AB = BA 不 一 定 成 立 ， 如 例 1 所 示 。 
由 两 个 申 集 合 连 接 的 定义 还 可 似 定 义 A"(n = 人 ,1,2,…)。 其 递归 定义 如 下 : 
A = | 
Ah" = AA,n=0,1,2,. 
例 2 设 和 AAA=11,00|。 当 n=1,2,3 时 求 A"， 
解 ” 易 知 : A -14|,A!=A?A=1A1 有 BA 有 A= 11,001。 为 求 4-， 取 上 中 元 素 对 的 连接 。 从 
而 A? = |11,100,001,0000|。 为 求 4*, 取 A* 和 A 中 的 元 素 进 行 连接 ， 由 此 得 到 A*= 
111,1100,1001.10000,0011,00100,00001 ,0000001 。 加 
定 必 2 设 4 是 V 的 一 个 子 集 。A 的 克 莱 因 - 闭 包 量 A 中 任意 多 个 串 的 连接 组 成 的 集 
合 ， 记 为 4， ， 即 由 ”= 
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例 3 求 集合 4=101 ,了 = 10,1i,C= {11|] 的 克 莱 因 闭 包 。 

解 A 的 克 莱 因 闭 包 是 0 与 自己 的 任意 多 次 连接 , 故 A* = i0"|n=0,1,2,…|。B 的 
死 荣 因 闭 包 基 任 意 包 个 串 的 连接 ， 但 这 些 捉 内 能 是 0 或 1， 因 而 这 个 闭 包 是 字母 表 V = 10， 
11 上 的 所 有 捉 , 即 B* = VV*。 最 后 ,CC 的 克 莱 因 闭 包 是 11 与 自己 的 任意 多 次 连接 ,所 以 ,CC 


是 由 偶数 个 于 组 成 的 串 的 集合 , 即 C*=|11"|n=0,1,2,.…i。 病 


10.3.3 有 限 状态 自动 机 


现在 给 出 不 带 输出 的 有 限 状 态 机 的 定义 ， 这 样 的 机 器 也 叫 有 限 状态 自动 机 【finite 一 state 
iutomata) ， 这 也 是 在 本 节 中 将 使 用 的 术语 。 【 主 : automata 的 单数 形式 是 automatono ) 这 些 
机 兹 与 10.2 中 研究 的 有 限 状 态 机 厅 同 ， 它 们 不 产生 输出 ， 但 它们 有 一 个 终结 状态 集合 。 
我 们 将 看 铬 ,它们 识别 的 字符 串 是 将 初始 状态 变 为 终结 状态 的 输 人 串 。 

定 半 3 有 限 状 态 自动 机 M = (5S,I,f,so0;) 由 下 列 五 部 分 组 成 : 一 个 有 限 的 状态 集合 
S$S, 一 个 有 限 的 输入 字母 表 了 上， 一 个 转移 函数 Ff( 卫 为 每 个 状态 和 输入 对 指派 下 一 个 状态 )， 
一 个 初始 状态 so， 和 一 个 由 终结 状态 构成 的 S 的 子 集 下 。 

有 限 状 态 自动 机 也 可 用 状态 表 或 状态 图 来 表示 。 在 状态 图 中 ,终结 状态 用 双 轿 表示 。 

例 4 构造 有 限 状 态 日 动机 MM=(S,T, 让, 50; 下 ) 的 状态 图 , 其 中 S= 1s0,51,52;534311 了 = 
I0,1),F={s,,s), 转移 尔 数 ff 如 表 10-6 所 示 。 

解 ” 所 求 的 状态 图 如 图 10-9 所 示 。 广 意 : 输入 0 和 1 都 将 ;; 变 为 sj， 所 以 从 > 到 so 
的 边 上 有 0 和 1。 


囊 10-6 


图 10-9 一 个 有 限 状 态 自 动机 的 状态 图 


可 以 扩展 转 秽 饮 数 ， 使 其 对 所 有 状态 与 串 的 对 痢 有 值 。 设 z+ = x x2… ,是 1 中 的 一 个 
串 ， 则 flsj ,之 ) 是 这 样 得 到 的 状态 以 状态 s; 开始 ， 对 x 从 左 到 右 连 续 地 使 用 其 每 个 符号 。 
从 5 我 们 用 Fa,z)= 5 Xa) 讲 入 状态 5， = f(s1 ,zi1) ,然后 进入 状态 5 = (52 ;x23)， 等 等 。 


喇 ” 克 莱 困 【Stephen Cole Kleene，1 色 9 一 1994) ” 克 芋 因 生 于 美国 赚 浴 犹 殉 州 的 附 特 福 德 。 他 的 母亲 攻 酮 冀 * 科 饼 
“2 《Alice Lena Cole) 是 一 胡 诗 人 ， 他 的 人 沈 闪 十 斯 塔 夫 : 克 莱 因 (Gustay Adolph Kleenc) 是 -一 位 经 济 学 教授 。 克 东 因 曾 就 污 
于 Amherst 学 院 ，1934 年 在 昔 林 斯 顿 太 学 获 博 士 学 位 ， 导 师 是 著名 还 辑 学 竣 丘 奇 (Alonzn Church)。1935 年 ， 苑 因 成 为 
战 斯 康 星 大 学 的 教员 ,除了 用 次 离开 :包括 去 普 林 斯 转 高 等 研究 所 ) 外 ， 他 一 直 符 在 那里 。 二 战 期 间 ， 他 成 为 美国 鸭 
军 预 洗 上航 军 官学 校 的 航 诲 教师 ， 后 来 成 为 海平 研究 实验 室 的 主 妊 。 克 汪 因 研究 可 计算 性 和 可 判定 性 半 题 对 递归 范 数 论 
必 出 了 一 要 贡献， 并且 证 明了 自动 机 理 认 中 的 一 个 中 心 缚 果 。 他 兽 是 感 斯 康 星 太 学 的 数学 研究 中 心 的 代理 主任 和 六 理 学 
院 的 院 长 。 他 还 兽 经 学 习 过 博物 学 ， 发 现 了 一 族 忆 前 没有 描述 过 的 里 谨 ， 这 族 贿 蝶 就 他 的 名字 命名 。 他 还 是 一 个 热心 的 
徒步 旅行 者 利 登山 者 。 克 茉 因 还 因 能 机 获 地 讲 亲 闻 较 事 而 闻名 ， 他 的 友 曲 门 在 几 间 办 公 室 之 站 才能 昕 到 。 
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称 串 了 可 以 被 机 器 AM = (S,J, fF, so: 下 ) 识 别 或 接受 ， 如 果 zx 将 初始 状态 变 为 一 个 终结 状 
态 ， 即 f(so,x) 星 下 中 的 一 个 状态 。 机 器 ME 识 齐 (或 接受 ) 的 语言 是 M 识别 的 记 有 捉 的 集 
合 ， 记 为 L{M)。 部 果 两 个 有 限 状 态 委 动机 诬 别 相同 的 语言 ， 则 称 它 们 是 等 价 的 。 

例 5 求 图 10-10 表示 的 有 限 状 态 自 动机 M1，Mz 和 M3 所 识别 的 语言 。 


D1 


0,1 


M4 
久 10-10 -- 些 有 限 状 态 自 动机 

解 AM 只 有 一 个 终结 状态 sg， 而 将 5 变 为 自身 的 串 是 由 0 个 、1 个 或 而 多 连续 1 组 成 
的 串 。 所 忆 LCM)= 11*ln=0,1,2,.…|。 

At， 只 有 一 个 终结 状态 s， 而 将 so 变 为 ;; 的 串 只 有 1 和 01， 杀 以 LCM1)= 11,011。 

Ms 的 终结 状态 有 so 和 ss， 将 so 变 为 自身 的 串 有 ,0，00，000,，…， 即 由 零 个 以 上 
{包括 零 个 ) 连续 的 0 构成 的 串 。 将 sn 变 为 ss 的 串 只 有 这 样 的 捉 ， 开头 是 要 个 以 上 《包括 
零 个 ) 连续 的 0 梅 成 的 香 ， 接 着 是 30， 然 后 是 任意 的 审 。 故 工 (M3 = 10",0*10xiln =0,1， 
2,… ,ZX 是 任意 的 串 | 。 加 

到 目前 为 止 所 讨论 的 有 限 状 态 自 动机 都 是 确定 型 的 ， 因 为 对 每 对 状态 和 输入 丛 ， 转 移 畏 
数 只 铬 出 唯一 的 下 个 一 状态 。 还 有 一 种 重要 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 对 每 对 输 和 人 值 和 状态 ， 有 
光 个 可 能 的 下 一 个 状态 ， 这 样 的 机 器 称 为 非 确 定型 的 。 非 确定 型 有 限 状态 直 动机 在 判断 哪些 
语言 可 以 出 有 限 状 态 自动 机 识别 中 非常 重要 。 

定 久 4 非 确 定型 有 限 状 态 自 动机 MM= (SS,1, 了 ,5s0;: 下 ) 由 下 烈 五 部 分 组 成 : 一 个 状态 的 
集合 S$, 一 个 输入 字母 表 了， 一 个 转移 函数 / (Ff 为 每 个 状态 和 输入 对 指派 一 个 状态 集合 )， 
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一 个 初始 状态 so， 和 一 个 由 终结 状态 构成 的 S 的 子 集 下。 


非 确定 型 有 有限 状 态 自动 机 也 可 用 状态 表 和 状态 图 来 表示 。 在 状态 表 中 ， 对 每 对 状态 和 和 输 
人 值 ， 列 出 所 有 可 能 的 下 一 个 状态 。 在 状态 图 中 ， 从 一 个 状态 到 每 个 可 能 的 下 一 个 状态 ， 都 
画 一 个 边 ， 这 个 边 的 标号 是 导致 这 个 转移 的 一 个 或 多 个 和 输入。 


例 6 求 状态 表 如 表 10-7 所 示 的 非 确定 型 有 限 状 态 目 动机 的 状态 图 。 弘 结 状 态 为 sz 和 53。 
解 ” 这 个 自动 机 的 状态 图 如 图 10-11 所 示 。 国 


表 189-7 


图 10-11 其 状态 袁 为 表 10-7 的 
非 确定 型 有 限 状 态 自 动机 


例 7 求 状 态 图 如 图 10-12 所 示 的 非 确定 型 让 限 状 态 自 动机 的 状态 表 。 


解 这 个 上 自动 机 的 状态 表 如 表 10-8 所 示 。 加 
表 10-8 


图 10-12 一 个 非 确 定型 有 限 状 态 自 动机 


非 确 定型 有 限 状 态 自 动机 怎么 识别 种 x= zix2… zx 呢 ? 第 一 个 输入 符号 x 将 初始 状态 
so 变 为 状态 集合 s;。 下 一 个 输入 符号 rz 将 si 中 的 每 个 状态 都 变 为 一 个 状态 集会。 外 so 是 
这 些 集合 的 并 。 将 这 个 过 程 继续 下 去 ， 在 一 个 步 莹 中， 对 上 一 个 步骤 产生 的 每 个 状态 和 当前 
的 输入 符号 ， 都 要 求 其 产生 的 状态 。 使 用 x 从 5 所 能 得 到 的 状态 中 ， 如 果 有 一 个 终结 状态 ， 
我 们 就 识别 〈 或 接受 ) 串 zx。 非 确定 型 有 限 状 态 自 动机 所 识别 的 语言 是 这 个 自动 机 所 识别 的 
所 有 溃 的 集合 。 

例 8 求 图 10-12 所 示 的 非 确 定型 月 限 状 态 自 动机 所 识别 的 语言 。 


解 因为 5 是 终结 状态 ， 且 当 输 人 是 0 时 ， 有 从 50o 到 目 身 的 转 歼 ， 故 此 机 器 识别 所 有 
零 个 或 更 多 个 连续 的 0 组 成 的 串 。 因 为 ss 也 是 终结 状态 ， 对 于 任何 串 ， 埋 以 些 串 作为 输 和 人 
时 从 so 所 能 达到 的 状态 集中 包含 4， 则 此 串 就 能 被 识别 。 这 样 的 串 只 有 : 零 个 或 更 多 个 连 
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续 的 0 和 后 面 跟 01 或 11 组 成 的 串 。 因 为 so 和 54 是 仅 有 的 终结 状态 ， 所 以 此 机 器 识别 的 语 
言 为 10",0*01,0*11|x 衬 0}。 国 


一 个 重要 的 事实 是 : 非 确 定型 有 限 状 态 自 动机 所 能 识别 的 语言 也 能 被 确定 型 育 限 状态 自 
动机 所 识别 。 在 下 节 中 ， 我 们 将 利用 这 个 事实 ， 以 确定 有 限 状态 自动 机 能 够 识别 哪些 语言 。 


定理 1 如 果 语 言 工 可 以 由 非 确 定型 有 限 状 态 自动 机 Mu 所 识别 ， 则 工 也 可 以 由 一 个 确 
定型 有 有限 状 态 自 动机 Mi 来 识别 。 


证 ”我们 来 描述 怎么 从 Mo 构造 识别 工 的 确定 型 有 限 状态 自动 机 Mi 。Ad; 的 每 个 状态 都 
由 Mo 的 状态 集 的 一 个 子 集 构成 ，AMdi 的 初始 符 导 是 1sol ， 即 Mo 的 初始 符 生 是 so 构成 的 集合 。 
AM 的 输入 集合 与 Mo 的 相同 。 对 于 MI 的 一 个 给 定 状态 js ,2 9 |， 输入 囊 x 将 这 个 状态 
变 为 这 个 集合 中 元 素 的 下 一 个 状态 构成 的 集合 的 并 ， 即 集合 F(s ,z), Fn ,r)…:FCn yz) 的 
并 。M, 的 状态 是 S 的 所 有 子 集 ， 这 里 5 是 Ms 的 状态 集 。( 如 果 此 非 确定 型 机 器 有 个 状态 ， 
则 确定 型 机 器 就 有 2* 个 状态 ， 因 为 所 有 子 集 都 可 以 作为 状态 ,包括 空 集 ， 尽 管 实际 使 用 的 状 
态 却 很 少 。) 如果 Mo 的 一 个 子 状态 集 含有 终结 状态 ， 则 它 就 为 MI 的 终结 状态 。 

假设 一 个 输入 囊 可 以 由 Me 识别 ， 则 用 这 个 串 从 so 出 发 可 以 达到 的 状态 中 有 -- 个 终结 
状态 (读者 应 能 对 这 一 点 作 归 钠 证 明 )。 这 意味 着 ， 在 M; 中 ， 这 个 申 能 将 1s01 引 导 至 这 样 
一 个 状态 集 ; 它 是 Mo 的 状态 集 的 一 个 子 集 ， 且 包含 一 个 终结 状态 。 这 个 子 集 是 M, 的 一 个 
终结 状态 ， 所 以 这 个 捉 也 能 由 Mi 识别 。 还 有 ， 如 果 一 个 输入 串 不 能 由 M 识别 ， 则 它 也 就 
不 能 导致 Mo 中 的 任何 终结 状态 。{ 读 者 应 该 能 够 给 出 它 的 详细 证 明 。) 因而 这 个 输入 串 也 不 
可 能 由 is0} 导 致 Mi 中 的 一 个 终结 状态 。 口 

例 9 求 一 个 确定 型 有 限 状 态 自动 机 ， 能 与 例 7 中 的 非 确定 型 有 限 状 态 自 动机 识别 相同 
的 语言 。 

解 ” 所 求 的 确定 型 有 限 状 态 自动 机 如 图 10-13 所 示 ， 它 是 根据 例 7 中 的 非 确定 型 有 限 状 
态 自动 机 构造 的 。 此 确定 型 自动 机 的 状态 是 那个 非 确定 型 机 器 的 状态 集 的 子 集 。 对 于 一 个 输 
人 符号 ， 一 个 子 集 的 下 一 个 状态 是 这 样 的 集合 : 它 由 这 个 子 集 中 的 元 素 在 那个 非 确定 型 机 器 
中 的 所 有 下 一 个 状态 所 构成 。 例 如 ， 对 于 输入 0，j so] 转 为 150,s21 ,因为 在 那个 非 确定 型 机 
器 中 ,so 有 到 它 自 己 和 sz 的 转移 ;集合 lso,sz} 对 输入 1 转 为 fs1,541， 因 为 在 那个 非 确定 型 机 
器 中 ， 对 输入 150 只 转 为 51，5， 只 转 为 54; 集合 1si1，54| 对 输 人 0 转 为 15;31， 因 为 在 那 
个 非 确 定型 机 器 中 ， 对 输入 0s; 和 ss 都 只 转 为 3。 所 有 以 这 种 方法 得 到 的 子 集 都 包括 在 这 
个 确定 型 有 限 状 态 机 器 里 。 注 意 : 空 集 也 是 这 个 机 器 的 一 个 状态 ， 因 为 它 是 fs3| 对 输 人 1 的 
所 有 下 一 个 状态 构成 的 子 集 。 初 始 状态 是 {yo| ， 终 结 状态 是 那些 包含 so 或 54 的 集合 。 。 转 
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练习 
1. 设 A=10,11|，B 一 j00,01!, 求 下 列 集 合 : 
ay AB b) BA cj A’ d) Bi: 


2. 设 4 是 串 的 一 个 集合 。 证 明 A@ = WA = A. 
3, 求 上 所 有 串 的 集合 对 4 和 日 使 得 4B= 110,111,1010,1000,10111,101000|。 
4. 证 明和 下 列 等 式 成 立 : 
ay 1a|1"= 1ai 
b) 对 任意 串 的 集合 A,(A*) =A 
5. 对 于 下 询 和 集合 A ， 描 述 和 集合 A 的 元 素 : 
a) j10| b) {1111 c) 0, 01: dy 1],， 1011 
6, 设 Y 是 一 个 字母 表 ，A 和 5B 是 Vi’ 的 子 集 。 证 明 ; |AB| 志 41|8|。 
7, 设 VV 是 一 个 字母 表 ,A 和 8B 是 V' 的 子 集 ,日 A 和 B。 证 明 :A* 守 B*， 
8. 设 Y 是 一 个 字母 表 ,4 是 WV' 的 于 集 , 证 骨 下 列 命题 是 正确 的 或 是 错误 的 : 


a) ACA* b) 如 果 A= A?, 则 EA c) 和 = 人 
d)(A’) = A’ e) (AD)A=A' 全 | A*|=|Al” 

9., 确定 下 列 集合 是 否 包 含 串 11101。 
a} 10,1}* bj 111°108 1)* c) 111111}*101| 
d)111}" {01}* eyt1111* i101*+11} ff) 1111,000| 100,01| 


10. 确定 下 列 串 能 否 由 疼 10-9 中 的 确定 增 有 限 状 态 自 动机 所 识别 。 
a O00 biol O110 9 010101010 
11. 对 于 下 列 每 个 集合 ,确定 其 中 的 每 个 串 是 否 都 能 由 图 10-9 中 的 确定 型 有 限 状态 日 动 机 


所 识别 。 
日 10 全 by 101 1. ce) 吉他 
d) 101!" ey) 104*|;" 和 1411110,11" 


在 练习 12 一 16 中 ， 求 所 给 的 确定 型 有 限 状 态 自 动机 所 识别 的 语言 。 


Su 
必 
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14. 


“QO 
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21: 


22. 求 一 个 确定 型 有 限 状 态 自动 机 ， 能 与 练习 17 中 的 非 确定 型 有 限 状 态 自动 机 识 曾 相同 的 
五 尖 

2 i gg 能 与 练习 18 中 的 非 确 定型 有 限 状 态 自 动机 识别 相同 的 
Te 

24 . 人 能 与 练习 19 中 的 非 确定 型 有 限 状 态 目 动机 识别 相同 的 
坷 言 。 

25 0 能 与 练习 20 中 的 非 确定 型 有 限 状 态 目 动机 识别 相同 的 
嫩 言 : 


26. 求 一 个 确定 型 有 上 限 状 态 自 动机 ， 能 与 练习 21 中 的 非 确 定型 有 限 状 态 目 动 机 识别 相同 的 


语言 。 
27. 对 于 下 列 每 个 集合 ， 分 别 求 一 个 识别 它 的 确定 型 有 限 状 态 上 自动 机 : 
ay 10! b) 11,00! c) J1"*in=2,3,4,.…| 


28. 对 于 练习 27 中 的 每 种 语言 ， 分 别 求 一 个 识别 它 的 非 确定 型 有 有限 状态 自动 机 ， 并 且 ， 如 
果 可 能 的 话 ， 使 之 所 具有 的 状态 比 你 在 练习 27 中 所 给 的 确定 型 有 限 状 态 目 动机 枫 少 。 
“29. 对 于 由 个 数 相同 的 0 和 1 组 成 的 串 构 成 的 集合 ， 证 明 没 有 有 限 状 态 自 动机 能 够 识别 它 。 


10.4 语言 的 识别 


10.4,1 引言 


我 们 已 经 知道 ， 有 限 状态 自动 机 可 以 用 作 语 言 识 别 匿 。 那 么 这 些 机 器 能 识别 什么 梓 的 集 
侣 昵 ? 这 个 问题 虽然 看 起 来 极为 困难 ,但 有 限 状 态 自动 机 所 识别 的 语言 还 是 有 一 个 简单 特 
征 。 这 个 问题 由 美国 数学 家 克 菜 因 {Stephen Kleene) 于 1956 年 首先 解决 ， 他 证 明 卫 : 一 个 
集合 能 名。 被 一 个 有 限 状 态 自动 机 识别 当 且 仪 当 这 个 集合 是 这 样 得 到 的 : 以 任意 肪 序 通 过 对 至 
集 、 空 早 和 单字 符 串 的 连接 、 并 或 克 菜 因 闭 包 构 造 出 来 。 以 这 种 方法 构造 出 来 的 集合 称 为 正 
则 集合 。 

在 10.1 节 中 我 们 定义 了 正则 文法 。 从 和 名称 上 可 以 想到 ， 有 限 状 态 自 动机 所 识别 的 正则 
集合 与 正则 文法 间 具 有 某 种 联系 。 特 别 是 ， 一 个 集合 是正 则 的 当 且 仅 当 它 可 以 由 一 个 正则 文 
法 生成 。 

但 也 有 一 些 集 合 不 能 由 任何 有 限 状态 自动 机 识别 ， 我 们 将 给 出 这 样 一 个 集合 。 本 节 的 最 
后 还 简短 讨论 了 一 些 更 强大 的 计算 模型 ， 如 下 推 自动 机 和 图 灵机 。 


10.4.2 正则 集合 
正则 集合 是 这 样 集合 : 从 空 集 、 空 串 、 单 字符 集 开始 ， 以 任意 需 序 通过 连接 、 并 和 死 莱 
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因 闭 包 运 算 形成 的 。 我 们 将 知道 ， 正 则 集合 正 是 有 限 状 态 自 动机 识别 的 语 计 的 集合 。 为 定义 
正则 集合 ， 首 先 轴 定 义 正 则 表达 式 。 
定 沁 1 集合 了 上 的 正则 表达 去 的 递归 定义 如 下 : 
符号 从 是 一 个 正则 表达 式 ; 
符号 1 是 一 个 正则 表达 式 ; 
和 奇 XEIT 了 时 , 符 导 x 是 一 个 正则 表达 式 ; 
当 A，B 是 正则 表达 式 时 ， 符号 (AB)，{AUB 入 都 是 正则 表达 式 。 


每 个 正则 表达 式 都 表示 一 个 由 下 烈 规则 指出 的 集合 。 


马 表示 空 集 ， 即 没有 串 的 集合 ; 

4 表示 集合 141， 即 空 串 组 成 的 集合 ; 

Xx 表示 集合 |x1， 它 只 包含 单个 符号 x 组 成 的 串 ，; 

{AB) 表 示 和 A 和 B 代表 的 集合 的 连接 ， 

{AUB) 表 示 A 和 B 代表 的 集合 的 并 : 

AA*" 表示 A 代表 的 集合 的 克 莱 因 闭 包 。 

正则 表达 式 表示 的 集合 称 为 正则 集合 。 今 后 正则 集合 将 由 正则 表达 式 来 措 述 ， 所 以 ， 当 

我 们 提 到 正则 集合 4 时 ， 指 的 是 此 正则 表达 式 和 表示 的 集合 。 下 面 的 例子 说 明了 怎么 用 正 
则 表达 式 来 规定 正则 集合 。 


便 1 正则 表达 式 10” ,C10 六 ,OU01,0CO0U1 和 C0 0* 所 规定 的 正则 集合 中 有 了 哪 


些 串 ? 
解 ”这些 正则 表达 式 所 表示 的 正则 集合 如 表 10-9 所 示 。 读 者 可 以 日 己 验 证 。 区 
甫 10-9 
表达 式 申 | ”表达 式 时 
11 1] 后 面 跟 人 尾音 雪 个 以 也 可 以 没有 0 O00LI1Y* 以 开关 的 性 意 品 
C10)° 10 的 任意 寄 次 复制 :包括 空 串 ) 
a Li01 串 站 或 01 CO” 了“ 不 以 妖 铺 尾 的 人 在意 串 


10.4.3 克 茜 因 定 理 


在 1956 年 ， 克 莱 因 证 明了 正则 集合 就 是 肥 限 状态 目 动机 识别 的 集合 。 因此， 这 个 重 可 
结论 被 称 为 克 莱 因 定理。 
定理 1 一 个 集合 是 正则 的 ， 当 且 仅 当 它 可 由 一 个 在 限 状 态 自动 机 识别 。 


克 莱 因 定 玛 是 身 动 机 理论 的 中 心 定 理 之 一 ， 我 们 只 证 明 必 要 性 部 分 ， 即 证 明 每 个 正则 集 
合 都 可 由 一 个 有 腿 状态 自动 机 识别 。 充 分 性 部 分 {有限 状态 自动 机 识别 的 集合 都 是 正则 的 ) 
留 作 练习 。 

证 ”回忆 一 下 正则 集合 是 通过 正则 表达 式 定义 的 ， 而 正则 表达 式 是 道 归 定 义 的 。 所 以 ， 
如 果 我 们 能 证 明 下 列 事情 ， 就 证 明了 每 个 正则 集合 都 可 由 一 个 有 限 状 态 自 动机 识别 。 

1. 证 明 从 可 由 一 个 有 限 状 态 目 动 机 识 着。 

2, 证 明 141 可 由 一 个 有 限 状 态 自 动机 识别 。 
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3. 证 明 {ai 可 由 一 个 有 限 状态 目 动 机 识别 ， 其 中 a 是 了 中 的 符号 。 

4. 当 有 和 B 都 可 由 有 限 状 态 自 动机 识别 天 ,证明 AB 也 可 由 有 限 状 态 自 动机 识别 。 

5. 当 有 A 和 B 都 可 由 有 限 状态 自动 机 识别 时 ,证明 AUB 也 可 由 有 有 限 状 态 自 动机 识别 。 
6, 当 A 可 由 有 限 状态 自动 机 识别 时 ， 证明 有 A* 电 可 由 有 限 状 态 自动 机 识别 。 硬 


下 面 分 别 讨论 每 个 任务 。 首 先 证 明 如 可 以 由 有 限 状 态 自动 机 来 识别 。 为 此 ， 需 要 构造 
一 个 没有 终结 状态 的 自动 机 。 图 10-14a 就 是 这 样 一 个 自动 机 。 

其 次 证 明 fA| 也 可 由 有 限 状 态 自动 机 来 识别 。 为 此 需要 构造 一 个 识别 空 串 1 的 自动 机 ， 
且 除 4 外 ， 它 不 识别 任何 其 他 的 串 。 这 个 自动 机 可 以 这 样 来 构造 ， 初始 状态 so 也 用 作 终 结 
状态 ， 旦 对 任何 其 他 的 串 ， 没 有 转移 能 将 so 变 为 一 个 终结 状态 。 图 10- 14b 就 是 这 样 -一 个 非 
确定 型 的 自动 机 。 

第 三 ,证明 ia| 也 可 由 非 确 定型 的 有 限 状态 自动 机 来 识别 。 为 此 构造 如 下 机 器 : 初始 状 
态 是 yo， 终 结 状态 是 s,， 对 于 输入 a 有 一 个 从 so 到 s 的 转移 ， 且 设 有 其 他 转移 。 这 个 机 器 
识别 的 唯 - -的 申 是 < 。 这 个 机 器 如 图 10-14e 所 示 。 


下 b) c) 
图 10-14 识别 厅 些 基 本 集合 欧 非 确定 型 有 限 状 态 自 动机 


下 曾 证 明 : 如 果 A 和 B 都 是 可 由 有 痕 状 态 自 动机 识别 的 语言 ， 则 AB 和 AUB 也 可 由 
有 限 状 态 自 动机 识别 。 设 4 是 由 Ms = (Say 了 1 所 ,s4 Fa) 识别 的 ，B 是 由 Ms 二 (Sa,1, fp， 
5 Fe) 识别 的 。 

先 来 构造 识别 4 与 B 的 连接 AB 的 有 限 状 态 自 动机 Mp = (Sap ,了 fap;5a8，Fas)， 它 是 
由 识别 A 和 8B 的 两 个 机 器 串联 和 面 成 的 ， 使 得 A 中 的 串 将 这 个 组 合 机 器 从 Ms 的 初始 状态 sa 
变 为 Ms 的 初始 状态 ss。B 中 的 串 应 该 将 这 个 组 合 机 咽 从 ss 变 为 此 组 合 机 甫 的 一 个 终结 状 
态 。 因 此 我 们 进行 如 下 构造 : 令 Sap 是 Sa U Sp; 初始 状态 sap 就 是 54; 终结 状态 集 Fas 或 者 
是 Ms 的 终结 状态 集 ， 或 者 当 且 仅 当 A 总 让 门 B 时 还 包括 54g; AM 的 转移 除了 包括 Ma 和 
Ms 中 的 全 部 转移 之 外 ， 还 有 一 些 新 的 转移 。 对 于 M。 中 每 个 导致 终结 状态 的 转移 ， 在 Ms 
中 增加 一 个 在 同一 个 输入 上 从 同一 个 状态 到 ss 的 转移 ， 这 样 ， 上 4 中 的 串 就 将 Ma 从 sp 变 为 
sy 然后 B 中 的 申 将 s8 变 为 Ms 的 一 个 终结 状态 ， 而且 ， 对 每 个 从 s 出 发 的 转移 ， 还 在 
Maap 中 增加 一 个 从 sap 到 同 :个 状态 的 转移 。 图 10-15a 包括 了 这 个 构造 移 所 有 说 明 。 

现在 构造 识别 4 UB 的 机 器 Mays=(SauasT 了 fauUs: SAUB: FaUs)。 这 个 自动 机 是 将 
AM 和 Ms 并 行 组 合 起 来 的 ， 它 使 用 一 个 新 的 初始 状态 ， 此 初始 状态 具有 sa 和 和 ss 所 具有 的 
转移 。 令 Sag= Sa WSaU1sausl， 其 中 54Us 是 Maua 的 新 初始 状态 。 当 4AUB 时 ,， 令 
盖 结 状态 集 Fs 是 FUFs Uisausl， 否 则 为 Fa U FEs。Maus 的 转移 除了 包括 MA 和 Ms 
中 的 所 有 转移 处 ， 还 有 如 下 的 转移 ; 对 输入 i 从 sa 到 状态 * 的 每 个 转 称 ， 包 括 一 个 对 输入 :; 
从 ssaUs 到 状态 的 转移 ; 对 输入 i 从 ss 到 状态 * 的 每 个 转移 ,包括 一 个 在 输入 7 从 saua 到 状 
态 * 的 转移 。 这 样 ， 在 这 个 新 机 器 中 ，A 中 的 串 将 从 s4us 导 钳 一 个 终结 状态 ，B 中 的 串 也 
将 从 saus 导 致 一 个 终结 状态 。 图 10-15b 说 明了 Maus 的 构造 。 


DDDU-DDU-DDDDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUUA^A 


6526 下 部 赂 学 肛 基 大 局 


最 后 构造 识别 4 “的 机 器 Ms = (Sa Pro )， 其 中 4 是 4 的 克 药 因 闭 所。 
令 Sa' 包 合 Ss 中 所 有 状态 ， 还 有 一 个 状态 sa' ， 它 是 这 个 新 机 器 的 初始 状态 。 终 结 状 态 集 
Fa* 包 含 了 Fi 中 所 有 状态 和 初始 状态 sa， ， 因 为 必须 要 识别 4。 为 了 识别 4 中 任意 多 个 捉 
的 连接 ， 我 们 包括 Ma 中 的 所 有 转移 ， 坟 及 如 下 转移 : 与 从 s4 出 发 的 转移 相 匹配 的 从 sa 出 
发 的 转移 写 ， 与 从 s。 出 发 的 转移 相 匹 配 的 从 每 个 终结 状态 出 发 的 转移 。 有 了 这 个 转移 集 ， 
对 于 由 4 中 的 一 些 串 连接 而 成 的 串 ， 当 A 中 的 第 一 个 捉 读 完 时 ， 它 将 ;3 变 到 一 个 终结 状 
态 ， 当 A 中 的 第 二 个 申 讯 完 时 ， 它 多 回 到 一 个 终结 状态 ， 等 等 。 图 10-15c 说 明了 我 们 刚才 
的 构造 。 

用 以 上 描述 的 过 程 ， 可 以 对 任意 正则 集合 枸 造 一 个 非 确定 型 有 人 限 状 态 自动 村。 下 耐用 创 
子 来 说 明 这 一 点 。 


a) 对 4:4 中 量 经 状态 的 转移 产生 到 熙 的 转 种 


i 来 自 好 8 中 引 的 转移 产生 来 自 58= 引 的 转移 


开 如 状态 为 4g=54 ,当世 各 号 为 最 终 软 态 时 它 是 最 终 状 态 最 疫 状态 包 含 Wr# 的 所 有 有 限 拱 态 


NR 
最 终 状 态 为 计 各 Ms 中 的 最 终 状 态 


54U8 是 新 状态 ， 当 4 或 泪 昨 最 线 状 态 时 它 是 最 笋 状 浴 


c) 来 月 著 的 转移 产生 来 自 5* 的 转移 和 所 有 M4 的 最 终 状 太 


入 儿 状态 包 合 ,44 中 的 所 有 最 终 状 态 


%%* 昨 新 状态 ， 它 是 最 余 状 态 


图 10-15 村 造 识别 连 接 、 并 以 及 殉 某 因 闭 包 的 自动 机 


今 ” 凤 它们 是 在 相同 辖 入 上 到 相同 状态 的 转 称 。 一 一 译 者 注 
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例 2 构造 一 个 非 确定 型 有 限 状态 自动 机 来 识别 正则 集合 1 U01。 


解 ” 首 先 构造 一 个 机 器 来 识别 1”。 为 此 ， 先 构造 一 个 识别 1 的 机 器 再 使 用 在 定理 1 的 
证 明 中 描述 的 构造 Ma* 的 方法 。 第 二 步 ， 构 造 识别 01 的 机 器 。 先 分 别 构造 识别 0 和 1 的 机 
器 ， 肯 使 用 在 定理 1 的 证 明 中 描述 的 构造 Ms 的 方法 。 最 后 ， 用 在 定理 1 的 证 明 中 描述 的 
构造 Ms 的 文法 ， 构 造 识别 1 U01 的 机 器 。 所 构造 的 有 限 状 态 自 动机 如 图 10-16 所 示 。 
上 述 各 个 机 器 中 的 状态 被 标 以 不 同 的 下 标 ， 即 使 对 从 前 机 器 中 继承 下 来 的 状态 也 是 如 此 。 注 
意 : 这 样 构造 的 机 器 并 不 是 识别 全 1 U01 的 最 简单 的 机 器 。 图 10-16b 是 识别 同一 个 集合 
但 简单 得 多 的 机 咽 。 图 


a) 机 此 识别 的 第 合 


环 始 a) ! 
' 


v1 


1* 01 


1* dl 


图 10-16 识别 2UQ 的 非 确定 型 有 限 状 态 自 动机 


10.4.4 正则 集合 和 正则 文法 
在 10.1 苇 中 介绍 了 短语 结构 文法 ,还 定义 了 各 种 不 同类 型 的 文法 。 特 别 定 类 了 正则 文 
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法 (或 3 型 文法 )， 这 是 一 个 形 好 GG = (V, 卫 ,S,P) 的 文法 ,文法 的 每 个 产生 式 的 形式 是 S 
一 4，A~a 或 A 一 aB， 其 中 a 是 终结 符 ，A 和 B 是 非 终结 符 。 正 如 名 称 所 瞳 示 ， 正 则 文法 
和 正则 集合 之 间 有 具有 紧密 的 联系 。 


定理 2 一 个 集 侣 可 以 由 正则 文法 生成 ， 当 且 仪 当 它 是 一 个 正则 集合 。 


证 首先 证 明正 则 文法 生成 的 集合 是 一 个 正则 集合 。 设 G=(V,T,S,P) 是 一 个 正则 文 
法 .其 生成 的 集合 是 L(G)。 为 证 明 L{G) 是 正则 的 ， 我 们 只 要 移 造 一 个 非 确 定型 有 限 状 态 
自动 机 M = (S,T, 了 ,50; 下 ) 来 识别 L(G)。 对 G6 的 每 个 非 终 结 符 太 ， 状 态 集 S 都 包含 一 个 相 
应 的 状态 ，5 还 包 合 一 个 状态 se， 它 是 一 个 终结 状态 。 初 始 状 态 so 是 从 初始 符号 S 构造 的 。 
M 的 转移 是 根据 G 的 产生 式 按 以 下 方式 构造 的 ; 如 果 Aa 是 一 个 产生 式 ， 则 包括 一 个 对 
输入 a 从 sa 到 si 的 转移 ; 如 果 A 一 aB 是 一 个 产生 式 ， 则 包括 一 个 在 输入 a 上 从 ;。 到 ss 的 
转 称 。 和 终结 状态 集 包 括 s::， 如 果 Sa 是 厂 中 产生 式 ， 则 还 要 包括 sp。 不 难 证 明 ，3M 识别 
的 语言 与 文法 G 生成 的 语言 相等 ， 有 即 L(M)= L(G)。 这 只 要 确定 导致 终结 状态 的 词 即 可 。 
详细 证 明 留 作 练 习 。 口 

在 给 出 上 反方 向 的 证 明之 前 ， 先 说 明 涯 么 构造 一 个 非 确 定型 机 器 ， 能 识别 由 一 个 止 则 诡 法 
识别 的 集合 。 

例 3 构造 一 个 非 确定 型 有限 状态 自动 机 ， 使 之 识别 正则 
交 法 =(V,T,S,P) 生 成 的 语言 ， 其 中 V=10,1,A,Si,7T 
= 10.1}!， 中 的 产生 式 为 S 一 14，3 一 0，3 一 1，4 一 0A， 
4 一 14 和 A 一 1。 


解 ” 图 10-17 是 识别 LtG) 的 非 确定 型 有 限 状 态 自 动机 的 
状态 图 。 这 个 自动 机 是 根据 上 面 证 明 描 述 的 过 程 构造 的 。 在 
这 个 自动 机 中 ，so 是 对 应 3 的 状态 ，51 是 对 应 A 的 状态 ，s， 
是 终结 状态 。 | 图 10.17 识别 LiG) 的 非 确 


现在 来 完成 定理 2 的 证 明 。 定 昏 有 限 状 态 自动 负 

证 ”现在 证 明 ， 如 果 一 个 集合 是 正则 的 ， 则 存在 一 个 正则 文法 生成 亡 。 设 M 是 识别 这 
个 集合 的 一 个 有 限 状 态 机 占 ， 且 具有 性 质 : M 的 初始 状态 so 对 任何 转移 都 不 是 下 一 个 状态 。 
{可 以 根据 练习 14 找到 这 样机 器 ,文法 GG= (CV,T,S,P) 的 定义 如 下 : GG 之 符号 集 V 是 这 
样 形成 的 ， 对 S 的 每 个 状态 和 [中 的 每 个 输入 符号 ， 指 派 V 中 一 个 符号 。 的 终结 符 集 T 
是 GG 中 这 样 符号 构成 的 ， 它 是 根据 了 中 输入 符号 构造 的 符号 。 初 始 符 号 5 是 根据 初始 状态 
so 构造 的 符号 。G 的 产生 式 集 P 是 根据 M 中 的 转移 构造 的 。 特 别 地 ， 如 果 状 态 * 对 输入 a 
谈 到 -~ 个 终 铺 状态 ， 则 P 中 就 包括 产生 式 4, 一 2， 其 中 A, 是 根 将 状态 * 构造 的 非 终 结 符 。 
如 果 状 态 * 对 输入 a 变 到 状态 :， 则 P 中 就 包括 产生 式 A, 一 aA,。PP 中 包括 产生 式 S 一 A4， 当 
有 目 仅 当 AEL(M)。 因 为 G 的 产生 式 对 应 于 MM 的 转 牧 ， 且 导致 终结 符 的 产生 式 对 应 于 导致 
终结 状态 的 转移 ， 因 而 不 难 证 明 蕊 (G)= 工 (AM)。 详 细 证 明 留 作 练 习 。 画 


下 曾 的 例子 说 明 怎 么 根据 自动 机 来 构造 文法 ， 使 得 该 文法 生成 的 语 吉 就 是 这 个 目 动 机 识 
别 的 语言 。 
例 4 求 一 个 正则 文法 ， 使 之 生成 的 集合 是 图 10-18 表示 的 有 限 状态 自动 机 所 识别 的 正 
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畜 1 要 计 癌 本 型 f29 


则 集合 。 

解 ” 生 成 该 目 动 机 也 识别 的 集合 的 文法 为 G=(V,TT， 
S$,P),， 其 中 Vw=1iS,A,B,0,1|}， 其 符号 S，A，B 分 别 
对 应 于 状态 sg，s1 和 s，，T= 0,1}，S 是 初始 符 导 ， 产 、 开始 
生 式 为 S00A,， S18B, Sl1, Si, A—0A, A—= 
IB, A—ml, B00A, B18B 和 B—1, 国 


10,4.5 一 个 不 能 由 有 限 状 态 自 动机 识别 的 语 背 


我 们 知道 ， 一 个 集合 能 鳄 由 有 限 状态 自动 机 识别 当 且 
公 当 它 是 正则 的 。 现 在 来 证 明 存 在 不 是 正则 的 集合 ， 方 法 是 给 出 这 样 一 个 集合 。 证 明 这 个 集 
合 不 是 正则 的 技术 是 一 个 重要 方法 ， 可 以 用 来 证 明 某 类 集合 是 不 正则 的 。 


例 5 集合 i0”1”|n=0,1,2,…| 是 所 有 如 下 的 串 构成 的 : 先是 一 到 0， 后 跟 同 样 个 数 的 
1。 证 明 这 个 集合 不 是 正则 的 。 

解 ” 假 如 这 个 集合 是 正则 的 ， 则 在 在 一 个 有 限 状 态 目 动机 M = (S,I, 耻 ,so; 下 ) 识 别 它 。 
设 N 是 这 个 机 器 中 状态 的 个 数 ， 即 N=1S1。 因 为 M 能 识别 所 有 这 样 构成 的 串 : 先是 一 列 
0， 后 女 同 样 个 数 的 1， 放 它 必 定 能 识别 0N1。 设 sp，s1，52，"…，szN 是 如 下 得 到 的 状态 序 
列 : 以 so 开始， 以 0~1X 中 的 符号 作为 输入 ， 且 满足 51 = (50,0),s52=F(s1,0) ,sw = 了 
(Bw D0) sr = Fg) sn = f(yw-isly)se 注意 san 是 一 个 终结 状态 ， 

因为 只 有 N 个 状态 ,和 根据 额 代 原理 ,在 so，…，sw 这 头 六 +I 个 状态 中 ， 至 少 有 两 个 
是 相同 的 。 候 设 ;s; ，s; 是 两 个 这 样 租 同 的 状态 (0 竺 i 7 夸 NN) ， 则 这 表示 f(s;,0')=s ,其 
中 =i 一 了 j。 由 此 可知 ，t 次 使 用 输入 0 后 ， 可 以 得 到 一 个 从 s, 回 到 它 日 己 的 循环 ， 如 状态 
图 10-19 所 示 。 


10-18 一 个 有 限 状 仿 自 动机 


和 
He 

图 10-19 人 二 所 产生 的 路 径 
现在 考虑 输入 溃 0~0'1 站 =0*?* 1。 此 串 的 前 半 部 分 比 后 半 部 分 多 耻 上 个 连续 的 0。 因 
为 这 个 申 不 具有 形式 0"1” {因为 其 中 0 的 个 数 出 工 的 个 数 多 )， 故 不 能 被 MM 识别， 因而 
FCsg,0* nm) 也 就 不 是 终结 状态 。 但 当 用 0 ' "IW 作为 输入 时 ， 得 到 的 结束 状态 与 以 前 一 
样 ， 即 saw。 甚 理由 是 : 这 串 中 额外 的 + 个 0 只 是 领 着 我 们 党 着 那个 循环 多 走 一 次 ， 并 将 5s, 
再 带 问 它 自 己 (如 图 10-19 所 示 )。 然 后 ， 此 申 的 剩余 部 分 所 导致 的 状态 与 以 前 完全 相同 。 
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这 个 证 盾 证 明了 10712172 = 人 ,1.2,…| 不 是 正则 的 ， 前 


10.4.6 一些 更 强 文 的 机 器 


很 多 计算 都 不 能 用 有 限 状 态 日 动机 来 完成 ， 这 类 机 器 的 局 限 性 是 它们 只 有 有 限 的 存储 ， 
因而 腿 制 了 它们 识别 那些 不 是 正则 的 语言 ， 如 10"1"|%=0,1,2,…|。 因 为 一 个 集合 是 正则 
的 当 且 仪 当 它 是 一 个 正则 交 法 生成 的 语言 ， 例 5 证 明了 没有 正则 文法 能 够 生成 集合 10”1”*|n 
= 人 0,1,2,-…1。 但 是 ， 有 一 个 上 下 文 无关 文法 能 够 识别 这 个 集合 ， 此 文法 就 是 10.1 万 例 5 所 
给 的 文法 。 

由 于 有 限 状 态 自 动机 的 局 限 性 ， 有 必要 使 用 其 他 更 加 强大 的 计算 模型 。 下 推 自动 机 就 是 
这 样 一 个 模型 。 下 推 目 动机 除了 包括 有 限 状 态 上 日 动机 的 所 有 部 件 外 ， 还 有 一 -个 栈 ， 此 栈 能 提 
筑 匹 限 的 存储 。 可 以 将 符号 放 在 栈 项 上 上 上， 也 可 从 栈 顶 提 走 符号 。 下 推 自动 机 以 两 种 方式 识别 
集合 。 其 一 是 ， 如 果 一 个 集合 是 所 有 这 样 的 串 构成 的 ， 当 它们 作为 输入 时 产生 空 栈 ， 则 此 集 
合 能 被 识别 。 其 二 是 ， 如 果 一 个 集合 是 所 有 这 样 的 串 枸 成 的 ， 当 它们 作为 输入 时 导致 终结 状 
态 ， 山 此 集合 能 被 识别 。 可 以 证 明 ， 一 个 集合 能 被 于 推 月 动机 识别 ， 当 且 仅 当 它 层 -- 个 上 下 
文 无 闫 文法 生成 的 语 育 。 

但 是 ， 还 有 一 些 集合 不 能 表示 成 上 下 文 无 关 广 法 生成 的 语言 ， 凤 集合 10*1"2"| n=0,1， 
2,… 上 |。 我 们 将 指出 为 什么 这 个 集合 不 能 被 下 推 自 动机 识别 ， 但 不 给 出 证 时 ， 因 为 还 证 有 介 
绍 所 需 的 方法 。( 但 本 章 末 尾 的 补充 练习 28 给 出 了 一 个 证 明 方 法 。 可 以 使 用 本 来 查看 一 个 
串 是 否 以 一 列 0 开始 ， 后 再 跟 相 同 个 数 的 1， 做 法 是 对 每 个 0 { 尽 雪 人 z 读 到 多 个 有 时) 在 楼 
上 衣 一 个 符号 ， 对 每 个 1 ( 民 要 仅 读 到 上 0 后 面 的 多 个 1 时) 从 栈 中 去 掉 一 个 这 样 符 导 。 但 这 
个 过 程 一 日 完成 ， 楼 就 空 了 ， 也 就 没 法 判断 此 中 中 是 否 还 有 与 和 小 效 相 同 的 一 列 2 

还 有 一 种 比 下 推 自动 机 更 强 六 的 机 器 ， 虽 线性 有 界 自 动机 ， 它 能 识别 诸如 10*1"2"1n = 
0.1,2,… 和 | 的 集 台 。 特 别 地 ， 线 性 有 界 自 动机 人 能够 识别 芋 下 文 相 闫 文法。 但是， 这 些 栅 器 不 
能 识别 短语 结构 交 法 生成 和 的 所 有 语言 ”为 避免 特殊 类 型 机 器 的 局 限 性 ， 我 们 使 用 -- 种 称 为 图 
灵机 的 模型 ， 这 种 机 器 是 以 英国 数学 家 图 灵 ” 命 名 的 、， 阁 灵 和 除了 包括 有 限 状态 自 动机 的 所 


We He We Yn 图 灵 昌 然 是 父亲 和 在 印度 民政 部 供 申 时 学 十 和 蒜 有 ， 人 在 化 蒜 册 后 
他 在 世 担 时 代 就 对 化 学 和 机 机 着 迷 ， 械 过 大 量化 学 实验 。 图 灵 划 就读 上 和 览 国 的 :所 寄宿 学 以 sherbeorne 1431 年 ， 
他 获得 了 人 剖 桥 大 学 皇家 学 院 的 奖学金 。 在 完成 毕 炎 论 实 导 ， 他 钾 选 尺 读 学 筷 的 上 成员. 在 毕 到 论文 中 ， 地 匣 新 安 现 了 统计 
学 中 的 一 个 著名 定理 一 中 心 极限 定理 1935 后 ， 他 对 到 定 问 是 着 了 迷 ， 这 是 伟大 德国 数学 家 希 尔 们 特 提 出 的 个 问题 ， 
问题 在 : 是 天 有 -个 能 用 于 判断 在 何 命 题 尾 痢 为 各 的 - 般 方 法. 图 天 亡 欢 跑步 《在 他 生命 的 后 期 ， 作 为 重要 业余 过 好， 
他 经 常 参加 比赛 1)。 一 天 ,在 跑步 过 后 的 休息 中 ， 他 发 珊 了 解决 旭 定 问题 的 甘 键 思 相 。 在 他 的 解决 方案 中 ， 他 发 明了 现今 
称 为 图 奚 补 的 东西 ， 并 用 它 作 为 计算 机 器 的 最 一 般 模 型 、 利 用 这 个 机 莫 ， 他 发 现 了 一 个 不 能 用 : 般 方 法 判定 的 问题 ， 送 
十 一 个 关于 他 称 为 可 计算 数 的 问 盐 。 

后 1936 到 1938 年 ， 图 灵 在 普林斯顿 支 学 访问 ， 与 丘 奇 【Alonzo Church) 一 起 工作 ， 打 坷 也 解 正 了 了 和希 尔 伯 符 的 判定 
间 题 。 在 1939 年 ， 图 姐 回 到 了 皇家 学 院 。 但 在 第 二 次 世界 大 战 燃 发 期 间 ， 他 进入 了 英国 让 交 部 ， 从 事 对 德国 密码 的 分 析 
工作 ，。 他 对 破解 机 械 的 德国 密 础 机 Enigims 的 密码 作出 了 埋 权 贡献 ， 在 赢得 这 次 战争 中 起 到 了 重要 作用 。 

成 后 ， 图 灵 于 从 事 早 期 计算 机 的 开 败 。 他 对 袖 器 的 思考 能 力 产 生 了 兴趣 ， 他 试 为 如 果 一 台 计 算 机 在 对 问题 的 书面 划 
复 中 与 人 没有 区 别 ， 则 席 该 认为 官 在“ 思考"。 他 还 对 生物 学 感光 起， 曾经 写 过 关于 有 机 体形 式 的 形成 和 发 展 的 书 。1354 
年 ,图 灵 服 氛 化 牺 白 杀 ， 汪 有 留 王 遗言 作 明 确 解 炎 。 也 许 ， 由 证 处 下 饲 性 恋 关系 的 法 律 困扰 和 法 院 强 迫 他 进行 苘 尔 束 治 
疗 以 减少 性 冲动 ， 促 使 他 决定 早点 自己 的 生 介 。 
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有 部 件 外 ， 还 有 一 个 带 ， 其 两 端 帮 是 无 限 的 。 图 灵机 具有 在 市 上 谈 和 号 的 能 力 ， 还 能 沿 着 带 
子 堪 右 移 动 。 图 灵机 人 能够 识别 短语 结 梅 文法 生成 的 所 有 语言 。 另 外 ， 它 还 能 作为 在 计算 机 器 
上 执行 的 所 有 计算 的 模型 。 由 于 这 个 能 力 ， 图 灵机 在 理论 计算 机 科学 中 得 到 了 广泛 得 研究 。 
下 一 节 将 作 简 要 介绍 。 


练习 
1. 用 文字 描述 下 烈 每 个 正好 集合 中 的 串 。 

a) 1°0 by 1 00” ec) 111 (W001 

d) (1U00) e) 00° DD f) (OU1)(0U1) 00 
2. 判断 1011 是 否 属于 下 列 正则 集合 。 

a} 10°1° by 0 (C10 11)" cj 1C01)° 1 

d) 101C0 U1) ce) 10) "(11) 全 1(00)" 1)" 

g) (10)"1011 a) (1U00) (01U0)1 


3. 用 正则 表达 式 宕 达 下 列 每 个 集合 。 
a) 一 个 或 更 多 的 0 后 面 跟 一 个 1 形成 的 串 的 集合 。 
b) 两 个 或 两 个 以 上 符号 后 面 跟 3 个 或 3 个 以 上 0 形成 的 串 的 集合 ， 
c) 一 个 0 前 没有 1 或 一 个 1 前 没有 0 的 串 的 集合 。 
d) 集合 包 售 这 样 的 串 : 先是 个 数 为 2 (mod 3) 的 一 串 1， 后 面 是 偶数 个 0。 
4. 构造 确定 型 有 限 状 态 目 动机 来 识别 下 列 包 会 在 “中 的 集会 (其 中 了 是 一 个 字母 表 )。 
引用 bb 1al c) ial, 其 中 aEJI 
5, 若 4 是 一 个 正则 集合 。 证 明 : A 中 串 的 反串 构成 的 集合 A 也 是 正则 的 。 
6. 求 识别 下 列 集 合 的 有 限 状 态 自 动机 。 


a) | .0! b) i0,11| c) 0,11,000| 
7, 用 克 莱 因 定理 的 证 明 中 描述 的 构造 方法 ， 求 识别 下 列 集合 的 非 确 定型 有 限 状 态 目 动机。 
a) 四 "下 by COUi1)” ec) 01* (00"1 


8. 构造 非 确 定型 有 限 状 态 目 动机 ， 用 它 识 别 正则 文法 如 =(Y, 了 ,5 ,中 ) 生 成 的 语言 ， 其 中 : 
VvV=10,1,S,A,B|,T= 10,1|,S 是 初始 符号 , 产生 式 集合 为 
a) S00A,S—1B,A—0,B—0 
b}) S—1A,S—0,S—i,A—0B,B—1B,B—1 
ce) S 一 1 了 ,SS 一 0,4 一 1A4 40B,A 一 ,4 一 0 有 一 ] 
在 练习 9 一 11 中 ,构造 正则 文法 G=(V,T,S,P), 使 之 生成 的 语言 是 所 给 的 有 限 状 态 
机 识别 的 语言 。 


“OO 


O000-000-0000000000--www.shubulo.com OOO^^ 


硬 32 营 塌 效 党 肥 关 大 朋 


10. 11. 


12. 在 定理 2 的 证 月 中 ， 从 王刚 文法 构造 了 一 个 有 限 状 态 自 动机 。 证 明 : 此 自动 机 识别 这 个 
文法 生成 的 集合 。 

13. 在 定理 2 的 证 明 中 ， 从 正则 文法 构造 了 一 个 有 限 状 态 自 动机 。 证 明 : 此 文法 生成 这 个 自 
动机 识别 的 集合 。 

14. 让 其 每 个 非 确 定型 有 限 状 态 自 动机 等 价 于 过 一 个 这 样 的 非 确 定型 有 限 状态 自动 机 ， 它 的 
官 始 状态 永 不 会 被 骨 次 访问 。 

“15. 设 邮 一 (3 六 5 大) 是 一 个 确定 型 有 限 状态 自动 机 。 证 明 :， M 识别 的 语言 L(M) 是 
无 限 的 ， 当 旦 公 当 存在 一 个 能 被 M 识别 的 词 z 满足 (rs18|。 

“16 , 用 来 证 明 茶 个 集 人 台 不 是 正则 的 一 个 重要 技术 是 又 直 理 。 稍 引 理 表述 为 : 如 果 M =1S， 
T ,FF) 是 一 个 确定 型 有 限 状 态 自 动机 ,> 是 MM 识别 的 语言 LOCM) 中 的 一 个 串 ， 上 了 ) 
3|1S|。 则 存在 1’ 中 的 串 w，%w 和 ww， 使 得 x= wwe, {uvy 过 S| ,i(v) 宇 1, 昌 wvwiw 
L(MD)Cti=0,1,2,…)。 证 明和 泵 引 理 。[ 提 示 : 使 用 例 5 中 的 思想 。] 

“17 .证明 集合 10%*1"1n=0,1,2,…: 不 是 正则 的 。 可 以 使 用 练习 16 中 的 泵 引 理 。 


“18, 证明 集 合 }1” | n=0,1,2,…! 不 是 正则 的 。 可 以 使 用 练习 16 中 的 条 引 理 。 

“19， 汪 明 |0,1i 上 所 有 同文 构成 的 集合 不 是 正则 的 。 可 以 使 用 练习 16 中 的 友 引 理 。{ 提 示 : 
考察 形 如 0N10X 的 串 ,] 

“20 . 证 明 被 有 限 状 态 自 动机 识别 的 集合 是 正则 的 。( 这 是 克 莱 因 定理 的 充分 性 部 分 。) 


10.5 图 灵机 


10.5.1 引言 
本 章 前 面部 分 研究 的 有 限 状 态 目 动机 不 能 虱 为 计算 的 一 般 模 型 ， 因 为 它们 有 其 号 身 的 


Wb. 户 限 性 。 例 如 ， 有 限 状 态 自 动机 虽然 能 识别 正则 集合 ， 却 不 能 识别 许多 很 容易 描述 的 
集合 ， 如 10?12172 关 0 ， 讨 算 机 使 用 存储 才能 识别 这 些 集 合 。 可 以 用 有 限 状 态 自 动机 来 讨 算 
一 些 相 对 简单 的 晒 数 (如 两 个 数 的 和 )， 但 不 能 用 它们 来 计算 计算 机 所 计算 的 函数 (如 两 个 
数 的 积 )。 为 克服 这 些 不 足 ， 我 们 使 用 一 种 更 强 太 的 机 器 ， 称 为 图 灵机 ， 它 是 以 著名 数学 家 
和 计算 机 科学 家 图 灵 (Alan Turing) 的 名 字 命 名 的 ， 他 在 20 寺 纪 30 和 军 代 发 明了 这 种 机 
器 。 

图 灵机 主要 由 -一 个 控制 并 和 一 个 带 组 成 ,控制 头 在 任何 时 候 都 处 于 有 限 多 个 不 同 状 态 中 
的 革 个 状态 ， 带 子 被 分 成 许多 方 格 ， 且 两 端 都 是 无 限 的 。 当 图 灵机 的 控制 兴 澡 着 带子 来 回 移 
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动 时 ， 他 能 名 在 珊 上 读 和 写 ， 并 根据 所 该 购 带 符号 改变 状态 。 图 灵机 比 有 限 状态 自动 机 更 强 
大 ， 因 为 他 有 存储 能 力 ， 而 有 限 状 态 自 动机 却 没 有 。 我 们 将 说 明 宕 么 用 图 灵机 来 识 草 集合 ， 
包 插 识别 有 限 状 态 自 动机 不 能 识别 的 集合 。 还 将 说 明 怎 么 用 图 灵机 来 计算 函数 。 图 灵机 是 计 
算 的 最 一 般 模 型 ， 本 质 上 ， 它 能 做 计算 机 能 做 的 任何 事情 。 


10.5.2 图 灵机 的 定义 


直面 给 出 图 灵机 的 形式 定义 。 之 后 将 根据 它 的 榨 制 头 的 动作 来 解释 这 个 形式 定义 ， 控 制 
涉 的 动作 包括 读 或 写 帝 上 的 符号 及 滞 者 带子 左右 移动 。 


定义 1 图 灵机 丁 = (S$S,I, 了 ,so} 由 下 列 各 部 分 组 成 有 限 状 态 集 5， 包含 空 台 符 B 的 
字母 表 1 ,从 5xIT 到 Sx 了 Xx 1R,L| 的 部 分 函数 f， 及 初始 状态 s0。 


回忆 1.6 节 练 习 39 的 引言 ， 部 分 哺 数 只 对 定义 域 中 的 某 些 元 素 有 定义。 这 意味 着 上 述 
部 分 图 数 了 对 于 茶 些 (状态 ， 符号 ) 对 没有 定义 。 但 对 于 有 定义 的 对 ， 只 有 唯一 一 个 三 元 
组 (状态 符号， 方向 ) 与 之 对 应 。 

为 用 机 器 的 观点 来 解释 这 个 定义 ， 考察 控制 头 和 带 。 如 图 10-20 所 示 ， 带 被 分 成 小 方 
格 ， 且 丙 端 都 是 无 限 的 ， 在 任何 时 刻 其 上 都 只 有 有 限 多 个 非 空 日 符 。 图 如 机 运行 的 每 一 步 动 
作 依 赖 于 部 分 函数 对 当前 状态 和 帝 符 号 的 值 。 


带 在 两 全 片 向 都 是 无 限 的 
任何 时 刻 公 有 有 限 儿 个 韭 空白 小 方 档 


图 10-20 图 灵机 的 胡 示 


在 每 一 步 ， 控 制 头 读 的 是 当前 带 符 号 zx。 如 果 综 制 头 处 于 状态 s;， 且 部 分 函数 了 在 (s， 
zy 处 由 Fr,z)= or 2) 定 祥 ， 则 控制 头 

1) 进入 状态 5。 

2) 在 当前 方 格 中 控 掉 xz， 并 写 上 符号 。 

3) 如 果 妈 = 民 ， 向 右 移 动 一 个 方 格 ; 如 果 d = 工 ， 向 左 移 动 一 个 方 格 。 
我 们 将 这 一 步 写成 五 元 组 (s ,zs' ,7 ' ,9Q)。 如 果 部 分 函数 在 (5s ,x) 处 没有 定义 ， 则 图 灵机 
全 就 悖 机 。 

定义 一 个 图 灵机 的 常用 方法 是 指明 形 如 (s ,x,s’ ,x',d) 的 五 元 组 构成 的 一 个 集合 。 当 
使 用 这 个 定义 时 ， 就 隐 含 地 定义 了 状态 集 和 输入 字母 表 。 

在 运行 开始 的 时 候 ， 总 很 设 图 灵机 处 于 初始 状态 so。， 且 姓 于 带 中 最 左边 的 非 室 白 符 上 。 
如 果 带 中 都 是 空白 符 ， 则 控制 头 可 以 处 于 任何 方 格 上 。 棕 制 头 所 在 的 最 左边 非 空白 符 位 置 称 
为 该 机 冤 的 初始 位 置 。 

下 面 的 例 于 说 明 图 器 机 是 坊 么 运行 的 。 
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例 1 下 列 7 个 五 元 组 定义 一 个 图 灵 
机 于 :spo,0,50:0, R),{s0;,1,s1,1,R), 
(so Bsa,B,R), (8s,0, 50,0, R) ,sl, 
so sO LL) (tsi, B,sa,B,R),(ts ,1, 5s3;0, 
R)。 当 工 在 图 10-21a) 所 示 的 带 上 送 
行 时 ， 最 后 的 带子 大 什么 ? 


和 解 ”在 开始 运行 时 ，T 工 处 于 状态 so， 
且 在 带 中 最 左边 的 非 空白 符 上 。 第 一 步 ， 
撒 据 五 元 组 (so,0,so,0, 展 )， 这 最 左边 的 
非 空白 方略 中 的 人 和， 保持 状态 s。， 在 此 
方 格 中 写 下 0， 问 右 移 动 一 个 方 格 。 第 二 
步 , 根据 五 元 组 (5s0, 1, 51， 1,， RR),， 
读 当 前 方 格 中 的 1， 进入 状态 s1 ， 在 这 
方 格 中 写 下 1， 向 右 移 动 一 个 方 格 。 第 三 
步 ， 和 根据 五 元 组 (sj ,0,s0,0,R)， 读 当前 
方 格 中 的 0， 进 人 状态 so， 在 这 方 格 中 
写 下 0， 向 右 移动 一 个 方 格 。 第 四 步 ， 根 
据 五 元 组 (50,1,s1,1,R)， 读 当前 方 格 中 
的 1, 进入 状态 s1， 在 这 方 格 中 写 下 1， 
向 右 移动 一 个 方 格 。 第 五 步 ， 根 据 五 元 组 
(s1,1,53,0, 工 )， 读 当前 方略 中 的 1， 进 入 
状态 s;， 在 这 方 格 中 写 下 0， 向 左 称 动 一 
个 方 格 。 第 六 步 ， 根 据 五 元 组 ts;,1,s3,0， 
R)}， 读 当前 方 格 中 的 1， 进入 状态 s3， 在 
这 方略 中 写 下 0， 向 右 称 动 -个 方 格 。 最 
后 ， 机 器 在 第 七 步 个 机 ， 因 为 在 这 个 机 器 
的 描述 中 ， 没 有 五 元 组 是 以 (33,0) 开 涉 的 。 蜀 10-21 图 灵机 十 在 图 10-20 所 示 带 上 的 运行 步骤 
所 有 这 些 步 骤 如 图 10-21 所 示 。 

注意 ， 了 将 带 上 第 一 对 连续 的 1 变 为 0 后 停机 。 是 


10.5.3 用 图 灵机 识别 集合 
可 以 用 图 灵机 来 识别 集合 。 为 吐 ， 如 下 定义 终结 状态 的 概 和 您 。 图 灵机 了 的 终结 状态 是 
这 样 的 状态 : 在 描述 了 的 五 元 组 中 ， 些 状态 不 是 任何 五 元 组 的 第 一 个 状态 【例如 ， 例 1 中 


的 状态 Ss3)o 
现在 定义 图 炎 视 识别 一 个 串 的 含义 是 什么 。 纵 定 一 个 串 ， 我 们 在 连续 的 方 格 中 写 下 此 串 


中 的 连续 的 符号 。 
定义 2 设 Y 是 字母 表 上 的 一 个 子 集 。 图 灵机 工 =(S.7 六 5 识别 Y 中 串 x 当 且 仅 
当 ， 若 将 x 写 在 带 上 ，T 从 初始 位 置 开始 运行 ， 旭 工 能 在 一 个 终结 状态 停机 。 称 了 能 识别 
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V ”的 子 集 A ， 如 果 xz 能 被 醋 识 别 当 和 且 仅 当 xz 属于 A。 


注意 ， 为 了 识别 V* 的 子 集 4， 我 们 可 以 使 用 不 在 V 中 的 符号 。 也 就 是 说 ， 输 入 字母 
表 ! 也 许 包含 不 是 VY 中 的 符号 。 这 些 额外 的 符号 常用 来 当 作 标 记 { 见 例 3)。 

什么 情况 下 图 灵机 了 不 识别 Y "中 串 了 呢 ? 答案 是 : 设 xz 的 符号 被 放 在 了 的 带 上 的 
连续 方 档 中 ， 丁 从 初始 位 置 开始 运行 ， 车 工 不 停机 ， 或 者 虽然 停机 ， 但 不 在 终结 状态 停 
机 ， 则 不 识别 zx。 (读者 应 该 明白 ， 这 是 定义 图 灵机 如 何 识 别 和 集合 的 许多 方法 中 的 一 
入 。) 

下 面 的 例子 说 明了 这 个 概念 。 


例 2 求 一 个 图 灵机 ， 使 之 能 识别 第 二 位 是 1 的 二 进 制 申 构 成 的 集合 ( 即 正 则 集合 
OUDICOLU I) )。 


解 ”我 们 想 要 如 下 的 图 灵机 : 它 从 最 堪 边 的 非 空 白带 方 格 开始 运行 ， 然 后 向 右 移动 ， 并 
且 判 断 第 二 个 符号 是 否 为 1。 若 第 二 个 符号 是 1， 则 机 器 应 该 进入 狂 娃 状态 ;如 果 第 一 个 不 
是 1， 则 机 器 不 能 停机 ， 或 者 在 一 个 非 终 结 状态 下 停机 。 

为 构造 这 样 的 图 灵机 ， 应 该 包括 五 元 组 (50, 0, 5 0, R) 和 (5%, 1, 51， 1,，R) 
来 读 第 一 个 符号 ， 并 进 人 状态 ;,。 下 一 步 ， 添 加 五 元 组 (51 ,0,52,0, 民 ) 和 (3s1,1,5;3,1, 民 ) 来 
恋 第 二 个 符号 ， 且 当 这 个 符号 是 0 时 ， 进 入 状态 ;。。 当 这 个 符号 是 1 时 ， 进 人 状态 ssa。 我 
们 不 希望 使 第 二 位 是 0 的 串 也 被 识别 ， 所 以 5; 不 能 是 终结 状态 。 我 们 希望 *; 是 终结 状态 。 
所 以 我 们 要 加 入 五 元 组 (s，,，0，s2，0， 民 ) 。 因 为 我 们 不 想 识 别 空 串 和 只 有 一 位 的 串 ， 所 
忆 还 加 入 五 元 组 (50,B ,sz2,0,R) 和 (5s1,B,s;,0,R), 

由 上 述 7 个 五 元 组 组 成 的 图 灵机 工 在 终结 状态 5; 终止 当 且 仅 当 : 此 二 进 制 输入 上 串 至 少 
有 2 人 位， 并且 第 二 位 是 1。 如 果 此 二 进 制 串 少子 两 位 ， 或 着 其 第 二 位 不 是 1， 则 机 器 将 在 非 
终结 状态 s; 终止 。 国 


对 于 一 个 正则 集合 ， 可 以 构造 一 个 总 是 阿 右 移动 的 图 有 灵机 来 识别 它 〈 如 例 2)。 为 构造 
这 样 的 图 灵机 ， 先 构造 一 个 识别 此 集合 的 有 限 状态 自动 机 ， 然后 再 用 此 有 限 状态 自动 机 的 转 
称 晴 数 构 造 一 个 图 员 机 ， 使 之 总 向 右 移动 。 

下 面 说 明 尝 么 构造 图 录 机 来 识别 非 正则 集合 。 


例 3 求 识别 集合 10"1”*| nn 宇 1| 的 图 灵机 。 


解 ”为 构造 这 样 图 灵机 ， 我 们 使 用 辅助 带 符号 M 作为 标记 。 令 = 10,1| ,T= 10,1， 
M ,好 ii。 我 们 希望 只 识别 Y" 中 的 串 。 我 们 述 有 一 个 终结 状态 %5。 图 灵机 依次 用 M 替换 串 
中 最 左边 的 0， 和 用 M 替换 串 中 最 右边 的 1， 这 样 在 带 上 堪 右 移 动 。 它 能 在 一 个 终结 状态 终 
止 当 有 旦 仪 当 ; 这 个 串 的 构成 是 一 列 和 后 距 一 列 相 同 个 数 的 1。 

虽然 这 很 容易 描述 ， 图 灵机 也 很 容易 执行 ， 但 我 们 想 要 使 用 的 图 爱 机 本 上 身 却 有 点 复杂 。 
标记 M 是 用 来 跟踪 已 经 检查 过 的 最 在 边 和 最 右边 的 符号 。 记 用 的 五 元 组 是 : (50,0,s1,M， 
R},{s ,0,3s1.0, R) (Cs sid, RYECs Ms ML) (tsi ,Bsr BL),(sy sl ,ss M,L), 
C5351 ssasl ,LCsa0, saD, LL), (sa M, ss M,R), (sa 0, sa 0 L), (sa M,so, M,R),(ss, 
M ,so,M,R)。 例如 ， 当 机 器 从 开始 一 直 运 行 到 停机 时 ， 串 000111 将 依次 变 成 M00111， 
MOO1IM，MIMOLIM ，MAMOLMM，MMAML MM ，MAMMMMMI。 (注意 ， 此 上 串 不 是 根据 
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图 灵机 的 操作 芗 又 变化 网。 ) 
解释 这 个 图 灵机 晤 动作 和 它 为 什么 能 识别 集合 10"1"1n 宇 11 将 留 给 读者 作为 练习 {本 市 
未 的 练习 13)。 | 


可 以 证 明 : 一 个 集 仓 能 航 图 灵机 识别 当 且 仅 当 它 是 0 型 文法 生成 的 集合 ， 即 短语 结构 文 
法 生成 的 集 台 。 这 里 略 去 它 的 证 明 。 


10.5.4 用 图 灵机 计算 函数 


图 灵机 可 以 看 作 是 能 求 部 分 函数 的 值 的 计算 机 。 为 理解 这 一 点 ,假设 给 定 输入 捉 zx 时 
图 灵机 本 能 够 停机 ， 且 停机 时 ， 串 y 在 它 的 带 上 。 因 此 可 以 定义 了 (zy=y。 工 的 定义 域 是 
使 工 能 停机 的 捉 构 成 的 集合 。 对 于 输入 x7， 车工 不 停机 ， 则 了 (x) 没有 定义 。 将 图 灵机 
看 成 计算 串 的 隙 数值 的 机 器 是 有 用 的 , 但 怎 公 用 图 灵机 来 计算 定义 在 整数 、 和 整数 对 或 整数 二 
元 组 等 上 的 肾 数 呢 ? 

为 将 贸 灵 机 看 作 是 计算 元 非 负 整数 集合 到 非 负 整数 上 集合 的 沼 数 (这样 的 晃 数 称 为 数 
论 画 数 ) 的 计算 机 ， 需 要 找到 在 带 上 表示 上 元 整数 的 方法 。 为 紫 ， 我 们 使 用 整数 的 一 元 表 
示 ， 有 即将 非 负 整数 nx 表示 成 有 n+ 1 个 1 的 串 。 例如，0 被 表示 成 册 1，5 被 表示 成 虫 
111111。 为 表示 点 死 组 (aa ,141 ,我 们 先 号 n1 +I 个 1, 后 面 跟 一 个 星 号 ,再 跟 x，+1 
个 上 ,再 跟 一 个 星 导 ,等 等 ,以 和 i++L1 个 41 结尾。 例如 ,四 死 组 42,0,1,3) 可 以 表示 成 果 141*1 
* 11* 1111, 

现在 能 将 图 训 机 看 成 计算 一 系列 数论 函数 了 ,1 下。 图 数 全 是 根据 了 在 二 元 
整数 组 上 的 动作 定义 的 ,当然 ,上 元 整数 组 被 表示 成 用 星 号 隔 开 的 一 些 一 元 表示 。 


例 4 构造 一 个 图 灵机 将 两 个 非 负 整数 相 加 。 


解 ” 需 要 构造 图 灵机 来 计算 函数 Flnai,z)= n+ 元 素 对 (ni,zz) 被 表示 成 由 这 样 
的 串 :; 先是 n1+1 个 1, 后面 跟 一 个 星 号 、 和 再 跟 n;+1 个 1。 机 内 了 应 以 这 个 串 必 为 输入 ， 
并 在 带 上 产生 ni1+n;+1 个 1 作为 输出 。 实 现 这 个 任务 的 一 个 方法 如 下 : 机 器 从 输入 串 最 
左 进 的 1 开始 运行 ， 执 行 去 掉 这 个 1 的 步骤 。 若 2 =0， 则 停机 ， 此 时 ， 星 号 之 前 已 没有 1 
了 。 在 剩 下 的 1 中 ， 以 最 左边 的 1 替换 星 号 ， 然 后 停机。 下 列 五 元 组 能 作 到 该 一 点 : 《350，1， 
sirBsR),( si ,sa B,R), (sl ,sa B,R),(s2 ,sol1, R(t, ,5411, R)o 时 


不 举 的 是 ， 即 使 是 煌 对 简单 的 函数 ， 要 构造 图 灵机 来 计算 它 也 是 极为 费力 的 。 便 如 ,在 

许多 书 中 都 有 计算 其 个 非 负 整 数 科 积 的 图 灵机 ， 此 图 灵机 有 31 个 五 元 组 和 11 个 状态 。 如 果 
构造 计算 相对 简单 的 函数 的 图 灵机 都 是 挑战 性 的 ， 那 么 我 们 对 构造 更 加 复 鸭 函数 的 图 话机 还 
有 什么 指望 呢 ?” 简 化 这 个 问题 的 一 个 方法 基 使 用 多 带 图 灵机 { 它 同 时 使 用 不 目 一 个 带子 )， 
并 给 出 构造 复合 画 数 的 多 带 图 灵机 的 方法 。 可 以 证 明 : 对 任何 多 带 图 灵机 ， 存 在 一 个 单 带 图 
灵机 、 使 得 他 们 能 做 完全 相同 的 事情 。 
“25 可 由 图 灵机 计算 的 函数 称 为 可 计算 的 。 可 以 很 直接 地 证 明 ; 存在 不 是 可 计算 的 数论 贾 
5 数 ， 但 要 实际 给 出 这 样 一 个 函数 却 不 容易 。 在 本 节 末 尾 的 练 对 23 中 ， 其 引言 定义 了 
一 个 翌 碌 海 狸 另 数 ， 这 是 一 个 不 可 计算 函数 。 证 明 忙 碌 海 狸 机 数 是 不 可 计算 的 一 种 方法 是 证 
明 它 比 尾 何 可 计算 函数 都 增长 得 快 《 见 练 对 24)。 
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10.5.5 不 同业 型 的 图 灵机 


图 灵机 的 定义 有 许多 变种 。 可 用 很 多 方法 来 扩展 图 灵机 的 能 力 。 例 如 ， 可 以 允许 图 灵机 
在 一 步 中 左 称 、 右 移 或 根本 不 动 ; 允许 图 录 机 操作 多 个 带子 ,a 个 带 的 图 灵机 可 以 几 (2+ 
3n) 元 组 来 描述 ; 允许 带 是 二 维 的 ， 即 在 每 一 步 可 以 上 下 左右 移动 ， 而 不 像 在 一 维 带 上 那样 
只 向 下 或 右 称 动 ; 还 可 以 允许 有 多 个 带头 ,它们 能 同时 读 不 同 的 方 格 。 还 有 ， 可 以 允许 图 灵 
机 是 非 确 定 的 ， 即 允许 (状态 ， 带 符号 ) 对 作为 头 两 个 元 过 出 现在 图 灵机 的 多 个 五 元 组 中 。 
也 可 以 用 多 种 方法 来 前 减 图 灵机 的 能 力 。 例 如 ， 可 以 限制 带 只 在 一 个 方向 是 无 限 的 ; 可 以 限 
制 带 字 母 宕 只 有 两 个 符号 。 图 灵机 的 所 有 这 些 变 种 都 已 被 详细 地 研究 。 

重要 的 是 : 不 管 使 用 哪个 变种 图 灵机 ， 或 使 用 变种 图 灵机 的 哪个 组 合 ， 都 次 不 会 增加 或 
减少 机 器 的 能 力 。 这 些 变 种 的 任何 一 个 能 做 的 事 ， 本 节 定 六 的 图 有 过 机 部 能 做 到 ， 尽 之 亦 然 。 
这 些 变种 之 所 以 还 有 用 ， 是 因为 : 有 些 时 候 ， 在 做 某 些 特 殊 任 务 时 ， 使 用 它们 比 只 使 用 定义 
1 定 交 的 图 灵机 容易 得 多 。 它 们 永远 不 会 革 属 机 噩 的 能 力 。 


10.5.6 匡 奇 -图 灵 论 题 


"5 图 灵机 还 是 相对 简单 的 。 它 只 能 有 有 限 多 个 状态 ， 每 一 次 它们 只 能 在 一 维 带 上 读 或 写 
< 一 个 符号 。 但 结果 表明 ， 图 灵机 是 极其 强大 的 ， 我 们 已 经 看 到 ， 可 以 构造 图 灵机 来 执 
行 数 的 加 法 和 乘法 。 对 于 算法 所 计算 的 特殊 函数 ， 虽 然 很 难 实际 构造 图 灵机 来 计算 它们 ， 但 
这 样 的 图 灵机 总 是 能 够 找到 的 。 这 也 正 是 图 灵 发 现 这 种 机 器 的 目的 。 

去 厅 - 图 灵 论题 是 说 ; 对 于 任何 可 用 有 效 算法 来 解 的 问题 ， 都 存在 解 该 问题 的 图 灵机 。 
可 以 用 大 量 的 证 据 来 说 明 丘 奇 - 图 灵 论 题 ， 但 它 还 是 被 称 为 是 论题 ， 而 不 是 定理 ， 这 是 因 
为 ， 有效 算法 说 明 的 可 解 性 概念 是 非 形式 的 、 且 不 严格 的 ， 相 反 ， 图 灵机 定义 的 可 解 性 概念 
是 形式 的 、 且 是 严格 的 。 当 然 ， 对 于 任何 问题 ， 只 要 它 能 够 用 装备 了 菜 个 语言 写成 的 程序 的 
计算 机 来 解 ， 即 使 使 用 了 无 限 多 的 存储 ， 都 应 该 被 认为 是 有 效 可 解 的 9。 

人 们 发 明了 许多 形式 理论 来 刻画 有 效 可 计算 性 概念 ， 其 中 有 图 灵 的 理论 、 丘 奇 2 的 4 演 
算 以 及 克 莱 因 和 波斯 特 提出 的 理论 。 这 些 理论 表面 上 看 起 来 十 分 不 同 ， 但 令 人 惊奇 的 是 ， 它 
们 都 是 等 价 的 ， 因 为 可 以 证 明 它 们 定义 了 完全 相同 的 函数 类 。 由 此 证 据 可 以 看 出 ， 图 灵 的 思 
想 虽然 是 在 现代 计算 机 的 发 明之 前 形成 的 ， 但 确实 描述 了 计算 机 最 根本 的 能 力 。 


缘 习 


1. 设 本 是 下 列 五 元 组 定 关 的 图 灵机 : (sn 0, 1, 民 (soy lss 0, R},(so01B, si1:0,R), 
Cyrs0 sosl Ltsisl,siO0, R),(s1,B,s2,0,L), 对 于 下 列 初 始 带 ， 判断 工人 停机 时 的 最 


终 带 。 假 设 工 从 初始 位 置 开 始 执行 。 


外 ““ 有 效 可 解 ”在 有 些 参考 节 中 又 称 为 “能 行 可 解 "。 一 译 者 注 
村 全 丘 青 (Alonozo Church ,1903 一 1995) 丘 奇 出 生 于 华盛顿 特区 ， 曾 在 哥 息 根 艰 随 希 尔 伯 特 学 习 ， 所 来 转 到 阿 婚 
A 斯 特 丹 。 从 1927 年 到 1967 年 ， 估 执教 于 普林斯顿 大 学 ，1967 年 调 到 加 州 大 学 洛杉矶 分 校 LUCLA)。 乒 奇 是 特 向 
逻辑 学 会 (Association of Symbolie Logic) 的 创始 人 之 一 。 他 对 可 计算 性 理论 作出 了 实质 性 的 贡献 ， 其 中 包 托 对 判定 问题 揭 解 、 
) 演算 的 发 明 ， 以 下 对 现今 称 为 丘 奇 -图 灵 论 题 的 陈述 。 克 莱 因 和 图 灵 都 是 丘 奇 的 学 生 。 他 在 九 十 岁 生 日 后 还 在 发 表 文 章 。 
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a)} 
b) 
co) 
d) 

. 设 了 是 下 列 五 元 组 定义 的 图 员 栅 ; (50, 0, 5 0, R), (5s0, 1, 5, 0, LL),，{(sn， B， 
si1， 1,， R), (si, 0, s3» 1， RFR), (sg1, 1，s!，1,， R), 31 ， B, 12, U, R), C52， B, 
543， 和， 尺 】。 对 于 下 烈 初 始 带 ， 判 断 荆 停机 时 的 最 鲜 带 。 假 设 工 从 初始 位 置 开 始 执 行 。 
a) 

b) 


. 

3. 对 于 由 于 元 组 Cso ,0,3s0;0 ,RR),(Cs0s1y510,R},{s0,B,s BB,R),{s 00,50,R),( sl, sn; 
1 ,R) 和 (sl 8 呈 , 及 ) 撒 述 的 图 灵机 ,给 定 一 个 二 和 进 制 串 输 入 , 它 能 做 什么 ? 

4. 对 于 由 五 元 组 (50,0,s1,B,R}),(sos1,s1s1,R),Cs10,5110,R),(s1,1, 57,1,R),(s2,0, 
sR (sl 5s30 ,53,0, 540, 民 R} 和 (353,1,54,0, 民 ) 描 述 的 图 妆 机 ， 给 定 一 个 二 进 
制 电 输 人 ， 它 能 做 什么 ? 

5. 构造 一 个 带 符号 为 0,1 和 也 的 留 灵 机 , 它 将 带 上 第 一 个 0 葵 铭 为 1, 而 其 余 符 号 保持 不 变 。 

6. 构造 一 个 带 符号 为 0、1 和 号 的 图 灵机 ， 对 于 给 年 的 二 进 制 输 人 人 串 ， 它 将 带 上 所 有 由 蔡 换 
为 1， 而 所 有 的 1 保持 不 变 。 

7, 构造 一 个 带 符号 为 0、1 和 号 的 图 灵机 ， 对 于 给 定 的 二 进 制 和 输 人 串 ， 它 将 带 上 最 左边 的 1 
以 外 的 所 有 1 替换 为 0， 而 其 余 符 号 保持 不 变 。 

. 构造 一 个 带 符号 为 0、1 和 B 的 图 灵机 ， 对 于 给 定 的 二 进 制 输入 串 ， 它 将 带 上 自 先 出 更 的 

两 个 连续 的 1 替换 为 0， 而 其 余 符号 保 持 不 变 。 

9. 构造 一 个 图 灵机 ， 它 识别 的 集合 是 所 有 以 0 结尾 的 二 进 制 昌 组 成 的 集合 。 

10. 构造 一 个 图 灵 宙 ， 它 识别 的 集合 是 所 有 至 少 包 含 两 个 1 的 二 进 制 串 组 成 的 集合 。 

11. 构造 一 个 图 灵机 ， 它 识别 的 集合 是 所 有 包含 偶数 个 1 的 二 进 制 串 组 成 的 集合 。 

12. 对 于 例 3 中 的 图 灵机 ， 若 从 下 列 每 个 串 开 始 运 行 ， 写 出 其 每 一 步 的 带 内 容 ， 


ba 


Co 


ay O01L by 00011 cy 101100 d) O00111 
13. 例 3 中 的 图 员 机 识别 一 个 串 当 且 仅 当 此 申 具 有 形式 0"1”{ 其 中 n 是 一 个 正 整 数 )， 坛 说 
有 明 原 因 ， 


*14. 构造 识别 集合 102*17|# 汪 0 的 隐 灵 机 。 

*15, 构造 识别 集合 10*1*2212 30| 的 图 灵机 。 

16. 构造 一 个 图 灵机 计算 晴 数 in)= n+2, 其 中 尺 是 非 负 整数 。 

17. 构造 一 个 图 灵机 计算 下 列 函数 当 n3 时 ，f{n)=n-3, 当 w=0,1,2 时 ,f(xn)=0, 其 
中 是非 负 整 数 。 

18. 构造 一 个 图 灵 扫 计算 汪 数 fn)= nn mod 3。 
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19, 构造 一 个 图 灵机 计算 下 列 阻 数 ; 当 nn 宕 5 时 ，fF(n)==3; 当 =0，L，2,， 3 或 4 时， 
ftn)=0。 


20. 构造 一 个 图 灵机 计算 下 列 孙 数 ， 对 于 所 有 非 负 整数 nn 和 ns， fniyn2} 一 n2+2。 
“21, 构造 一 个 图 灵 宙 计算 下 列 苑 数 : 对 于 所 有 非 负 整数 mi 和 xy， 了 ni;n2) = mint n,n2| 
22. 构造 一 个 图 灵机 计算 下 列 函 数 : 对 于 所 有 非 负 整数 ml 和 ns, fl(ni,n2)==n1+ ns+1。 


人 设 B(n) 是 具有 2 个 状态 且 字 母 表 为 11,B1 的 图 灵机 从 空白 带 开 始 运 行 后 在 带 上 所 能 
oa 打印 的 1 的 最 大 个 数 。 根 据 给 定 的 值 ” 确定 B(n) 这 个 间 题 称 为 性 碌 海 狸 问题 ， 该 问 
题 由 拉 多 {Tibor Rado) 于 1962 年 首先 研究 。 现 在 已 经 知道 : B(2)=4,B(3)=6,B(4)= 
13 。o 但 当时 ，B Cn) 等 于 征 么 还 不 知道 。 


"23 . 通过 寻找 下 面 的 图 灵机 来 证 明 B(2) 至 少 是 4; 该 图 灵机 有 两 个 状态 ， 字 母 表 是 11,B1， 
且 在 停机 时 ,， 带 上 有 4 个 连续 的 1。 

“24. 证 明 范 数 B(zay 不 能 用 任何 图 更 机 来 计算 。[ 提 示 : 假设 有 一 个 图 灵机 计算 二 进 制 表示 
的 Br)， 构 造 一 个 图 灵机 工 ， 从 空 带 开 始 ， 写 下 5 的 二 进 制 表示 ， 计 算 了 (= ) 并 表示 成 
二 进 制 数 ， 人 然后 将 B(a) 从 二 进 制 表示 转换 为 一 元 表示 。 再 证 明 : 当 = 充分 大 时 ， 了 的 
状态 个 数 可 以 小 于 Ba)， 导 致 也 盾 。] 


关键 术语 和 结果 


术语 

字母 表 ( 或 词汇 表 ):; 用 来 构造 串 的 元 素 组 成 的 集合 

语言 : 字母 表 上 所 有 审 构 成 的 集合 的 一 个 子 集 

短语 结构 文法 (【V，T，S3S，P): 语言 的 一 种 描述 ， 包 括 字 母 表 WY、 终结 全集 了 工 、 初 始 符 号 
S 和 产生 式 集 PP 

产生 式 岂 一 让 1: 内 要 语 育 的 某 个 捉 中 出 现 了 纪 ， 就 可 将 此 串 中 的 zw 替换 为 wl。 

ti 之 ti 由 让 | 可 直接 派生 ww); ws 是 从 zi 按 如 下 方式 得 到 的 ， 用 产生 式 将 wi 中 的 某 
个 串 蔡 换 为 另 一 个 串 

tw 六 ww2( 由 tul 可 直接 派生 ma): ws 是 从 wi 按 如 下 方式 得 到 的 : 用 一 系列 产生 却 将 某 些 
串 替换 为 男 一 些 捉 

1 型 并 法 : 是 一 种 短语 结构 文法 ,但 其 产生 式 都 具有 形式 zi 一 ia， 其 中 到 1) 志 1 玫 (wz) 或 
wa 二 由 

2 型 (或 上 下 文 无 美 } 文 法 : 是 一 种 短语 结构 文法 ,但 其 产生 式 都 具有 形式 A 一 ww, 其 中 及 是 
一 个 非 终结 符 

3 型 (或 正则 ) 文 法 : 是 一 种 短语 结构 文法 ,但 其 产生 式 的 形式 是 4 一 aB,Aa 或 SA 其 中 
A ,下 是 非 终 结 符 ,S 是 初始 符 ,a 是 一 个 终结 符 

派生 (或 语法 分 析 ) 树 : 一 个 带 根 的 有 序 树 ,其 根 表示 2 型 文法 的 初始 符 , 内 部 结 点 表示 非 终 结 
符 , 叶 表示 终结 符 , 结 点 的 儿子 是 产生 式 右 边 的 符号 , 按 从 堪 到 右上 顺序 排列 ,同时 .父亲 故 


示 的 符号 都 在 左边 
巴 科 斯 -诺尔 范式 : 上 下 文 无 关 文 法 的 一 种 描述 ,在 这 种 描述 中 ,左边 非 终 结 符 相同 的 所 有 产 
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生 式 鹤 合 并 成 一 个 式 子 , 式 子 的 右边 是 这 些 产生 式 不 同 的 右边 ,并 用 竖 线 符 将 其 分 开 , 几 
尖 括 号 将 非 终结 符 括 起 来 , 符 导 一 被 换 成 ;: = 

有 限 我 态 机 器 (3S,T,D,Fgys0)( 或 米利 机 ]: 一 个 六 元 组 ,包括 状态 集 $ ,输入 字母 表 寺 , 输 出 
字母 家 0, 转移 函数 fF( 对 每 个 状态 与 输入 对 ,指派 下 一 个 状态 ) ,输出 函数 g( 对 每 个 状态 
与 输入 对 ,指派 一 个 输出 ) 和 一 个 初始 符 5o 

AB( 有 A 和 B 的 和 连接 }; 册 AA 中 串 和 B 中 串 连 接 而 成 的 串 攀 成 的 集合 

A (A 的 克 菜 因 闭 包 ); 由 上 4 中 任意 案 个 串 连接 而 成 的 串 构成 的 集合 

确定 型 有 限 状 态 自动 机 {S,T, Ps 下): 一 个 五 元 组 ,包括 状态 集 5 , 输 人 字母 表 工 ,转移 困 数 
对 每 个 状态 与 输入 对 ,指派 下 一 个 状态 ) ,初始 符 sg 和 给 结 状态 集 下 

非 确 定型 有 限 状 态 自 动机 (S,1{ ,了 ,50; 下 ); 一 个 五 元 组 ,包括 状态 集 S, 输 人 字母 表 上 ,转移 函 
数 六 对 每 个 状态 与 输 人 对 ,指派 下 一 个 可 能 状态 的 集合 ) ,初始 符 so 和 终结 状态 集 下 

自动 机 识别 的 语言 : 将 自动 机 从 初始 状态 带 到 终结 状态 的 输入 溃 构 成 的 集合 。 

正副 表达 式 : 如 下 递归 定义 的 表达 式 ; 作 ,A 和 每 个 输入 符号 xz 都 是 正则 表达 式 : 当 和 和 是 
正则 表达 式 时 ,AB),(AB) 和 A' 都 是 正则 震 达 式 

正则 集合 ; 正则 表达 式 定义 的 集合 

图 灵机 下 =(S,T,Fso): 由 下 列 各 部 分 组 成 的 加 元 组 : 有 限 状 态 集 S$， 包 会 空白 符 B 的 字 
母 表 了 ， 有 从 Sx 了 到 SxTx+ 玉 : 工 | 的 一 个 部 分 晤 数 ， 初 始 状态 sn 

结果 

对 每 个 非 确 定型 有 限 状 态 自 动机 ， 存 在 一 个 确定 型 有 限 状 态 委 动机 ， 它 们 识别 相 僻 的 集合 。 

克 某 因 定 理 : 一 个 集合 是 正则 的 ， 当 生 仅 当 它 可 和 由 一 个 大限 状 态 上 自动 机 玉 识 别 

一 个 集合 是 正则 的 当 且 仪 当 它 可 由 一 个 正则 文法 生成 。 


复习 题 


1. ay 定 浆 担 语 绪 构 文法 
by “一 个 捉 可 以 由 短语 结构 文法 从 串 w 派生 出 来 ”的 含义 是 什么 ? 
2. a) 什么 是 短语 结构 文法 生成 的 语言 ? 
b) 设 短语 结构 文法 G 如 下 : 词汇 天 为 {5 ,0,1| ,终结 符 集 为 工 = 10,11， 初 始 符号 为 S， 
产生 式 为 S 一 000S 和 5S-~*1。G 生成 的 语言 是 什么 ? 
c) 给 出 生成 集合 i01"| n=0,1,2,-…|1 的 短语 结构 文法 。 
3. a) 定义 一 个 I 工 型 文法 。 
b) 给 出 一 个 是 文法 却 不 是 1 型 文法 的 例子 。 
c) 定 人 多 2 型 文法 。 
d} 第 出 一 个 是 1 型 文法 孝 不 是 2 型 文法 的 例 寺 。 
e) 定义 一 个 3 型 文法 (或 上 下 文 无 关 文法 )。 
f}) 给 出 一 个 是 2 型 文法 却 不 是 3 型 文法 的 例子 。 
4. a) 定义 一 个 正则 文法 。 
b) 定义 一 个 正则 语言 。 
c) 第 出 一 个 是 3 型 文法 者 不 是 正则 文法 的 例 于 
d) 证 明和 集合 i0*1"7|mm ,n=0,1,2,… 是 一 个 正则 语言 。 
. a) 什么 是 巴 科 斯 ~ 诺尔 范式 ? 


Ch 
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b) 选择 英语 的 一 个 子 集 ， 给 出 其 巴 科 斯 - 庶 尔 范式 。 
6. a) 什么 是 一 个 有 限 状 态 机 ? 
b) 怎么 用 有 限 状 态 机 建立 下 列 自动 售 货 机 的 模型 : 它 只 接受 15 分 硬币 ， 在 放 八 ?33 分 之 
后 ， 它 发 售 一 简 软 饮料 。 
7. a) 和 什么 是 一 个 串 集合 的 克 莱 因 闭 包 ? 
b) 求 集 合 111.0i 的 克 莱 因 闭 包 。 
8. a) 定义 一 个 有 限 状 态 自 动机 。 
b) “一 个 捉 由 一 个 有 限 状 态 自动 机 识别 ”的 含义 是 什么 ? 
9, a) 定义 一 个 非 确定 型 有 限 状 态 自 动机 。 
by 试 证 :对 每 个 非 确定 型 有 限 状 态 自动 机 ， 存 在 一 个 确定 型 有 有 限 状 态 自 动机 ， 它 们 识别 
相同 的 语言 。 
10. a) 定义 一 个 集合 1 上 的 正则 表达 式 集 。 
b) 解释 怎么 用 正则 永 达 式 表示 正则 集合 。 
11. 叙述 克 莱 因 和 定理。 
12. 试 证 : 一 个 集合 可 由 正则 文法 生成 当 且 仅 当 它 是 一 个 正则 集合 。 
13. 络 出 一 个 不 能 由 有 限 状态 自动 机 识别 的 集合 的 例子 ， 并 证 明 没 有 有 限 状态 目 动机 人 能够 识 
别 它 。 
14. 定义 一 个 图 灵机 。 
15. 描述 怎么 用 图 灵机 来 识别 集合 。 
16. 描述 怎么 用 图 灵机 来 计算 数论 函数 。 


补充 练习 
'] , 求 识 别 下 列 每 个 语言 的 一 个 短语 结构 文法 。 
a) 形 如 好 "1" 的 二 进 制 数 串 的 集合 ,其 中 2 是 一 个 非 负 整数 。 
b) 二进制 数 串 的 集合 : 其 中 0 的 个 数 是 1 的 个 数 的 两 倍 。 
c】 形 如 zz 的 二 进 制 数 串 的 集合 ， 其 中 w 是 二 进 制 数 串 。 
咏 . 求 产 咎 集合 ! 作 "|n 宇 01 的 一 个 短 诺 结构 文法 。 
三 练习 3 和 4 中 ，G=(V,T,S,P) 是 一 个 上 下 文 泡 美文 法 ,其 中 V=1(,),S,A,8|,T= 
1{,Y|，S 是 初始 符号 , 产生 式 有 SA,， AAB, A 了 *B, B™ (A), B™ (), Sio 


3. 构造 下 列 串 的 泊 生 树 。 
al (0)) b) CC)) c) CC)())) 
“4. 证 明 L(G) 就 是 第 3 章 中 定义 的 括号 的 合式 串 集 合 。 
称 一 个 上 上 下文 无 闫 无 法 是 歧义 的 ,如 果 L(G) 中 有 一 个 词 有 两 个 派生 ， 和 且 将 这 两 个 派生 
看 作 带 根 的 有 序 树 时 ， 产 生 两 个 不 同 的 派生 树 。 
5. 设 文法 G=(V,T,S,P) 为 : V =10,S|,T= 10}，S 是 初始 符号 ， 产 生 式 有 S05,，5 
~ S00 和 S 一 0。 桔 造 09 的 两 个 不 同 派生 树 ， 从 而 证 明 G 是 歧义 的 。 
6. 设 文法 G=(V,T,S,P) 为 :V =10,S1, 攻 = (0),S 是 初始 符号 ， 产 生 式 有 5 一 05 和 5S 一 
0。 证 明 G 是 非凡 义 的 。 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUUA^A 


642 牙 改 绕 学 受 荐 位 万 


7. 设 A 和 各 B 是 V* 的 两 个 有 限 子 集 ， 鞭 中 Y 是 一 个 字母 表 。 问 |AB|= 1)BA | 肯定 成 立 吗 ? 
8. 设 7 是 一 个 字母 表 ，4 ， 日 和 已 是 Y ”的 子 集 。 证 明 或 反 到 下列 各 式 。 
a) ACBUC}~ ABUAC 
b) A(BNMNC)= ABNAC 
C) ACBC)}= (ABI)C 
d) (AUB) = AUB 
9. 设 VW 是 一 个 字母 表 , A 和 B 是 V' 的 子 集 。 从 4 全 了 能 否 推 出 ACB? 
10. 正则 表达 式 (270U Q2” 办 * 表示 的 串 集合 是 什么 ( 捉 的 符号 在 集合 10,1,2| 中 )? 


如 下 递归 定义 集合 1 上 正则 宕 达 式 的 星 高 度 及 (FE): 
h(t)=0; 
者 xET, 则 k(x)=0; 
车 Ei ,EE 是 正则 表达 式 , 则 EU)= 有 h(EBE)) =maxlh(B),h(R)1; 
车 E 是 正则 表达 式 , 则 h(E) h(E)+1。 


11. 求 下 列 正 则 表达 式 的 星 高 度 : 
a} OL by O° 
c) 《信介 入 d) (COD) 
e) OO XI OL) AOLI) 0) fy AAO 1 0) 1) 
“12 . 对 下 列 每 个 正则 表达 式 ， 求 一 个 表示 相同 语言 但 具有 最 小 星 高 度 的 正则 表达 式 。 
a) 《人 生生 bb) (C0001°0)") ce 《QU Ui’) 
13. 构造 一 个 带 输 出 的 有 限 状 态 机 ， 若 到 目前 为 止 读 到 的 二 进 制 数 笨 人 音 中 含有 4 个 或 4 个 
以 上 的 1， 它 则 町 出 1。 然 后 崩 构造 一 个 确定 型 有 有 限 状 态 自 动机 来 识别 这 个 集合 。 
14, 构造 一 个 带 输出 的 有 限 状 态 机 器 。 者 到 目前 为 止 读 到 的 二 进 制 数 输入 上 串 中 会 有 4 个 或 4 
个 以 上 连 急 的 1， 它 则 和 输 坦 1。 然 后 再 构造 一 个 确定 型 有 限 状 态 扫 动机 来 识别 这 个 集合 。 
15. 攀 造 一 个 带 输 出 的 有 限 状态 机 器 ， 寿 到 目前 为 止 许 到 的 二 进 制 数 输 入 昌 以 4 个 或 4 个 以 
上 连续 的 1 结尾 ， 它 则 输出 1。 然 后 青 构造 一 个 确定 型 有 限 状 态 自 动机 来 识别 这 个 集合 。 
16. 在 有 限 状 态 机 中 ， 称 状态 ;是 从 状态 s 可 达 的 ， 如 果 存 在 输入 串 z 使 得 f(s,x)= 一 ，。。 称 
状态 是 内 变 的 , 看 没有 非 空 输入 串 了 使 得 gz)=s。 称 状态 s 是 一 个 沉积 点 ， 辱 对 
于 任意 输入 串 x 都 有 f(s ,xw)= 5。 对 下 列 状态 图 所 示 的 有 限 状 态 机 ， 回 管 间 题 a) 到 
d)s 
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ay 哪些 状态 是 从 so 可 达 的 ? 
b) 哪些 状态 是 从 ;2 可 达 的 ? 
c) 哪些 状态 是 瞬 变 的 ? 
d) 哪些 状态 是 沉积 点 ? 
“17 . 设 集合 S$, I 和 0O 都 是 有 痕 集 合 , 且 | Si=n,|1l=&,10|l=m。 
a) 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 有 限 状 态 机 {米利 机 )(S,T,O ,了 f,g,s0)( 其 中 的 初始 状态 so 可 
以 任意 选择 )? 
by 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 摩尔 机 {5S,IT,O 〇 ,fg ,s0)( 其 中 的 初 馈 状态 s 可 以 任意 选择 )? 
“18 . 设 集 合 S 和 7 是 有 限 集合 , 且 |1S;==n,|11|= 上 &。 在 下 列 情形 下 ， 存 在 多 少 个 不 同 的 有 
限 状态 自动 机 <5，1， 了 了 ，so，F) (其 中 的 初始 状态 so 以 及 由 号 的 终结 状态 构成 的 子 
集 下 可 以 任意 选择 )? 
a) 如果 机 器 是 确定 型 的 。 
b) 如 果 机 器 是 非 确 定型 的 。( 注 : 这 包括 确定 型 机 痪 。) 
19 . 对 于 具有 如 下 状态 图 的 非 确 定型 自动 机 ， 构 造 一 个 与 之 等 价 的 确定 型 有 限 状 态 上 自动 机 ， 


20. 练习 19 中 的 自动 机 识别 的 语言 是 什么 ? 
21. 档 造 有 限 状 态 自 动机 识别 下 列 集 合 : 
a) 0*° C10)" b) {O1111) 10” 01) c) (O01U (11)°")" 
"22 求 表 示 由 0 和 1 组 成 的 下 列 串 集合 的 正则 表达 式 ， 
a) 偶数 个 1 与 奇数 个 和 0 交替 出 现 。 
b) 和 包含 至 少 2 个 连续 的 0 或 3 个 连续 的 1。 
c) 不 包含 3 个 连续 的 0 或 2 个 连续 的 1。 
"23 . 试 证 : 若 4 是 一 个 正则 集合 ,， 则 A 也 大。 
“24. 试 证 : 车 及 和 BB 都 是 正则 集合 ， 则 AN1B 也 是 。 
*25., 求 识别 由 人 0 各 1 组 成 的 下 列 串 上 集合 的 有 限 状 态 上 自动 机 ; 
a) 以 不 超过 3 个 连续 的 0 开始 ， 且 至 少 包 含 2 个 连续 的 1。 
b) 包含 倘 数 客 个 符号 ， 且 不 售 101。 
c) 有 3 个 由 2 个 或 2 个 以 上 的 1 组 成 的 块 ， 且 有 至 少 2 个 0。 


:26 用 10.4 节 的 练习 16 所 给 的 豪 引 理 证 明 :; 10 12E 下 不 是 正则 的 。 

“27. 用 10.4 节 的 练习 16 所 给 的 录 引 理 证 明 : 11*?|p 是 塞 数 | 不 是 正则 的 。 

*28, 对 于 上 下 文 无 闫 语言 ， 有 与 正则 集合 的 豪 引 理 类 似 的 结果 。 设 L(G) 是 上 下 文 无 关 语 计 
OQ 识别 的 语言 。 此 结果 是 : 存在 常量 N， 如 有 果 z 是 L (GG) 中 的 一 个 词 ,， 有 是/(zxj 宇 NN， 
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则 zz 可 以 写成 auorry， 其 中 以近 NTTuz)E1 且 wo 属于 L(G)(i =0D, 1 .2， 
3, pe 用 这 个 结果 证 明 ， 不 存在 直 干 文 无 关 文 法 上 G 满足 i012 二 0,1,2,…*|。, 
计算 机 题目 


写 出 具有 下 列 输入 和 输出 的 程序 。 


1. 给 定 短语 结构 文法 的 产生 式 ， 根 据 乔 姆 斯 基 分 类 方法 ， 判 断 此 文法 所 在 的 类 。 

"2 .给 定 一 个 上 下 文 无 关 文 法 的 产生 式 和 一 个 串 ， 如 果 这 个 串 在 此 文法 生成 的 语言 中 ， 产 生 
这 个 串 的 派生 树 。 

. 给 定 一 个 摩尔 机 的 状态 表 和 一 个 输 人 捉 ， 产 生 此 机 器 生成 的 输 当 串 。 

, 给 定 一 个 米利 机 的 状态 表 和 一 个 输入 串 ， 产 生 此 机 器 生成 的 输出 捉 。 

, 给 定 一 个 确定 型 有 限 状态 自动 机 的 状态 表 和 一 个 牛 ， 判 断 这 个 捉 能 涯 由 此 自动 机 识别 。 

. 给 定 一 个 非 确定 型 有 限 状态 自动 机 的 状态 表 和 一 个 串 ， 判 断 这 个 串 能 否 由 此 自动 机 识别 。 

“7 . 给 定 一 个 非 确定 型 有 限 状 态 自 动机 的 状态 表 ， 构 造 一 个 识别 相同 请 言 的 确定 型 有 限 状态 
自动 机 的 状态 表 。 

“*8 . 给 定 一 个 正则 表达 式 ， 构 造 一 个 非 确 定型 有 限 状 态 自动 机 识别 这 个 表达 式 表示 的 集合 。 

9. 给 定 一 个 正则 文法 ， 构 造 一 个 有 限 状 态 自动 机 识别 这 个 文法 生成 的 语言 。 

10. 笃定 一 个 有 限 状态 自动 机 ， 构 造 一 个 正则 文法 生成 这 个 自动 机 识别 的 诸 言 。 

1 . 给 定 一 个 图 灵机 ， 求 一 个 给 定 的 输 人 串 所 产生 的 输出 串 。 


计算 和 研究 
用 一 个 计算 程序 或 体 已 经 写 出 的 程序 做 下 列 练 习 ， 


1 . 如 下 解 两 个 状态 的 忙碌 海 狸 问题 ,检查 所 有 具有 两 个 状态 且 字 母 表 为 !1,B; 的 图 灵机 。 
2. 如 下 解 3 个 状态 的 忙碌 海 猩 问题 : 检查 所 有 具有 3 个 状态 且 字 母 表 为 {1,B1 的 图 灵机 ， 
““3. 如 下 求 4 个 状态 的 忙碌 海 狸 机 器 : 检查 所 有 具有 两 个 状态 且 字 其 表 为 {1,B1| 的 图 关机 。 
"4. 尽力 解 5 个 状态 的 忙碌 海 狸 问题 ， 进 展 越 多 越 好 .。 

“5, 尽力 解 6 个 状态 的 忙碌 海 狸 问题 ， 进 展 越 多 越 好 ， 


写作 题目 
用 课 林 以 外 的 资料 解决 下 列 问题 ， 并 写成 短文 。 
, 描述 怎么 用 一 个 利 登 梅 耶 系统 (Lidenmeyer system) 来 建立 某 种 类 型 植物 的 生长 模型 
利 登 梅 耶 系 统 用 带 产 生 式 的 文法 来 建立 植物 生长 的 各 种 不 同方 式 的 模型 
2. 对 于 各 种 各 样 的 程序 设计 语言 ， 如 Java，LISP，ADA 和 数据 库 语言 SQL， 纵 出 描述 其 全 
法 的 巴 科斯 -诺尔 范式 规则 。 
. 解释 在 网 络 协 议 研究 中 ， 怎 么 使 用 有 限 状 态 机 。 
. 解释 概念 “有 限 状 态 自动 机 极 小 化 ”。 给 出 一 个 程序 来 实现 这 个 极 小 化 。 
. 纵 出 细胞 自动 机 的 定义 ， 解 释 它 们 的 应 用 (以 “生命 的 游戏 ”(Game of Life) 为 例 }。 
. 定义 下 扒 自 动机， 解释 怎么 用 下 推 自动 机 来 识别 集合 。 下 推 自 荡 机 能 识别 哪些 的 集合 ? 
给 出 验证 你 的 答案 正确 性 的 证 明和 祝 要 。 


mn 


pk 


i 
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7. 定义 线性 有 界 自动 机 ,解释 怎么 用 线性 有 界 自动 机 来 识别 集合 。 线 性 有 界 自动 机 能 识别 
哪些 的 集 人 台 ? 给 出 验证 你 的 答案 正确 性 的 证 明 概要 。 

8. 查找 图 灵 对 现 称 为 图 灵机 的 机 器 的 原始 定义 。 他 定义 这 样机 器 的 动机 是 什么 ? 

9. 描述 “通用 图 灵机 ”(Umniversal Turing Machine) 的 概念 。 解 释 怎么 构造 这 样 的 机 器 。 

10. 解释 能 够 用 非 确定 型 图 灵机 而 不 能 用 确定 型 图 灵机 的 应 用 种 类 。 

11. 证 明 一 个 图 灵机 能 够 模拟 一 个 非 确 定型 图 灵机 的 任何 动作 。 

12. 证 明 一 个 集合 能 被 图 灵机 识别 当 和 且 仅 当 它 能 由 短语 结构 文法 生成 。 

13. 描述 4 演算 的 基本 概念 。 解 释 怎 么 用 它 来 研究 函数 的 可 计算 性 。 

14. 试 证 : 一 个 具有 n 个 带 的 图 灵机 能 微 的 任何 事情 ， 本 章 所 定义 的 图 灵机 也 都 能 做 。 

15. 试 证 : 一 个 在 两 个 方向 都 有 无 限 带 的 图 灵机 能 做 的 任何 事情 ， 只 在 一 个 方向 有 无 限 带 的 
图 灵机 也 都 能 做 。 
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附录 A 指数 画 数 和 对 数落 数 


本 附录 将 复习 指数 函数 和 对 数 阔 数 的 一 些 基本 性 质 。 本 教材 从 头 到 尾 都 要 用 到 这 些 性 
质 。 需 要 对 这 些 材 料 司 更 深入 复习 的 学 生 ， 可 以 参考 微 积 分 教材 或 其 先 修 教材 ， 俩 如 在 “ 推 
荐 读物 ”中 提出 的 那些 教材 。 
A.1 指数 薄 数 

设 n 是 一 个 正 整 数 ，b5 是 一 个 固定 的 正 实数 ， 隔 数 记 (nn) = p" 是 由 

hln)= pb"=6b bb 

定义 的 ， 其 中 等 式 的 右边 是 nx 个 因子 5 相 科 。 

由 微 积分 理论 知 : 可 以 对 任意 实数 x 定义 沙 数 (x)= 58。 函数 记 (x) = 68: 称 为 以 5 为 
底 的 指数 函数 。 对 于 以 为 底 的 指数 六 数 ， 当 z 不 是 整数 时 ， 其 函数 值 的 求法 将 略 去 。 

正面 的 年 理工 给 出 了 指数 罗 数 的 两 个 重要 性 质 。 它 们 及 其 相关 性 质 的 证 明 可 以 在 微 积 分 
教科 书 中 找到 ， 

定理 1 设 5 是 一 个 实数 ， 则 

i) pr ?= bi, 

1) (Ch)? = Db, 

图 1 证 一 些 指数 国 数 的 哆 数 图 。 


己 


一 


0 ] 2 
图 1 底 为 二 、2 和 5 的 指数 函数 的 图 形 


A.2 对 数 函 数 


设 & 是 一 个 实数 ， 有 上 且 5 交 1， 则 指数 函数 87 是 严格 递增 的 ( 微 积分 证 明 的 一 个 事实 )， 
昌 是 从 实数 集 到 非 贷 实数 集 的 一 个 一 一 对 应 ， 因 而 就 有 反 孙 数 ， 此 反 函 数 称 汐 以 5 为 底 的 
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对 数 和 台数。 换 名 话说， 和 如果 已 是 一 个 大 于 1 的 实数 ，x 是 一 个 正 实数 ， 则 
bs = 
这 个 图 数 和 在 xz 处 的 值 称 为 以 5 为 底 工 的 对 数 。 
由 定义 可 以 看 出 
leg 人 三 工 
定理 2 给 出 了 对 数 的 几 个 重要 人 性质 。 


定理 2 设 上 5 是 一 个 大 于 1 的 实数 ， 则 
i) 当 x 和» 都 是 正 实数 时 ,logyp (ry) = logrr +iogsyo 
ii) 当 x 是正 实 数 时 ，log, (x ) = ylogpro 


证 因为 log,fzy) 是 满足 bY!) = zy 的 唯一 实数 ， 所以， 为 证 明 第 1 部 分 ， 只 要 证 明 
br jos = yu 根据 定 捍 1 的 第 1 部分， 我 们 有 


bse + baoy = bloserb ls 
-ny 

为 证 明 第 2 部 分 ,只 要 证 明 br = zy?。 根 据 定理 1 的 第 2 部分， 我 们 有 

presr = (Boe )» 

Se 中 
下 面 定理 将 两 个 不 同 底 的 对 数 联 系 在 一 起 。 
定理 3 设 4 和 6 是 大 于 1 的 实数 ，z 是 正 实数 ， 则 
logax = logsx /logsa 

证 ”为 证 明 这 个 结果 ， 只 要 证 明 

bBo iogie = x 
根据 定理 1 的 第 2 部 分 ， 我 们 有 


plog, zlogse 过 《六 gw og 


这 就 完成 了 证 明 。 口 


本 教材 中 ， 最 常用 的 对 数 的 底 是 2， 所 以 我 们 用 记 呈 logz 来 记 logzx。 
2 是 函数 f(x) = logxz 的 图 形 。 根 据 定 理 3, 如 果 底 占 不 是 2, 所 得 的 西数 是 logz 的 第 


数 迟 , 即 (] /ogb )logx。 
颖 习 


1. 将 下 列 每 个 数 表示 成 2 的 习 徊 。 
a) 2 .92 b) (22)3 c) 92) 
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了 


图 2 对 数 男 效 站 x ) = logz 的 图 形 


2. 求 下 列 各 式 的 值 。 


a) log,1024 b) log»1/4 Ch logs®B 
3. 设 logyx = 二 vy， 求 下 烈 各 式 的 值 。 
a) log2s x b) logsx c) logie Tt 


二 4. 设 a，5 和 c 是 正 实数 。 证 明 a = ceoger。 

5, 当 5 为 下 列 值 时 ， 夯 出 F(x) = &7 的 图 形 。 
ai) 3 by 173 c) 1 

6. 当 5 为 下 列 值 时 ， 男 出 fx) = logyzr 的 图 形 。 
a) 4 b) 100 cj 1000 
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附录 B 伪 代 但 


i 在 本 教材 中 ， 用 英语 和 伪 代 码 两 种 语言 来 描述 算法 。 伪 代码 是 过 程 步 队 的 英语 描述 和 
2 实际 程序 设计 语言 的 过 程 说 明之 间 的 一 个 中 间 步 骤 。 使 用 伪 代 码 的 优点 在 于 它 的 简单 
性 和 可 理解 性 ， 它 很 容易 被 写 出 来 ， 也 容易 从 它 产 生 实 际 的 计算 机 代码 (用 各 种 各 样 的 程序 
设计 语言 )。 

在 这 个 附录 中 ， 我 们 描述 本 教材 中 使 用 的 伪 代 码 的 格式 和 语法 ,这 种 伪 代 码 的 基本 结构 
与 Pascal 的 非常 类 似 ， 而 Pascal 是 目前 最 广泛 用 于 教学 中 的 一 种 程序 设计 语 育 。 但 我 们 使 用 
的 伪 代 码 比 正式 的 程序 设计 语言 要 自由 得 多 ， 因 为 许多 步 又 都 可 以 使 用 英语 来 描述 。 

本 附录 不 是 一 个 正式 的 学 习 材 料 ， 相 反 ， 应 该 把 它 当 作 学 生 的 参考 指南 。 当 学 生 在 学 习 
课文 中 算法 的 描述 时 ， 或 在 写 练 习 的 伪 代 码 求解 时 ， 可 以 使 用 它 。 


B.1 过 程 语 铝 


算法 的 伪 代 码 描述 以 语句 procedure 开始 ， 这 个 语句 给 出 算法 的 名 称 、 列 出 输入 变 元 和 
描述 每 个 输入 变 元 所 具有 的 类 型 。 例 如 ， 语 名 


procedure maximum (上 :整数 州 表 ) 


是 一 个 算法 的 伪 代 码 描述 中 的 第 一 个 语句 ， 此 算法 的 名 称 是 maximum ， 它 要 求 一 列 整 数 的 
最 大 值 。 


B.2 赋值 语句 和 其 他 语句 类 型 


妊 值 语句 是 用 来 对 变 元 进行 厂 值 的 。 在 赋值 语句 中 ,， 堪 边 是 变 元 名 ， 右 边 是 一 个 麦 达 
式 ， 表 达 式 中 可 以 包含 常量 、 已 被 国 什 的 变 元 和 过 程 定 义 的 画 数 。 右 边 可 以 包 会 任何 常见 的 
算术 运算 。 本 书 中 的 伪 民 码 还 可 以 包含 任何 已 经 定义 的 运算 ,即使 这 些 运 算 要 需 用 实际 程序 
设计 语 育 中 的 许多 语句 才能 实现 。 

赋值 用 符号 = 表示 。 这 样 ， 贼 值 语句 的 形式 为 


变 元 :三 表达 式 
例如 ， 语 名 


nar 一 全 


将 < 的 值 赋 给 变 元 mar 。 也 可 以 使 用 如 下 语 何 : 


z 二 列表 工 中 的 最 大 整数 


它 将 z 的 值 置 为 到 表 L 中 的 最 大 整数 。 要 将 这 个 语句 翻译 成 实际 程序 设计 语言 ， 可 能 需要 
不 止 一 个 语句 。 同 时 ， 可 以 用 命令 
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A ee eed ie 


来 交换 a 和 65, 虽然 能 够 将 这 个 语句 表示 成 多 个 赋值 语 避 《( 见 本 符 录 的 练习 2)， 但 为 简单 起 
见 ， 我 们 经 党 使 用 这 个 伪 代 码 的 简写 形式 ， 


B.3 命令 块 


可 以 将 许多 硬 句 分 成 块 来 执行 复 末 过 程 。 这 些 块 用 begin 和 end 语句 来 划分 ， 块 中 的 所 
有 语句 都 按 相 同 的 他 卫 网 进 。 


| bepin 
诺 名 1 
| 

| 

| 


语句 2 
语句 3 


语句 


end 


所 中 的 所 有 语句 按 顺 序 执行 。 
B.4 注释 


在 本 书 的 伪 代 码 中 ， 以 花 括号 括 起 来 的 庄 句 是 不 执行 的 ， 这 样 的 计 句 被 用 作 注 释 或 提 
小， 帮助 解释 过 程 是 怎么 运行 的 。 鲍 总， 可 以 用 语句 


jz 是 上 中 的 最 大 元 素 ; 辆 
来 提醒 读者 ， 在 过 程 的 那个 地 方 ，x 等 于 列表 工 中 的 最 大 元 素 。 
B.5 条 件 结构 

我 们 将 使 用 的 最 简单 的 条 件 结构 是 


或 者 


讶 条 件 then 
begin 
语 铝 堪 


ni 


执行 时 ， 首 先 检查 条 件 ， 如 果 它 为 真 ， 则 执行 所 给 的 语句 。 人 例如， 在 2.1 市 的 算法 1 ( 它 求 
一 个 整数 集合 的 最 大 值 ) 中 ， 用 条 件 语句 来 检查 mar<a; 是 否 对 每 个 变 元 都 成 立 ， 如 果 是 ， 
就 将 ai 的 值 周 给 mar。 

常常 要 用 更 一 般 的 (条件 } 结构 。 这 种 结构 不 仅 在 一 种 情形 下 ( 当 所 给 的 条 件 为 真 时 ) 
能 够 使 用 ， 在 男 一 种 情形 下 条 忻 为 假 ) 时 了 世 能 使 用 。 这 种 结构 是 
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让 荣 件 then 语句 1 
else 语 何 2 


注意 ， 语 名 1 和 2 都 可 以 用 一 个 程序 块 来 替代 。 有 了 时候 ， 还 要 用 更 一 般 形式 的 条 忻 缚 构 ， 这 
种 结构 是 

证 条 件 1 then 语句 1 

else 评 条 忻 2 then 语 何 2 

else 证 条 件 3 then 语 名 3 


else 半 条 件 n then 语句 xn 

else 语 包 n+1 
在 使 用 这 种 结构 时 ， 若 条 件 1 为 真 ， 则 执行 语句 1， 然 后 程序 就 退出 此 结构 。 如 果 条 件 1 为 
假 ， 则 程序 检查 条 件 2 是 否 为 真 ; 如 是 ， 则 执行 语句 2; 等 等 。 这 样 ， 如 果 前 面 n 一 t 个 条 
忻 都 不 成 立 , 但 条 件 # 成 立 ， 则 执行 语句 m。 最 后 如 果 条 件 1、 条 件 2、 条 件 3、… 、 条 件 
2 都 不 成 立 ， 则 执行 语句 n + 1。 注 意 ，n + 1 个 语句 中 的 任何 一 个 都 可 用 一 个 程序 块 来 替 
代 。 


B.6 循环 结构 
本 书 的 伪 代 码 中 ， 有 两 种 循环 结 攀 ， 第 一 是 “for 结 攀 ”， 它 的 形式 是 


for 杰 元 一 起 始 慎 to 站 来 值 
语句 


for 变 元 := 起 始 慎 tm 结束 慎 
begin 
语句 块 


erid 


循环 开始 时 ， 车 起 始 值 小 于 或 等 于 结束 值 ， 则 将 起 始 值 赋 给 变 元 ， 并 在 变 元 的 这 个 值 下 ， 执 
行 结 构 尾 部 的 语句 。 然 后 变 元 的 值 增加 1， 并 在 变 元 的 这 个 新 值 下 ， 再 执行 这 个 语句 (或 语 
名 块 中 的 语句 )。 这 样 一 直 重 复 下 去 ， 直 至 变 元 达到 结束 值 。 在 执行 这 个 命令 之 后 ， 奕 元 等 
于 结束 值 ， 并 且 算 法 继续 进行 到 下 一 个 语句 。 如 果 起 始 值 超过 结束 值 ， 循 环 中 的 任何 语句 都 
不 执行 。 

下 列 伪 代码 用 “for” 人 循环 结 构 求 正 整 数 1 到 n 的 和 。 


fori := 1ion 


sunr := swunt + 1 


本 书 中 还 用 一 种 更 一 般 的 “for” 语 句 ， 其 形式 是 
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for 具有 某 种 性 质 的 所 有 元 如 | 


它 的 会 义 是 : 对 具有 某 种 性 质 的 所 有 元 素 ， 跟 在 它 后 面 的 语句 或 语句 组 将 相继 被 执行 。 
我 们 使 用 的 第 二 类 循环 结构 是 “while” 结 构 ， 其 形式 是 


while 条 件 


语句 


while 条 件 
begin 
语句 抉 


eT 


在 执行 这 个 结构 时 ， 首 先 检查 所 纵 的 条 件 ， 竺 为 真 ， 则 执行 其 后 面 的 语句 ， 这 次 执行 可 能 政 
变 某 些 变 元 的 值 ， 而 这 些 变 元 蚌 条 件 的 一 部 分 。 在 这 些 命 令 执行 完毕 后 ， 若 条 件 仍然 为 真 ， 
则 再 执行 这 些 语句 。 此 过 程 一 直 执 行 到 条 件 变 成 假 为 止 。 鲍 如 ， 可 以 用 下 列 包 省“while 的 
伪 代 码 自 来 求 整数 1 到 ?的 和 。 


sunt 一 几 
while 2 >0 
beginm 
SU :二 3811 tn 
:一 站 一 ] 
end 
注意 ， 任 何 “feor” 结 枸 都 可 转换 为 “while” 结 构 【 见 本 附录 结尾 的 练习 3), 但 “for” 
结构 更 容易 理解 。 所 以 ， 只 要 适合 时 ， 就 优先 使 用 “for” 结 构 而 不 是 对 应 的 “while” 缩 构 。 


B.7 在 过 程 中 使 用 其 他 过 程 


在 一 个 过 程 内 部 还 可 以 使 用 其 他 过 程 〈 或 在 递归 程序 中 使 用 其 自身 )， 方 法 是 写 出 这 个 
过 程 的 名 称 ， 后 而 再 跟 上 此 过 程 的 输入 。 例 如 : 


mazrtlL) 
将 执行 输入 为 工 的 过 程 mar。 当 这 个 过 程 中 的 所 有 步骤 都 执行 完毕 后 ， 再 继续 执行 这 个 过 
程 的 下 一 | 个 语 何 。 
练习 


1. 下 列 两 个 赋值 语 和 名 块 的 区 别 是 什么 ? 
0 :二 pp 
pe 
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如 二 四 
2. 用 由 值 语句 构造 一 个 过 程 来 交换 变 元 x 和 y 的 值 。 所 需 巾 值 十 名 的 最 少 个 数 是 什么 ? 
3. 说 明 怎 样 用 “while” 结 枸 来 写 形式 为 
for i := 起 始 值 to 结束 值 
”语句 
的 循环 ? 
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第 1 章 

1.1 地 

1. a) 是 ,TT b) 是 ,下 cj 是 ，T dj 是 ,下 
e) 不 是 1) 不 是 g) 是 ，T 


3, a) 今天 不 是 星期 四 。 
b) 新 洋 西 州 有 污染 。 


cj 2+1 关 3。 
d) 缅 因 剂 的 复 天 不 热 或 阳江 不 明媚 。 

3. al pAo b} pA™Tg cj 一 起 六 mg d) pV 
e) po f) (pV a)A(p—7g) gq™p 
7.a) 7p by pA no cj pg d) Tp ig 

©) pu 和 9 六 一直 g) gp 


9. a) False ( 假 ) b) True【 真 1 cc) True ( 直 ) gd) True ( 真 ) 

e) True ( 真 ) 人 True ( 真 ) gg) False ( 假 ) h) True【 真 ) 
11.a) 同 或 : 如 果 你 学 过 微 积 分 或 计算 机 科学 ,或 两 者 都 学 过 ， 就 可 以 选修 离散 数学 。 异 
或 : 如 果 和 你 学 过 微 积分 或 计算 机 科学 ,但 并 非 两 者 都 学 过 ， 就 可 以 选修 离散 数学 。 这 
里 很 可 能 想 表 示 的 是 同 或 。 
同 或 ， 你 可 以 拿 回 操 ， 也 可 以 得 低 息 贷款 ,你 也 可 以 既 辣 回扣 又 得 低 息 贷款 。 蜡 或 : 
你 可 以 拿 回 扣 ， 也 可 以 得 低 息 贷 球 ,但 不 能 既 拿 回扣 ,又 得 低 息 贷款 。 这 里 很 可 能 
想 表 示 的 是 异 或 。 
同 或 : 你 可 以 从 站 列 选 两 项 ， 不 选 也 列 ; 你 也 可 以 不 选 A 列 而 从 B 列 选 三 项 ; 你 述 
可 以 共 选 五 项， 和 包括 和 列 两 项 和 昌 列 三 项 。 异 或 : 你 可 以 从 A 列 选 两 项 ， 也 可 议 从 
下 列 选 三 项 ， 但 不 能 都 选 。 这 里 很 可 能 想 表 示 的 是 恒 或 。 

d) 同 或 : 2 英尺 多 的 雪 或 冷风 零下 100 度 (华氏 ), 或 两 者 均 具备 ,学校 将 停课 。 异 或 : 

2 英尺 多 的 雪 或 冷风 零下 100 度 ， 但 并 非 两 者 均 具 备 ， 学 校 将 停课 。 这 里 很 可 能 想 表 
示 的 是 同 或 。 

13.“ 如 果 我 问 你 右边 的 路 是 否 通 向 废 坟 ， 你 会 说 是 吗 ?” 
15. a) 东北 风 吹 就 下 二 。 

b) 温暖 帮 能 持续 一 周 ， 革 果树 就 会 开花 。 

c) 看 活塞 只 赢得 冠军 ， 那 么 他 们 打败 了 湖人 只。 

d) 如 果 你 登 上 了 裔 峰 顶 ， 那 你 必定 已 走 了 8 英里 【1 英里 =1.6 公里 }。 

es) 如果 你 老 界 闻名 ， 就 能 做 终 且 教授 。 


b 


Ta 


Te 
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f) 如 果 你 驾车 超过 400 英里 ， 就 得 买 汽 油 了 。 
g) 如 果 你 的 保 禾 单 有 效 ， 你 购买 CD 机 必定 还 不 是 90 天 。 
17. a) 当 且 仅 当 外 边 很 热 时 你 才能 买 普 激 淋 卷 。 
b) 当 且 包 当 你 手持 唯一 的 胜 券 时 才能 赢得 比赛 。 
c) 当 且 仅 当 你 有 关系 时 才 会 得 到 提 拨 。 
d) 当 且 仅 当 你 看 电视 时 思想 才 会 衰退 。 
ej 当 且 仅 当 我 琵 坐 火车 的 日 子 ， 它 才 会 允 点 。 
19. a) 道 命题 :“ 只 有 今天 下 雪 ， 我 明天 才 去 滑雪 。” 搞 位 命题 : “如果 我 明天 不 滑雪 ， 那 么 
今天 一 定 没 有 下 雷 。” 
b) 道 命题 :“ 如 果 我 今天 来 上 课 ， 就 会 有 测验 。” 和 换 位 命 冲 : “如 果 我 今天 不 来 上 课 ， 就 
不 会 有 测验 。 
cj 道 命题 : “如果 一 个 正 整数 没有 1 和 它 自 身 以 外 的 除数 ， 它 就 是 素数 。 和 搞 位 命题 : 
“如 果 一 个 正 整数 有 既 不 是 1 又 不 是 它 自 己 的 除数 ， 它 不 是 素数 。 
21. 
a) b) 


(ppY Tg 


Cpai*tpAg) 
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29. a) 按 位 或 是 111 1111; 按 位 并 是 000 0000; 按 位 异 或 ( 按 位 加 ) 是 111 1111。 
b) 按 位 或 是 1111 1010; 按 位 并 是 1010 0000; 按 位 异 或 ( 按 位 加 ) 是 0101 1010。 
ec) 按 位 或 是 10 0111 1001; 按 位 并 是 00 0100 0000; 按 位 异 或 ( 按 位 用 ) 是 10 0011 
1001 。 
d) 按 位 或 是 111ill1 1111 ; 按 位 并 是 00 0000 0000; 按 位 异 或 【 按 位 加 )》 是 11 1111 
1111。 
31. 0.2, 0.6 
33. 0.8, 0.6 
35. 不 一 致 。 
37.， NEW AND JERSEY AND BEACHES, (JERSEY AND BEACHES) NOT NEW 
39, 按 薪 水 减少 的 硕 序 ; 人情 雷 德 、 表 吉 、 杰 尼斯 。 
41, 侦探 可 以 断定 胃 管 家 和 厨师 培 谤 ， 但 不 能 判断 究竟 是 园丁 还 是 飞 役 说 真 话 。 


1.2 节 
1. 等 价 关 系 由 下 表 中 相应 两 列 的 一 致 推出 。 


{phiVv tphr) 


二 
本 
D9 
富村 可 
区 
本 
本 
TT 
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p+"{pYu) 


(phgl~tp—y) 


"tf poy) 如 


. 对 每 种 情 襄 都 证 明 只 要 前 提成 立 ， 结 论 就 成 立 。 
a) 如 果 前 题 pg 成 真 ， 那 么 根据 合 取 的 定义 ， 结 论 p 必 为 真 。 
5) 如 果 前 题 p 成 真 ， 根据 析 取 的 定义 ,结论 pV g 也 为 真 。 
c) 如 果 况 题 ~p 成 真 ， 亦 即 p 为 假 ， 那 么 结论 pq 为 真 。 
Q) 如 果 前 题 p A g 为 真 ， 却 么 和 9g 均 为 真 ， 所 以 结论 pg 为 真 。 
z) 如 果 前 题 -(p 一 g) 为 真 ， 那么 p 一 g 为 假 ， 所 以 户 为 在 【同时 g 为 假 )。 
请 如 果 前 题 -tp 一 gq) 为 真 ， 那么 pp 一 g 为 假 ， 所 以 户 为 真 而 4 为 恨 。 因 而 结论 mg 为 真 。 

11. a) 如 果 pp 为 真 ， 那么 pV (pAg) 为 真 ， 因 为 析 取 中 第 一 项 为 真 。 男 一 方 而 ， 如 果 pp 为 

假 ， 那么 p Ag 为 假 ， 所 以 pY {pAg) 也 为 假 。 由 于 户 各 Y(tpAg) 总 是 有 同样 的 
真 值 ， 人 它们 等 价 。 

5) 如 果 p 为 假 ， 那 么 pA(p Yq) 也 为 假 ， 因 为 合 取 中 第 一 项 为 假 。 另 一 方面 ， 如 果 
为 真 ， 那 么 由 于 pV 9 为 真 ， 所 以 会 取 的 两 项 均 为 真 。 由 于 pp 和 户 A(tpYg) 总 是 有 
同样 的 真 值 ， 它 们 等 价 。 

13. 唯一 能 使 这 一 蔓 含 关系 为 假 的 情况 是 "9 Ap->g) 为 真 而 ”pp 为 假 。 由 ”p 为 假 知 p 必 为 
真 。 由 -了 oA 信 (p 一 9) 为 真 ， 知 -gq 必 为 真 ， 从 而 g 为 假 。 由 p 为 真知 pq 必 为 假 ， 而 这 
是 不 可 能 的 。 

15. 这 些 命题 不 可 能 敢 辑 等 价 ， 因 为 当 p、q 和 了 全 为 假 时 ，(p 一 q) 一 r 也 为 假 , 但 p 一 (gq 
7 ) 为 真 。 

17. 命题 "pg 为 真 当 且 仅 当 -p 和 gq 有 同样 的 真 值 ， 也 就 是 p 和 qq 有 不 同 的 真 值 。 类 似 地 ， 

pe* gq 在 完全 同样 的 情况 下 为 真 。 所 以 这 两 个 表达 式 肥 辑 等 价 。 


me 
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19. 命题 -Cp 一 q) 为 真 当 且 仪 当 pogq 为 假 ， 即 p 和 gq 有 不 同 的 真 值 。 由 于 这 恰恰 就 是 -pe*qg 
为 真 的 情况 ， 所 以 这 两 个 表达 式 退 辑 等 价 ，。 

, 如 果 取 两 次 对 住 ， 那么 每 个 Y 先 变 成 A ， 又 变 回 Vi; 每 个 A 先 变 成 Y， 又 变 回 A; 每 个 
T 先 变 为 Ff， 再 变 回 T; 每 个 下 先 变 为 T， 骨 变 回 F。 因 此 (s*) =so 

. 令 户 和 为 内 全 运算 符 信 、YV 和 ~--， 以 及 TT 和 下 的 等 价 复合 命题 ,注意 mp 和 "gq 也 等 
价 。 反 滥用 德 摩根 定律 尽 可 能 把 “ 往 这 些 复合 命题 中 推进 ， 同 时 改 Y 为 人， 改 入 为 Y， 
政 T 为 FE、 改 了 为 T。 这 样 能 证 明 " 户 和 ”ce 与 和 4 是 一 样 的 ， 只 是 其 中 的 原子 入 题 
被 它 的 非 命 是 所 代替 。 由 此 可 断定 六" 和 q' 也 等 价 ， 因 为 -~p 和 -9 等 价 。 

25. (pAaADTr}yV (pA oAr}yVv (nphogAhr) 

27. 对 给 定 的 复合 命题 p， 构 造 其 真 值 表 ， 然 后 用 析 取 范式 写 下 一 个 退 辑 等 从 于 p 的 命题 gq。 

由 于 gg 只 涉 及 -、A 和 YV ， 这 就 证 明了 这 三 个 运算 符 构 成 一 个 功能 完全 集 。 

29. 根据 练习 27， 给 定 一 个 复合 命题 产 ， 我 们 可 以 写 出 一 个 只 会 "-、A 和 VY ， 且 与 p 逻辑 等 
价 的 命题 og。 根 据 德 摩根 定律 ， 我 们 可 以 用 -pyV Tpz VY 2pi) 联 代 (plA payA*… 
人 p.)， 从 而 消去 所 及。 

,在 户 或 或 两 者 均 为 假 时 ，”( 产 Ag) 为 真 ; 当 户 和 9g 均 为 真 时 ，T(pAg) 为 假 。 由 于 
这 就 是 plg 的 定义 ， 所 以 这 两 个 复合 命题 逻辑 等 价 。 

33, {pVY gq) 在 pp 和 9 均 为 假 时 为 真 ， 否 则 为 假 。 由 于 这 是 py 9 的 定义 ， 两 疹 逻 辑 等 价 。 

35. ((py py gy (py py a) 

37. 从 真 值 表 或 pl 9 的 定义 可 直接 得 出 结论 。 

39.16 

41. 若 数据 库 是 打开 的 .那么 或 者 系统 置 于 初始 状态 ， 或 者 监督 程序 置 于 关闭 状态 。 


1,3 节 


.a) T b) T ch 下 
.8a) T by F c)F dj F 
. a) 有 个 学 生 除 周末 外 每 天 都 花 5 个 多 小 时 在 课堂 上 。 
b) 所 有 学 生 除 周末 外 每 天 都 花 5 个 多 小 时 在 课堂 上 。 
c) 有 个 学 生 并 非 除 周末 外 每 天 都 花 5 个 多 小 时 在 课堂 上 。 
d) 没有 学 生 除 周末 外 每 天 都 花 5 个 多 小 时 在 课堂 上 。 
, 站) Sarah Smith 已 经 访问 过 www .att. come 
b) 至 少 一 个 人 已 访问 过 www,inmdb ,org。 
c) Joes Drez 已 经 至 少 访 问 了 一 个 网 站 。 
d) 至 少 有 一 个 网 站 是 Ashok Puri 和 Cindy Yoon 都 访问 过 的 。 
e) 除 David Belcher 以 外 还 有 一 个 人 访问 过 David Beleher 已 访问 过 的 所 有 网 站 。 
f) 有 两 个 不 同 的 人 已 访问 过 完全 同样 的 网 站 。 
,a) Jr (Pr)A Q(T)) 
by jx P(A TQ z)) 
c}y Yr Pir)YV Q(T)) 
d}) Yz (P(r)YV Q(T)) 


2 


| 


2 


tL 


3 


jk 


EF oO) ek 


站 


已 
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ll1.a) YrL(x,Jerry) 
bj VrjIvLtir,y) 
ec) dyY¥ xLtixr,y) 
d) YYxjdy TL( (zx,Yy) 
e) Izx "LiLydia,zr) 
1) Ixzvy L(y, xT) 
g) drtVvoyL(y, rT AY z(t VwL{iw, es) > = x)) 
h) 3zIytr yAL(tLynn xz}AL(tLynn yi MYVztL(iLynn,2) (z= XY = yy))) 
DD) YrLir,sr) 
j) dry y(tL(ixr ye 人 一 
13.a) 点 (Lois,Michaels， 
b} VrtStr) AC(r,Gross)) 
C) 时 区 (下 (一 (和 (人 ,Miller VV AtCMiller, zx))) 
d) xfSfzTAWYIFIYT) 一 (zy 
e) Jx(F(rIA VY y(tSty) > i ACYy, r))) 
DD) VylFly) Ir(Str)VY ACE y))) 
g) JxtFOr)AY y(t FOy IACyELTI rr A(T, y))) 
h) IJx(S(rz) A YoytFly) ri ALYy,r))) 
15. a) 7M(Chou, Koko) 
b) MCArlene, Sarah) MM "TT(Arlene, Sarah) 
c) MCDeborah, Jose) 
d) YY zxM(z ,ken) 
e) Yr "T(r,Nina) 
和 VY rt Tr,AviNV Mux,Avi)) 
g} IxyY ytyAr> Mr, y)) 
hy 3xYy yy Mr y)YV T(r,y))) 
i) J x Fyry AM( ry A Muy, xr)) 
i)) IxM( rx,x) 
Ky Fx Vy ry Mr yA Ty, 1))) 
DD Yr(Iy(rA yA(MCOyY, TOV Tly, x)))) 
m) 3zIy(rAy AM ry A Ty, Lr)) 
n) JzrIy(trAA yh Y ztrz 天 工 上 zy Mr eV RE 是 
2)))) 
17, ay Y zxP (x), 其 中 P(xz) 为 “x 需要 一 门 离散 数学 课 ”"， 论 域 是 所 有 计算 机 科学 的 学 生 
集合 。 
by IxzP (zxz)， 其 中 (zx) 为 “zx 有 台 PC (计算 机 )”"， 论 域 是 班 上 所 有 学 生 的 集合 。 
cy Yx39yP (lr,y)， 其 中 P(x,y) 为 “z 选修 y ， z 的 论 域 是 班 上 所 有 学 生 的 集合 ，y% 
的 论 域 是 计算 机 科学 课程 的 集合 。 
dj) 3z3 委 (tryy)， 其 中 己 (rz，y) 以 及 之、y 的 论 域 同 c)。 


rn lh EE 
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e) FIT yP (ryy) ,其 中 Ptx,y) 为 “x 去 过 yy" 的 论 域 是 班 上 所 有 学 生 的 集合 ，? 
的 论 域 是 校园 内 所 有 楼 房 的 集合 。 

zyYz (Plz,y) (rz))， 其 中 P(z,y) 为 “x 在 y 中，Q (wxw,x) 为 “zr 去 
过 zx”, 其 中 x 的 论 域 是 班 上 所 有 学 生 的 集合 ，y 的 论 域 是 校园 内 所 有 楼 了 房 的 集合 ，z 


的 论 域 则 是 房间 的 集合 。 

gE) ryyIz (Pize,y)AQ(r, 2z)), 其 中 PP、 QQ@ 及 x ，y、z 的 论 域 与 从 相同 。 
19. ah T b) 下 

c) 下 d) FF 

e) 个 1 F 
21.a) True . b}) False c) True 

d} Truc e) True fy True 

g) True h) True i) False 

]) False k) True I) False 


23. a) pl(l1,3)YV p(2,3)Y p(3,3) 
b) pll,1D)APp(12)A Pp(1,3) 
Cj) pilDAPO2IA pI 3)A pl2,1} A p(2,2) 
Apl2,3)A PI3 TDA pp(3,2)A pl3,3) 
d) p(tl ,YYV pl,2)Y pl MY pl2,1) YY pl(2,2) 
V pC2,3)YV pl) YV pl3,2) YY prt3,3) 
e) Cp DA pO A pM YY CP IDA PI22) A pl2,3)) 
V tpl3,1)A pl(3,2) A pl3,3)) 
{) Cp(L DV PO pl) ACpIL 2 pl2,2) VY pl(3.2)) 
A(PplT,3Y p(2,3) YY p(t3,3)) 
25.3)} JIJrdy "P(r,Y) 
b) dy¥Yx "P(x,Yy) 
c) yd3x(TPtr yA Rr, y)) 
dj (¥YxyyPlr yD))V(tdxrdy Q(T, Y)) 
e) JV yz piriy eV Yedy plr,y,z)) 
27. a) 有 条 会 说 话 的 狗 。 
b) 班 上 有 人 民法 语 和 俄语 。 
c) 班 上 有 这 样 的 同学 ， 在 任何 沿 门 不 同 的 数学 课 中 ， 要 么 这 两 门 他 都 没 选 ， 要 么 他 就 
选 了 这 两 站 。 
d) 每 个 人 要 和 已 访问 过 利比亚 ,要么 从 未 访问 过 利比亚 以 外 的 任何 国家 。 
e) 有 人 已 攀登 过 西 马 拉 雅 出 的 每 座 山 峰 。 
f) 有 个 大 既 没 和 Kevin Bacon 出 演 辣 一 部 电影 ， 也 没 和 任何 与 Kevin Bacon 出 演 过 电影 
的 人 人 出演 同 一 部 电影 。 
20. YrVYyYzttr ye = rly: ze)) 
31. 2a) Yr(Plri> "QQ(r)) 
b) YrtQ(r) rR(r)) 
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ce) 是 (Th 下 (了 让) 
d) 得 不 出 结论 。 也 许 有 爱 虚 荣 的 教授 ， 因为 前 提 并 不 排除 在 无 知 囊 之 外 还 有 过 蚜 及 的 
信人。 

33.a) YrtPlr)j> 7 Q(tr)) 

b) Vx(Riri* TS(r)) 

c) 下 (和 (Cr 用 

d YrtPlri> 7 R(r)) 

e) 结论 成 立 。 盆 定 = 是 个 婴 刀 ， 那 么 根据 第 1 个 前 握 ，z 是 缺乏 逻辑 的 。 于 是 由 第 3 
个 前 提 ，x 受 上 正视。 第 2 个 前 提 说 如 果 xz 能 管 住 鲍鱼 就 不 受 歧 视 ， 所 以 x 管 不 住 鳄 
人 鱼 。 

35,. T(z VY yp lr ye VY rTY yp I Yr dy "p(x,y) 

37. z 论 域 中 至 少 有 一 个 值 使 P(x) 和 Q(z) 中 至 少 一 个 成 真 时 ， 两 个 语句 均 为 真 。 

39. a) 若 六 为 真 ， 两 边 都 摧 辑 等 价 于 xp (x)。 若 态 为 假 ， 左边 显然 为 假 。 此 外 ， 对 每 
个 zz，p (x)AB 为 假 ， 所 以 右边 为 假 。 因 此 两 边 逻 辑 等 价 。 

b) 若 4 为 真 ， 两 边 均 逻 辑 等 从 于 jxP (xz)。 若 A 为 假 ， 诺 边 显 然 为 假 。 此 外 ， 对 每 
个 工 ，P (rzr)AA 为 假 。 所 以 jx (P(x)AA) 为 假 。 因 此 两 边 逻 辑 等 价 。 

41. 为 证 明 不 是 迎 辑 等 价 ， 邻 P {7 ) 为 语句 “zz 为 正 ”，Q (x) 为 语句 “x 为 信 ”"”， 论 域 为 整 
数 集 合 。 于 是 xP(x)A 了 xQ(zI) 为 真 , 但 3 x(Ptr) 信 Q(x) 为 假 。 

43. a) 假定 YxP(r)A xzQ(zr) 为 真 ， 那么 对 所 有 x，p (zx) 为 真 ， 而 且 有 个 元 如 y 
使 日 (y) 为 真 。 因 为 P(x)AQ(y) 对 所 有 x 成 真 ， 而 是 有 yy 使 Q (ty) 成 实 ，Yx3y 
(P(rz) 人 Q(ty)) 为 真 。 反 过 来 ， 假定 第 2 个 命题 为 真 。 令 x 为 论 域 中 的 一 个 元 率 。 
有 元 素 vy 使 Q (y}) 为 真 ， 所 以 导 xQ(x) 为 真 。 由 于 xzP(x) 也 为 真 ， 所 以 第 1 个 节 
题 也 为 真 。 

b) 假定 YYzrPfr)Y3xzxaertz) 为 真 。 那 么 要 么 对 所 有 工 ，P (zx) 为 真 ; 要 么 有 y， 使 
QQ (vy) 为 真 。 在 第 1 种 情况 下 ，P(x) VQ(y) 对 所 有 xz 成 真 ， 所 以 Yx3y(Plzx}V 
Q(y)) 为 真 。 在 第 2 种 情况 下 ， 对 特定 的 y，Q (y) 成 真 ， 所 以 P(x)Y Q(ty) 对 所有 
z 成 真 ， 从 市 Y¥YxIjy(Plz)VY Q(y)) 成 真 。 反 过 来 ,假定 第 2 个 命题 为 真 。 如 果 PP 
{x) 对 所 有 z 为 真 ， 那 么 第 1 个 命题 为 真 ， 省 则 P (xz) 对 某 个 工 为 假 ， 对 这 一 工 上 类 
有 sy 使 P (xz) VY Qly) 成 真 。 因 此 QQ (y) 必 成 真 ， 于 是 9 xQ(y) 为 真 。 这 样 第 1 个 命 
题 为 真 。 

45. a) 工 rue 
b》 Fatse， 有 中 非 论 域 只 舍 一 个 元 素 。 
cj True 

47. I zp(r) A YryY yp lr) Ap(ly rr = y) 

49. 我 们 将 要 说 明 ， 在 表达 式 的 子 表达 式 均 可 转换 为 前 束 范式 《PNF) 的 人 稍 况 下 ,怎样 把 这 
个 表达 式 转 换 为 前 束 范式 。 这 样 从 内 向 外 就 可 以 用 这 一 方法 把 所 有 表达 式 转 换 为 前 束 范 
式 。({ 要 使 论证 形式 化 ， 就 得 使 用 集合 土 的 数学 归纳 法 ， 这 一 方法 在 3,3 节 讨 论 。) 由 
1.2 节 的 练习 29 可 知 ， 可 以 假定 命题 中 只 使 用 逻辑 联 缚 符 V 和 和 一。 注意 不 带 量 词 的 命题 
已 经 是 前 束 范式 的 形式 。( 这 是 论证 的 基本 情况 。) 现在 假定 命题 是 QrP (z) 形 的 ， 其 中 
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妨 为 量词 。 因 为 Ptz) 是 比 原 命题 短 的 表达 式 ， 它 可 以 转换 为 PNF。Qx 后 面 跟 上 这 
PNF 仍 是 PNF， 它 等 价 于 原 合 题 。 其 次 ,假定 命题 为 " 卫 。 如 果 卫 已 经 是 PNF 形式 的 ， 
我 们 可 以 用 表 3 的 等 价 美 系 把 否定 符号 一 称 到 所 有 其 词 内 层 。 最 后 ,假定 命题 为 PY 
形 的 ， 其 中 P 和 各 昌 均 为 PNF。 如 果 只 有 PP 和 QQ 中 的 一 个 会 量词 ,那么 用 练习 38 可 以 
把 量词 称 到 它们 两 个 前 前 面 。 如 果 P 和 Q 均 含 量词 ， 可 以 用 练习 37、 抽 或 43b) 重 写 
PY Q， 和 使 两 个 量词 都 岂 现 在 形 为 RV S 的 命题 之 前 ， 然 后 再 把 尺 YS 转换 为 PNF。 

51. VL3evddrO< ir-al<HAlFr) -Le) 

53 YLdeYNAdntn>NAla,—L| 守 e) 

S35. Ye(¥YNjdntin>NAa>L-e)jA NYn(tn>Nra, 人 EL+i+e)) 


1.4 节 


1.a) 1—1,1| 
b) 11,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} 
c) 10,1,4,9,16,25,36,49,64,81i 
d) 台 

3. a) 相等 b) 不 等 c) 不 等 

5. a) 是 b) 不 是 c) 是 d) 不 是 e) 不 是 f) 不 是 

7, a) True bj) True c) False 
d) True e) True f) False 

9. 假定 xEA。 由 于 ASCB, 则 xEB。 由 于 BESC, 则 xEC。 由 xz€Eh 导出 xEC， 甩 以 
六 十。 

ll.a)1 bl cc)2 qd)3 

13.a) |@,tal!l b) 1@ ,lal,to},1a,b}! 
ce) ,l,i 

15. a) 8 b) 16 c) 2 

17.a) Ilasy), (by), (ec, vy) (d,sy), {a2), (bz), (rr),(d,z)| 
by {fysa), yb yc (yd), (x a) (eb), (zc), (rd)! 

19. 三 元 组 (a ,5 ,c) 的 集合 ， 其 中 a 是 航线 ，b 和 c 是 城市 。 

21. GxA=1I(ry rEDAyEAI=G=Ir, yrEAAMyEGI=AxXD 

23. mn 

25. 我 们 必须 证 明 fiai ,fa,2l|= {lcl ,fc,di| 成 并 的 充分 必要 条 件 是 a=c 且 b=d。 显 然 
条 件 是 充分 的 。 为 证 必要 性 ， 根 定 这 两 个 集合 相等 。 首 先 考 虑 a 关 & 的 情况 ,这 时 
fei ,fa,5ii 恰 舍 丙 个 元 素 ， 其 中 的 一 个 包 会 一 个 元 素 。 这 样 {fc1 ,1c ,qi 也 必须 有 同 
样 的 性 质 ， 所 以 c 隆 4d， 且 1!c| 是 两 个 元 素 中 内 会 一 个 元 癌 的 那 一 个 。 于 是 {fal= jcf， 也 
就 是 a 二 c。 含 两 个 元 素 的 集合 fa,b1 和 和 |c ,di 也 必须 相等 。 由 于 a=c， 且 4 了 关 B， 所 以 
p= 二 dd。 其 次 假定 a= 8。 于 是 ital ,1a,bil=1tal1， 这 是 只 含 一 个 元 素 的 集合 。 于 是 
上 el ,tec,dl| 也 愉 含 一 个 元 素 ， 这 上 只 有 在 c= d 时 才 有 可 能 ， 此 时 该 集合 为 | | ci!。 从 而 
a=cfHb=d. 

27. 令 S= fal, as, "dnio 把 S 的 每 个 子 集 S 都 用 长 度 为 n 的 位 串 表 示 ， 位 串 中 第 i 
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位 为 1 的 充分 必要 条 件 是 a;E€ S。 为 产生 S 的 所 有 子 集 ， 列 出 长 度 为 n 的 所 有 2” 个 位 
串 (例如 ， 按 增 序 )， 再 写 下 相应 的 子 集 。 


1.5 节 


1. a} 住处 离 校 不 超过 1 美里 且 走 路 上 学 的 学 生 集 合 。 
bj 和 住处 离 校 不 超过 1 英里 或 走路 上 学 的 学 生 之 集合 。 
c) 住处 离 校 不 超过 1 英里 但 不 走路 上 学 的 学 生 集合 。 
d) 走路 上 学 但 住处 离 校 超过 1 英里 的 学 生 集 合 。 
3. a) 10, 1, 2, 3, 4, 5, €| b) {31 
c) |1, 2, 4, 5] d) 10, 6! 
5, 元 = lzlntzEAil=tizlnnzEAii=izlzEA4i=A。 
7.a) AUB =1r|xEAVYzrEBI 
=1z|rEBYzrEAI=BUA 
b) ANB =irlzEANzrEBI 
=irireEBAreA|l=BI/A 
9.a) TE(AUB)OrE(AUB)SO"(rEAYVY rEB) 
"(rEAIA-rAEB)OrEAArE BrE A A(rEBIOrE(ANB B) 
b) 


11. ay xEANBN CoEANBNCOrEAVrEBUrE CEOrEAVriEBVrECSOrE 
(AU BUC) 
b) 


过 
全 | 


4BC ANMNBNC ANB ABc AU 
111 | 
110 0 
101 0 
100 0 
011 0 
010 0 
001 0 
000 0 


| 

pt 

=| 
| 


一 
ba 
Lm | 
De 


13, 两 边 都 等 子 jx|1xEAAr 人 Bl。 
15.a) EAU(BUCS(rEAV (rE(BUCNSEO(IrEAIV(rEBYVrECeE(lrceAY 


EBIV(IrECSOre(AU BUC 
b) 只 需 将 a) 中 替换 成 门 ，Y 替换 成 A 。 
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co) rEAUBNOSG(rEANV (rE{(BNCNS(rEA)V (rE BArECOrEAVY 
rEBIA({rEAVIrECEOrEeAUB AUC) 
17. a) {14, 6| 
b) 10, 1, 2, 3, 4, $, 6, 7, 8, 9, 10} 
c) 14, 5, 6, 8, 10] 
d) 10, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10| 
19, a) BEA 
b) 4 二 也 
cy A[IB=@ 
d) 没 御 么 可 说 ， 因 为 它 总 是 成 真 。 
e) 六 =B 
21. ACBOYrA(rEArEBOY(rE Br ASY rr Bxr€E A)SBCEA 
23. 主 收 计 算 机 科学 而 不 主 修 数 学 ， 或 主 修 数学 而 不 主 收 计算 机 科学 的 所 有 学 生 的 集合 。 
25. 【45B)-4D 站 BEB) 的 元 素 是 属于 4A 和 B 的 并 集 却 不 属于 A 和 B 的 交集 的 元 达 ， 也 就 是 
说 它 属于 4 或 属于 日， 但 不 同时 属于 A 和 B。 这 正 是 元 素 属 于 入 中 B 的 傅 义 。 
27.a) ADA=(A-AUA-A)=OUG=0 
by ADG=A- OIUO -A)=ALUG=A 
co) ADU={(A- DU(UVU-A=OUA=A 
d) ADA=(A—- A)U(A-A)=AUA=U 
29.B= 人 0 
31, 是 的 。 假 定 x 全 A 但 x+ 所 BB。 如 果 x 记忆 ,那么 工人 六 及 由 C 但 x 人 BDC， 政 盾 。 如 果 z 
所 ,那么 EADC 人 但 x 各 BC， 刻 古 。 因 此 A 三 B。 类 似 地 可 知 BCA， 从 而 A=B。 


33. 是 的 。 
35, a) 11, 2, 3, -…, n} b) 1!1i 
37. 8aj) A. b) 10, 1) 


39. a) 11, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10| 
by |2, 4, $5, §, 7! 
c) 11, 101 
41. 如 果 第 一 个 位 串 的 第 ; 位 是 1 而 第 二 个 位 串 的 第 i 位 为 0， 则 两 个 集合 之 兰 的 位 串 的 第 : 
位 是 1; 否则 为 0。 
43. a) 11 1110 0000 0000 0000 0000 0000 ¥ 01 1100 1000 0000 0100 0101 0000 = 11 1110 
1000 0000 0100 0101 0000， 和 代表 1 和 a,Bb,e,d,e,g,p,t,v1 
11 1110 0000 0000 0000 0000 0000 A O01 1100 1000 0000 0100 0101 0000 = 01 1100 
0000 0000 0000 0000 0000， 民 表 158,c,a| 
ec) {11 1110 0000 0000 0000 0000 0000V00 8110 0110 0001 1000 0110 G110) A (O01 1100 
1000 0000 0100 0101 0000 ¥ 00 1010 0010 0000 1000 0010 0111) 
=11 1110 0110 0001 1000 0110 0110 AQ1 1110 1010 0000 1100 0111 0111 
=01 1110 0010 0000 1000 0110 0110 ， 代 表 |8 ,c,d,eyiso,iu,zsyl 
d) 11 1110 0000 0000 0000 0000 0000 VY 01 1100 1000 0000 0100 0101 0000 ¥V 00 1010 


b 


Te 
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0010 0000 1000 0010 0111 ¥Y 00 0110 0110 0001 1000 0110 0110= 11 1110 1110 0001 
1100 0111 0111， 民 家 ta, 56, c,d, e, gpg: h, i, n, 0, ps ft, uU, UU, x, ys Z| 
45.a) {1, 2, 3, 11, 2, 3}1 b) {@| 
ce) |@, i@|| d) 总， 人 | ，1{ 耸 ，1 从 | 
47.a) 13:a, 3:6, l:c, 4*d | 
b) Il2ra, 2°"p) 
ch llra, le 
d) 11:5, 4*d| 
e) lS5:0, $5:b, lJ:c, 4:d| 
49. F= {0.4 Alice, 0.1 Brain, 0.6 Fred, 0.9 Oscar, 0.5 Rital 
R=10.6 Alice, 0.2 Brain, 0.8 Fred, 0.1 Oscar, 0.3 Rital 
S11.FNMNR=10,4 Alice, 0.8 Brain, 0.2 Fred, 0.1 Oscar, 0.5 Rital 


1.¢ 节 


1. a) 了 (0) 无 定 余 。 
b) 对 rt<0，f ( 工 ) 无 定义 。 
c) 对 z 的 每 个 值 都 指派 了 两 个 值 ，f (xz) 不 符合 蝗 数 定 几 。 
3. a) 不 是 姐 数 ， 
b) 是 函数 。 
ee) 不 是 困 数 。 
5. a) 整数 集合 。 
b) 非 侍 偶数 集合 。 
c) 不 超过 7 的 非 贷 整数 集合 。 
d) 整数 平方 的 集合 = {10, 11, 4, 9, 16,…|。 
7.a} 1 b) 0 cy 0 dj —1 
ej 3 ff -1 g)2 bh)l 
9. 只 有 a) 中 的 函数 是 。 
11. 只 有 a) 和 d) 中 的 函数 是 。 
13. a) zx 这 0 时 画 数 Ffz)=3z+1，z<0 时 函数 太 (z)= 一 3x+2 
b) F(x)=|xz|+1 
c) 3 时 (rz)=2r+1，z<x0 时 三 (z)= 一 2 
d) f{x)}=2x*+1 
15.a) 是 hb) 不 是 日 是 由 不 是 
17.a) fF(S)= 10,1,3| 
by fF(S)=10,1,3,5,8| 
c) fF(S)=10,8,16,40| 
d) fF(S)=1{1,12,33,65) 
19,a) 令 z 和 yy 为 上 中 不 局 的 元 素 。 由 于 8 基 一 对 一 的 ，g (zx) 和 g{y) 是 8B 中 不 同 的 元 
素 。 叉 因为 了 是 一 对 一 的 ，f(g(z))=(fog)(x) 和 Fg(y))=(f。g)(y) 十 CC 中 不 
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同 元 素 。 因 而 frg 是 一 对 一 的 。 
b) 令 yEC。 因为 了 是 映 上 的 ， 对 某 个 5EB，y= ff (58)。 义 因为 g 是 肌 上 的 ， 对 某 个 
TEA, p=g (zr)。 因此 y= 5)= fig(t7x))=(feg)j(x)。 由 此 知 六 gr 是 映 上 的 。 
21. 不 是 。 例 如 ,假定 A= lal, B=185,c}, C=1qdl。 邻 g(a})=6, f(b5)=ad, f(c)= 
qq ， 于 是 了 和 f*g 为 映 上 的 , 但 g 不是。 
23. (f+tg){r)}= 7 + r+3,{(fe(r)= r+2r*+xr+2 
25. 下 是 一 对 一 的 ， 因 为 (x1)= fxsj 守 arl + 5=aryt+ 5 和 gar 二 dT; 全 XT1= X20o 了 是 映 
上 的 ， 因 为 f(y 一 8/a)=y,f (y)={y-b)}/ao 
27. 令 了 (1)=a,f(2)=a, 令 S=11i;,T=12}。 那么 fF(SN 站 TY= 了 了 F(@)= 0,{ 人 BF(S) 个 
1(T)= {alfiial=iai, 
29. aj |z|Dssz<1l| 
BB) | = 1 | 
c} 他 
31. f (SS)=1rzEA|IfFl(r ESI= 1zEAFz)ESI 
= f° (3S)。 


33. 令 工 = [zj]+e， 其 中 。 为 实数 ，0<s<1。 车。e<< 方 ， 那么 lz] -1<zxr -六 <tzj 所 以 
[z -1721=lx] 且 这 是 最 接近 x 的 整数 。 车 。> ,那么 Lt ]<+- 广 <Lzj+1, 所 以 


[x -1/21=lx」+1 且 这 是 最 接近 z 的 整数 。 若 。= 于， 那么 [~ 1721= zj， 这 是 围绕 


z 且 到 z 的 距离 相等 的 两 个 整数 中 较 小 的 一 个 。 

35. 把 实数 > 写成 L zj+e， 其 中 上 是 实数 ，0< sc<1。 因 为 e=z-Lzl 所 以 0 所 -lx <1， 由 
此 直 挡 得 前 两 个 不 等 式 x 一 1<[x jj] 和 [x | 所 x。 对 男 两 个 不 等 式 ， 把 x 写成 工 =「z1=-e”， 
其 中 0 碾 1。 于 是 0 所 fx | 一 + 艺 1， 从 而 立即 得 到 想 要 的 不 等 式 。 

37. a) 大 之 n， 由 于 [| 过 xX， 所 以 Lx 之 nn。 假定 x 宇 n， 由 底 了 匡 数 的 定义 知 | x | 宇 xn。 这 

表明 如 果 [ x |<n， 那么 < . 
b) 者 nn< 达 x， 那么 由 于 x 所 [x |]，n 所 [x |。 假定 z 空 zx， 由 项 图 数 的 定 愉 知 [ x | 寺 。 
这 表明 如 果 nn 万 [zx 1， 那么 nn<[ 了 |。 


39. 假定 六 过 zx Nt+1。 和 大 N+ 六 那么 [2x |=2N+1,[L r=N Hlx+1/2J=N+l1, 


新 以 L2zj=LzryJ+lzr+lzj 如 果 z<N+ 福 ， 那么 [ 2x | ==2N, Lzj=Lr+12j 


= NN 等 式 仍然 成 立 。 

41.. 假 定 zx 兰 0。 等 式 左边 是 | -zj 而 右边 是 -Lzj。 如 果 xz 是 整数 ， 那 么 两 边 都 等 于 一 式 。 
否则 令 x= 二 n+， 其 中 为 自然 数 ，s 为 实数 ，0 志 ce 之 1。 那 么 [一 + 1=[ 一 nxn-e|= 
-nxn,， 且 一 [Lx]== 一 Ln+el= 一 nw， 等 式 成 立 。 夺 x+ 牵 0， 那 么 只 要 用 一 之 代替 x， 即 可 
得 到 想 证 明 的 等 式 。 

43: 1&5|-lal-1 

45. a) I b) 3 ce) 126 d) 3600 

47. a) 100 by 256 ch 1030 dy) 30 200 


He 一 一 = 
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f) 


55. fF (yy)=ty-1)° 
57. a) fanntT)=1SOrEAIIBSOrEAArEB 
fatlrij=1Afa(tr}j=1eA (rfr(tr)=1 
by fugtrj= lrEALUBSrEAYrEB 
Sfatri=1Y falr)=1Sf(r) + falr)- f(r)fatr)=1 
cj (x)= 1OrEASGrEASGR (rr)=0 
1— f(r}=1 
dj Fmt(x)= lrEADBEO(rEAArEB)Y 
(rz&AArEBOF(r)+t fatxr} -2 tr) f(r)=1 
59. a) 定义 域 是 Zi; 伴 域 是 R; 定义 区 域 是 非 零 整 数 集 ; 了 的 未 定义 区 域 是 10}; 不 是 全 孙 
数 。 
b) 定义 域 是 Z; 伴 域 是 R; 定义 区 域 是 ;了 的 未 定义 区 域 是 人 办; 全 国 数 。 
c) 定义 域 是 2xZ; 伴 域 是 QQ; 定义 区 域 是 Zx(Z- 104); 地 的 未 定义 区 域 是 Zx 140}; 
不 是 全 孙 数 。 
d) 定义 域 是 x zi; 伴 域 是 Z; 定义 区 域 是 ZxZ; Ff 的 未 定义 区 域 是 臣 ) 全 函数 ， 
e) 定义 域 是 ZxZ; 伴 域 是 Z; 定义 区 域 是 ftm,n)|m >>n!1; 了 f 的 未 定义 区 域 是 1(m， 
由] Ms 不 是 全 好 数 。 


1.7 节 


1., a) 3 b) —1 
c) 787 dd) 2639 

4 a Hi=2. WI d= RE 
b) ans1, el=4, 42=27, us3= 256 
Ch ao=0, al=0, a3=1, a3=1 


d) ao=0， a1=1, 六 2 三 之 ， G3 一 了 
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5.a) 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29 
bp) 1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4 
c) 1, 1, 3, 3, 5, 5, 7, 7, 9, 9 
d) -1, -2, ~2, 8, 88, 656, 4912, 40064, 362368, 3627776 
e) 3, 6, 12, 24, 48, 96, 192, 384, 768, 1536 
f) 11, 1, 2, 3, $5, 8, 13, 21, 34, 55 
g) 1, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4 
h) 3，,，3，5, 4，4，3，,，5，4，,，3 
7. 每 一 项 可 以 是 前 一 项 的 两 倍 ; 第 % 项 可 以 从 前 一 项 加 上 x# -1 得 到 ; 这 些 项 可 以 是 并 非 3 
的 倍数 的 正 整数 ; 还 有 无 穷 多 种 其 他 的 可 能 性 。 
9. a) 一 个 1 种 一 个 0， 再 跟 上 二 个 1 各 二 个 0， 再 跟 上 三 个 1 和 三 个 0， 等 等 。 
b) 正 整 数控 增 序 排列 ， 而 且 每 个 偶数 出 现 两 次 。 
c) 奇数 位 的 项 是 2 的 连续 性 震 ， 偶 数位 的 项 全 是 0。 
d) a 一 3.22 
e} a =1S3-—7 tn-1) 三 22 一 7H 
{} ev = (n+nt+4) 2 
g) a =2n 
hy a,=n! +1 
11. 由 于 a, 表示 第 nn 个 不 是 完全 平方 的 正 整 数 , 在 1，2，…，a 中 ，a1，42，…，da， 十 
那些 不 为 完全 平方 的 数 ，1*，2*，…，k* 是 为 完 爹 平方 的 数 ， 其 中 此 是 使 之 n+ 不 之 
(+1)2 的 整数 。 于 是 a, = n+ 下， 其 中 天 之 a 所 (上 十 1。 为 求 上 k， 首 先 注意 之 nn 


+ kk+1 所 BE +1 + ECER+1) 16 因而 (一 六 ?+ 富 =&-k+1<n 攻 


?+ 一 (请 十 六 )? 一 证 。 由 此 可 知 站 一方 必 Y 有 Rk+ 疗 ， 所 以 k= 和 有 | as 一天 二 一 


十 和 | 
13. a) 20 by 11 c) 30 d) 511 
15. a) 1533 b) $10 人 4923 d) 9842 
17. ai 21 b) 78 ec 18 d) 18 


19.2 (a a1)=an— ap 
21. ay n’ b) ntnt+l1)2 
24.13130 


全 m7+1) ,其中 pr ge 


27.a) 0 b) 1680 
c) 1 qd) 1024 

29 .34 

31. a) 可 数 ， 一 1]， 一 2， 一 3， 一 4，… 
b) 可 数 , 0, 2， 一 2, 4， 一 4， 
c) 不 可 数 。 
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dj] 可 数 ,，0, 7， 一 7, 14,， 一 14,，… 

33. 假定 A -8 可 数 , 那么 由 于 A=(A4 一 B)UB ， 有 A 中 元 素 可 以 用 交替 列 出 A -8 中 元 率 
和 B 中 元 素 的 方式 排 成 序列 。 这 和 A 不 可 数 矛 盾 。 

35. 假定 B 可 数 ， 那么 B 中 元 素 可 以 列 成 而 ，58,，683，"…。 由 于 妇 是 B 的 子 集 , 取 15 
序列 的 子 序列 使 它 包 含 属于 4 的 项 ， 这 样 就 得 到 4 中 元 素 的 一 个 序列 。 但 4 是 不 可 数 
的 ， 不 可 能 排 成 序列 。 

37. 根 定 4;，4;，435，… 全 是 可 数 集合 。 由 于 4; 是 可 数 的， 可 以 把 它 的 元 素 排 成 序列 
Hils 只 2 Hi3r ”= 集合 UU 二 1A4， 的 元 素 ci 可 以 按 下 列 方式 排 成 序列 ， 先 排 i 十 了 二 也 的 
元 素 ， 再 排 i+ j= 3 的 元 素 ， 然 后 是 i+j=4 的 元 素 ， 等 等 。 

9, 长 度 为 m 的 位 捉 只 有 有 限 多 个 ， 即 2” 个 。 所 有 位 串 的 集合 是 长 度 为 m 的 位 串 的 集合 
的 并 集 ，mm = 二 0，1，2，…… 由 于 可 数 的 凶 个 可 数 集合 的 并 集 荐 可 数 的 ， 所 以 有 可 数 的 多 
个 位 串 。 

41. 对 性 和 何 有 限 的 字母 表 ， 只 有 有 限 凶 个 长 度 为 nn 的 位 串 ， 其 中 2 为 正 整 数 。 从 练习 37 可 
知 ， 有限 字母 表 上 长 度 不 超过 给 定 正 整 数 的 位 串 只 有 有 跟 多 个 。 和 由 于 用 特征 程序 诸 育 和 配 
的 计算 机 程序 集合 是 某 个 有 限 字母 表 上 的 所 有 位 串 之 集 台 的 子 集 ， 而 根据 练习 34， 所 有 
位 串 的 集合 是 可 数 的 ， 所 以 作为 子 集 的 程序 集合 基 可 数 的 。 

43. 练习 41 证 明了 只 有 可 数 的 多 个 计算 机 程序 .因此 只 有 可 数 的 多 个 可 计算 的 区 数 。 根 据 
练习 42 所 示 ， 函 数 个 数 是 不 可 数 的 ， 所 以 并 非 所 有 阔 数 都 是 本 计算 的 。 


1.8 人 


, 8) 是 b) 是 c) 不 是 d) 是 e) 是 {) 是 

, 对 所 有 >9，zr4+9z3+47+74z4， 所 以 z4+9r +47+7 是 O(xr*)。 

. 对 所 有 x >1，(zr2+l)Ax+i)=z-1i+2z+l)<z， 因 此 (cr+1)z+Ii) 是 Or)。 

,a) 3 by 3 ch 1 d) 0 

, 对 所 有 x 渤 17， ff2+47r+17<s3z， 所 届 zz+4r+17 是 OUr2。 可 是 车 ”是 加 【十 

4 +17)， 那 么 对 其 个 CC 和 足够 大 的 rz，z <elr ?+4z+17)< 之 3Cr*。 这 表明 对 足 髋 大 
的 了 ，zr 妇 如， 而 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 x 不 是 O(x*+4z +17)。 

11. 对 >1，3z4+ 1 入 4z4 一 8 (x 人 2)， 所 以 3x ”+1 是 D(x 人 2)。 男 一 方面 ， 对 x 人 0， 
+ 1， 所 以 x1 人 是 O(3zx1+1)， 

13. 因为 对 所 有 1 >0，2"<32， 所 以 2 是 OQO(3")。 和 但 如 果 3* 也 是 O42")， 那 么 对 某 个 CC， 
3* 之 C2 对 足 通 大 的 nn 应 成 立 。 这 表示 C 实 (32) 对 所 有 足 驶 大 的 n 应 成 立 ， 可 这 是 
不 可 能 的 。 所 以 3” 不 是 上 〇 (2")。 

15. 对 函数 f(x) 而 言 ， 必 有 实数 上 和 CC, 使 > 时 | F(x) 所 Co。 因此 这 是 那些 对 是 驶 大 
的 x 有 十 界 的 函数 。 

17. 由 已 知 条 件 知 有 常数 Ci，Ci， 和 有 ， 使 得 对 所 有 x>ki, |xz)| 夺 Cilglx)|; 对 
所 有 x，1g(r)| 氨 Colih(x)|。 因 紫 对 >>max (hk,R2), 1 zs CE 把 
Ci1Cz|h(x)|。 这 说 明 f(x) 是 O(h(z))。 

19. a) O(n’) b) O(n’) cj O(n’ nl) 


‘nN 
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21.a) O(n’log n) b) Ofn:(log n)) c) O(n? ) 
23. a) 既 非 B(x?)， 也 非 (x?)。 

b) B(x*), 和 R(x), 

c) 既 非 B(x*)， 也 非 ( xz*)。 

d) Q(x*)}, 但 非 B(x*)。 

e) n(xr*), 但 非 @(x*)。 

f) N(x ) 和 Q(z )}. 

25. 如果 了 (x) 是 Btg {zxz)), 那么 存在 常数 CJ，Cs,; 使 Cg (x) | 所 | (x) | 所 
Cslg (xz) |。 于 是 | FLzil 委 Cg(z)l ,|g(z)| 所 (AC0D)| F(z)| 对 x 之 上 上 成立。 因此 ， 
fir) 是 Ol(g(xz)) ,g(xz) 是 DO(F(z))。 反 过 来 ， 假定 f(z) 是 Ol(g(x)), gx) 是 
OCF(x))}, 那么 存在 常数 C1,，C; ,1 和 有， 使 得 对 于 x 之 ,|F(z)| 持 Ci| g(rz)|; 
对 于 工交 ,| g(r) | 所 Co| F(z)|。 假定 Cy;>>0 (我 们 总 可 以 增 大 C;)， 于 是 对 于 z > 
max (kiska) tl/C) | gti) Fir) |Ci le(tr)lo ,F(z 是 Blg(r)). 

. 如 果 f(x) 是 B (g(xz))， 那么 f(x) 既是 O(g(x))， 又 是 Q(g(x))。 因 此 存在 常数 C， 
C,， 上 上 1， 上 ， 使 得 对 于 x>ko, 1 (zr) 和 Clg (xz)|; 对 于 zxz>R, |f(x)| 守 Cilg 
{xc)|。 于 是 只 要 > ， 其 中 下 =max(kRi,k2) ,就 有 Cil g(r)| 所 | f(xz)| 寺 Cy| g(x)|。 
反 过 来 ， 如 果 有 正 整 Cl, CC 和 上 上 ,使 Cilg (rz)| 寺 | F(x)| 夺 Coal gtxw)| 对 所 有 工 之 大 
成 立 ， 那 么 令 上 = 有 = 天， 可 知 f(x) 既是 OC(g(x)) ,又 是 BLg(x))。 

2 


上 


2 


~ 


了 Cy B(x) 


了 


CST) 


~ 
上 x 

如 果 F(x) 是 日 (1), 那么 |f (zx)| 限 于 正常 数 Cl 和 C; 之 间 。 换 言 之 ，f (x ) 不 可 能 增 

大 到 超过 一 个 固定 的 界 ， 也 不 能 小 于 这 个 界 的 负数 ,而 且 必 定 椒 会 比 某 个 固定 的 界 更 接 

近 于 0。 

33. 由 于 了 f(z) 是 Otg(x))， 所 以 一 定 有 常数 C 和 1， 使 得 对 于 所 有 工 >1，| 了 《zi) 拓 
Clgrz)l。 于 是 | 产 (xz) 所 Cgt(rz)| 对 所 有 x 交 1 或 立 。 所 以 取 常 数 为 CC, F(xr) 
是 Ol(g(zx))。 

35, 由 于 f(z) 和 g(x) 均 是 增长 的 且 有 界 ， 我 们 可 以 假设 对 足够 大 的 zx，f(zx) 之 1 且 g{zx) 
斌 1。 有 常数 己 和 和 庆 ,使 > 时 F(x) 守 Cg(x)o 这 表明 对 足 通 大 的 x,， log (xj 所 
logC + log gfr)<2log g(r)。 因此 logf(z) 是 O(log g(x)) 

37. 根据 定义 ， 有 正常 数 Cil，C1，C2，C2，k1， 上 1， 此 2。 和 2， 使 得 对 所 有 xx 之 下， 
(xr) 宇 Ci|lg(z)|; 对 所 有 > 上 1, 有 1(T) 守 Cilg(x)1; 对 所 有 > f(x) 守 Calg 


pk 


31. 
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(z)|1 3 对 所 有 工 >&2 ， 六 (rz) 委 Clgf(z)l。 第 1 个 和 第 3 个 不 等 式 相 加 ， 知 f(x) + 
户 (z)PBC+Co SC 对 所 有 工 > 形成 立 ， 其 由 下 =tinax (ki ) ;第 2 个 和 第 4 个 不 
等 式 相 加 得 六 (z)+ 访 (zsfCI+C2llgtz)| 对 所 有 工 > 成 苹 ， 其 中 且 =Imax(fR1， 
让 2)。 可 见 广 (zr)+ 户 (z) 是 BOgzr))。 如 果 太 和 万能 取 贡 值 ， 这 一 绑 论 就 不 一 庭 对 了 。 

39. 结论 不 成 立 。 邻 门 (z)=+2r， 记 fr)=z +zygfz)= 于 是 六 (zl) 和 六 (zz) 都 
是 Ol(g(zx)), 但 (ff)(xx) 不 是 ， 

41. 六 (na) 是 这 样 的 函数 ， 如 果 nx 是 奇 正 数 ，Ff (nn) = n; 如 果 为 偶 正 数 ，f (nn)=1。 
gn 相反， 如 果 n 是 再 正 数 ，g tn) 二 1; 如 果 nn 为 侦 正 数 ，g (= 

43. 有 正常 数 Cl，C1i，C2，C2， 上 i， 上， 上 2 和 2， 使 得 对 所 有 >，| 有 (rz)| 实 
Cg1(x)l; 对 所 有 > 上 之 &，| AIz) 和 Cgizi 对 所 有 x>&, | pp(r)l>Gle 
(x)|; 对 所 有 zz 之 8&7，| 记 (x)| 夺 C2| gtz)|。 由 于 庙 和 gz 上 总 趟 为 0， 最 后 汕 个 不 等 
式 可 以 重 写 为 对 所 有 不 字 肯 ， 11/ (xz) C) | l/r}| ;对 所 有 开关 下 了， | 1/fo(x) 
1 宇 {17C9)|1Agolz)|。 把 第 1 个 不 等 式 和 重 写 过 的 第 4 个 相等 式 相 葬 可 得 知 ， 对 所 有 
XxX>max tk k) ,TACT (CACo)| gitz)7 g(x)|; 把 第 2 个 不 等 式 和 重 写 
过 的 第 3 个 不 等 式 相 乘 可 得 知 ， 对 所 有 x >max (Rak 说 )| 和 (C/AC)， 
g(x)/ g(tT)|。 因 此 站/ 是 人 B (g/g2)o 

45. 有 正常 数 Ci，C2， 点 |，， 目 1， 卡 2 使 得 对 所 有 区 yy>k |r,y)| 往 
Ca gz yi 对 队 有 x 关 ki yk | flr,y) 守 Cl g(r,y)|。 

47. 对 工 >1 和 yy>T， (x + ryt zxlog yf3r y=27x?y ， 这 是 因为 x <x y， ry 所 
riy Br log y< xz:yo 因此 (r+xy 二 log yy 站 是 O(r*y)， 

49. 对 所 有 正 实 数 zx 和 wyw, | xyj] 达 xy。 因 此 ， 由 定义 知 | zy 是 OO 〇 (xy)， 共 要 有 联 C=1， 
下 | 一 此 一口。 

51. a) limz /x = tim 1l/x=0 
b) lm® = ln ta"0 

(使 用 L’Hopital 规则 ) 

9 如 关 - 如 外 二。 


(使 用 L Hoepital 规则 ) 
了 
i 0 
Nr 了 下 史 本 虽 Ky 


53. 


jim xlogxr _ 
ko 2 = 


xlogx., 
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55. 不 是 ,。 取 了 f(z)=1/z* 和 g(tx)=1/r。 
57. a) 由 于 lim .wf (rx)/Ae(tr)=0,] fiz)|lAig(x)|<<1 对 足够 大 的 x 成立， 因此 | f(x)| 
<1g5(z)| 对 了 > 成 立 ,其 中 上 是 某 个 常数 。 于 是 了 (z) 是 O(g(x))。 
b) 令 f(z)=g(xz)=x。 那么 ftz) 是 Ol(gtxz)), 但 f(x) 不 是 olg(x))， 因 为 
Flrj/e(r)=16 
59. 因为 f(x) 是 olg(xz)), 由 练习 78) 可 知 f(x) 是 Olg(x))。 由 推论 1 可 知 所 (x) 
+ f(z) 是 O{g (x)), 
61. 易于 证 明 : 对 i=0, 1, ,nn 一 1,， (nn 一 7)(i1 二 1) 之 nxn。 因此 (nxn!)*= (nr1){({n 一 1): 
2)((n 2).3)…(2:(n 一 1 nn) 之 n"， 因 此 ,2logn! 宇 nlogn。 
63. a) 渐 近 b) 不 渐 近 eej 源 近 d) 渐 近 
e) 不 渐 近 f》 不 渐 近 &) 不 渐 近 


补充 练习 


1 .ay a—p b) 六 让 cj gqVip d) ge > 让 
3. a) 除非 ”pp 为 尹 ， 即 p 为 真 ， 否则 命题 不 会 为 假 。 如 果 p 为 真 ，9g 为 真 ， 那么 了 mg 个 
(Pp 一 9g) 为 殷 ， 蕴 含 为 真 。 如 上 昱 记 为 丰 而 g 为 假 ， 那么 p 一 9g 为 假 ， 所 以 ”9 A (pg) 
仍 为 假 ， 蕴 含 还 是 为 真 。 
b) 除非 g 为 假 ， 否 则 命题 不 会 为 假 。 如 果 g 为 假 ，p 为 真 ， 那么 {pV gq) 八 -p 为 假 ， 草 
含 为 真 。 若 dg 为 假 ，p 为 假 ， 那 么 (pVY a) A 一 p 也 为 假 ， 蕴 售 仍 为 真 。 
本 (phaArAms)V pAoaoA TrisIVv (ph TArAsyVv tpAhohrAhs) 
7. al F bj) T Ch 下 d) 工 ej F {) TT 
9. 根 征 3zf(pfz) 一 站 (zz)) 为 真 。 那 么 或 者 对 某 个 x0， 昌 (zo) 为 真 ， 这 时 YYxP(zx) 一 
j xQ(zx) 为 实 ; 或 者 有 某 个 zx。，P (zo0) 为 假 ， 这 时 YrP(zx) 一 3xQ(z) 也 为 真 。 反 过 
来 ,假定 3 x{P(lx))) 一 日 [xz)) 为 候 。 这 表明 ¥x(tPlr)ATQ(z)) 为 真 ， 即 Y¥ xP(z) 为 
真 ，¥ rx-Q(Cr)) 也 为 真 。 后 一 命题 等 价 于 -了 3 xQ (xz)， 因 此 YYxP(tz) 一 了 xQ(x) 为 
假 。 / 
11. 不 。 
13. Yrx¥z3yT(r,y;2), 其 中 Tryyz) 为 “学 生 已 选修 z 系 的 yy 课 ”， 相 应 的 论 域 是 
班 上 所 有 学 生 的 集合 ， 这 所 大 学 开设 的 所 有 课程 的 集合 ， 以 及 数学 学 院 所 有 系 的 集合 。 
15.a A biANMB coA- 了 B 4d) ANMB ey ADB 
17. 是 
19. ay ANA=|x|rxeEAArEAI= 
b) AUA=!IzrlzEAVzEAI=U 
21.A- (A BY=A-(ANMNB)=ANCANB= ANCAUB) 
=(ANA)UCANMB)=@U(ANB)= ANB 
23. 仿 A= 11}, B= 多 ,C= Hl)}, 于 是 (A 一 B)-C= 人 ,但 A-(B-C)= i111。 
25. 不 等 。 例 如 , 令 A=B= ia, bl}, C= 人 8, D= lal。 于 是 (A 一 B)~(C-D)= 介 - 
B=, 但 (A -C0C)-(B-D)=!a,b|l -18l=ital。 
27.a) 1@8| 和 |ANBIE|IAlGIAUB|S|I UI 
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b) |1@| 志 |IA- BIADB|IAUB|<IAI+1BI 

29. a) 了 是，g 不 是 。 

by 了 是 ，g 不 是 。 

c) 上 有 道 : f(a)=3, 了 (6)=4, 了 1(c)=2，f (4)=1; 85 没有 道 。 

邻 了 (al= ra)=1l1，rfc)= fla}=2, $={a,c}, T=1i5,4d|。 于 是 f (SNMNT)= 

FB)=@, 但 FCSIN F(T)=11,21N 人 {1,21=11,2!。 

33.a) 60 b) 6144 c)20 由 

35. 令 pp, 为 至 涤 n 阶 的 禾 项 式 集 合 ， 多 项 式 以 绝对 值 不 超过 的 整数 为 系数 。 那 必 对 所 有 
nx，p, 是 有 限 的 。 因 为 每 个 nn 阶 多 项 式 至 多 有 nn 个 不 同 的 实 根 ， 所 以 只 有 有 限 包 个 代数 
数 。 它们 是 p, 中 针 项 式 的 根 。 由 于 代数 数 是 六 中 和 多项式 的 根 案 全 的 并 集 ，n = 1，2， 
3,..， 根 据 1.7 节 练 习 37 可 知 ， 这 是 个 可 数 上 集合 。 


Ds 


ja 


37, O( zx’2*) 
nan! ann-l 32 1 | 1 a nl! 
39. 注意 下 = 于 ,于 部. 守 , 二 > 机 由 于 在 # 增长 时 对 无 限 增长 ,nt 


> 
在 n 是 够 大 时 不 可 能 以 基 个 常数 与 2" 之 积 为 界 ， 所 以 n! 不 是 O(2")。 
第 2 草 


2 .1 节 


1， mar :二 和 一 CT :=8, 1 :=3, mar :=12, 1 :=4, 二， 三 间 二 7， 
mar :=14, i :=8, 1 :=9, i:=10, i:=11 

3. Procedure sum (al…，a,: 整数 ) 

SU = 二] 
for 1::=—=20xn 

SU : = sum + a., 
| sum 为 想 要 的 值 | 

5. Procedure interchange (XT ，y: 实数 ) 
人 
T= Yy 
yz 
需要 赋值 的 最 小 数量 是 3 个 。 

7. 线性 搜索 ; i :=1, i ;=2, = 一 3 一 4 一 SS 1: 二 6,， 1 :=7, location :=7; 
对 分 搜索 : i ;=1, 7 :=8, mm:=4,7:=5, m:=6,1i1:=7, mm:=7, 7}:=7, 
iocation ; 二 7 

0 Procedure insertfz al，tz， wa: 整数 ) 

列表 的 次 序 : a 所 as 志 中 坟 ai| 
ant+1'—X+] 
1: 二 1 
while x > a; 
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1 


帮 起 央 了 十 父 菜 


i: 二 ?+1 


for 1: 一心 to 一 


Qn _j+17 一 如 -| 
好; -一半 
ix 已 被 搬入 到 正确 位 置 | 


Precedure first liargest (aj，""， 0,: 整数 ) 
HAaT. 二 a] 
iocation :二 上 
for i:=2t0n 
begin 
if max < a, then 
begin 
| 
iocatip :一 
end 


已 也 可 


. Procedure mean — median — max min (a, b,c: 整数) 


pean: = {et+bt+e }/3 
关于 之 的 ec,， 5， cc 的 6 个 不 同 的 顺序 将 会 单独 钼 理 。 
让 a pb then 


bepin 
if b> ce then 
meqdian :=p; mar a min:=e 
ernd 
算法 的 其 余部 分 类 似 
, Procedure first — three tal， a2; …，a.: 整数 ) 


if C2 then 诡 换 al 种 好 了 
让 daa3 then 殉 换 好 了 和 3 
证 好 1 > then 交 所 如 1 和 让 


Procedure onto (f; 从 上 A 到 B 的 阔 数 ,其 中 A= ia, 7, al， B=15，… 


Ql 一， Qn， 5B1，"…， 是 整数 ) 
for i:=1 to mm 

hit {6,):=0 

count: =0 
for ;:=1] ton 

证 hit (f(a;)) =0 then 

hegin 
hit (fa;}}:=1 


count: = count+] 


B77 


. 已 | ， 
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en 
证 count = mm then onio: = true 
else onto: = false 
19. ProceGure ones ta: 和 位 串 ,， a = aras'ra,) 
nnes: 二 必 
for i:=1to x 
hegin 
if a;: = 1 then 
ones: = ores + | 
end lones 是 位 串 a 中 ores 的 个 数 | 
21. Procedure ternary search {s: 整数 ， 办 19 到 2 递增 的 整数 ) 
21: 三 1 
j:=n 
while i < 7—1 
besin 
[=L(i+7)/3] 
u = [2(i+7)/3] 
if x a, then 1:=aut+! 


elseif x >al then 


bepgin 
:+ 一: 十] 
了 二 
end 
else 7: 三 / 


end 
让 = a; then tocation :一 了 
else iocartion: = 0 
1 ocarion 是 等 于 z 项 的 下 标 0 没有 找到 | 
23, Procedure find a mode (al, d,s **, dn: 非 递 减 的 整数 ) 


modecount: =0 


2: 二 1] 
while i1<n 
begin 
value' = a, 
count :二 1 
White is 和 和 Aa,= waliue 
begin 


count := count + 1 


i: 二 i+1 
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end 


证 count > modecount then 


begin 
modecount; conunt 
mode: = valne 
end 


end 
| mode 是 最 常 出 现 的 第 1 个 值 | 
25. Procedure find duplicate {al， 43， ""， dn 整数 ) 
tocation: = 
1: 二 2 
while 1 nx 和 ocation =0 
begin 
j:= 
While ;< i 和 location = 人 0 


这 i ai then ioration := 1 


else 7 一 了 十 
i:=i+1 
end 
{location 是 序列 中 重复 先前 值 的 第 1 个 值 的 下 标 | 
27. Procedore find decrease (aj，42z，""，a,: 里 整数) 
iocation: =0 
1: 二 2 


while i nn 和 focation =0 
让 Qi :1 then tocartion :二 4 
else 1: 二 十 二 


Epcation 是 值 小 于 其 前 面 那 个 数 的 第 1 个 什 的 下 标 | 
2.2 节 


1 .2 六 一 工 

3, 线性 

5. O(n) 

7.a) power :=1, y :=1; i :=1, power :=2, y :=3; i :i=2, power :=4, vy :=13 
5) 2 次 乘法 和 ja 次 加 法 。 


9, 2) 20 一 103x10 b) 108 cj 3.96x 107 
d) 3.16x 10 el 29 1{) 12 
11.a) 36 年 by) 13 天 c) 19 分 钟 


13 . 平均 比较 次 数 是 (3n +4)x2 。 
15,. O(log n) 
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17. On) 
19. Ofn*) 
21. O(n) 


2.3 节 


1. a) 能 b) 不 能 c) 能 d) 不 能 

3. 假设 a15， 那么 必 有 整数 ,使 ka=5。 由 a (cok)= bc 知 afbe。 

5. 假定 sl12 和 ala， 那么 有 整数 c 和 dd, 使 p=ac 和 a = B64。 因此 a=acd。 由 于 a& 关 0， 所 
以 cd = 二 1。 因而 或 c=4=1, 或 c=d= 1， 也 就 是 a=5 或 x 二 一 B 

7, 由 于 arcl8c， 必 有 整数 让， 使 ack = 二 5c， 从 而 ak = 二 5， 于 是 alb。 


9, a) 2, 5 b} 一 11，10 ec) 34，7 d) 77, 0 
ey 0, 0 1} 0, 3 x} ~1, 2 hy 4, 0 
11. 28.34.S2 7 


13. 假定 iogs3=aAb， 其 中 a，5EZ' 有 上 且 5 关 0。 于 是 2 =3， 从 而 2 =3"。 这 不 侣 算术 基 
本 定理 。 因 此 iogs3 是 无 理 数 。 

15. a) 是 b) 不 是 c) 是 d) 是 

17. 如 果 ae mod m= 二 5 mod 天 ， 那 和 an 和 被 产 除 时 余数 由 同 。 于 是 e=gm +r， 瑟 = 
gq2m 十 r， 其 中 0 所 rm。 由 此 得 a-58= (og 一 9g2)m， 所 以 m1 (a 一 上 8)。 由 此 得 a 二 5 
{mod rm ) 

19. 很 定 nn 不 是 素数 ， 于 是 nn 二 ab， 其 中 a 和 5 为 大 于 1 的 整数 。 由 于 a 之 1, 根据 提示 ， 
2 -1 是 2” -1 的 一 个 大 于 1 的 因子 ，2” -1 的 另 一 个 因子 也 大 于 1， 所 以 2” 一 1 不 是 素 
数 。 

21. a) 2 b) 4 Cj 12 

23.$ (pi)=pt— pe-! 

25. 有 某 个 5 使 (8 一 1) 下 所 nn 二 如 ， 因 而 (6 一 1 于 nn 一 1 达 套 。 两 边 除 以 上 得 5 一 1<<n 介 守 
5 和 b= ln 1 /< 因此 [nl=5 Hl(n-1)/R|=b-1., 

27. 如 果 工 mod 凑 委 | 站 这 则 了 mod mx; 贡 果 雪 mod mm 关 [ m2， 则 (zz mod rr) 一 mm。 

29. a) 1 b) 2 Cl 3 dy 9 

31. a) 否 b) 人 否 c) 是 d) 盏 

33. 由 于 min (x yyy}+max(z,y) 二 工本 y, 户 在 gcd(a,8)"lem(ta ,5 ) 的 素数 分 解 中 的 指数 是 
Pi; 在 a 和 5 的 素数 分 解 中 指数 的 和 。 

35. 令 m= thn。 由 于 a 三 6 (mod mr)， 必 有 整数 s 使 a = 5+ sm。 因 此 4a = + (st)n ， 所 以 
a=b(mod n) 

37,. 令 区 二 c=2, a 二 0, 上 =1,， 于 是 0=ac 三 Br =2 (mod 2), 但 0=a 关 6 = 1 (mod 2)。 
39. 由 于 4 三 5 (mod mrp)， 必 有 整数 ;使 4 =5+ sm， 所 以 a 一 5= sm。 于 是 & 守 2 时，a* 一 
= {a 一 Bj(at ttat :b+ +abt “十 ar |! 也 是 mm 的 倍数 。 于 是 a* 寺 (mod sm )。 

41. ai 7, 19, 7, 7, 18, 0 
b) 取 下 一 可 用 空间 mod 31。 

43.2, 6, 7, 10, 8, 2, 6, 7, 10, 8,... 


i 
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45. 3) GR QRW SDVY JR 
by QB ABG CNFF TB 
cc) OX TXM AHJJ ZX 
47. 中 
49. 本 书 的 ISBN 检验 位 是 有 效 的 ， 因 为 1:0+2-0+3-7+4*2+5:8+6'9+7:9+8:0+0.5 
+ 10:00 (mod 11)。 
51., a) 如 果 4 为 素数 ，a, = 二 1; 否则 a,=0。 
ba, 是 2 的 最 小 素 因 子 ， 且 41=1， 
c) eu 是 n 的 正 除数 的 个 数 。 
d) 如 果 n 没有 大 于 | 的 完全 平方 正 除 数 ，a, 二 1; 否则 a, =10。 
e) au 是 小 于 或 等 于 nn 的 最 大 率 数 。 
f) a, 古 前 *- 革 个 素数 的 磁 积 。 


2.4 节 


1. ay 6 bj 3 cj 11 d) 3 

了 总 

3.3) L110 0111 hy 1 0001 1011 0100 
ec} L1011l1 1101 0110 1180 

7. ah 31 b) 513 cj 341 dh 26 896 

9. 将 每 六 个 数字 转换 为 四 个 字 位 。 

11. ai 1000 0000 1110 
by 10011 O101 1010 1011 
cj 1010 1011 1011 1010 
d) 1101 1110 1111 1010 1100 11i0 1101 

13. 整数 的 二 进展 开 是 唯一 的 这 种 种 。 

15. 令 a= (fa ia yy…alan0)i0 那 和 ec=107 ce 1+i02 ay 二 +… 二 102i+aoa， 1 十 
an_2+ "十 91+ aolmod 3) ,这 是 因为 对 所 有 非 负 整数 j,10i 三 1(mod 3}。 于 是 3|a 当 且 
仅 当 了 能 陈 斥 a 的 十 进 数 字 之 和 。 

17. 令 a= (a,_16, 2 G06 ， 那么 a = 二 ant+2alt2a2t+ +2* la 二 ao- A+a- a 
+… 土 au_ifmod3)。 于 是 a 能 被 3 整除 当 且 仅 当 偶数 位 的 二 进 数 子 之 和 和 减 去 奇数 位 的 
二 进 数 字 之 和 能 被 3 整除 。 

19.a) -6 b) 13 cy 一 14 d} 0 

21. 和 的 1 补 表示 可 以 这 样 计算 : 两 个 整数 的 1 补 相 加 ， 不 过 首位 的 进位 要 用 做 和 的 末 位 的 
进位 。 

23. 若 天 六 0， 那么 m 的 1 补 展开 的 首位 a -1 为 0， 公式 为 m= 定 ?-#4;2'。 这 一 公式 正确 ， 
因为 右边 正 是 mr 的 二 进展 开 。 车 x 是 贡 的 ， 那 么 m 的 1 补 展开 的 首位 a,_1 是 1。 其 他 
的 nx 一 1 位 可 以 用 111 .1 ( 共 - 工 个 1) 减 去 -x 得 到 ， 因 为 1 减 去 一 个 字 位 就 是 该 
字 位 的 补 。 于 是 位 串 ec, >a,-3…alan 怡 是 (2 1 一 1) 一 (~ m) 的 二 进展 开 。 解 方程 
{27 1-1)-( -中 )=>32ie2 求 严 即 可 得 想 证 明 的 等 式 ， 因 为 ea -1=1。 


aa ee 
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25.aj 一 了 b} 13 cj) —15 d= 

27. 要 得 到 两 个 整数 之 和 的 2 补 表示 ， 把 它们 的 2 补 表 示 相 加 {就 像 加 两 个 二 进 整 数 一 样 )， 
忽略 最 左边 一 列 的 进位 。 不 过 昔 出 现 溢出 ， 则 结果 就 不 正确 了 。 发 生 浇 出 的 情况 是 当 这 
两 项 的 2 补 表示 的 最 左 位 数字 相间 ， 而 答案 的 最 左 位 数字 与 它们 不 同时 。 

29. 车 m 宇 0， 那 么 首位 01 为 6， 公式 为 m= ?ta,2:。 由 于 右边 正 是 z; 的 二 进展 开 ， 
所 以 公式 正确 。 车 mr 过 0， 它 的 2 补 展 开 以 1 为 首位 ， 其 余 nn 一 1 位 是 2* 1-( 一 mmx) 的 二 
进展 开 。 这 表明 2” 一 (mm) = ?下 a4;2' 。 解 此 方程 求 mx 即 可 得 想 证 明 的 等 式 ， 因 为 


an .1 二]。 
31. dn 
33. Procednure Cantor kr: 正 整 数 ) 
n:==1; fF:=1 
while (n+1)* fx 
begin 
m :二 其 十 | 
f= fxn 
end 
y'= 
While x > 
bepgin 
qa: = lyf 
y=y—ar*f 
fi:=f/n 
n:=n—1l 


end {x=antta,_i(n—1)! 十 十 el 
35. 第 1 步 : c=0,， dd=0，s=1l; 第 2 步 ; c=0, d=1，s1=0; 第 3 步 : c=[， 以 =1，3s3 
=0; 第 4 步 ; c=1, d=1，s3=0; 第 5 步 ; c=1, d=1, s4=1; 第 6 步 ; c=1, 5; 
= 
37 Procedure subtract (a,b: ,上 上 整数 ,，) a >5， 
a=(as 1an-2 Ad0)2, b= (bb -2 6b1b0)2) 
B: =0 18B 是 借方 | 
for ;:=0 to 天 一 ] 
begin 
if a,22b,+ B then 
bepgin 
:如 


+ 
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sa+2-# -bb 
B:=1 
end 
eI (ss 18n 2""" $150)2 是 差 | 
39 Procedure compare (a,b: 正 整数 , 量 
站 《CaCa a00)2 .6 = (B01 b160)2) 
Rk:=n 
while a = Bb 和 上 之 0 
;=k—l1 
让 ax = b, then 打印 “aequalsb 
if a; >> then 打印 “ais greater than b 
证 ar <b then 打印 “ais less thanb 
41. Ot opn ) 


2.5 节 


1.a) 1 =(—1):10+1°*11 

by 1= 上 21.21 +{— 10):44 

c) 12 =(—1):36+48 

d) 1=13.55+{—21):34 

e) 3=1i.213 +(—20)-117 

f) 223=1:0+1'223 

eg) 1=37:2347 + (— 706 ):123 

h) 2=1128'3454 + (—835 1) 4666 

i) 1=2468.9999 +( 一 2221 ):11111 

.15.7=105 = 1 (mod 26) 

?i 

52 

. 假定 志和 rc 都 是 < 模 关 的 六， 那 各 ba 三 1 {mod m), ca 二 1 (mod m)。 因此 ja 三 ca 

(mod m)。 由 于 gcd (a,m)=1 ， 由 定理 2 知 5 寺 c {mod mj)。 

il. x 8 (mod 9) 

13. 令 py =m/gcd (c,m)。 由 于 mm 和 < 的 公 因 子 在 求 m;' 时 都 消去 了 ， 所 以 mx 和 < 互 率 。 
由 于 m 能 整除 ac ~- Bc = (a 一 bc ， 所 以 mm 整除 (a -5)c ， 由 引 理 1 知 mr’ 整除 a -5， 
所 以 a 三 (mod mm’ ) 

15. 想 定 x? 三 1 (mod p), 那么 上 吉 除 zx:-1={x+1)(zxz 一 1)。 由 引 理 2 知 pi (x+1) 或 
万 | (zt 一 1)， 所 以 x 三 一 1 (mod p) 或 x 兰 1(mod p)。 

17. a) 假定 ia 三 ja (mod 志 P)， 其 中 1 所 i<j 人 pp。 于 是 pp 整除 ja - 雇 =a (7 一 i)。 由 定理 1 

及 a 不 能 被 bp 整除 ，p 能 整除 7 - i。 但 这 不 可 能 ， 因 为 ;一 i 是 比 p 小 的 正 整 数 。 

by 由 2) 知 a，2a,..，(p-1)a 中 没有 两 个 是 模 p 同人 杂 的 ， 因此 各 自 必定 与 1~p-1 


‘i 
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中 的 不 同 数 同 余 。 于 是 a:2at3a.-(p-1)a 三 1:2:3.…(p-1)(mod p)}, 即 (p-— 
1)1 rar l= (#1)! (mod #).。 

cy》 根据 Wilson 定理 和 b)， 车 pp 不 能 整除 a， 必 有 (一 1):af 二 一 1(mod 志 )。 因 此 
ap l= 1(mod p), 

d) 若 pla， 那么 pla*， 因此 as a 圭 0 (mod 六 )。 如 果 pp 不 能 整除 a， 那么 由 c) 知 
a? 三 1 (mod p)， 两 边 同 续 人 以 a， 4a? 三 a (mod 户 )。 

19. 假定 p 是 出 现在 mrimr2… mm 的 素数 分 解 中 的 一 个 素数 。 由 于 这 些 m, 是 两 两 耳 素 的 ， 户 
只 能 是 其 中 一 个 的 国 子 ， 例如， 是 mmx; 的 因子 。 由 于 x, 整除 4a 5， 所 以 a 一 上 5 的 素数 
分 解 中 有 因子 户 ， 而 且 p 的 次 数 至 少 是 mm, 的 索 数 分 解 中 的 次 数 。 由 此 可 知 可 ;mm 
1 整除 Ge -58， 所 以 a 三 6 (mod mj rma m, )o 

21,. x 三 1 {mod 6) 

23. a) 由 费 马 小 定理 知 2 二 1 (mod 11)， 因 此 天 和 = (12) 二 人 =]1(mod 11)， 

b) 由 于 32 寺 1 (mod 31)， 所 以 2 = (2 人 =324= 1 二 1(mod 31)。 
c) 由 于 11 和 31 互 素 ,11:31=341， 由 二 、by 和 练习 19 知 2 = 1 (mod 341)。 

25.a 8 bo983 

27,.0={0, 0), 1 =(1, 1), 2 =(2, 2), 3 =(0, 3), 4 =(1，4)， 

5 ={2, 0), 6=(0, 1}, 7=(1, 2), 8 =(2, 3), 9 = (0，4)， 
10 =(1, 0), 11 =(2, 1), 12 =(0, 2), 13 =(1, 3), 14 = {2, 4) 

29, 我 们 有 m=99，m2 = 二 98，m3 二 97 和 4 = 二 953， 所 以 二 99:981:97.95 二 89403930。 进 
而 AM = n/m = 903070, MM; = mms = 012285, Ms = Mm/ma = 921690, My= m/ma 
=941094。 用 欧 几 里 德 算法 得 出 , 对 上 =1，2， 3，4 分 别 有 Mi 模 mr; 的 道 =37，ya 
=33，w 二 24 和 ys =4。 于 是 解 为 65:903 070:37+2:912 285.33+ 51.921 690:24+ 10: 
941 094-4=3 397 886 480 = 537 140 (mod 89403930) 。 

31. 由 练习 30 知 gcd (2* 一 1,(2* 一 1) meod (2 一 1)) 二 ged (2 一 1,2* "A ?1)。 由 于 计算 中 
涉及 的 指数 是 5 和 a mod 5， 这 与 计算 ged (a ,65) 时 涉及 的 量 相 同 : 用 欧 几 里 德 算 法 计 
算 gcd (2 -1,22 1) 所 使 用 的 步骤 与 计算 gcd (a ,5) 的 步 坚 平行 执行 ,这 就 证 明了 
ged {2° —1,25—1)=2 {6} —1, 

33. 假定 g 是 个 奇 素 数 且 了 122 一 1。 由 费 马 小 定理 知 912”” 一 1。 从 练习 31 知 gcd (2f 一 1， 
990-1 一 1)= 一 2wdtp.971-41。 由 于 7 是 和 -1 和 2 1! 一 1 的 公 因 数 ，gcd {27 一 1,2* 一 1 
>1 。 于 是 gcd (p,q -1)= 思 ， 否 则 只 有 gcd (p,q 一 1)=1 的 可 能 ， 而 这 就 导致 ged (22 
-1,24 -1 一 1)=1。 这 样 一 来 ，pla -1， 即 有 正 整 数 如 ,使 g -1=po .由 于 d 是 奇 
数 ，sm 必定 是 偶数 ， 如 说 =2， 于 是 22-1 的 每 个 素 因 数 都 是 2&p+1 的 形式 。 由 于 这 
种 形式 的 若干 数 的 情 积 仍 是 这 种 形式 ， 因 而 2? 一 1 的 所 有 除数 都 是 这 种 形式 的 。 

35. 假定 我 们 知道 x = pa 太 (p 一 1){q 1)， 杰 计算 p 和 gg。 首 先 注意 (pp~-1)(g-1)= pg- 
力 一 gqg+1= 二 nx 一 {<p+g)+1t。 由 此 可 以 算出 ys= p+ gq。 由 于 gqg=s-p,， 所 以 n=p(s- 
万 )。 于 是 p* 一 psn 二 0。 现 在 可 以 用 二 次 方程 公式 求 po。 一 旦 算出 了 户 ， 瑟 可 以 算出 
9， 愉 为 g= n/p。 


Tp i rt i ei. sr 
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37, SILVYER 

39. 假定 ; 是 +? 二 a {mod 六) 的 一 个 解 。 由 于 (一 s)=s*， 一 ;也 是 一 个 解 , 而 且 s 关 一 s 
[mod 六)。 理 则 p12s， 从 而 pijs， 根据 、 是 解 的 假设 ，p|; 意味 着 pla， 政 古 。 表 假定 
s 和 + 是 模 p 不 同 余 的 两 个 解 ， 那么 由 于 s* 寺 1 (mod p), p(s:-1), 即 pl(s+z) 
(s 一 t+)。 由 引 理 2， p(s 一 由 或 pl(s+#)， 所 以 5s 三 t (mod p), 或 s 圭一 +: (mod p)。 
所 以 至 多 有 两 个 解 。 


41 [二 j 的 值 只 依赖 于 是 不 是 模 p 的 二 次 留 数 ， 即 zx? 三 a (mod p) 是 否 有 解 。 由 于 这 只 


与 a 模 p 的 等 价 类 有 关 ， 所 以 [各 ]= [这]， 只 要 a = 5 (mod p)。 
43. 由 练习 42 知 
fe pp Dntp-1)2 cp- UWA!ab 
(SY) (2)=a-Dap-0a- (ab) -02 [ee)(mod p) 
2.6 节 
el 2 1 
b) ce) [2 0 4 6] d) 1 1 DD 1 
1 4 3 
3 
3 6 7 


3， 和 四 bY ， 2 。 1 
0 2 -8 6 
1 -8 18 —13 
5. | 9/5 区 
-1 4 
7.0+A=[0+t+a;s}={a,+0j=0+A 
9.A+(B+C)= [a;, +(b, + cc,)] 
二 [Cab 十 上 十 人 
={A+B)+C 
11. A 的 行 教 等 于 B 的 列 数 ，。 且 A 的 列 数 等 于 B 的 行 数 。 
13, A{BC) = | Painl >beocn) | 
= [2 aibuen! 
= [2 Paibarcn! 
= [Tanbor) cr] 
=~ {AB)C 


1 nn 
om 
0 1 


17. 8) 令 A=[a;]，B=[5,]， 那么 (A+B)=[ayt+ bij。 有 (A+B)'= [Lat bl= [La]t+t 
[5;j=A‘+B’。 
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bp) 用 a) 中 同 祥 的 记号 ， 有 B'A' = [ 56wa | = | Danbs ] = (4B)' ， 因 为 这 个 短 阵 的 
{1,7 站 位 元 素 是 AB 的 (j ,让 位 元 素 。 


. 岂 于 | | 红 = 0 | 


1 
a 站 奖 0 up 一 be 


“ 


结论 成 立 
21. 由 结合 律 知 A” (A 1)" 二 六 (下 ( 太 (A 六 A 1)… 息 1)”"!。 由 于 AA = 了 地， 从 内 向 外 结 
合 可 知 A"(A 1)" 一 了 。 类 似 地 ，(A&A 1) "A"= 了 了。 因此 (A*) != (A 1)*。 
23, 需 用 mmx, 次 乘法 来 计算 滋 积 中 天 ;mm 个 元 素 中 的 每 一 个 ， 所 以 共有 mi mzm3 次 乘法 。 
25. Al((A:A:) A ) 


27, TI 二 1 ,x; = 一 ,za 一 一 也 


29.a) (1 1 1 b} /0 0 1 fl 
i 0 1 
1! 0 1 001 10 1 

31.a) [1 0 0 b) (1 0 0 cfnb nm 
和 ol 二 
1 0 1 1 10 1 1 1 


33. aAVB= [LasV Bl=[b Vajl=BYA 
b) AAB =[a, Abs]=[5,Aa,]=BAA 
35.2) AV (BAC)= La, lV lbs Ae,] 
= [ayV (oO Acs)! 
=[(ayV Bb) A las Ye)) 
= [a Vb, IALasYy ec] 
={AVB)A(AYC) 
b) AACBY C= Lasl ALb, Yc) 
= [a M(B ci 
=[(ar A Bs)V (arsAcs}) 
= EasApbslV la;,Ae,) 
= (AAB)V (AAC) 


. AO(BOC)=| Vagh{ V (Be Acn)) | 
=[ Vy V (aia A bor A cn) | 
=[ Vy Caw A bor A en) | 


=[ Vv{V (a A bar)] Acn | 
= (AOB)OC 


3 


me | 
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社 充 练习 


1. a) Procedure iast max (al ，e 整数 ) 
Mar- Oa 
iast 二 
i: 二 2 
while 7x 
begin 
if a mar then 
begin 
nar a, 
last :1 
tnd 
+ :一 十 | 
end last 是 列表 中 最 大 整数 最 后 出 现 的 位 置 
b) 2n 一 1= O(n) 比 较 。 
3. a) Procedure pair zeros (B1602 6, :位 串 ,n 守 2) 
rr: 二 Bi 
y: = 02 
中 :二 2 
while (之 nn 和 ( 基 0 或 y 才 0)) 
begin 
E:=k+1 
i 
y= 
end 
if(x=0 和 y=0) then 打印 “YES” 
else 打印 “NO 
b) O(n) 比 较 。 
3 22 二 2 二 2 
7. 由 于 ac 圭 be (mod 天 )， 必 有 整数 下 使 eec=act+&ro 因此 a-2=REmcs 由 于 &-5 为 
整数 ，c| km。 令 d= 二 gcd (m,c),， 于 是 c= de。 由 于 e 没有 能 整除 rAd 的 因子 ， 所 以 4 
1m，elk。 这样 a -56= (kA/e)j(mAd)， 其 中 /EZ2，m/d 七 Z。 于 是 a 三 6 (mod 
md ) o 
9. 1 
11. 1 
13. 《aa ea en 二 车 -010 a Sioad(mod 9) ， 这 是 因为 10 三 1 (mod 9) 对 每 个 
非 负 整数 下 均 成 立 。 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUU^A 


pss 莫 座 才 学 及 弟 三 用 


15. a) 不 互 素 。 
b) 互 案 。 
c) 互 素 。 
d) 互 素 。 
17. a) 解密 函数 是 g(tqg)=alg~-5)mod 26 ， 其 中 < 是 e 模 26 的 一 个 道 。 
b) PLEASE SEND MONEY 
19. x S28 (mod 30) 


21. 对 1 之 
We | 中 Ace | i 0 | el 
Dj 1 一 1 中 0 = 1 0 
23. 假定 
a b&b 
A-| 
信 oc dd 
, 1 
B= 
UU 0 
由 于 AB=BA， 所 以 c=0 且 a=d。 今 
二 
B= 
1] 0 
由 于 AB= BA， 上 所 以 585=0。 因 此 
a 
a=| = al 
} a 
25,. Procedure irianguiar matrix muiltiplication (A，B: 上 三 角形 nw xn 盾 阵 ，A = [a; |]， 
B= | 8, |) 


for 1:=1ton 
bepgin 
for ;1':=i:ton 
begin 
二 澡 
for &£: =i to 


ee 
Cy’ = Cyt dirs 
end 
en 
27. (AB)(B 1A !)==A(BB 1)A ! 一 AIA = AA 1=I。 类 伏地 ，(B 'A ')(AB)=I。 所 
{AB) -1=B-IA ', 
29. a) 念 AGO0 =|[5]， 那么 5 = (Cas AONV V(tagA0)=0， 因 此 AO0=0。 类 似 地 ， 
0OA=0, 
b) AVD-[as V0]=[as]=A ， 因此 AY0=A。 类 似 地 ，0YVA=A。 
c) AA0=[asA0j=[01=0， 因 此 AAO0=0。 类 似 地 , 0AA=0。 
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第 3 章 


3.1 节 


.a】 附 加 b) 化 简 c) 假 言 推理 由 拒 取 式 ”e) 恨 言 三 段 论 

.证 也 是 “ 兰 迪 努 力 工 作 "”， 设 2 是 “ 兰 迪 是 个 笔 小 子 "， 设 |) 是 “ 兰 迪 将 得 到 这 份 工作 “。 

前 提 是 w，w-*q 和 de。 用 假 言 推理 和 前 两 个 前 提 得 出 4。 用 假 言 推 理 和 最 后 一 个 

前 提 得 出 ~;， 它 就 是 所 需要 的 结论 ;“ 兰 迪 将 得 不 到 这 份 工 作 ”。 

. 用 全 称 量 词 消 去 来 得 出 “车 苏 格 拉 底 是 人 ， 则 苏 格 拉 底 是 要 死 的 "。 用 假 言 推理 来 得 出 苏 

格拉 不 是 要 死 的 。 

.a) 有 效 结论 是 “我 周二 没有 休 根 ”,“ 我 周 四 休 过 假 ",“ 周 四 下 过 十 。 

b)“ 我 没有 了 吃 六 的 食物 而 且 没 有 打雷 ” 是 有 效 结 论 。 

c)“ 我 是 聪明 的 ”是 有 效 结论 。 

d)“ 拉 尔 去 不 是 主峰 计算 机 科学 的 ”是 有 效 统 论 。 

e)“ 你 购买 许多 东西 对 美国 有 利 而 且 对 你 有 利 ” 是 有 效 结论 。 

f) “老鼠 哨 咬 安 们 的 食物 ”和 “人 兔子 不 是 限 类 ”是 有 效 结论 。 

9. a) 设 c(z) 是 “z 是 在 这 个 班 里 ”，j(x) 是 “xz 知道 如 何 用 JAVA 编号 程序 "，h(x) 是 
“x 可 以 找到 高 薪 工 作 ”"。 前 提 是 c{ 道 格 )，j;( 道 格 )，Y¥ xz(j{xz) 一 h(x))。 用 全 称 量 词 
消去 和 最 后 一 个 前 提 得 出 j{ 道 格 } 一 hh( 道 格 )。 对 这 个 结论 和 第 2 个 前 提 用 假 诗 推理 得 
出 A( 道 格 )。 用 合 取 和 第 1 个 前 提 得 出 c( 道 格 ) AR( 道 格 }。 最 后 ， 用 存在 量词 引入 得 
出 所 需要 的 箔 论 jxtctxj h(x))o 

b) 设 c(x) 是 “x 是 在 这 个 斑 里 ”，w(z) 是 “xz 喜欢 鲸鱼 观察 "，p(z) 是 “>z 关心 交 洋 

污染 ”。 前 提 是 xc(trjAwtr)) 和 YWzxlrw(lr) 一 pl(r))。 根据 第 1 个 前 提 ， 对 一 个 

具 栖 的 人 y 来 说 有 cl(y) 信 w(v)。 化 简 得 出 ww(y)。 用 第 2 个 前 提 和 全 称 量词 消去 得 

出 w(y) 一 p(y)。 用 根 谨 推理 得 出 pty)， 再 用 合 取 得 出 c(y) A p(y)。 最 后 ， 用 存在 

其 词 引 入 得 出 所 需要 的 结论 3 xtc(zT) A p(xr))。 

设 c(z) 是 “z 是 在 这 个 班 里 ”"，p(x) 是 “xz 拥有 一 台 个 人 电脑 ”":，w(x) 是 “工会 使 用 

字 人 处 理 程 序 ”"。 前 提 是 c( 齐 克 )，Y x(c(r)*p(r)) 和 Yrztp(r)w(z))。 用 第 2 个 

前 提 和 全 称 量词 消去 得 出 c( 齐 克 ) 一 p( 齐 克 )。 用 第 1 个 前 提 和 想 言 推理 得 出 p( 章 

克 )。 用 第 3 个 前 提 和 全 称 量 词 消 去 得 出 p( 章 克 ) 一 w( 齐 克 )。 最 后 ， 用 假 言 推理 得 出 

所 需要 的 结论 忆 ( 齐 克 )。 

d) 设 i(z) 是 “xz 是 在 新 泽 相 ”， Ftzx) 是 “zx 住 在 距离 大 海 和 英里 之 内 ” ，s(Gz) 是 “z 风 

过 大 海 "。 前 提 是 Yrz(j(Crj>f(z)) 和 jx(j(z)A ms(z))。 第 2 个 前 提 和 存在 量词 
消去 意味 着 对 一 个 具体 的 人 y 来 说 有 ij(y) A “s(xy)。 化 简 得 出 对 这 个 人 y 来 说 有 
j(y)。 用 全 称 量词 消去 和 第 1 个 前 提 得 出 ji(y) 一 了 f(y), 再 用 根 言 推理 得 出 f(y)。 用 化 
简 从 jy)A Dsty) 得 出 0s yy)。 所 以 用 合 取 得 出 f(y) A ms(y)。 最 后 ， 用 存在 量词 引 
入 得 出 所 需要 的 结论 jx (f(r) A Ts(z))。 

11. a) 肯定 结论 请 误 

hb) 回避 问题 次 误 


Pp) | 


[各 


= 


Tm 


心 
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c) 使 用 很 言 推理 的 有 效 论 证 

dj 使 用 析 取 三 段 论 的 有 效 论 证 

e) 盏 定 前 提 庄 旋 

13. 这 个 命题 平凡 地 为 真 ， 内 为 0 不 是 正 整数 。 空 证 明 ，。 

15. P(1) 为 真 ， 因为 (a+B)L=a+ezal+b=a+s。 直接 证 明 。 

17.a) 假定 n 是 奇数 ， 所 以 对 某 个 整数 来 说 有 nn 二 2k&+1。 于 有 mn?+5=2 (4k ”+6 十 了 天 

+3)。 因 为 n”+5 是 2 乘 以 茜 个 整数 ， 所 以 它 是 个 数 。 

b) 很 设 n?”+5 是 奇数 而 有 n 是 奇数 。 因 为 n 是 奇数 并 且 两 个 奇数 之 积 是 奇数 ， 所 以 ?2 
是 奇数 而 且 nn? 也 是 奇数 。 但 是 这 样 一 来 5= (nn3+5) 一 nn” 应 当 是 偶数 ， 因 为 它 是 两 个 
奇数 之 差 。 因 此 ，xn”+5 和 ”都 是 奇数 这 个 假设 是 错误 的 。 

19. 设 n=2k+1 和 m=21+1 都 是 奇数 ， 则 n+ m=2(k&+1+1) 是 偶数 。 

21. 假设 + 是 有 理 数 ，; 是 无 理 数 ， :=r+i 有 是 有 理 数 。 则 根据 练习 10，s +《-r) = 工 是 
有 理 数 ， 弄 盾 。 

23. 因为 /2:y2=2 是 有 理 数 ， 且 y2 是 无 理 数 ， 所 以 两 个 无 理 数 之 积 不 一 定 是 无 理 数 。 

25.72 =1601 是 一 个 反例 。 

27. 假设 31=a/5， 其 中 a ,5 EZ，5 关 0， 而且 gcd(a,5)=1。 于 是 3= a vB ， 所 以 36 
= as。 因 此 3las， 且 仅 当 31a 时 才 可 以 发 生 这 样 的 事 。 设 a=3m， 则 35”=27m ， 或 
=9m”。 因 此 31 好 ， 这 说 明 3|158。 这 与 假设 的 gcd{a ,58)=1 刻 盾 。 

29. 若 rz 和 vv， 则 maxfzryy+rmintz yy)=3y+Zz=+yo 洛 工 基 Yy 则 maxfzry)+minfz， 
y)=xz+ywo 因为 这 是 公有 的 两 种 情况 ， 所 以 不 等 式 世 是 成 立 。 

31. 存在 四 种 情形 。 情 形 1: x 宇 0 而且 y 宇 0, 于 是 |x1+1y|= 二 z+y=1rz+y|。 情 形 2; 
r<0 而 且 ?<0, 于 是 |z1+1y1= -x+(-y)=-(xt+y)=|xz+y|， 因为 z+y<0。 
情形 3: rz0 而 县 y<0， 于 是 |x1+|yi=zx+( 一 y)。 痢 xz 人 一 y， 则 z+y|=x+y。 
但 是 因为 y<0， 一 y>>y， 所 以 jx|+jy|=xt(-y)>x +y=|]xty|。 共 工艺 一 y， 


ph 


则 |x+y|=-{xz+y)= 一 之 +( 一 y)。 但 是 因为 x 守 0， 一 x 志 z， 记 蕊 |x|+|y|= z+ 
(一 yj) 主 ~z+(-y)= |zxz+y|。 情 形 4: x<0 而且 y 这 0。 交 换 z 与 y， 就 等 同 于 情形 
3 


33. 有 三 种 情形 需要 考虑 ; 情形 1，a 是 最 小 的 ， 或 是 平局 最 小 的 ; 情形 2， 是 最 小 的 ， 或 
是 平局 最 小 的 ;情形 3，c 是 最 小 的 ， 或 是 平局 最 小 的 。 因 为 a,， 中 和 * 中 有 一 个 是 最 小 
的 ,或 是 平局 最 小 的 ， 所 以 这 三 种 情形 覆盖 了 所 有 的 机 能 性 。 在 情形 1 里 ,4 所 min{ 声 ， 
cy)， 所 以 左边 是 a 而 县 右边 也 是 < ， 因 为 minfe,c)=a 。 其 余 两 种 情形 里 的 论证 是 类 侯 
的 。 

35. 首先 ， 根 定 n 是 坷 数 ， 所 以 对 某 个 整数 不 来 说 =2&+1。 于 是 5 二 6=S42R 二 1) 十 和 = 
10& +11=2(5+S)+1。 因 此 Sa+6 是 奇数 。 为 了 证 明道 命题 ， 盆 定 n 是 侦 数 ， 所 以 
对 某 个 整数 二 来 说 有 2 =2&。 于 是 5 +6=10k+6=2(0S+3)， 所 以 Sn+6 是 候 数 。 
因此 x 是 奇数 当 且 仅 当 5n +6 是 奇数 。 

37. a? 尘 b>{mod 户 ) 当 县 仅 当 pe -的 )=fe+talae-as 根据 素数 分 解 的 唯一 性 ， 这 等 

愉 于 pli(a 一 58) 或 pl(a+5), 这 与 4 三 b(mod 户 ) 或 4 三 -btmod Pp) 是 一 样 的 。 
. 这 个 命 是 为 丰 。 假定 mr 既 不 是 1 也 不 是 -1。 册 ma 有 太 于 1 的 因子 mx。 在 男 一 方面 ， 


“BD 


3 
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mn 二 1， 且 1 没有 这 样 的 因子 。 因 此 mm*=1 或 mx = 一 1。 在 第 1 种 情形 里 n = 1， 而 在 第 
2 种 情形 里 n= 一 1， 因 为 n=1/m。 
41. 正 整 数 3 不 是 两 个 整数 的 平方 和 ， 所 以 这 个 命题 为 假 。 
43. a) 真 ; 因为 [x 已 经 是 整数 ， 所 以 [Lx |= 上 xj。 
b} 假 ; 了 =1A 是 反例 。 
c) 真 ; 若 z 或 y 是 整数 ， 则 用 1.6 节 表 1-1 里 的 性 质 4b， 差 为 0。 若 z 与 y 都 不 是 整 
数 ， 则 z=n+e，y= 贡 二， 其 中 n 和 x 痢 是 整数 旦 e 和 人 都 是 小 于 1 的 正 实 数 。 
于 是 忒 +n 世 z+ty 人 m+n+2， 所 以 x+y | 或 者 是 m+ n+1 或 者 是 m+ n+2。 
因此 ， 所 给 的 表达 式 或 者 是 (n+1)+ (m+1)-(m+n+1)=1 就 者 是 (n+1)+ 
(mt+1)-(m+n+2)=0， 正如 所 和 需要 的 那样 。 


d) 假 ; zx= 二 和 y=3 是 反例 。 


ce) 假 ，z = 六 是 反例 。 
45.a) 车 xz 是 正 整 数 ， 则 两 边 是 相等 的 。 所 以 假定 x=n*:+ m+， 其 中 x” 是 小 于 zz 的 最 
大 完全 平方 数 ，mw 是 非 负 整数 ， 而 0 之 e 态 1。 则 Yr 和 vxj=yn +m 都 是 在 n 和 
n+1 之 间 ， 所 以 两 边 都 等 于 n。 
by 车 x 是 正 整 数 ， 则 两 边 是 相等 的 。 所 以 假定 x=n* 一 me， 其 mn* 是 大 于 之 的 最 小 
完全 平方 数 ，m 是 非 负 整数 , 而 ss 是 满足 0< ss 扫 1 的 实数 。 则 Wx 和 Tx ] = 
vy ia 一 了 9 都 是 在 2 -工程 关 ， 所 以 两 边 部 等 于 m。 

47, 设 z=nt(lr/m) +e， 其 中 是 整数 ,，r 是 小 于 的 非 负 整数 ，sm 是 非 负 整 数 ， 而 ee 
是 满足 0 过 e 之 1/m 的 实数 。 左 边 是 nm+rt+ mej]= nm ++r。 在 右边 ， 从 [x 到 
[z+ (m+r 一 1)/m | 的 项 都 恰好 是 n， 而 从 Lz + (mm 一 +)Amj 开 始 的 项 都 是 nw + 1。 因 
此 ， 右边 是 (区 一 rj)n+rtn+1)== nm +r ， 与 左边 一 样 。 

49, 将 给 出 归 尊 证明。 假定 a1，a2，…，a; 都 小 于 4 ， 其 中 A 是 这 些 数 的 平均 值 。 则 at + 
dst 十 di 人 守 机 六。 两 边 都 除 以 n 就 证 明 = (ail+ez+… 十 ant 各， 让 丑 。 

5s1. 将 通过 证 明 (i 蕴 涵 (i) (ii) 草 涵 (ii) 、( 放 ) 蕴 涵 (iv) 和 (iv) 蕴 涵 (i) 来 证 明 这 四 个 命题 都 
是 等 价 的 。 首 先 ， 假 设 nx 是 惕 数 。 则 对 某 个 整数 来 说 n=2k。 于 是 n+1=2k&+1， 有 所 
以 n+1 是 奇数 。 这 证 明 人 i) 蕴涵 (i)。 其 次 ,假设 n + 1 是 奇数 。 则 对 茶 个 整数 庆 来 说 
+1=25+1。 于 是 3n +1=2nx 十 (n+1)=2(n 二 大 )+1， 这 说 明 3n + 1 是 奇数 ,证 明 
(1) 蕴涵 (说 )。 再 次 ,假设 3n + 1 是 奇数 。 则 对 某 个 整数 上 来 说 3n+1L1=2&+1。 于 定 
3n = 二 (2k+1) 一 1=2k ， 所 以 3n 是 偶数 。 这 证 明 (iii) 草 洱 (ivr )。 最 后 ,假设 = 不 是 偶 
数 。 则 ”是 奇数 ， 所 以 对 某 个 整数 下来 说 m=2 二 1。 于 是 3 =3 了 42 二 1) 一 6R+3= 
2(3& +1)7+1 ,所 以 3n 是 奇数 。 这 样 完 成 了 (iv) 丝 涵 ( 人 0 的 间接 证 明 。 

53. 整数 3，5 和 7 了 是 三 个 属于 所 需要 的 形式 的 素数 。 

55. 根据 第 二 个 前 提 ， 存 在 某 个 不 喝 姥 啡 的 儿子。 设 里 欧 是 这 样 的 动物 。 通 过 化 简 知 道里 欧 
是 狮子 。 通 过 假 言 推理 ， 从 第 1 个 前 提 知 道里 欧 是 凶猛 。 因 此 里 欧 是 凶猛 的 并 且 是 不 哆 
嘱 啡 的 。 根 据 存 在 量词 的 定义 ， 存 在 着 不 喝 咖 罪 的 凶 冯 的 动物 ， 即 某 些 不 喝 嘱 啡 的 凶猛 
动物 。 
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57. 假设 有 前 ”+1 个 率 数 pj ，p2，…，pa+1， 则 1p2a…ps+1 被 超过 个案 数 整 除 。 

59. 假设 p, ，p,，… pp, 是 所 有 模 4 同 余 3 的 素数 ，3 除 外 。 设 9=4pip2… p+3。 则 g 三 3 
(mod 4)}， 并 且 vw 不 能 被 间或 3 整除 ,E=1，2…，mn。 因为 了 至 少 有 一 个 模 4 同 余 3 的 
素 因 子 ， 所 以 必然 存在 一 个 这 种 类 型 的 素数 ， 它 不 在 这 个 列表 里 。 这 是 一 个 非 构 造 性 的 
存在 性 证 明 

61. 假设 py 一 二 pps 下 pa 说 py。 为 了 证 明 这 些 命题 中 的 一 个 剖 寡 者 其 余 的 任意 一 个 ， 
只 需要 重复 使 用 假 言 三 段 论 。 

63. 设 a=y32 和 占 =WN2。 基 c=as 是 有 理 数 ， 则 大 功 告 成 。 荐 < 是 无 理 数 ， 则 c= {a*)*= 
(W3 ) 太 =(Y2)? =2 是 有 理 数 。 这 个 证 明 是 非 构造 性 的 。 

65, 每 个 放 在 棋盘 上 的 多 米 诺 肯 牌 都 恰好 覆盖 一 个 白 格 和 一 个 黑 格 ， 因 此 一 组 多 米 诺 骨 牌 愉 
好 和 覆盖 同样 数目 的 白 格 和 黑 格 。 因 为 删除 对 角 上 的 格子 产生 出 品格 比 白 格 多 两 个 或 白 格 
比 黑 格 多 两 个 的 棋盘 ， 所 以 没有 一 组 和 多米诺 骨牌 可 以 覆盖 删除 了 对 和 角 上 的 格 于 的 模 盘 。 

67. 有 效 。 


34.2 节 


1. ntn+1) 

3. 设 P(n) 是 “>)” 35 =3(5" 全 -1)M"。 基 础 步 又 : P(0) 为 真 ， 因 为 >) .3:5 =3 
= 3(5! -1) 74。 归纳 步 又 : 假设 >)” 3 了 =3(5" 和 -D146 则 > 35 = 人 (之 3 
S57)] + 33+1l=3(571 1)/4+3.5"t1=3(5"+1+4:5"*+1 1)}/4=3(5”"'?—1)/46 

5. 通过 检查 小 的 n 值 做 出 猜想 : P(n) 为 真 ， 其 中 P(n) 是 命题 “ 2" 11/2’= (2"~1)/ 
2"”。 基 础 步骤 : P(1) 为 真 ， 因为 1 人 2=(2: 一 1)/24。 归 纳 步 怠 ; 假设 之 172 = 
C2” 一 1)72”"， 则 


中 十 扣 
1 1 1 ,外 1l 23 2+1 | 
2 (> ey 一 人 ”31 全 Dntl ?at+] 


1l 了 


7. 设 P(z) 是 “> 1j?=n(ln+1)(2n+1)/6”。 基 础 步 又: P(1) 为 真 ， 因为 ,177-1 


三 十 】 -7 


=1(1+1)(2.1+1)/6。 归 纳 步 台 : 假设 2 六 =n(n+1)(2n+1)/6 。 则 2 .1 
(Pt ntl) =n(n+1)(2n+1) /6+ (nt+1) = (n+1)[l2n +n+6n+6]/6= 
(ntl)tnt2)r(2n+3)/6=tnt+1(t(tnt1)+1 M2(n+1)}+1) 

9. 设 P(a)? 是 “12+32+…+ (人 (28+li = 二 (n+1)(2n +1)(2n+3)/3”。 基 础 步骤 : PD) 为 
真 ， 因 为 12=1= (0+1)}(2-0+1)(2.0+3)/3 。 归 纳 步 又 : 假设 P(xn) 为 真 。 则 1*+3°+ 
2n+ +2 n+1)+1)= (nti)(2n +1) (Dn+3)/3+ (2n+3) = (2n+3)[(n 
+1)(2n+1)/3+ (2n+3)]={2n+3) (2n +9n+10)/3= (2n+3)(2n +5)(n+2)}/3= 
((nt+1)+t1)(2(n +1}+1)(2(n + 1)+3)/3 。 

11, 设 P(n) 是 + 吉 志 (1+ 及 )",h> 一 1”"。 基 础 步骤 ;P(0) 为 真 ,因为 1+0:h=1 志 1=(1 
+ 五。 归纳 步 又 :假设 1+ 大 委 (1+ 呈 和。 则 因为 (1+ 下 ) 0, 所 以 (+ 大) = 二 (1+ 记 ) 
(1+h)"E th + nh)=1+(ntl)h + nh 1l+ (nt+1)h 
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13. 设 P(n) 是 "2 > n*”"。 基 础 步骤 :P(5) 为 真 ,因为 = 32>25=5°。 归 纳 步 骤 : 假 设 Pt(n) 
为 真 , 即 2* 守 nn 则 2711=2.:2"* 守 pn 二 48 守 R2 +2n+1= (n+1)*, 因 为 n 户 
4 。 

15. 设 Pin) 是 和 “1:2+2:3+ 十 n(n 二 1) 一 n(n+1)(n+2)/3"。 上 基础 步 又 ;P(1) 为 真 , 因 汶 
1:2=2 二 1{1+1)(1+2)/3。 归 纳 步 又 ;假设 Pin) 为 真 。 则 1:2+2-3+…… 寺 ntn+1)+ 
(Cnt+l}y(n+2)= [n(nt+l}(n+2)/3] + (nti){n+2)= (nti}(n+2) (rn/3)+1]= 
(nt+l)(tn+t+2)(n+3)/3o 

17. 设 Pn) 是 “12 一 2 二 可 一 上 二 (一 412)* n= 一 1)" n(n+1)/2”"。 基 础 步骤 :PP(1) 为 
磋 , 因 为 上 =1= (一 1)?1?。 归 纳 步 又 ;假设 Pn) 为 真 。 则 1 一 2+3 一 :+( 一 1) ”ng 
+(— 1)*(n+t+1)=(—1)" in(an+t+i)/+(-1) "(n+1) =(—-1)"(n+t+1)L 一 有 十 (于 
+1)]=(C-1)"(n+t+l)[CnA2)+1l=(-1)" ntl)(nt+2)/2 。 

19. 设 Pln) 是 “nn 分 邮资 可 以 用 3 分 和 5 分 邮票 来 组 成 "。 基 础 步骤 ; P(8) 为 真 ， 因 为 8 分 
邮资 可 以 用 一 个 3 分 和 一 个 5 分 邮票 来 组 成 。 妇 纳 步 骤 ; 假设 P(xn) 为 真 ， 妈 可 以 组 成 
n 分 邮资 。 下 面 将 说 明 如 何 组 成 x +1 分 邮资 。 根 据 归 纳 假 设 可 以 组 成 n 分 邮资 。 关 这 
里 面包 含 一 个 5 分 邮票 ， 则 用 两 个 3 分 邮票 替 搁 这 个 5 分 邮票 来 得 到 nw +1 分 邮 痪 。 盏 
贴 ， 里 面 只 有 3 分 邮票 并 且 * 六 9。 删除 三 个 3 分 邮票 ， 用 两 个 $ 分 邮票 苦 换 它们 来 得 到 
nn 二 1 分 邮资 。 

21. 设 Pl(n) 是 “n5 一 n 能 被 5 整除 ”。 基 础 步骤 ，P(0) 为 真 ， 因 为 -0=0 能 被 $5 整除。 
归纳 步 又 ， 假设 P(n) 为 磋 ， 即 n; -能 被 $5 整除 ， 则 (x +1)3 一 (n+1)={n”+Sn*+ 
10n3+10n2+Sn+1) 一 (nt+1)==(n 一 n)+5(n +28 +28 +) 也 能 被 5 整除， 因为 
在 这 个 和 里 的 两 项 都 能 被 5 整除 。 

23. 设 Pln) 是 命题 ，(2n -1)2 1 能 被 8 整除 。 基 础 情形 P(1) 为 真 ， 因 为 810。 现 在 假设 P 
(Cn) 为 真 。 因 为 ((2(n+1) 一 1Y+1)={(2n 一 1 站 ~1)+8n ， 所 以 Pln+1) 为 真 ， 因 为 
右边 两 项 都 能 被 8 整除 。 这 说 明 对 所 有 正 整 数 来 说 PP (xn) 都 为 真 ， 所 以 每 当 mz 是 商 正 
整数 时 ， 就 有 mm? 一 1 能 被 8 整 陈 。 

25, 设 Pln}) 是 命题 ; 带 %n 个 元 察 的 集合 有 n(n 一 1) 避 2 个 双 元 案子 集合 。 基 础 情形 P(2) 为 
真 ， 因 为 带 2 个 元 率 的 集合 有 一 个 双 元 素 子 集合 ， 即 它 自身 ， 且 2(2 一 1)/2=1。 现 在 假 
设 Pln) 为 真 。 设 S 旦 带 n+1 个 元 素 的 集合 。 选择 S 里 的 一 个 元 素 a 并 且 设 了 = 5S- 
la|。S 的 双 元 素 子 集合 要 人 么 包含 a 要 么 不 包含 a。 不 包 合 a 的 那些 于 集合 都 是 本 的 2 
元 保 子 集合 ,根据 归纳 假设 ， 有 n(n 一 1)/2 个 这 样 的 于 和 集合。 包含 a 的 S 的 双 元 素 子 
集合 有 nn 个， 因为 这 样 的 子 集合 包含 a 和 了 里 的 r 个 元 健 之 一 。 因 此 有 n(n 一 1)/2+n 
n(n+1)/2 个 S$ 的 双 元 素 于 集合 。 这 样 就 完 万 了 归纳 证 其 。 

27 设 P (n) 是 命题 11+24+3 二 +nt=n(nt+1)(2n +1)(3n +3n -1)/30。 P(l) 
为 丰 ， 因 为 1:2.:3:5730=1。 假设 Pin) 为 真 。 则 (11+24+34+…+n1)+(nt+1) = 
(n+)Ont+l)3n +t3n 1)/30+ (n+1) = (n+1)/30) (nn(2n + 1)(3n + 3n—1) 
+30C(n t+ 1)= (Cn+1) /0) (6nt+ 39n +Oln +89n+30)= (n+1)/30)(n +t2)(2n 
+3)(3Cn+1)+3(n 二 1) 一 1)。 这 说 明 P(n+1) 为 真 。 

29. 通过 检查 发 现 , 对 =0，1，2，3 来 说 ,不等式 22 + 3 所 2” 不 成 立 。 设 P (xn) 是 久 
题 ， 对 正 整数 n 来 说 ， 这 个 不 等 式 成 立 。 基 础 情形 P(4) 为 真 ， 因 为 2:4+3=1i 志 16= 
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24。 归 纳 步 驻 : 假设 P 《za) 为 真 。 则 根据 归纳 假设 ,2{n +1)+3= (2n+3)+2<2"+ 

2 。 但 是 因为 n 斌 1， 所 以 2" + 2 态 2"+27 二 27+1。 这 说 明 P{n +1) 为 真 。 

31.a) 用 5 分 和 56 分 邮票 可 以 组 成 的 归 资 是 5 分 .56 分、 10 人 分 ,11 分、 12 分 、15 分 、16 

分 、17 分 、18 分 以 太 20 分 以 上 的 所 有 邮资 。 

b) 证 明 20 分 以 上 前 所 有 邮资 都 可 以 用 5 分 和 6 分 邮票 来 组 成 。 设 Ptn) 是 命题 ; 可 以 组 
成 分 邮资 。P(20) 为 真 ， 因为 20 分 邮资 可 以 用 四 个 5 分 邮票 来 组 成 。 现 在 很 设 
Pln) 为 真 , 基 使 用 了 一 个 5 分 邮票 来 组 成 n 分 邮资 ， 则 用 一 个 6 分 邮票 替 搞 它 来 组 成 
二 1 分 邮资 。 否则 ， 车 只 用 过 56 分 邮票 ， 则 因为 之 20， 所 以 至 少 用 过 四 个 和 分 邮 
荣 。 用 五 个 5 分 邮票 蔡 换 四 个 6 分 邮票 来 得 到 n+1 分 邮资 。 因 为 Pln+1) 为 真 。 这 
样 就 完成 了 数学 归纳 法 证 明 。 

设 Ptn) 与 在 b) 里 一 样 。 基 础 情形 是 P(20),P(21),P(22),P(23) 和 P(24)。 这些 情 

形 都 为 真 ， 因 为 20 分 、21 分 、22 分 、23 分 和 24 分 邮资 分 别 可 以 用 四 个 5 分 邮票 、 

三 个 $5 分 邮票 和 一 个 6 分 邮票 、 两 个 $ 分 邮 划 和 两 个 6 分 邮票 、 一 个 5 分 邮票 和 三 个 

6 分 邮 刘 以 及 四 个 6 分 邮 刘 来 组 成 。 现 在 假设 对 20 二 En 来 说 P(E) 为 真 ， 其 中 之 

24。 因 为 n+1 宇 25， 所 以 n 一 4 空 20， 所 以 根据 归纳 假设 ， 可 以 组 成 nn -4 分 邮资 。 

添加 一 个 5 分 邮票 来 得 到 nn +1 分 邮资 ,这 说 明 P(n+1) 为 真 。 这 样 就 完成 了 用 数学 

归纳 法 第 一 原理 的 证 明 。 

33. 所 有 大 于 或 等 于 40 的 8 10 的 倍数 ， 以 及 外 20， 都 可 以 组 成 。 度 已 (2 ) 是 命题 可 以 组 
成 10n 美元 。P(4) 为 真 ， 因 为 用 两 个 和 20 可 以 组 戌 上 40。 现 在 优 设 对 nn 实 4 来 说 P(xn) 
为 真 。 苦 用 了 一 个 $ 50 钞票 来 组 成 10n 美元 ， 则 用 三 个 $20 甸 票 蔡 换 它 来 得 到 10(nm + 
1) 美 元 。 洁 则 ， 至 少 用 过 两 个 3 20 钞票 ， 因 为 10n 至 少 为 8 40。 用 一 个 $ 50 钞票 蔡 换 
两 个 $20 钞票 来 得 到 $10(n +1)。 这 说 明 Pln +1) 为 真 。 

35, 对 = 工 来 说 ， 左 边 只 是 171， 它 是 1. 对 守 =2 来 说 ， 存 在 三 个 非 空子 集合 {1|，121 
和 11，21 ， 所 以 左边 是 1Z1+12+1z127=2 。 为 了 证 明 归 纳 步 双 ， 假设 对 x 来 说 合 
题 为 真 。 前 n + 1 个 正 整 数 的 集合 有 许多 非 空子 集合 ， 但 它们 分 成 二 个 类 别 : 前 ”个 正 
整数 的 非 空 子 集 合 ， 前 x 个 正 整数 的 非 空 子 集 合 加 上 za + 1， 或 仅仅 in + 11。 根 据 归 纳 
假设 ,第 1 个 类 别 之 和 为 rn。 对 第 2 个 类 别 来 说 ,可 以 从 和 的 等 项 里 分 解 出 1A 作 x 二 1) 
来 ,根据 归纳 想 设 ， 剩 下 的 和 怡 是 nn， 所 以 这 个 部 分 的 和 是 nAn +1)。 最 后 , 第 3 个 
类 别 内 产生 出 1Atn +1)。 因 此 ， 总 和 为 n+ n/n+t+1)+1lAAnt+1)=n+1。 

37. 基础 情形 wx =0 和 n=1 都 为 真 ， 因 为 x? 的 导数 是 0 且 x!' = 的 导数 是 1。 利 用 胶 法 规 
则 ， 归 纳 和 假设 以 及 基础 情形 ， 就 可 证 明和 x"*?1= 人 (zx)= x" 人 t+ rr 人- 
nz 十 rrr l= nr+r" ={(nt+l)r" so 

39. 设 P(n) 是 命题 AB* = B"A。P(1) 为 真 , 因为 AB = BA。 现 在 假设 Pt2a) 为 其 。 则 
AB"'! AB"BB"AB=B BA BA。 所 以 Pa+1l) 为 真 。 

41. 设 P{n) 是 "(AUA5U…UADN 门 B=(ANN BU CAN 门 BU…U(A, 门 B)”。 基 础 步 又 :了 P 
(1) 平 凡 地 为 真 。 归 纳 步骤 : 假设 P {nn) 为 真 ， 则 (A1UAsU…UA,11011B=[(AL1U 
A UADNUAAINB=ICAUAU… UAVMNBIVUiA,AI B= L(AN BU 
(CASNBIU-LU CA NBIIUTAAAMB)= (ANBIUCAN BU UA.N BU 


Mm 


万 
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(A,+1fl B). 

43, 设 Pln) 是 
“UA Nn As” 
基础 东 骤 : P(1) 平 几 地 为 真 。 归 纳 步 台 : 假 从 Ptn} 为 真 ， 则 

Var= (UAIUA n= (UAINA N= (0 AINA NA 

45. 设 Pln) 是 “[(py>po)jACtparp)A ACpi™ pj) jr pA prA A pr ™ 
pnj”。 基 础 步 又 :; Pf2) 为 真 因为 (pl1 习 p23) 了 (pi 站 pz) 是 重 育 式 。 归纳 步 民 : 假 从 
Ptn) 为 真 ,为 了 证 明 [(pi 一 po ACpavpa A A(p ”pA(p™ parr) |l(piA 
pzApi1 和 prj 王 记 ,+1j 是 重 言 式 ， 假设 这 个 蕴 淫 式 的 前 件 为 真 。 因 为 前 件 和 
P (n) 都 为 真 , 所 以 (pliA pA… 闪 和 -1 一 加 为 真 。 因 为 这 个 式 子 为 真 ， 并 且 因 为 p， 
一 pp,+1( 它 是 假设 的 一 部 分 }， 所 以 根据 想 言 三 暇 论 ，( pj Ap 六 户 1 一 户 ， 1 为 真 。 
从 这 个 式 子 得 出 较 弱 的 命 旺 (pi A pz A A ps_1A Pr) Pa+io 

47, 车 zz+1=2， 则 这 两 个 集合 不 重要 。 事 实 上 ， 昔 注 式 P (1) 一 忆 (2) 为 假 。 

49. 假设 良 序 性 成 立 。 很 设 P(1) 为 真 且 对 每 一 个 正 再 数 n 宇 1 来 说 ，(P(1) ABC2) 六 下 
P(xn)) 一 Pln+1) 为 真 。 设 S$S 是 P (nn) 为 假 的 整数 na 的 集合 ， 将 证 明 S= 人 尹 。 假设 5 
了 关 从 。 则 根据 良 序 性 ， 在 S$ 里 存在 最 小 整数 x;。 我 们 知道 wi 不 能 是 1， 因 为 P(1) 为 真 。 
因为 n = m 是 使 得 P(n) 为 假 的 最 小 整数 ， 所 以 PO1),P(2),…,P{tm 一 1) 都 为 真 ， 并 且 
i 一 1 之 1。 因 为 (P11)AP(O2)A……AP(m 1) 一 P(m) 为 真 ， 所 以 P(m}) 必 然 为 上 ， 
刻 盾 。 因 此 S= $$。 

51. 设 Pln) 是 “Hy' 雪 1”。 大 础 步骤 : P00) 为 真 ， 因 为 Hw= 号 = 1 过 1+0。 上 归纳 步 又 ， 假 
设 瑟 " 和 1+2， 则 

Ha**!1= Ho" + S Etnt2a(Tn) <1l+tntl=1+(n+1) 
j=2"+1 

53. 设 PUn) 是 *1AL+1A+1NW3+……+1MNa>20va+l-1)”。 基 础 步骤 : P(1) 为 真 ， 
因为 1 >2(Y2 - 1)。 归 纳 步 又 : 假设 P(a) 为 真 。 则 1AtE+1AI+1N3T+T +T1AY TEL 
1Av Atl >20v n+1 一 1)+1/vy +Li。 车 证明 2(w ma+T1-l)+1 rar+i>20w +2- 
17》， 则 得 出 P(a +1) 为 真 。 这 个 不 等 式 等 价 于 2(w mr+2-va+li<lw n+1， 它 等 价 
于 2(v nD ar2+wyT)<wt+tw aa+i+wna+2w nt+1。 这 等 价 
于 2<1+VAnt2/V/H+1， 它 显然 为 真 。 

55. 将 首先 证 明 当 是 2 的 矫 时 的 结果 ， 即 若 n =2*, 记 =1,2,…。 设 Pt) 是 命 十 :A 室 G， 
其 中 及 和 G 是 一 组 n=2* 个 正 实数 的 算术 和 几何 平均 值 。 基 础 步 又 ; 大 二 1 并且 n=2 
=2。 注 意 (w ai -Vaz 站 实 0。 展 开 这 个 式 子 证 明 al -2 waiwaa+az 闻 和， 即 (al+ 
qa} /2 (a 0), 归纳 步 坚 : 盆 设 P(E) 为 真 ， 并 且 n=2*。 我 们 将 证 明 P{ 上 +1) 为 真 。 
有 24+1=278 , 则 (a + azt + a )A2n)= (tatast+ta)j/nt (lantrit antat "+ 
re 同 理 ， {ar gn) "= [ea a ) "(anrias a 为 了 简 
化 记号 ， 设 A(zyy…) 和 Glzyy，…) 分 别 表示 xz，y，… 的 算术 平均 值 和 几何 平均 但 。 为 
外 ,车 x 过 xz，y 之 yy ， 依次 类 推 , 则 A (zr,y, 和 A{r yy, 和 且 G(r yy" 去 
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GT yn 因此，Ateliyea sd) = A(A(ar a Tan) A dnt 
a ALGta a An) Gattis drtar sda) GG a a r,s an), 
(antrirani2 nd)) = Gtalsd2 G2n)ao 这 样 就 完成 了 对 2 的 寡 的 情形 的 证 明 。 现 
在 春 革 不 是 2 的 基 ， 则 设 严 是 2 的 下 一 个 更 高 的 矫 ， 并 且 设 ea, 1，…，u 都 等 于 A 
(elyaoyyay 1) 三 到 于 是 就 有 (feiaa pa 区) ayay …',4,,)， 因 为 
是 2 的 攻 。 因 为 4(aiyaayan)= 瓦 所 以 (aaaeml non 两边 都 
求 第 mA/An 沈 才 就 得 出 如 (aiyaaa AUaliyay， ye yn 

57. 当 n=1] 时 ， 对 基础 情形 来 说 ,没有 什么 需要 证 明 的 。 现 在 假设 归纳 假设 成 立 。 很 设 
六 | aie2…anantie 注意 gcdtip,al,42;… ,44a) 二 1 或。 车 它 是 1!， 则 根据 2.5 节 引 理 
1， 有 pla;+1。 若 它 是 户 ， 则 疡 | alar…a ， 所 以 根据 归纳 假设 ,对 革 个 i 所 来 说 有 
Pla;。 这 样 就 完成 了 证 明 。 

59, 设 P(n) 是 命题 ; 在 x ， xz;，"…，X, 是 nn 个 不 同 的 实数 , 则 无 论 在 乘积 里 如 何 播 入 括 
号 ， 都 需要 用 ” 一 1 次 乘法 来 求 出 这 些 数 的 乘积 。 将 用 数学 归纳 法 第 二 原理 来 证 明 P(x) 
为 真 。 基 础 情形 P 《1) 为 真 ， 因 为 需 划 1-1=0 次 乘法 来 求 出 x, 的 乘积 ， 即 上 共有 一 个 
国 子 的 乘积 。 人 假设 对 1 所 kn 来 说 PP (上) 为 真 。 求 出 n+ 1 个 不 同 实 数 ri ，zy，… 
zn， Xa+1 的 乘积 所 用 的 最 后 一 次 乘法 ， 是 对 某 个 来 说 这 些 数 的 前 个 数 的 习 积 与 后 
+1 一 点 个 数 的 洋 积 之 间 的 乘法 。 根 据 归 纳 假 没 ， 需 要 用 有 ~-1 次 腾 法 来 求 出 这 些 数 中 上 
个 数 的 乘积 ， 无 论 在 这 些 数 的 习 积 里 如 何 插入 括号 ; 而 且 需 要 用 ”- 上 次 丧 法 来 求 出 这 
些 数 中 其 余 n+ 1 一 上 个 数 的 滋 积 ,也 无 论 在 这 些 数 的 乘积 里 如 和 何 揪 入 揪 号 。 因 为 稍 要 另 
外 一 次 乘法 来 求 出 所 有 这 些 n +1 个 数 的 乘积 ， 所 以 使 用 的 磁 法 总 次 数 等 于 (一 1)+{n 
一 十 二 1 二 n 。 因 此 Pin+1) 为 真 。 证 毕 ， 

b1. 


63, 设 Pln) 是 命题 ， 每 一 个 去 掉 了 一 个 1x1x1 立方 体 的 2" x2"x2" 棋盘 ， 都 可 以 用 每 个 
都 去 掉 了 一 个 1x1x1 立 方 体 的 2x2x2 立 方 体 砖 块 来 铺 满 。 基 础 步骤 PI1) 成 立 ， 因 为 
一 个 砖 块 与 所 需要 铺 满 的 立体 基 重 合 的 。 假 设 P(n) 为 真 ， 现在 考虑 去 掉 了 一 个 1x1x1 
立方 体 的 2** x2"+1x2**1 立 方 体 目标 。 用 经 过 目标 中 心 并 且 与 昌 标 表面 平行 的 平面 来 
把 这 个 目标 分 成 八 块 。 所 去 掉 的 1 x1x1 据 出 现在 这 八 块 当中 的 一块 里 。 现 在 放 一 块 
夸 ， 让 它 的 中 心 是 在 这 个 大 目标 的 中 心 上 ， 使 得 它 所 去 掉 的 1x1x1 立方 体 是 在 太 目 标 
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去 掉 一 个 1x1x1 立方 栖 的 象限 里 。 这 样 就 产生 出 八 个 2* x 2"x2* 立方 体 ， 每 个 都 去 
掉 一 个 1 x1x1 立方 体 。 根 据 归纳 假设 ,可 以 用 砖 块 铺 注 这 和 八 个 目标 当中 的 每 一 个 。 把 
这 些 铺 乱 系 统 放 在 一 起 就 产生 出 所 需要 的 铺 砖 系统 。 

65. 


wm 
67. 假定 a=dg+r= dg +r 使 得 0 所 rr<<4 并 且 0 夸 r 之 dd 则 了 -9)=r 一 ro。 由 此 
得 出 4 整除 1 一 + 因为 -Hr 一 之 dd ， 所 以 一 r=0。 因此 ，r = rx。 由 此 得 出 
d=g 。 
69. 这 里 自 引 用 所 引起 的 悖 论 ， 管 案 显 然 是 “和 否 ”。 只 有 有 窃 多 个 英语 单 闻 ， 所 以 只 有 有 究 
多 个 包含 15 个 或 更 少 单词 的 字符 串 ; 因此 只 有 有 穷 多 个 正 整数 可 以 如 此 描述 ， 而 不 是 
所 有 的 正 整 数 。 


3.3 节 


1.a) F(1}=3,7(2)=5,7(3}=7, ff(4)=9 
b) F(1)=3,7(2)=9,7(3)=27, fF(4)=81 
cj FC(1)=2,7(2)=4,7(3)}=16,7(4)=63 536 
d) F(1)=3,7(2)=13,7(3)=183,7(4)=33 673 
3.a) F(2)= —1,7(3)=5,7(4}=2,7(3)= 17 
by fF(2)= —4,f(3)=32,7(4)= — 4096, 1(5)=536 870 912 
c) F(2)=8,7F(3}=176, 7(4)=92 672, fF(5)=25 764 174 848 
dy F(2)= -172,763)= —4,f(4)=1/8,7(5}= 一 32 
5. 有 许多 种 可 能 正确 的 答案 ， 我 们 将 提供 相对 较 简 单 的 蔡 案 。 
a) 对 7 六 1 来 说 ut=av+6 并 且 eli=6 
b) 对 # 实 1 来 说 a,11= a+2 并 且 a1=3 
ce) 对 nn 宇 1 来 说 ai=1l0a, 并 且 a = 10 
d) 对 ?TI 来 说 a,11= 二 a 并且 al 一 5 
7. F{0)=0 ， 对 #1 宇 1 来 说 F{n)= Fln 一 1)+n 
9, P,(0})=0,P, (rx+1)= P,(n)+m 
11. 设 Pln) 是 “所 + 让 + 十 所, -1 二 应 o。 基础 步骤 :; P{1) 为 真 ， 因 为 =1= 2。 归纳 
步骤 ; 假设 P{x2) 为 真 ， 则 二 ft 二 fn- fons1 二 fn t+ fantl= fan+2t f2tn+l)o 
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13. 基础 步骤 ;， 名 半 f2 =0:1+1":1=1* =f 。 归 纳 步 绝 ; 假设 fo + 有 f+ 二 
an= 1 2n— fn’, 则 of Ife me onstdan tt on mnt onne amt fa 二 
fonfontl tt fort fant2 = fan Cfon t fant1) +t fantt fant2 = fanart2 t fan+1 fan+2 = 
(at fans1) fant2™ font2e 

15. 欧 几 里 得 算法 为 求 出 gcd( 耻 141, 户 ) 而 使 用 的 除法 次 数 对 r= 二 0 来 说 是 0， 对 n=1 来 说 是 
1， 而 对 # 这 2 来 说 是 一 1。 为 了 对 % 六 2 证 明 这 个 结果 ， 用 数学 归纳 法 。 对 n=2 来 
说 ， 一 次 除法 后 有 gcd(f3,f2) 二 gcd(2,1) = gecd(1,0)=1。 现 在 假设 用 nw 一 1 次 除法 来 求 
出 ged( 态 :1 万 )。 为 了 求 出 ged( 42, fr41)， 首 先 让 fi42 除 以 ii 米 得 出 jf, 12=1: 
+1+ fn。 在 一 次 除法 之 后 有 gcd( 42,+1) 二 Bcd《(fa+t1sfr)。 根据 归纳 假设 ， 所 以 民 
好 需要 另外 nn 一 1 次 除法 。 这 俐 明 需 要 ww 次 除法 来 求 出 gcd( 下 14%; 记 112)。 证 上 半 。 

17. 1A|= 一 1。 因此 14"|=(-1)*。 所 以 -1 一 (一 1)"。 

19.ay 用 归纳 法 来 证 明 。 基 础 步骤 ; 对 n= 二 1 来 说 ，moax( 一 a1)= 二 一 a1 = 一 min(a1)。 对 吧 

=2 来 说 ,有 两 种 情形 。 奉 a; 宇 aj， 则 一 a 宇 一 a2， 所 maxt 一 4a, 一 a2)= 一 &l= 
-min(aygya)jso 帮 之 a 则 一 a 二 一 ao， Pimaxt— a 4)= -a = — min 


(a1sd2)o 归纳 步 台 : 假设 对 满足 有 -2 的 型 来 说 傅 题 为 真 ， 则 maxf TT 


-aa a = max(max(— ers -ay-as) -ci)=max -min{ay, a 
dn) — dant1) = -min(tmintars ea A) ant1) = ~ min(ars arlja 
by 用 数学 归纳 法 来 证 明 。 对 ma =1 来 说 ， 结 果 是 恒等式 eli+a=a+pos。 对 ?=2 来 倪 ， 


首先 考虑 a1 十 上 5 宇 ay 十 B53 的 情形 。 则 maxfai +aiyas+p)=ali+ac 另外 注意 
a maxtal;g2) 和 和 bi 和 maxt Hb2), 所 bay tmaxtal, da) + maxkali 1 内 
此 maxtayt+brasth)=ath 人 maxtala2) + mox(bi ,bajo art+ dar+t+ Db 的 


情形 是 业 似 的 。 对 于 归纳 步骤 ， 假 设 对 nn 来 说 结果 为 真 ， 则 maxtal+ Bi1,a2+ py"* 


a hasanrt tT Oar1) = maxtmox(tart bys a2 t+ bas rs 十 丰 n+l 十 p11) 
max({max(ar, a oA) + maoxthis +t Boys bod dntlt br1) max(max( a1, dz, 
ad + maxtmax(th, bas Ho), Bar1} = max(tar G2, Gn ds+1) + moax 


(Bi1s has bs, Dat1)e 
c) 与 b) 一 样 , 但 是 把 “max” 的 每 一 次 出 现 都 模 成 “min”"， 并且 反 转 每 个 不 等 式 的 方 
阿 。 
21. 5 二 S， 并 且 若 x ，yES, 则 x+yE5S。 
23., ay 0€S， 并 且 车 xES, 则 x+2E5 和 x 一 2E 5S。 
b) 2€S， 并 日 若 ES， 则 工 13ES。 
cy) 1ES, 2ES, 3ES, 4€E5, ¥ 有 车 xES, 则 z+5€E So 
25. 若 zx 是 集 台 或 是 表示 集合 的 变 元 ， 则 > 是 合式 公式 。 若 x 和 yy 都 是 合式 公式 ， 则 =， 
(rzUy) ,Cr y}) 和 (x 一 y}) 都 是 合式 公式 。 
27,AR 二 4 并且 对 zzE YY， WE 来 说 {wr) "= ru 。 
29 .ri0= 4 并且 rw ”= ror。 
31. 当 对 某 个 非 负 整数 n 来 说 ,该 字符 串 是 由 x 个 0 后 跟 n 个 1 所 组 成 的 时 。 
33, 设 PP (i) 是 “(w=1(w)”"。P(0) 为 真 ,因为 iw )=0=0'1(w)。 假 设 (i) 为 
真 。 则 wr) ww ) = iw ) +t iw = ) ti w= (i +1)- (rw) 
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31. 


39， 
. 用 双重 归纳 论证 来 证 明 更 强 的 命题 : 当 上 六 1 时, Al(m,k)>Alm,1i)o 基础 步骤 当 


| 


43. 
43. 


47. 


#9， 
8 Fn)=| na | 


hh 


5 


53, 
55, 


泪 雪人 举 了 了 契 作 第 699 


a) Pm 三 疡 ,， 因 为 在 壮 的 分 拆 里 不 可 能 司 用 比 六 大 的 数 。 

by 因为 只 有 一 种 方式 来 分 折 1， 即 1=1， 所 以 Pi ,= 1。 因 为 只 有 一 种 方式 来 把 x 分 
拆 成 1， 所 以 P, |=1。 当 n>m 时 ， 得 出 P, ,= Plm,m})， 因 为 不 可 能 使 用 比 m 
大 的 数 。P, ,=1+ P，。1， 因 为 当 在 分 拆 里 允许 使 用 mr 时 ， 出 现 另 外 一 个 分 拆 ， 
即 zr= sm。 痢 吏 交 2 则 P= Py nit Poi.n? 因为 一 个 把 nz 分 成 不 大 于 nn 的 
整数 的 分 折 ， 要么 不 使 用 任何 x， 因 此 算 在 P,,, -1 里 ; 要 么 使 用 一 个 n 和 一 个 对 mm 
一 多 的 分 拆 ， 因 此 算 在 P,,_,,; 里 。 

E Ps=7, Ps= 11 

设 Pin}) 是 *A(n,1) = 4”。 巷 础 步 台 : P{1) 为 真 ， 因为 A(1,2)= A(0,A(l,1))= 

A(0,2)=2:2=4。 归 纳 步 又 : 假设 Pin) 为 真 ， 妈 Atn,2)=4 ,如 A(n+1,2)=Atn,， 

A(ltnt+1,1))=A(n,2)=4。 

ay 16 by 65 536 


m 二 0 时 命题 为 真 ， 因 为 上 >1! 昔 省 At0<k)=28>27=A400,7)。 归 纳 步骤 :假设 对 所 
有 满足 x > y 的 非 负 整数 x 和 来 说 都 有 A(m,z)>ALm,y)o 将 证 明 这 个 假设 蕴涵 着 : 
车 六 > ， 则 站 (ma +1 > 站 (+T1 )。 基 础 步骤 : 当 1=0 而且 上 交 0 时 ，Atlm+1， 
站 =0 ， 并 且 或 者 Am +1,&8)=2, 或 者 A(m+1,k)=Altm,A(lm+1,k 一 1))o 和 春 
zz 一 0, 则 它 是 2411 -1)=2 。 若 mx >0， 则 根据 归纳 假设 ， 它 是 大 于 0 的. 在 所 有 
情形 里 ，A(tm+1,k)>0, 事实 上 ,， A(m+1,k) 主 2。 若 1==1 击 月 &>0, Atm+1， 
站 =2 并且 A(m+1,)=Alm,A(m+1,k 一 1)) 其 中 ，Atm+1, 上 一 1) 之 2。 因 此 
根据 归纳 假设 ， A{mAtmt+l,k -Am,2)>A(m,1)=2., 归纳 步骤 ; 假设 对 
所 有 yr > sts =0,1,… ,站 来 说 ， 都 有 A(m+1l,r)>A(lm+1,s)。 于 是 在 +1 之 !+1， 
刚 得 出 ACm+1,kt1})=A(m,Atm+i1l,kR))>A(m,Alm t+l,A})=A(mtl,i+1), 
从 统 习 迪 得 出 A(i,7) 宇 A(i 一 1,7)) 守 全 A(0,}7)=2j 之 jo 

设 Pln) 有 是 “F(n}) 是 良 定义 的 ”"。 财 P(0) 为 真 ， 因 为 规定 了 F(0)。 假 设 对 所 有 <n 来 
说 P(&) 为 真 。 则 在 n 上 F(n) 二 良 定义 的 ,因为 F(n) 是 利用 F(0), F(1), …， Fln 一 
1) 来 给 出 的 。 所 以 对 所 有 整数 x 来 说 P(rn) 为 真 。 

a) F(1) 的 值 是 二 义 性 的 。 

b) 开 (2) 是 无 定义 的 ， 因 为 下 (0) 是 无 定义 的 。 


c) F(3) 是 二 义 性 的 并 且 F(4) 是 无 定义 的 ， 因 为 下 ( 子 ) 没 有 意义 。 

d) F(1) 的 定义 是 二 义 性 的 ， 因 为 第 2 和 第 3 个 句子 似乎 都 可 以 应 用 。 

e) 不 能 计算 F(2)， 因 为 要 计算 F(2)， 结 果 会 给 出 F(2)=1+ F(F(1))=1+F(2)。 
a) 1 b) 2 Cr 3 d) 3 e) 4 f) 4 g) 5 


对 nn 守 2 来 说 ，Fi {nn)=|iogiogn |, fo (1) =0 

将 证 明 a(n) 是 自然 数 并 且 a (ln) 所 xn 。 对 基础 情形 x =0 来 说 ， 这 个 命题 为 真 ， 因 为 
a(0)=0 ,现在 假设 a{n -1 是 自然 数 并 且 a (wn 一 1) 守 xn 一 1。 则 atau(n 一 1)) 基 a 应 用 
到 小 于 或 等 于 nx 一 1 的 自然 数 上 。 因 此 a{at{n 一 1)) 也 是 小 于 或 等 于 nn 一 1 的 自然 数 。 因 
此 nataln 一 1)) 是 n 减 去 某 个 小 于 或 等 于 nn 一 1 的 自然 数 ， 结 果 是 小 于 或 等 于 的 目 
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57. 根据 练习 56， 有 atn)=L(n+1l)nj 和 atn 一 1)=| npj。 因 为 之 I， 所 以 这 两 个 值 相等 
或 相 送 1。 自 先 慨 设 pps -La ct 一 mA。 这 等 价 于 Pa+ls1l +| pn js 车 这 个 假设 为 
真 ， 则 [g(rn+1)」]=|[ gnj。 在 男 一 方面 ， 若 jm 一 上 gn] 之 1 一 旭 (n+1) 汪 1 十 
L an, 所 凡 Latat+ii = +l， 即 为 所 求 。 

59, FIO)=1,m(0)=0;7F(1)=1,m(t1)=0; ft2)=2,.m(2)=1;1(3)=2,.m(3)=2,7(4)= 
3,mm(4) =2,7(5)=3, m5)=3; (0)=4,m{(0)=4;7(7) = 5, m7)=4; 7(8) = 5, m(8) 
=S;3f(90)=6,m(9)=6 6 

61. nn 的 最 后 一 次 出 现 是 在 这 样 的 位 置 上 : 1，2,，…,n 的 总 数 求 和 就 是 那个 位 置 数 。 因 为 
ax 是 上 的 出 现 次 数 ， 所 以 这 个 数 就 是 > a， 即 为 所 求 。 因 为 F(a) 是 这 个 序列 的 前 “= 
项 之 和 ， 所 以 了 (ftn)) 是 这 个 序列 的 前 fr) 项 之 和 。 因 为 f(xn) 是 值 为 n 的 最 后 一 项 ， 
这 意味 着 这 个 和 是 这 个 序列 里 值 不 超过 n 的 所 有 项 之 和 和。 因为 这 个 序列 里 值 为 赤 的 项 有 


as 个 ， 所 以 这 个 和 是 >， ,不 ， a ， 即 为 所 求 。 

63. 假设 f(n) 和 gl(n) 都 是 属于 六 的 并 有 旦 部 是 逐渐 正 的 。 则 In nw) 和 Ingtn) 都 是 属于 的 ， 
所 以 根据 练习 62, In F(xn)+ing(n)=In(f(n)jg(n))Ew。 因此 ，e™ 训 A400 一 
fn}ye(tn)}t yo 同 理 , Inf (nn) -lng(n)= h(if(n)/g(n)) Ey 所 以 em) = 
fln)/g(n)E, 

， 现 在 假设 f(tn) 和 pg(n) 都 是 属于 了 的 并 且 剖 不 恒 等 于 0。 者 f(n) 和 g(xn}) 帮 十 连 光 贷 的 ， 
则 一 了 (an) 和 一 gln) 都 是 逐渐 正 的 并 且 都 是 属于 芋 的 ， 所 忆 finjgtn)= 二 (= (nn): 
(-gfnr) 和 aegfa=( -Fn -ea)) 都 是 属于 艺 的 。 若 这 两 个 函数 中 的 一 个 
(比如 说 Ftn)) 是 逐渐 正 的 ， 而 坟 一 个 是 逐渐 负 的 ,网 finjgtn)=( 一 nD 外 (一 gCn)) 
EY; 商 的 情况 类 似 。 

65. 若 fl(n)E4Y¥ 并 且 是 如 渐 正和 的 ， 则 Inf(n)E#， 所 以 根据 练习 63 的 结果 ， nf(n)= 


In(vV FAD)E 4 因此 V(r) = ev fm EY 
3,4 节 
1 procedore mult(n: 正 整数 ,xz: 整 数 ) 


证 x =1 then mutt(n yt):= x 

else muif (nT) = r+ muattn—1l,r) 
3， procedure sum of oqds(n: 正 整数 } 

if n=1 then sum of odds(n):=1 

else sum of odds(n):= sum of odds (nr -1)+2n—1 
5 procegare smaliest (a ,an :整数 ) 

if nx =1 then smallest lays yar): = 

else smailest {ars arn): = mint smallest (a1s Eee -1 an 
7. procedure modfactorialt(n yim: 正 整 数 ) 

if n= 1 then modfactorial 3 ,2 一] 

else niod factorial (n,m):=(n* modfactoial (nn —1,m)}mod m 
9. procedure gcd (a ,5: 非 负 整 数 ) 

[假设 a 之 5 是 成 立 的 |} 


= 一 一 -一 一 一 一 -一 = 一 一 
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if a =0 then gcd(a .8):=& 
else 证 a =b—a then gcd(la,b):= a 
else if a < pp—a then gcd{a,0):= gcd(ta sd —a) 
else gcdla ,b): =gcd(b—a,a)} 
11.n 次 乘法 与 27 次 乘法 
13. 上 (log2) 与 3 
15. procedure a {nn: 韭 抽 整数 ) 
if x=0 then a(tn):=1 
else if x =1 then aln)’:=2 
else atn):=atn—-l})*aln—~—2) 
17. 选 代 
19. procedure iterafiae(z: 非 负 整 数 ) 
计 =0 then zz:=1 


else 证 元 三 | then =z:=2 
else 
begin 
| 
3 二 < 
之 :二 池 
for i: =1t0n 2 
bepin 
Th 二 yz 
TT: 一 Y 
光一 双 
党: 一 ft 
end 


ennd 
tz 是 该 序列 的 第 n 项 | 
21. 首先 给 出 递归 过 程 ， 然 后 给 出 选 代 过 程 。 
procedure r(72: 非 贰 吾 数 ) 
证 nn<3 then rt(n):=2n+] 
else r(x):=r{(n 1):(rtn -2)) (rr(n — 3)) 
procedure i(n: 非 负 整 数 ) 
if x=0 thenz:=1 
else 证 x =1 then xz:=3 


else 

bepin 
| 
a, 


之 :二 己 
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for :1:=1iitaorn—2 


begin 
人， 一定 其 人 * 
rT* OY 
Ye 
+" 
ed 
nd 
iz 是 该 序列 的 第 ?项 | 
这 个 近代 过 程 是 更 高 就 率 芍 。 


23 procedure reverse( zo: 位 串 ) 

天 :一 {length ww ) 

if nS [then revwerse (tw): = 向 

else reverse (ww = substr (mw , n,n reversel subsir{w,l 天 一 | )) 

{sapstr (rw ， a， 岂 ) 是 包括 从 第 a 个 位 置 到 第 上 个 位 置 的 ww 的 子 串 | 

25. procedure 4(7 ,2: 非 贯 整 数 ) 

if m=0 then A(m,n):=2n 

else if n=0 then Atm,n): = 

else i n=1 then Alm,n)}:=2 

else Alm, nj:=Alm-1l,A(m,n—1)) 


3.5 节 


1. 假设 x =0。 这 个 程序 段 首 先 对 y 赋值 1 然后 对 z 赋值 x+y=0+1=1。 

3, 假设 y=3。 这 个 程序 段 首先 对 x 赋值 2 然后 对 > 赋值 x + y=2+3=5。 因 为 y=3>0， 
所 以 它 对 = 赋值 z+1=5+1=6。 

Ss, (ph rondition)| Sila 
(Cp A Tconditionl Mcondition2)| S| og 


Cph ronditimnl A tondition2" A rondition(n —1))1S,19 


pli condition] then $1; else if condition2 then Sy; 3 else SS gq 

7 了 . 将 证 明 p:“ power = x "并 且 i 硅 n+1” 是 循环 不 变量 。 注 意 起 初 p 为 真 ， 因 为 在 循环 
开始 前 ，i=1 并 且 porwer = x =x !。 其 次 必须 证 明 在 循环 的 一 近 执 行 后 ， 阁 pp 为 真 并 
且 ; 委 x， 则 在 循环 的 下 一 遍 执 行 后 ，p 仍然 为 真 。 循 环 把 i 增加 1。 因 此 在 这 遍 特 环 之 
前 ;所 wn ， 在 这 廊 循 环 之 后 i 和 n+]。 而 且 该 往 环 对 purver 赋值 power 根据 归纳 个 
设 ，porwer 赋 信 为 x 工 = xi。 因 此 p 仿 然 为 真 。 男 外 ， 在 该 循环 执行 wx 滔 之 后 ,循环 
结束 并 且 i = n +1， 因 为 在 进入 循环 前 把 : 赋值 为 1， 在 每 遍 循 环 里 把 i 增加 1， 并 且 当 
i >n 时 循环 结束 。 所 以 ， 在 结束 肘 porwwer = x"， 正 如 所 需 。 

9. 假设 上 声 是 “mx 和 都 是 整数 "。 于 是 者 条 御 sa<0 为 真 ， 则 在 执行 Si 之 后 有 a= 一 = | 
ii | 。 基 条件 na<0 为 假 ， 则 在 执行 $ 之 后 有 a= n=1x|。 困 此 p15Siig 为 真 ， 其 中 go 是 
pAta=|1x|)。 因 为 5S, 赋值 0 给 上 和 和 x， 显然 gi Ssjr 为 真 ， 其 中 是 ag A (k=0)Al(z 
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=0)。 假 设 > 为 真 。 设 P(R) 是 “z= mk 并 且 上 和 e"。 可 以 证 明 对 5; 里 的 循环 来 说 P() 
是 循环 不 变量 。P(0}) 为 丰 ， 因 为 在 进入 循环 前 x =0= m0 并 且 人 0a。 现在 假说 P(k) 为 
真 并 有 昌之 a。 则 P(k+ 1) 为 真 ， 因 为 把 同和 值 为 z+ mw 二 mkt 二 mltk+1)。 当 衣 =a 
时 循环 结束 ， 而 在 这 个 时 候 rr= mma。 因 此 rr1S31s 为 真 ， 其 中 ss 是 “a=|in| 并 且 x= 
za” 现在 假设 ; 为 真 。 于 是 车 nn 之 0， 则 a = 一 n， 所 以 x= 一 mn。 在 这 种 情形 里 ，S， 
给 procduct 赋值 一 = mm 若 n>0， 则 w= ma = mnx， 所 以 5 给 product 赂 值 mze。 四 
此 13.|t 为 真 。 

11. 假设 初始 断言 p 为 真 。 则 因为 pi Steo 为 真 ， 所 以 在 执行 程序 段 5 后 qo 为 真 。 因 为 go 
一 gj 为 真 ， 所 以 得 出 在 执行 程序 段 S 后 gj 为 真 。 因 此 pp1iSigl 为 真 。 

13, 将 用 命题 p:“gcd(a ,5) = ged{xz,y) 并 且 y 之 0 ”来 作为 循环 不 变量 。 注 意 在 进入 循环 
前 p 为 真 ， 因 为 使 用 初始 断言 在 进入 循环 时 x= a，y= 二 5， 且 y 是 正 整 数 。 现 在 假说 户 
为 真 并 且 Y>>0D; 则 循环 将 再 度 执 行 。 在 循环 内 部 ，r 和 3 分别 换 成 vy 和 .z+ mod y。 和 根据 
2.4 节 的 引 理 1，gcd(x,y)=gcd(y,7 mod y)。 因 此 ， 在 循环 执行 后 ，gcd(xz ,vy) 的 值 与 
循环 执行 前 是 一 样 的 。 另 外 ， 因 为 y 是 余数 ， 所 以 它 至 少 为 0。 因 此 p 仍然 为 真 ， 所 以 
它 是 循环 椒 变量 。 另 外 ， 若 循环 结束 ， 则 y=0。 在 这 种 和 情形 里 ， 有 gcdtz,yi=r， 即 
终结 断言 。 因 此 这 个 以 xz 为 输出 的 程序 正确 地 计算 了 gcdla,5)。 最 后 ,可 以 证 明和 光环 
必然 结束 ， 因 为 每 次 选 代 导致 y 的 值 至 少 碱 少 1。 因 此 ， 和 循环 至 多 可 以 迁 代 避 次 。 


补充 练习 


1. 设 a=2nx+1 和 5=2m+1。 则 ab=(2n+1)(2m+1)=2(2nxm + m+n)+1, 它 是 奇 
数 。 

3. 假 。 #2+ (一 w2)==0 是 个 反例 。 

5. 这 是 肯定 结论 请 误 的 例子 。 

7. 分 情形 证 明 。 人 情形 1; x 斌 0 且 y 宇 0。 则 | xy| = xy= |z1|y|1。 情形 2: z 关 0 且 y<0。 则 
[xy|= -zy= x(—y)= [xi|ly|。 情形 3: x 荆 0 且 y 宇 0。 则 | xy| = — XxXy={(—x)y= 
[zy | 情形 4; x<0 Hy<0。 则 | zy| =xy= (x)(-y)=|zr||y|。 

9. 假设 zx 各 不 相同 。 设 P(x) 与 提示 里 的 一 样 ， 则 P(x) 是 多 现 式 (事实 上 为 了 -1 次 ); 而 
目 若 z= zx。， 则 IT;y, (x — TAXCzi 一 TD = ,除非 j= 产 。 因 此 Pr ) = 了 ymym (Xm 一 
Txm T= 1 ym = ye 

11. 设 Pln) 是 “1:1+2:2+…+n'2" 1=(n~1)2+1”"。 基 础 步 豫 : Pt1) 为 真 ， 因 为 1'1 
=1 = (1 一 1)21+1。 归 纳 步 骤 : 很 设 P(n) 为 真 ， 则 1°:1+2°2+ +n*2* 1!+(nt+1): 
sn-1)2*+1+(n+1)2"=2n.2"+1=({n+1) -1)2*’ +1。 

13. 设 Pln) 是 “17A(1:4) + 十 1A[(3n 一 2)(3n +1)]= nA(3n +1)”"。 基 础 步 又 : P(1) 为 
真 ， 因 为 17(1:4) = 174 。 归 纳 步 又 ; 假设 Pln) 为 真 ， 风 iA(1:4)+…+1/[t3n 一 2)(3n 
+1)]+1/A(3n+ D3ntd)]=a/3n+t1)+i/A(3n+i)(3n+4)]= [nt3n+4}+ 1 
[C3n+1)(3n+4)]=[(3n+ lan+1)] /3nt+1)(3nat+4d)]= (n+1)/(3n 二 4) 

15. 设 P(n) 是 “2" > n3"。 基 础 步骤 P(10) 为 真 ， 因 为 1024 > 1000。 归 纳 步 驹 ， 假 仇 
Pn 为 丰 , 则 (n++1)3= n+3n24+3n+ ln ton Sn +n =2n <2'2"=2"1, 

17, 设 Ptn) 是 “a-5B 是 a 一 J" 的 国 子 ”。 基 础 步 莫 : P(1) 平 凡 地 为 真 。 上 后 纳 步 又 : 根 城 
Pln) 为 真 , 则 a 一 t=a"*t1 一 gp"+a”""! — ptli~a(a".— Bb”*)+ pl( a 一 看)。 因 为 
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a 一 塘 是 a7 一 关 的 因子 ， 且 a 一 五 是 a 一 五 的 因子 ,所 以 -是 a" 一 可 ”的 因子 。 
19. 如 Pa) 是 “aa+fe+cd+e+Tfae+nzz)=ra+lifa2a+nd2”" 基础 步 台 : Pll1)} 为 

真 ， 因 为 a + (a+d)=2a+d=2(2a + d)/2 。 妇 商检 缀 : 假设 Pln) 为 真 ， 则 + (a+t 

d)tt (atnd)t+(at(tnt1l)ad)= (n+ (2atnd)/2+at(tnt+1)d= 2ant+ 


2at ndtnd+24a+2nd+2d]=3[2an tdatn dt+3nd+2dl= (n+2) (dat(n 


+ dd), 

21, 将 用 数学 归纳 法 第 二 原理 来 证 明 : 若 # 三 0(mod 3)， 则 六 为 起 数 ; 否则 5 为 奇数 。 夫 
础 步骤 成 立 ， 因 为 万 =0 是 偶数 而 f=1 是 奇数 现在 假设 如 果 上 不 过 wn， 那 公 若 三 0 
(mod 3)， 则 不 为 偶数 ; 否则 记 为 奇数 。 现 在 假设 n+ 1 寺 0 (ncd3)， 则 六 = 万 + 
.1 是 偶数 ， 因 为 f 和 了 .1 都 是 奇数 。 若 n +1 三 1(mod)3,， 则 让 .== 记 + .!1 是 奇 
数 ， 因 为 是 偶数 而 了 -1 是 奇数 。 最 后 ， 荐 n 二 1 圭 2{mod 3),， 则 志江 二 天 + 记 -! 丁 奇 
数 ， 因为 是 奇数 而 所 -1 是 偶数 。 这 样 束 完 成 了 归纳 证 明 。 

23. 设 Pfn) 是 命题 : 对 每 个 非 负 整 数 上 来 说 ， 有 站 记 荆 玉 1111 二 +n11o 基础 步骤 包括 
证 明 P(0) 和 也 (了 1) 部 成 立 。PP(0) 为 真 ， 因 为 f+ 让 二 4210+ 41'1= 放 。 内 为 
PP(1) 为 真 。 现 站 假设 Pin) 成 立 。 则 根据 归 钠 假设 
和 慕 波 那 机 数 的 亿 妇 定名 ， 得 出 frafnr2 ft ft rt t fuori) 
= (ff nt ft Cafet forrpforn) = fr +t frrtrt= +r+o 这 样 就 证 明了 
P (n+j) 为 真 。 证 毕 。 

25. 设 P(n) 是 命题 ， i101 二- 二 1 二 Lnr1+2。 基础 情形 Pt0} 和 卫 (1) 都 成 江 ， 因 为 
j=22=2r:1+2= ot+2 生 f+ =2:+17 一 4:3+2= +2。 规 在 假设 P(n) 戌 立 。 
则 根据 归纳 假设 ,有 i++ 过 
= 1+ 4,412+2。 这样 就 证 明了 P(tn+ 1) 成立。 证 毕 。 

27. 设 Pln) 是 命题 ， 对 整数 x 来 说 ， 这 个 恒等式 成 立 。 基础 情 撒 P(1) 显 然 为 真 。 假 这 PP 


(Cn) 为 直 , 则 cos( nn + 1)z5+tisintn tl1}r=ecos(nrt+ r) + isin( nr t+ i) = cosnrcosr 一 


sinnrsinr + ji{ sinnrcosr + cosnranhr) = cogr (oosnrt + isinnr joosr + isint)} = (eosr + 
7ainx)” (cosr+ isinx) = {cosz tisinz)}""'。 所 以 Pin +1) 为 真 、 证 毕 。 
20 ,a) 92 b) 91 c) Ql d} 91 cj) 91 f} 91 


31. 基 础 阔 台 是 不 正确 的 ， 因 为 对 所 显示 的 和 来 说 n 关 1。 

33. 设 Pfa) 是 “车 n 个 部 环 中 ， 每 两 个 都 有 两 个 公共 点 , 但 任何 三 个 者 没有 公共 点 ， 则 这 
些 赚 环 把 平面 划分 成 n? ~ n +2 个 区 域 "。 基 础 步 台 : P(1) 为 真 ， 因 为 一 个 章 环 划分 平 
而 成 2=1 一 1+2 个 区 域 。 妇 纳 步 踊 : 和 假设 Pa) 为 真 ， 即 具有 所 规定 性 质 的 n 个 图 环 
划分 平 而 成 n* 一 n +T2 个 区 域 。 假 设 添 如 第 n+ 1 个 圆 环 。 这 个 图 环 与 其 余 nr 个 图 不 中 
的 答 个 都 相交 子 两 点 ， 所 以 这 些 交 点 形成 2n 段 新 的 圆 扳 ， 每 段 疾 弧 都 分 割 一 个 老 的 区 
域 。 因 此 有 2x 个 区 域 被 分 割 ， 这 说 明 比 以 前 多 出 2 个 区 域 。 因 此 满足 所 规 定性 质 的 x 
+ 1 个 辐 环 划分 平面 成 a? 一 n+2+2n= 二 (n>?+2n++1)- (n+f)+2= (n+1) (n+l1) 
+2 个 区 域 。 

假如 v2 是 有 理 数 。 则 Y2 = a /5， 其 中 a 和 都 是 正 整 数 。 所 以 集合 5= lnsy2|lnENINN 
是 正 整 数 的 非 空 集合 ， 因 为 8v2=a 属 于 S$。 设 上 是 3 的 最 小 元 素 ， 根 据 恨 大人 性 ，: 是 


存在 的 。 子 是 对 某 个 整数 来 说 有 + =sw。 有 -=swvy2-=sy2-1)， 所 以 上 一 35 


3 


hs 
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是 正 整 数 ， 因 为 V2>1。 因 此 上 -属于 S$S。 契 盾 ， 因 为 上 -yy=yvy2-Y<xs。 因此 v2 是 无 
理 数 . 

37. 假设 良 序 性 为 假 。 设 S 是 没有 最 小 元 素 的 非 负 整 数 的 非 空 集合 。 设 Ptn) 是 命题 “i 多 
S，i=0，1，…，7?2"。P(0) 为 真 ， 因 为 着 0ES， 则 S 有 最 小 元 素 ， 即 0。 现 在 假设 P 
(n) 为 真 。 因 此 0 S,， 1 和 S，-…, 2 区 S。 显 然 wn+ 1 不 可 能 属 半 S， 因 为 假如 它 属 
于 SS， 那么 它 就 是 最 小 元 素 。 因 此 Pin+1) 为 真 。 根 据 数 学 归纳 法 原理 ， 对 所 有 非 负 整 
数 来 说 ，n 对 S。 因 此 S= 纪 ， 了 矛盾 。 

39.a) 证 了 =gedfaiai 和 ya ji 则 了 是 每 个 cc; 的 因 于 ， 所 以 过 必 然 是 gcdfa ia 的 央 

子 .。 因此 了 是 ai，ar，…，a 和 gcedtay lai 的 公 因 和 于。 为 了 让 明 过 是 这 些 数 的 
最 大 公 因 了 ,假设 c 是 它们 的 公 因 子 。 则 对 =12，…，# 一 2 来 说 ，c 是 a; 的 因子 ， 
并 且 c 是 gcd( a ia 的 因 于 ， 所 以 它 是 a -1 和 a 的 公 因 子 。 因 此 cc 是 al，&as， 
a 1， a 的 公 因 子 。 因 此 ec 是 zj，az，…，a。 的 最 大 公 因 子 # 的 因子 。 所 以 电 
的 最 大 公 因 子 ， 与 了 所 声明 的 一 样 。 

b) 车 n=2， 则 应 用 欧 才 里 得 算法 。 和 否则， 对 a, -1 和 a, 应 用 欧 几 里 得 算法 ， 得 出 4 = 
gcdfa 1d )， 然 后 对 al，43，…，Gw-2， 避 递归 地 应 用 这 个 算法 。 

41. Fin)=n?。 设 Pln) 是 “f(xn)= n*"。 基础 步骤 :; P(1) 为 真 ， 因为 f(1}=1= 二 ， 这 
是 从 了 的 定义 得 出 的 。 归 纳 步 骤 : 很 设 ftn)=n*， 则 ftn+1)= f(tn+1)-1)+2(n 
t+1)-1= Ff(n)+2n+t+l=n +2n+1=(n+1)’。 

43.a) A, 0 1, 00, OF, 11, 000, 001, 011, 111, 0000, 0001, 0011, O11ll1, 1111, 

00000, O00001, 0011, 00111, Ol1ill, i111 
b) S= faB8ilea 是 由 和 个 0 所 组 成 的 串 ，8 是 由 x 个 1 所 组 成 的 串 ，mmx 汪 0，n 宇 0}| 

45,.A, (CYC)), (CC) 

47. a) 0 bb) —2 Ch 2 d) 0 

49 ,procedure yenerate(n: 非 人 负 整 数 ) 

证 4 是 奇数 then 
bepgin 
SsS:= Stn—1):T:;= T(tn~1)} 
end 
else if x = 0 then 
begin 
SsS:=g8; T:= 1A) 
etd 
else 
hegin 
Ti T(E 79 SS(w=2) 
T:= TIUi(z)| rE TIVUSI 并 HL L(x)=n -2| 
Ss:=SiUizylrET 并 且 yETIU SI 并 EL i(xy)=n| 
end | 工 US 是 长 度 至 多 为 n 的 平衡 申 的 集合 | 

51. 车 起 初 z 委 y， 则 不 执行 :=3y， 所 以 工 委 9 是 真 的 终结 断言 。 若 起 初 工 >y， 则 执行 

z:=y* 所 以 z 委 ?人 仍 是 真 的 终结 断 音 。 
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第 4 章 


4.1 节 


. 42) 5850 b) 343 
. a} 4 b} 5 
,2 
.26 
. 676 
1] 2 
13. n+1 { 包 会 空 串 } 
15. 475 255 {包含 空 串 ) 
17. 1 321 368 961 
19. a) 128 b} 450 c) 9 d) 675 
e) 450 f} 450 g) 225 hi 75 
21. a) 990 b) 500 ¢) 27 
23. 3 
25. 52 457 600 
27. 20 077 200 
29. a) 37 822 859 361 b) 8 204 716 800 
cj) 40 159 050 880 d} 12 113 640 000 
e) 171 004 205 215 ff{}) 321 272 407 040 
g) 6 230 721 635 h) 223 149 665 
31. a) D b) 120  ¢) 720 d) 2520 
33. a) 若 n=1, 为 2; 车 n=2, 为 2; 车 nn 之 3,， 为 0 
b) 对 于 n>1, 为 2"”“; 车 n=1, 为 1; 
cy 2tn—1) 
35. (nt+1)™ 
37. 若 nn 是 侦 数 ,为 2"; 着 4 是 奇数 ， 为 2'"* 1 
39. a) 240 :by 480 c) 360 
41. 352 
43. 147 
45. 33 
47. 7 104 000 000 000 
49. 18 
51., 17 
53. 设 Ptm ) 是 关于 mz 个 任务 的 求 和 法 则 。 对 于 基础 情形 取 1mx =2。 这 就 是 2 个 任务 的 求 和 
法 则 。 规 在 假 认 Ptm} 为 真 ， 考虑 ma 十 1 个 任务 ， Ts 了 5 ， 了 它们 可 以 分 草 
用 ni，n2， 一 ， nm+l 种 方式 完成 并且 没有 2 个 任务 是 同时 居 的 。 为 了 完成 1 个 任务 ， 


Ns 
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我 们 可 以 或 者 完成 前 m 个 任务 中 的 1 个 ,或 者 完成 任务 下, ,;。 根 据 2 个 任务 的 求 和 法 
则 ， 完 成 任务 的 方式 数 是 完成 前 mm 个 任务 之 一 的 方式 数 与 a, ;1 之 和 。 由 归纳 假设 ,这 
就 是 ni + 2+ … 十 n+ ns1;， 这 正 是 所 求 的 。 


55. nx(n—3)2 

4.2 节 

1. 因为 有 66 门 课 , 但 是 具有 5 个 工作 日 ， 丛生 原理 证 明 至 少 有 2 门 课 排 在 同一 天 。 

3. a) 3 by 14 

5, 当 一 个 整数 被 4 除 时 只 有 4 种 可 能 的 余数 。 给 定 $5 个 整数 ,由 验 莫 原理 至 少 有 2 个 整数 
有 同样 的 余数 。 


7. 设 a,a+1,，…，a+n--1 是 序列 中 的 整数 。 因 为 0<<{a+7) (a+ 六)<n ， 其 中 0 志 尼 
<j 芝 A 一 1] ， 所 以 整数 (a 十 7) mod 2 是 不 等 的 ,i 二 0,， 1 2， …， nn 一 1l。 由 于 ta+1) 
mod nx 有 x 个 可 能 的 值 ， 且 在 这 个 集合 中 有 ?个 不 同 的 整数 ， 每 个 值 恪 好 取 工 次 。 所 以 
序列 中 怡 好 有 一 个 整数 被 x 整除 。 

9. 4951] 

11. 点 (a, 8,，c) 和 (qd,，e，f) 的 连 钱 的 中 名 是 (Ca +d}/2,(b+ ej/2,(ct+ f)/2)o 此 
有 整数 坐标 当量 仅 当 a 和 4 是 奇偶 性 相同 ，&8 和 的 奇 蛋 性 相同 。 且 ce 和 上 的 奇偶 性 相 
霹 。 因 为 奇偶 性 的 3 元 组 有 8 种 可 能 [例如 ( 偶 , 奇 , 偶 )]， 根 据 锣 旭 原理 ,9 个 点 中 至 少 
有 2 个 点 有 相同 的 奇偶 性 3 元 级 。 这 2 点 连 线 的 中 点 有 整数 坐标 。 

13. a) 将 前 8 个 下 整数 2 个 一 组 分 成 4 组 使 得 每 组 整数 之 和 等 于 9: 11, 8!，}12, 7|，13， 
6j 和 14，5 引 。 如 果 从 前 8 个 整数 中 选 5 个 整数 ， 由 总 梨 原理 至 少 有 2 个 整数 取 目 同一 

组 。 这 2 个 整数 之 和 等 于 9。 
b) 不 正确 。 例 如 ， 取 11，2，3，41。 

15. 21 231 

17. 设 了 是 产 -NOz)y， 其 中 N(jz) 是 距 jx 最 近 的 整数 ,1 所;j 所 nn。 每 个 4 是 在 - 142 和 和 
12 之 间 的 无 理 数 。 先 设 z 是 偶数 ，n 是 奇数 的 情况 更 凌乱 一 些 。 考 虑 nn 个 区 间 

| 二 区 二 AZ trl t+/ 一 zz j=0, 1，…: 《plI-1。 如 
果 对 于 某 个 j，d; 属于 区 间 1xz10<z<1/n1 或 区 间 jx| -1a<z<x0， 命题 得 证 。 
如 果 不 是 。， 则 因为 有 nn 一 2 个 区 间 和 n 个 数 d， 由 蚤 集 原 理 存 在 一 个 区 间 { x | (一 1)An 
< 之 Vn 和 包含 4d, 和 aq,， 其 中 r+ 达 ss。 具 要 证 明 (s 一 rz) x 虐 最 近 的 整数 在 17An 之 内 这 个 
证 明 就 完成 了 。 

19. 4, 3, 2, 1, 8, 7, 6, 5, 12, li, 10, 9, 16, 153, 14, 13 

21. Procedure iong (al1，"…，a : 正 整 数 ) 

1! 首先 找 最 长 的 递增 子 上 序列 
mazx = 0; set 二 00…00 In 位 | 
for i 二 0 to2° 
begin 
last = 0; count =0; OK := true 


fory :一 1 to 7 
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begin 
if sert (C71) = 1 then 
begin 
i a > ast then iast a, 
Count = count + 1 
end 
else OK 二 false 
erd 


if count > mar then 


begin 
maz = count 
pest := set 
enid 


set :二 set + 1] 二进制 加 | 
end imax 是 长 度 并 有 上 且 Best 纵 出 这 个 序列 | 
1 对 于 递减 子 序列 重复 进行 ， 唯 一 不 同 的 是 用 a at 代替 aj last ， 且 用 iast 一 oo 代替 
tast := 0! 

23. 根据 对 称 性 只 和 需 证 明 第 一 个 语句 。 设 A 是 其 中 的 一 个 人 。A 在 其 他 9 个 人 中 或 至 少 有 4 
个 朋友 ， 或 至 少 有 个 敌人 (因为 3+5<9)。 假 设 是 第 1 种 情况 ，B，C,，D 和 EE 是 有 A 
的 朋友 。 如 果 这 些 人 中 任 有 2 个 人 是 朋友， 我 们 已 经 找到 3 个 人 彼此 都 是 有 朋友。 否则 
1B,， 局 ，D，E| 是 彼此 都 是 融 人 的 4 人 集合 。 在 第 2 种 情况 下 , 设 18, C, D, EF， 
F,，G! 是 A 的 敌人 的 集合 。 由 俩 11, 在 B,C,，D, 玉 ,下 和 6G 中 或 有 3 个 人 彼此 都 
是 朋友 ,或 有 3 个 人 彼此 都 是 和 融 人 ， 这样， 他们 和 A 构成 4 人 的 彼此 都 是 和 融 人 的 集合 。 

25. 姓 的 前 3 个 字母 和 生日 有 6 432 816 种 可 能 性 ， 肉 此， 由 钥 葛 原理 存在 至 少 [25 000 000 
A6 432 8161=4 个 人 ， 他们 姓 的 前 3 个 字母 和 生日 都 相同 。 

27. 18 

29. 圭 为 有 6 台 计 算 机 ， 连 接 到 同一 台 计 算 机 的 其 他 机 器 数 在 0 一 5 之 间 ， 包 会 0 和 5 在 内 。 
但 是 ，0 和 不 能 同时 出 现 。 为 此 只 需 注 意 到 下 面 的 事实 : 如 果 某 台 计 算 机 不 与 其 他 机 
器 连接 ,那么 没有 1 台 计 算 机 连接 到 所 有 其 他 的 5 台 机 器 ; 如 果菜 台 计 算 机 连接 到 所 有 
其 他 的 5 台 机 器 ,那么 就 没有 不 与 其 他 机 器 相连 的 计算 机 。 子 是 1 台 计 算 机 连接 的 机 薪 
数 至 多 有 5 种 可 能 ， 由 总 人 梨 原理 在 6 台 计 算 机 中 至 少 有 2 台 连 接 的 其 他 机 器 数 相等 。 

31. 设 a, 是 到 第 i 小 时 为 止 所 完成 的 比赛 数 ， 那 么 1 过 所 a2 所 之 a7; 守 125， 进 而 有 25 二 
al+24<ar+24< i 攻 a7t+24 所 149。 有 150 个 数 eat，aa，…，273，21+44，c2+<4， 
473+24， 册 鸟巢 原理 至 少 有 2 个 数 相 等 。 电 于 所 有 的 ma 是 不 等 的 ， 所 有 的 ai + 24 
也 是 下 等 的 ， 因 此 对 于 某 个 ;>j 有 a,=a,+24。 于 是 从 第 ;+ 1 到 第 i 小 时 恰 有 24 场 
比赛 。 

33, 使 用 推广 的 竟 梨 原理 ， 对 于 xsES, 把 | SI 个 物体 fis) 放 到 | 本 | 个 盒子 里 ， 醋 中 的 每 个 
元 紊 一 个 盒 了 于。 

35, a) 如 果 在 这 个 班 里 一 年 级 学 生 少 于 9 个 ,二 年 级 学 生 少 子 9 个， 三 年 级 学 生 也 少 于 9 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com! UUUA^A 


于 卉 全 卫 交 从 荣 709 


个 ， 则 每 个 年 级 的 学 生前 不 超过 8 个 ， 那么 学 生 总 数 至 多 24 个 ， 这 与 班 里 有 25 个 
学 生 开 厦 ， 

pb》 如果 一 年 级 学 生 少 于 3 个 ， 二 年 级 学 生 少 于 19 个， 三 年 级 学 生 少 于 5 个 ,那么 至 包 
2 个 一 年 级 学 生 ， 至 多 18 个 二 年 级 学 生 , 至 包 4 个 三 年 级 学 生 ， 学 生 忆 数 至 儿 是 24， 
与 班 上 有 25 个 学 生 政 盾 。 

37, a) 假设 对 有 所有 的 闷 ，i, 所 nn， 那么 由 推广 的 驴 业 原理 ， 数 ii ，i,，…，i,'+1 中 至 人 少 有 

(in* 二 +1)/n |= n+1 个 数 相 等 。 

b) 如 果 &s < ai ,，,， 那么 a 和 以 a ,开始 长 度 为 如 ， 的 递增 子 序 列 组 成 的 子 序列 与 i = 
in ,, 记 丑 。 于 时， dg > Aah ie 

c) 如 果 没 有 长 度 太 于 n 的 递增 子 序列 ,那么 使 用 a ) 和 b)， 得 到 长 度 为 n +1 的 递减 子 
厅 列 ax > a > a as 


4.3 节 


abe, acb, pac, bea, cab, cha 

720 

. a) 120 b) 720 cj 8 

dj) 6720 e) 40 320 f) 3 628 800 

7. 15 120 

9 ,1320 

11. 2(n1)° 

13 65 780 

15. 2'% — 5051 

17. ah) 94 109 400 b) 941 094 
cj 3 764 376 d) 90 343 024 
e) 114 072 {) 2328 
EE) 24 hj 79 727 040 
1) 3 764 376 ji) 109 440 

19. a) 12 650 b) 303 600 

21. a) 37 927 b} 18 915 

23. a) 122 $23 030 by 72 930 3735 

Cl 223 149 633 d) 100 626 625 


OO 


25. $4 800 
27, 45 
29, Yl12 
31. 11 232 000 
33 Clntl,k) = ri 
_ (n+1) nl 


k fkR-1l)len- (tk 1))! 
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=(n+1l)Cin,k 1). 
这 个 恒等式 与 C(xn,0)=1 一 起 给 出 了 一 个 递归 定义 。 
35, x +5riyt+10r vy +1iO0ry +S5ry + oy 
37. 101 
39, -2"C(19,9) = 一 94 595 072 
41. —2"37C(200,99) 
43. 若 龙 二 2 (mod 3) 且 一 100 所 各 200， 为 (一 1 人 3C0100,(200 一 志 ) /3); 理 风 为 0。 
45. 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 
47, Cf{n,k—1)+Ctn,k) 
7 1 


RICn RFI RICn ky! 


关上 
一 二 二 (下 一 让 十) 


(n+1)!  。 ，: 
Eri -A Cn lh) 
49. ay Crn+r+l,r) 通 过 选择 0 的 位 置 计 数 了 选择 含 r 个 0 和 +1 个 1 的 序列 的 方式 数 。 
另 一 方面 ， 假 设 第 ) + | 项 是 等 于 1 的 最 后 一 项 ， 因 此 二 过 ”+r。 一 旦 确定 了 最 
后 一 个 1 的 位 置 ， 我 们 就 可 以 确定 在 最 后 一 个 1 前 边 的 个 位 置 中 有 了 哪些 傍 置 放 时， 
在 这 个 范围 内 有 ”个 1 和 j-m 个 0。 根据 求 和 法 则 有 ”CU - nm) = 
> Cn + 此 ,%) 种 方式 做 这 件 事 。 

b) 设 p(r) 是 需 证 明 的 命题 。 基 础 步 晤 是 等 式 Ctn,0)= Cin+t+1,0),， 即 1=1。 假设 
P《7) 为 真 ， 那么 By Cin tk,k) = > Clntkk)+ Cntr+l,r+1) -= 
Caz+rr+lr)+eln+r+lr+li=Ctz+r+2ir+1ly， 由 监 纳 假说 和 由 斯 
卡 等 式 得 证 。 

51. 首先 以 种 方式 选择 领导 ， 然 后 以 2" ! 种 方式 选择 委员 会 的 其 他 成 员 ， 于 是 有 nw2" 种 

方式 选择 委员 会 及 其 领导 。 男 一 方面 ， 选 择 一 个 上 有 人 委员 会 的 方式 数 是 Ctn, 训 )。 一 旦 


我 们 选择 了 此 个 人 的 委员 会 ， 则 存在 & 种 方式 选择 它 的 领导 ， 于 是 有 >)” EC(n 


种 方式 选择 这 个 委员 会 及 其 领导 。 从 而 有 > _ ,Cln,) = n2*!, 
53. 设 这 个 集合 有 nn 个 元 素 。 由 定理 7 有 Cn,0) 一 Cn,1)+CCn,2)—……+( 一 17"C(n, 
n)=0 ， 从 而 得 到 Cn,0)+ Clin,2}+ Cians4)+ 二 Clnsl}j+ C(tn,3)+C(n,S5)+ 
和 左边 给 出 了 具有 偶数 个 元 素 的 于 集 个 数 ， 且 右边 给 出 了 具有 奇数 个 元 素 的 子 集 个 
数 。 
55. a) 一 条 所 求 的 路 径 由 mx 次 向 右 的 移动 和 wn 次 向 上 的 移动 枸 成。 每 一 条 这 种 有 路径 可 以 由 
一 个 训 个 0 和 #* 个 1 的 m+n 位 二 进 制 串 表 示 ， 其 中 0 表示 一 次 向 右 的 移动 ，1 表 
示 一 次 向 上 的 穆 动 。 
b) 恰 包 含 = 个 1 的 产 + 位 二 进 制 串 个 数 等 于 CCm t+ n,n) 王 Clm+ n,m)}， 因 为 可 
以 通过 指定 n 个 1 的 位 置 或 指定 mx 个 0 的 位 置 确定 这 样 的 串 。. 
57. 由 练习 55 所 描述 的 nn 步 长 的 路 径 条 数 等 子 2”"， 就 是 x 位 二 进 制 串 的 个 数 。 另 一 方面 ， 
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练习 55 中 所 描述 的 n 步 长 的 路 径 一 定 在 坐标 之 和 等 于 nn 的 菜 个 点 结束 ， 人 比如 说 (xn 一 点， 
) 点 ， 其 中 下 在 0 和 之 间 ， 世 合作 和 x 在 内 。 由 练习 55， 这 种 在 {nw 一 上 ,上 点 结束 的 


路径 数 等 于 Cln 一 上 t+, 让 = CC(n,k)。 于 是 > ,Cln,k) = 

59. 练习 55 所 描述 的 从 (0,0) 到 (n+ 1,7) 的 路 径 数 等 于 C(tn +r+l,r)， 但 是 这 种 路 径 由 问 
上 走 ; 步 开 始 ， 其 中 j 满足 0 专 7 所 r+ 。 由 向 上 走 j 步 开 始 的 这 种 路 径 数 等 于 练习 55 所 
描述 的 从 {1, 门 到 (x + 1,r) 的 路 径 数 ， 而 这 及 与 从 (0,0) 到 (n,r 一 7 的 路 径 数 一 样 ， 根 
据 练习 55 它 等 于 C(n+r-j,r 一 j)。 因 为 2 _ Clantr-j,r-j) = 2,_oC(nt+k， 
外 ) ,从 而 Cln tk,k) = Cntrt+l,r), 

G61. 543 

63. a) Cln+1,2) b) Cint+t2,3) 
ec) Clr2n —2,n C1) d) Cn-l,l(tn -1)2 |) 
e) 在 帕斯卡 三 角 的 第 * 行 中 的 最 大 奇数 项 
f) Cri3n—3,n—1) 


4.4 节 


1. 1/13 
3. 172 
5. 172 
7. 17/64 
9. 47/52 
11. 1/C(52,5) 
13. 1— {Ct(48,5)/C(52,5)) 
15. C13,2) C064,2) C604,2)0(44,1)/C052,5) 
17. 10 240/C(52,5) 
19. 1 302 540/C1(52,5) 
21. 1/64 
23, 8/25 
25. al 1/C(50,6) = 1/15 890 700 
b) 1/C0(52,6)=1/20 358 520 
ey 1/C(C56,6) = 1/32 468 436 
d) 1/C(60,6)=1/50 063 860 
27, a) 139128/319865 b})} 212667/511313 
c) 151340/386529 4d) 163647/446276 
29. 17C(100,8) 
31.a) 9/9 hb 81/361 ch 1/19 
d) 1 889 568/2 476 099 ee) 487361 
33. 拨 3 个 角子 。 
35, 这 个 竟 争 者 选 的 门 是 在 不 知道 奖 在 何 处 的 情况 下 随机 选 的 ， 但 是 由 主持 人 人 选 的 门 不 是 醴 
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机 选 的 ， 因 为 他 总 是 避免 打开 有 奖 的 门 。 这 就 便 得 基于 对 称 性 的 论据 是 无 效 的 。 
4.5 节 


. PCT)=1/4, p(tH)=3/d 

. Pll)= p{3)= p(5)= p(t6)=1/6;p(2) = p(4)=38 

949 

. 由 于 pC(EUF)= p(E)+ p(tF)— p(tENF), 有 pp(EUF)SES1I , 人 WH 而 得 到 1 宇 p(E)+ 
pl(F)-p(ENF)。 由 这 个 不 等 式 可 以 断言 p(E)+ p(F) 所 1+ p(EN 站 MF)。 

. 我 们 将 使 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 不 等 式 对 n 宇 2 成 立 。 设 p(n) 是 语句 户 ( IE ) 所 
这 _1P(E,) 。P(2) 为 真 。 因 为 p(EIUE2)=p(ED)+p(Es)- p(ENMNE)Ep(E)+ 
p(E3)。 现 在 假设 p(n) 为 真 ， 使 用 基础 情形 和 归纳 假设 得 p(U?iiE,) 所 p(U* 1E,)+ 
P(Ear) 二 之 ”ip( 杞 ) ， 这 就 证 明了 p(n +1) 为 真 。 根 据 数学 归纳 法 命题 得 证 。 

11. 因为 EUE 是 整个 样板 空间 SS， 事件 下 可 以 被 分 成 两 个 不 交 的 事件 ; 下 = 3 门下 = (EU 

EE)NF=(ENF)U(ENMNF)， 这 里 使 用 了 分 配 律 。 由 于 这 两 个 事件 是 不 次 的 ， 故 (FF) 
= p((ENF)IUCENF))= p(ENF)+ p(ENF),. 使 用 事实 p( ENF)= p(E), p{F) 
(已 知 和 和 F 是 独立 的 )， 在 两 边 都 减 去 p(tEI1F) 并 且 分 和解 因 式 得 p(F)(1 一 (FE))= 
pl(ENF)。 由 于 1 一 pp( 玉 )= pp(E)， 这 就 得 到 p(E 门 F)= p{E)' p(F)， 正 如 所 求 。 

13. a) 1— 365/366:364/366:""(367— n)/366 

by 23 

15. 1/4 

17. 3/8 

19. a) 不 独立 hb) 不 独立 。 cc) 不 独立 

21. 3/16 

23. a) 1/32=0.03125 b) 0.49°<0.02825 

c) 0.03795012 
25. a) 5/3 hb) 0.627649 0) 0.6431 
27. a) 加 b) 1- 

ce) 加 十 Tb ‘(1l—p) 

d) 1—[p*+np* 1(l— p)] 

29. §/3 

31. 336749 

33. 170 

35. (4n +6)/3 

37., pg” ! [gqg=1-p] 

39. 1—- (1-— pp)" 


~] IN (| 一 


“ 
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47. F(X)/a = > + 四 (大 二 了 -党 >, 

49. a) i011 b) 0.9984 

S51. V(xX+Y)= EX+ YI)- EC(X+Y) = F(X +2NXY + Y)- (EFE(X)+E(Y)Y: 
= E(X:)+2E(XY) + E(Y) ~- E(X) -2E(X)E(Y?)- EC(YY 
=E(X)— EC(X)+2(E(XY)- E(X)E(Y)+E(Y)- EC(Y)Y 
= V(X)+2Cov( X,Y)+ VvV(Y) 


lpltX=7r)= p(X a) 


六 产 半 


4.6 节 


1 、 作 43 

4. 26° 

3. 123 

Ta 

9. a) 1716 by S50 388 c) 2 .629 $75 
d) 330 9 724 

ll1l.9 

1]3, 4 304 SUV1 

15. a) 10 626 b) 1 365 ec) 11 649 d) 106 

17. 2 520 

19, 302 702 400 

21. 30 492 

23. C(59,50) 

25. 33 

27. 83 1060 

29 ， 3 

31. 159 033 

33. 210 

35,. 27 720 

37. 521A7117!) 

39, 24'13*/A(52:51:50.49) 

41. ajCtk+n—-l,n) by {gk+n—1)lAR 1)! 

43, 对 于 第 1 个 盒子 有 Cn ,ai) 种 方式 选择 ni 个 物体 。 一旦 选 了 这 些 物体 以 后 ， 对 于 第 2 
个 盒子 有 C(ln 一 ni1,n2) 种 方式 选择 物体 。 类 似 地 ， 对 于 第 3 个 合子 有 Cln 一 nln， 
n3) 种 方式 选择 物体 。 按 照 这 种 方式 继续 下 去 直到 在 Cln 一 2 一 22 一 一 -ln8) 三 纪 
(nm ,5 =1 种 方式 选择 最 后 一 个 盒子 的 物体 (由 于 ni + xz+…+m=m)s 由 乘积 法 则 
构成 全 部 分 配 的 方式 数 是 C(a rz)C( 一 minmaz)y CI 一 天 1 一 玫 2， 了 3 让 信人 天 一 下 | 一 好 2 一 
1 它 等 于 za nzl …ni1)， 正 如 直接 化 向 有 所 显示 的 。 

45, a) 由 于 工 / 所 伟人 入 XT， 从 而 T1100 x tl T+r-l 这 个 不 等 式 是 严格 的 ， 

因为 只 要 了 js 了 ii 就 有 立 十 了 一 下 信 xrltio 因为 [T+r-1l, 这 个 序列 是 

由 了 中 选择 > 个 不 同 的 元 素 构 造 出 来 的 。 


i i i 
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714 苦 状 志学 受 划 屏 用 


b) 假设 1 和 rtr 一 lo 令 y 王 XTX 一 (上 -1)。 那 么 不 难看 出 对 于 上 = 
1],， 2, …，,， 7 一 1 有 之 y+r1， 且 洲 于 不 =1 2， 中， 有 1 和 全 n。 内 而 ， yl 
yx | 是 5 的 允许 重复 的 r- 组 合 ， 
c) 从 a) 和 b} 得 出 在 S 的 多 许 重复 的 xr- 统合 与 具有 n+ 一 1 个 元 素 的 集合 十 的 x 组 合 
之 间 存 在 一 一 对 应 。 可 以 断言 存在 着 Ctn+r-1,7r) 个 5S 的 允许 重复 的 r- 组 合 。 
di1. 3 
49. 在 展开 式 中 的 项 形 如 rz 和 …x?m， 其 中 到 二 二 十 2m 王 ns 户 生 这 样 的 项 是 因为 从 
21 个 因 式 中 选择 了 ri， 从 x 个 因 式 中 选择 了 rz，… 共 mw 个 因 式 中 选择 x,,。 这 可 
以 用 Cn; ,no A) 种 方式 做 到 ， 因 为 一 种 选择 就 是 = 个 标签 “1”"，#i; 个 标签 
“2”… 和 2 个 标签 “和 ”的 排列 。 


| 2320 

4.7 节 

1. a) 2134 by) 54 132 
c) 12 534 d}) 45 312 


e) 6 714 233 f} 31 542 678 

3, 1234, 1243, [1324, 1342, 1423, 1432, 2134, 2143, 2314, 234], 2413, 2431, 3124, 
3142, 3214, 3241, 3412, 342]1, 4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321 

Sl 2 Sl TE 2, Tl 2 Ss ls BeAr Th 9, Shy Ts dy Sls 12s Bs 4), 
i123, 5， 12, 4, 5!，13, 4,， 3: 

7. 表示 下 一 个 最 大 的 六 组合 的 二 进 制 串 一 定 与 表示 原来 的 玉 -组 台 的 二 进 制 串 在 第 ; 位 不 同 ， 
因为 第 ;+I，…，r 位 被 最 大 可 能 的 数 占 据 。 此 外 ， 如 果 我 们 想 要 一 个 比 原来 的 组 合 大 
的 组 合 ，a;+1 是 可 以 放 在 第 i 位 的 最 小 可 能 的 数 。 那 么 a,+2,， …，a;+r-i+1 是 从 
第 i+1 到 +r 位 所 允许 的 最 小 的 数 。 于 是 我 们 生成 了 下 一 个 + 组合。 

9, 123, 132,，213, 231, 312, 321, 124, 142, 214, 241,， 412, 421, 123, ls2, 213, 
251, 512, S521, 134, 143, 314, 341, 413, 431, 135, 153, 313,， 3531, 313，331,， 
145, 154, 415, 451, 514, 541, 234, 243, 324，, 342, 423，, 432, 233，253，323， 
352, 523, 532, 245, 254, 425, 452, 524. 542, 345, 334,435, 433, 534，343 

11. 我 们 将 通过 证 明 它 有 一 个 逆 来 证 明 这 是 一 个 双 射 。 纵 定 一 个 小 于 n1 的 正 整数 ， 设 at， 

a，…%，a 1 是 它 的 康 托 儿 数 字 。 把 nn 放 在 位 置 n -a,-;， 因此 很 清楚 a, -1 是 在 排列 
中 跟 在 后 面 且 小 于 ”的 整数 个 数 。 然 后 把 nn 一 1 放 在 空位 置 (n 一 1) 一 a,-，， 这 里 我 们 
已 经 标号 了 空位 置 1，2，…，n 一 1 (除去 n 已 经 在 的 位 置 )}。 继 续 下 去 直到 1 放 在 留 下 
的 唯一 的 空位 置 。 因 为 我 们 已 经 构造 了 一 个 逆 ， 这 个 对 应 是 一 个 双 射 。 
13， Procedure Cantor Permutation (nyi: 整 数 满足 nr 宇 1 和 和 0 二 i 之 1) 
TH 
for 1 :三 1 tion 
p=0 
for kk 二 liopn-l 
begin 
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剖 当 地 了 是 人 委 匡 715 


re 
While p; 0 
| 
for 了 :一 T to < 
begin 
户 汪 下 一 
while p; A 
六 过 下 一 1 
end 
名 一 一 十 
endg 
| 
while p; 天 小 
六 一 下 十 ] 
zi 
[pi1p2a… pp 是 对 应 于 i 的 排列 ; 


补充 练习 


. a) 131 200 by 1 000 000 ch 210 d) 3005 
3100 


a) 4060 b) 2688 ce) 25 009 600 

. ah 192 b} 301 c) 300 d} 300 

11. 639 

13. 最 大 可 能 的 和 是 240， 且 最 小 可 能 的 和 是 15。 记 以 可 能 的 和 的 个 数 是 226。 因 为 一 个 10 
元 集 存在 252 个 元 子 集 ， 出 钢 早 原理 至 少 两 个 有 同样 的 和 。 

15. a) 50 by 50 ec} 14 4d)5 


17. 设 a1，a2，…，am 是 整数 ， 且 令 d; = 之 _,a, 。 如 果 对 于 某 个 i，d, 寺 0 (mod m), 命 


l 
2 
5. 24 600 
7 
9 


题 得 证 。 否 则 #, mod mx ，dj mod 要， ,mod mm 是 jr 个 在 ji, 2,，…， 加 一 1| 中 
的 整数 。 由 铝 集 原理 ， 对 于 某 个 1k<1 志 加 有 d= di, 于 是 2 io = di 一 山寺 
0 {mod m) 


19. 有 理 数 a 局 的 十 进 制 展开 式 可 以 通过 5 除 a 得 到 ， 其 中 a 写成 含有 小 数 点 的 十 进 制 小 
数 ， 且 后 面 跟 随 着 无 数 个 0。 基础 步骤 是 找 出 商 的 下 一 个 十 进 制 数字 ， 妈 Lr ]， 其 中 
是 余数 和 从 被 除数 秽 下 来 的 下 一 位 。 当 前 的 余数 由 前 面 的 余数 减 去 商 的 剖面 数字 的 5 倍 
得 到 。 最 后 被 除数 没有 数字 寺 获 下 0。 此 外 ， 由 于 具 存 在 5 个 可 能 的 余数 . 由 的 车 原 
理 ， 在 某 一 步 将 得 到 与 前 面 某 一 步 相 同 的 结果 。 从 这 一 步 向 后 计算 一 定 遵 循 着 相同 的 模 
式 。 特 别 是 商 将 被 重复 。 

21. a) 125 970 b) 20 cj 141 120 $25 
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d) 141 120 505 ey 177 100 ff) 141 078 021 

23. 4 AC (52,13) 

23. a) 10 b) 8 ce) 7 

27. 确定 选择 nn 元 集 的 哪些 > 个 元 隶 的 方法 数 和 确定 不 选 哪些 z -rr 个 元 素 的 方法 数 一 
样 。 

29. eta+2r+i)=Cta+lr+tD+C+lry=2C0n+lr+l)-COa+lr+l) 
+ Caxntl,r)=20Ctn+l,rt1)~-{C(nrtl)j+ Ctnsrij+ (C(tn, rit Cr,r-1)) 
=—2Ctxnt+l,rt+l)j— Ctn,rtl)+C(tn,r— 1) 


31. 由 二 项 式 定理 ,， 3” = (2 +1)" = 了 Cln,k)l" 2 =2)" Cln,k)2: 
33. C(nt+1,5) 
35. a) 1/C(52,13) b) 4/C(52,13) 

cj) 2 944 656/C(52,13) d) 35 335 872/C(52.,13) 

e) 1 244 117 160/C{52,13) 日 29 858 811 840/C(52,13) 


37 Cm —1)(tn—1)+gcdtm,n)— 1 
mm—1 
39. a) plEIMNE2)= pl(E Dp(E), plEMNEs)= p(E Dp(Es), plE2fE;) 
= p(E)P(ED), PLEIN EI ES)= Pp(E P(E;) P(E;) 
b) 是 c) 是 d) 2*—n—1 
41. 事件 ENF, i=1, 2,，…，# 是 世相 排斥 的 并 且 乱 盖 了 EE 出 现 的 所 有 和 条件。 因此 ， 


ptE) = 之” ,p(E 人 NF) 。 由 条 件 概 率 的 定义 知道 pCENF.)= p(E|Fi)p(F;)， 并 且 

p(ELF.)= p(ENF,)/p(E}. 因此 

ptEMF) plEIF)PpIF) P(EIF PAF,) 

P(E) DS” pl(ENF) DBD)” Pp(EIF) PCF) 

43,. VaX tH) = FE((aX+ bi) — El(aX+6)Y = E(aX*+2apR + hi) (aE(X)+h) 
= F(a Xi)+E(2abX) +t EC(h)— (a rtE(X) +2abE (XN) +h) = aE(X)+2abE(X) 
+ -alE(X) -2abE(X}- 6 =a (EE(X)- E(X)) = a V(X) 

45.3 491 888 400 

47, 3° 

49. a) 45 b) 57 ce) 12 

51.a) 386 b) 56 ec) 512 

53, 如 果 之 区 ,为 0; 如 果 wn 宇 zrs， 为 Cin 一 ],n 一 芭 ) 

55，Procedure nezrt Permautation (n: 正 整 数 ，al，a;，"…，4a;; 不 超过 的 正 整 数 , 日 


did) 


(piF,lE) 一 


i 
while a.= +# 
begin 
a, :一 1 


1 :一 一 1 
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,| 
ti = 如 ;十 


ae…a, 有 是 按照 字典 次 序 的 下 一 个 排列 | 


第 5 章 


.1 节 


| 


13. 


15, 
1 ， 


19. 


21. 


23， 


2 


dls 


2 . 


31. 


a 2, 12, 72, 432,， 2392 
hy 2, 4, 16, 2$6, 65, 336 
c) 1, 2, $35, 11, 26 

d) i, 1, 6, 27, 204 

e) 1, 2, 0, 1, 3 


,a] 是 b) 不 是 c) 不 是 dj) 是 ee 是 了 是 g) 不 是 h) 不 是 
a) a =2:3" b) a,=2n+3 e) a,=1l+n (nt+1)/2 d) a,=n*+4n+d 


ey 如 二 | f) 二 一 (37 一 1 区) ar=3n! h) a, = 2"n | 


.ay gan =3an-1 b) 5 904 900 
, a) a =n+ia_1s C0= bj a1:= 78 cj a,.=n (n+1) /2 


_ 设 P(n) 有 是 “有 H,=2n -1,” 基 础 步 统 : P(1) 为 真 ， 因 为 Hi = 1。 归纳 步骤 ， 假设 日 , = 


2 = 1] 那么 因为 H+r1=2H,+1, 从 而 得 到 间 , ,=2(2" 一 1)+1=2” "一 1。 
a) ar=2cn-1+ar-5， RD 
b) an 三 十 ， 好 1 二 这， Qs; 二， 23 二 名 ， a4=16 


ce) 1217 

9494 

a) qs = ari1+ar-2t+2" *, 2 
b) ao=0, a1=0 cy 94 


ay) 4a, = dn-1t dn-2+ dn-3: Nn? 
by ao=1, a1=2, &2=4 ce) 81 


a) 他 =adr_1t+ Qa 2 2 


by a0o=1, a1=1 c) 34 
a) a =2an_1+2an-2， N22 

bj ao=1, ai=3 Cj 448 
a) 4 一 2e -1+ An-2; Nn 

b) ao=1, a1=3 cc) 239 
ay a, 一 2a 1， 并 2 

b) ee 三 3 c) 96 
a a =as_1+ar_2， 天 < 

b) ano=1，al 三 二 c} 89 


a) Ri=ntR, -1 Ro=1 


Bl | < a 和 
oe ee Japan 和 ed 
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-1s 画 改 复学 逐 套 砧 碾 


by R,=ntn+t+1)/2+] 

33. a) S,=S8,_1+(n’ -n+2)/2, So=1 
b) SS = (n+Sn+6) /6 

35. 64 

37, a) GH, = 9. 12 hb} an=1, al=3 c) 1224 

39, 很 清楚 对 于 训 六 1 有 Sm:t)=I。 邵 果 严 之 32， 那么 一 个 从 rm 元 集 到 元 集 的 非 映 下 
孙 数 可 坟 由 值 域 的 太 小 和 值 域 中 的 元 素来 确定 。 这 里 值 域 的 大 小 是 在 1 一 n 一 1 之 间 的 整 
数 上 ， 包 含 1 和 nn 一 1 在 内 ; 而 上 全 域 中 的 元 素 可 以 用 CC) 种 方式 选取 ， 并 且 构 成 到 这 


个 值 域 的 映 上 函数 可 以 有 S(m ,) 种 方式 。 因 此 存在 > ,Cin,&)Stm ,此 ) 个 砷 映 上 


函数 。 因 总 共存 在 am" 个 函数 ,所 以 S( m,n) = "一 "Cln,k)S(m,k)。 

41. a) Cs= CC +t OGC+t CC +t CC+t Oo=114+1:5+2:2+5-1+14.1=42 
b) Ct10,5)/6 = 42 

43. J(1})=1,7(2)=1,7(3)=3,7(4)=1,1(5)=3,7(6)=5,7(7)=7,J(8)=1,1(9)=3, 
T7010)=5,7(11) =7,7(12) =9,.7(013)= 11,7(14)=13,/{15)= 15,J{16)= 1 

45. 首先 ， 仍 设 人 数 是 位 数 ， 比 如 说 是 2n。 在 转子 一 圈 并 且 回 到 第 TI 个 人 y 以 后 ， 由 于 在 
偶数 位 置 的 人 已 经 被 排除 ， 则 恰好 有 个 人 留 下 来 并 且 现 在 在 位 置 i 的 人 就 是 初始 在 位 
置 2; 一 1 的 人 人。 因此， 生还 者 [初始 在 位 置 J(2n)] 现 在 的 位 置 是 Jn)， 这 就 是 在 位 置 
2J7(n) 一 1 的 人 。 所 以 ，J(2n)=2J(n) 一 1。 类 似 地 ， 当 有 衣 数 个 人 了 时， 比如 说 2n +1 
个 人 ， 那么 在 转子 一 圈 以 后 排除 第 1 个 人 ， 有 个 人 留 下 来 并 且 现 在 在 位 置 i 的 人 就 是 
以 前 在 位 置 2i + 1 的 和信。 因此 ， 生还 者 将 是 现在 占据 位 置 J(n) 的 人 ， 即 初始 在 位 置 
2J(n)+1 的 人 人。 所 雇 ，JJ(2n +1)==2J(x)+1。 基 础 情形 是 J(1)=1。 

47. 73 977 3617 

49. 下 面 的 9 次 移动 求解 了 这 个 难题 : 从 柱 1 到 柱 2 称 动 盘 1; 从 柱 1 到 柱 3 称 动 盘 2; 从 柱 
2 到 柱 3 移动 胡 1; 从 柱 1 到 柱 2 移动 盘 3; 从 柱 1 到 柱 4 移动 盘 4; 从 柱 2 到 柱 4 移动 
盘 3; 从 柱 3 到 柱 2 移动 盘 1; 从 柱 3 到 柱 4 移动 盘 2; 从 柱 2 到 柱 4 移 动 盘 1。 要 明白 
至 少 需要 9 次 移动 ， 首 先 注意 到 不 管 有 密 少 根 柱 子 圣 少 了 次 移动 是 需要 的 : 3 次 用 来 拿 
走 盘 子 ，1 次 用 来 移动 最 大 的 盘 4， 并 且 还 要 3 次 移动 来 放 好 盘子 。 另 外 至 少 还 需要 2 
次 移动 ， 因 为 要 从 柱 1 到 柱 4 移 动 盘 4， 其 他 3 个 盘子 一 定 在 柱 2 和 柱 3， 所 以 至 少 需要 
1 次 称 动 来 放 好 它们 ， 再 1 次 穆 动 来 拿 走 它们 。 

51, 基础 情形 是 显然 和 的。 如 果 ”>1， 算 法 由 3 步 梅 成 。 第 1 步 , 由 归纳 假设 ， 恒 用 只 (na -~ 
&) 次 移动 把 最 小 的 > -天 个 益 子 移 到 柱 2。 然 后 使 用 通常 的 3 个 柱子 的 汉 诺 塔 算法 ,用 
2+* -1 次 移动 把 剩 下 的 盘子 (最 大 的 上 个 盘子 ) 移 到 柱 4， 移 动 时 不 使 用 柱 2。 然 后 再 由 归 
纳 法 ， 用 民 (7 一 上 ) 次 移动 把 最 小 的 n 一 上 个 盘 于 称 到 柱 4。 对 于 这 种 移动 所 有 的 柱子 都 
下 以 用 ， 因 为 最 大 的 盘子 在 柱 4， 对 移动 没有 和 妨碍。 这 就 建立 了 递 推 关 系 。 


53. 首先 观察 到 R(n) = 2 (RG) 一 民 R{j 一 1)) (因为 化 简 这 个 和 并 且 民 人 0) = 人 Ts。 由 练习 和 2， 
这 就 是 关于 ; 的 值 域 对 2*“! 的 求 和 ， 因 此 这 个 和 是 >), i251 。 如 果 ”不 是 一 个 三 角形 
数 ， 那 么 当 ; = 大 时 最 后 某 些 值 丢失 ， 并 且 这 就 是 在 给 定 表 达 式 中 最 后 的 项 所 表示 的 。 
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赴 才 锥 卫 雹 余生 719 
55. 由 练习 53，R(n) 不 大 于 这 ”i271 。 可 以 证 明 这 个 和 等 于 (+1)2+ 一 24+1+1 ， 因 此 
它 不 比 (&+1)2* 大 。 因 为 nk 一 1)/2 ， 可 以 用 二 次 公式 证 明 对 于 所 有 的 n 记 1 有 上 
<1+ v2n。 因 而 对 于 所 有 的 n>>2，R{n) 以 (1+y2n 二 1)211V2<8Yn2""* 为 上 界 。 
所 以 R(n) 是 OCVn2v 3")。 
57， 由 练习 34 知 a, =2" 1,Via,= Ya, Va,_j=2" <2" 3=2" 
59. a, -2 Va, + Ya, 
=a, -2a an-1) tt Ya, ~ Yas-1) 
= 一 Cr 十 2 it (han tr-1) (ar-1™— Gn-2)) 
一 


和 


人 

Gl. a, =an_1+a,-2 
={(a, — Va + (a 一 2Ye + Yu,) 
=2a, 一 3Ve + Via,, 


或 4 =3 Va, -Yia,, 


5.2 节 

1. ay 3 阶 b) 不 是 c) 4 阶 d) 不 是 e) 不 是 f) 2 阶 
g) 不 是 

3, a) a = "2 b) a,=2 
Cc) a = 2" 23" d) a,—=6*2"—2"n2" 
e) a =n(—2)” De 


I 
5. a -4115) -上 (2 
" 2 J5\ 2 
T2020)3 
9. a) P,=1.2P, ,+0.45p,.;, Po=100 000，P;= 120 000 
by P,= (250 000A3)(3722)7 + (3 000 013}( — 3AAA0)" 
1. a) 基础 步骤 ; 对 于 n=1 有 1=0+1， 且 对 于 n=2 有 3=1+2。 归 纳 步 骤 ; 假设 对 于 此 
ES RT ES he es eh a 
i 


9 


13, a =8(—1)" -3(-2)"+4.3" 

15. a =5+3(—2)"—3 

17. 设 a, = Cn,0)+ Clan 一 1,1)++… 十 C(x 一 记 ,k)， 其 中 =|LnA21。 痛 先 ,， 假设 ”是 但 
数 ， 使 得 =n/2， 且 最 后 项 是 CE, )， 由 帕斯卡 乙 等 式 有 a =1+ Ctln 一 2,0)+ 
Cinm2,1)+CCnxn 3.1 + Cn~3,2)++ Ctn—k,R-2)+tC(n— kkR— 1)+1=1+ 
C{n-2,1)+CCn-3,2)+-. + Ctn— kk-1)+C(n-2,0)+Ctn-3,1)+ "+ 


| | 
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720 牙 坊 者 学 甩 荐 三 用 


Cin,k—2)+1=a,_-1t+a,_;， 因 为 [ (nn 一 1)/2j= 上 ~1=| (rn 一 2)/2]。 当 nn 是 奇数 
时 有 类 似 的 计算 。 因 此 ， 对 于 所 有 的 正 整数 n，n 守 2 ，1a, | 满足 递 推 关系 ae。= a,_1+ 
ar _2so 此 外 ,a 二 C1,0)=1 和 a2= Ct2,0)+ Ctl,1)=2， 这 就 是 fi 和 f，。 从 而 得 
到 对 于 所 有 的 正 整 数 nn ，a, 二 f+41。 

19. a ={n + 3n+5)(—1)" 

21. (ui0t antntarnn tarsn) +t (aro0t arin tan )( —2)"+ (asotasn)’ 
+ aaot —4)" 

2 9 Da 


b) a, oa3"—2*1! c) a, =3*1t1— 2*+! 
25, 42a) 点 三 一 1， 吾 = 一 7 b) a, =a2"—n—7 
cc) a, =11:27—n—7 
27. a) pan*+ pint po b) n’ pol —2)" 
c)》 nCpint po)2” d) (pan’ + pin t+ po)d” 
e) nCpon’ + pint po)( -2)" {) npans +t pan + pn + print po)2" 
g) po 
29. a) a =a2"+3"tl bb) a,= -2.2"43*+! 


31. av =a2"+ 83*—n2" Tl+3n/2+21/4 
33, as=(at+Bnrt+n’ +n /6)2" 
35, a = 42"— n/n/2+1/8+(390/8)3" 
37. a = nn+t+ 1)(n+2) 
39. a) 1, 1, i, —t 

b) a = 地- 地 ( 
41. a) 使 用 关于 的 公式 可 看 出 
(LS )» 
5 2 

这 意味 着 / 是 最 接近 志 { 芒 全 ) 的 整数 。 

b) 当 nn 是 偶数 时 较 小 ; 当 nn 是 奇数 时 较 大 。 
41s Ua = fu -it ZI = 1 
45,. a) a = 3ar_1+dan_2, do0=2, ail=# 

b) a, = {4 +(—1)")/5 
47. a) a =2a,_1+ Cn ~ 1)10000 

by a; = 700002771 — 10000n — 10000 
49. ea =$Sn /A2+13n/A2+1 


51. 见 参 考 文献 [Ma93] 第 11 章 第 5 节 。 
S.3 节 


1. 14 


RO ee 
1 ) 十 tt { 一 了 


太一 < 1AMSS1Z2 
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十 如 继 习 电容 村 721 


3. 第 1 步 是 (1110),(1010); = (24+22)f11)2010) + 2((11); 一 (10)2)((10), 一 (10),) + (2 
+ 1)410)2*410)， 。 这 个 积 是 (10001100), 。 

5, C= 665C +729=33979 

Ts 2 bh} 4 Cj 7 

9. a) 79 b) 48 829 cj 20 17 579 

11. Ollog nr) 

13. O(nlogy’) 

15. 5 

17. 由 于 名 =logsrx， 从 而 有 fn) = atf(1) + Dy oaic(n/b)* = atf(1) + Dy Len’ = 
arf(1) + ken’ = alognf{(1) + cl(logsn)}n’ = mloga {1) + cndiogi = nf (1) + cn’logen 


19, 设 =logn， 其 中 nn 是 5 的 帘 。 基 础 步骤 : 如 果 n=1 且 &£=0,， 那么 cin + canlogye = 
cit+ey= = 二 PAG -a +f + be/Aa- 2) = Ff(1)。 归 纳 上 又 : 假设 对 于 上 为 真 ， 
其 中 一。 那么 对 于 n= 二? ,Fn)=af(n/6)+ cn =allbic/p ~ a})(n/6) + 
[FD + pe/a— bt) n/p)logal +t cn = bc/ — a na/b + [fF(1)+ bic/(a 一 
bj]jnlogpa + ene = rn [ac /Cb ~ a teeth 一 ap adl+ [FD + bie/a 一 天 )j、 
nlog = (bce) /6 a) ln t+ LF + bie/a — bb)] nlogsa 

21. 如 果 a> 术 ， 那么 logm >d， 所 以 第 二 项 为 主 ， 给 出 O(nlogsa)。 

23. O(nlogs5) 

25. Of{n’) 


5.4 节 


I. F(x)}=2(x° ~ 1)/A(zr -1) 
3. a) Flr)=2r(1— x) /1 xr) 
bj zr/A(1-— x) 
c) rT{l— x ) 
d) 2A(1— 27x) 
e) (1+x) 
f 2Al+x) 
g) (1/A(1— 7x))— zr’ 
h) zi/A1—- zx) 
5, a) SAl— xz) 
b) iA(1 — 3.r) 
ce) 2x /A1-— x) 
d) (3— rz)A1— zx) 
e) (1+.r) 
f) 1A(1—zx) 
7. a) co= -64，ali=144，az= -108，as=27， 对 于 所 有 的 # 之 4 有 a, 一 0 
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722 若 慢 禹 学 殉 着 态 司 


hb) 非 零 系数 只 有 40o=1,， aj3=3, a6 二 3, ag=1 
6 二， 二 9 
d) 对 于 nn 主 3 有 as=(-3)” en 二 上 二 上 二 
e) an=8， al 二 3，4;= 二 2 对 于 比 2 大 的 n， ;为 奇数 有 a =0，xr 为 个 数 育 a, = 1 
f) 如 果 n 是 4 的 正 整 数 倍 ，a, = 1; 如 归 ?< 4 有 ao= 一 1; 否则 a, =0 
g) 对 于 nn 之 2 有 a = 一 1], ao=al=0 
ha "Zl 
9, a) f by 3 c 9 dy) 0D ej 5 
11. ah 1024 by 11 c) 66 d) 292 864 e) 20 412 
13. 1 
l3,. 30 
7. 20 
19. F(x)= A rr) x (lx)) 
21. 15 
23. a) ri(l+x+.r :+r ) Al1- zr) 
by 6 
25. a) 在 1Z01- rt- fl- za)) 的 震级 数 展开 式 中 rr 的 系数 
B) 1Z(1 一 23 一定 一 并 如 ) 
c) 7 
d) 3224 
J b) 29 cc) 29 dy) 242 
29. a} 10 b} 49 c} 2 d) 4 
31,. ay G(r}-ao- ax— a b) G(x’) 
ce) riG(lzr) d) G(27) 
(J Gtar)/ 1) G(r) /1 -zx) 
33. a; =2:3*—1 
35, as =18°3*—12:2° 
37. ar = Rh:+8E+20+ (6 — 18)2° 
39. 设 G(z) = 之 ),_0frr*。 在 对 和 式 的 序 标 移 位 并 将 序列 求 和 以 后 ， 易 得 G(r) -xG(x)- 
x Gr)= fn tt fort eat — ht- fia-2) 一 届 士 之 十 30 ， 由 此 得 
Gfzy-2zGfzrz)-rGlr)=yo。 求 解 G(zr) 得 C(z)=rzrx1-r-z)。 由 部 分 分 式 的 
方法 证 明 zx1- 二 -za)=(1NS)TIIAL- ar)-1AL- 一 入 )]， 其 中 中 =(1+vS)2 且 B= 
(1 一 Y5)/2 。 由 事实 1A1 -ar) = 2 atrt ,得 G(x)=(1N5)' io(at Pr， 
因此 = (1AN5)(e: 天 )。 
41. a) 设 G(z) = >) ”Com 是 {C1 的 生成 画 数 。 那 么 G(z 有 = 之 (之 CC ea 
= DC Cnr  。 因 此 zGtz) 六 = 之 *-1Cer ， 这 就 推 
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等 种 天 习 晤 人 敬 稀 723 


出 zxG(z)2 - G(x)+1=0。 应 用 二 次 方程 求 根 公 式 得 G(x) = 一 和 一下， 在 这 个 


公式 中 选择 减 号 ， 因 为 选择 加 号 会 导致 除 以 零 。 
b) 由 练习 40 知 (1-4z)12 =>)”，{ ”jx"， 逐 项 积分 根据 微 积分 的 定理 是 允许 


上 五 四 | 六 -1 】 用 “i 五 加 1 也 条 和 
的 ) 得 | (1 4t) “dt = > 本 | k 7 — : :因为 


ni 


、 
| (1 4d) = 7 -xG(x), 出 系数 相等 得 C、= 人 、 
0 n+l\n 


mtn 


Clim+n,r)r = 


43， 对 等 式 (L+ zjwrw = (1+ zj)m(1+ za 应 用 二 项 起 定理 ， 证 明 站 )” 
> Cm rr) * 2 Cn rr) = 2 2 Cm,r 一 下 jCln, 记 ))z”。 上 比较 
系数 就 得 到 所 需要 的 恒等式 。 

4. a) 2.7 b) ee 7 c) d) ez + er e) fe 一 7 

a b) a, = 3.2" 

Ch a, = 3"—327 d) a, =( 2)" ,nA2 41 二 一 3.40 三 2 
cy a = —2)"*+n!l 站 a=(—3)"+n! 2",n2";a0=1,41= -2 
gj ea = 二 0，n 是 奇数 ; a, = 二 n! Lan) ， 站 是 个 数 

49. a) a, =0a,_1+8"- |, nl; un 三 ] 

b) 相关 的 线性 齐 次 递 推 关系 的 通 解 是 eg) = a6"， 特 解 是 ctp) = 二 8"。 因 此 通 解 是 


av = a6*+ 六 8*。 使 用 初始 条 件 得 a 一方 ， 因 此 a, = (6"+8") 12 


设 GLx) = >) ,arr 。 人 司 用 关于 iai| 的 弟 推 基 系 可 证 明 G(x)- 6xGtzx)= (1 一 
7r7)A1 一 8x)， 因 此 Gx)= (1 一 7x)A(1 -67)(1 一 8x))。 由 部 分 分 式 得 上 G(r) = 
(1.2yxtT-6zry+ftOIL-Sr)。 利 用 表 1 得 w = (6"+8”)/2 

1 1 1 


CC 


SE. I a 
53,. (1+ rtl+ x} + x) 
2 4 6 
2 dl I ln 
55, 因为 (1 十 x)(1+ 2 (1+ x ) Tx 1 Ti 练习 


52 和 练习 53 的 生成 函数 煌 等 。 
57. a) Gx(1)=2), p(X = Rl: = 之 opb(X=A)》 = ] 


b) GX) = EP px = = DPX 


了 二 1 


> p(X = EE): k= ECX) 


立 三 1 


” Do on 
9 GD = op 朋克 DX = hb) 
= p(X =k) (2-A)= V(X)+ E(X) -ECX)。 与 b 组 合 就 得 到 所 需 
的 结果 
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?24 葛 吉 者 学 受 艳 大 有 局 


59,.a) G(rip™ /Al gr)” 
b) V(r)= mg/p’ 


5.5 节 


1. a) 30 b) 29 cj 24 d} 18 

村, 1 

5. a) 300 by 150 ce) 175 dj 100 

7. 492 

9, O74 

11 ，33 

13. 248 

13. 30 138 

17 234 

19. [AUAUAUAUAs =A +t IA + At+|1 4 +14s1 -1 人 个 As -|ANMA 
-AA -ANA -LIANA -ANA -1AN A |- TANAN -TA NA 
-TANAsd+IANAN A + IANANA tiANAN A N+tIANAN A 
+ [AfAf As tiANA NA +t iANA NA +t A NA NA + 1ANANASs| 
+ |AflAfAs| ANA AaflA -ANANANA -TANALNA NN A 
—- |AllAfiAflAd -| AATAN A tiANA NA NA NN A 

21. [A UAUAUAUAUAl=IA +Al+t|A|t+lAd|t+lAs|+t+lAc| -iA NN A, 
-AMA -AANA -ANA -amasl -142 站 ai1-142 门 4 一 4A2 门 Ai| 
-ANAd -ANA -1a3nna5 -1 站 ail-144mail-1asmnail-1asnaa| 

23, plEIU ESU ED)= p(ED Tp(E2) + plEs)— plEIMN ED) 一 丰 ( 五 门下 33) - ptlE,NN EE;) 
+ p(EN Ef E;) 

25. A49727A11] 295 

27. pAEIUD EAUEUEUFED)= pLE D+ pLED+ PIED+ P(E PLEsS) plELlE2) 
~ plENMNED) -pC(EI ED) - plENMNESD) — pIESINE3) ~ p(ESNM ED) - pCOEsN EE;) 
-plEAIEd) -PIES Es) plEAf Es + pIEN ENN Es + plEITE2 IE,) 
+ pAENEI Es + plE ES ED)+ plENES{ Es) + PAE EEs) + plEf) Ef EE) 
+ plEafN EN ES + P(E Ed Es) + pl(EsfN El Es) 

29. p(U E:)= 2 P(E) 2 P(E. NE)+ 2) pl(ENME, ANNE) 


之 


+ (~ D""p( fF) 


5. 丰 节 


1. 75 
3.0 
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可 堆 蔡 了 王八 荣 725 


5. 46 
7. 9875 
9. 540 
11. 2100 
13. 1854 
15. a) PiooZ100! b) 100Dog /A100! cy) CC100,2)A100! 
d) 0 e) 1/100! 
17. 2 170 680 
19. 由 练习 18 有 DD, 一 nD, 三 一 (D1 一 (x 一 1)D,_;)。 通 过 挝 代 以 及 吕 , =1,D=0, 得 
Do— nDii= (Dn)D 2)= (DD-.2—{n -2)D,.-3)) 
=D, a—{(n—2)D,-.3=""* = -1)"(D,-2D.)=(—1)" 
21. n 是 奇数 。 
a 本 1 
3. #0) 六 
25. 4 
27, 从 mm 元 集 到 ， 元 集 存 在 n” 个 函数 ， 从 mm 元 集 到 元 集 有 COtn 1) 一 1) 个 函数 怡 好 
缺少 1 个 元 素 ，C{n,2)tn 一 2)” 个 函数 怡 好 缺少 2 个 元 素 ， 继续 下 去 ， 有 Cln,n 一 1)1” 
个 间 数 恰好 缺少 aa -1 个 元 素 。 因 此 由 和 容 斥 原理 存在 pm-C(al)z -1 二 +CC 2) 
2)" 一 … 二 (一 1)” C(tn,n 一 1)1” 个 映 上 郴 数 。 


垃 充 练习 


1. a) A,=4A,-_i hb) Al=40 Ch A, = 10'4" 
3.a2) M =M,_1i+1680 000 
bj M'= 186 000 
cl M.= 160 000n +26 000 
a) T= T,-1+160 000n + 26 000 
e) T,=80 000n*: + 106 0007n 
5,. a) ar—=Aar_rt a 
bj a,=0, 22=1, a3=1 
ce) a = 12 
7, a) 2 by 5 c) 8 dj 16 
日 .En = 2 
11. a, =21+4n/3+n’/2+n /6 
13. a = Gr-2+ Gn- 
15. O(n’) 
17, O(n) 
19. a) lB8n + 18 b) 18 fj) 0 
21. A{ob,)=a, vbr obs = anril bart Oa) +t b(t1— Ca) = nri 人 Ob, + ba, 
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726 了 亲 娄 学 腕 其 感 周 


ro 


atrn ， 规 全 GG (zx) = >, na,r" | = 2 + 1)ja,_1z”。 由 


23. a) 设 G(z) = 之 ,，， an 
此 , G(x) -G(r) = > ntl)an ar) zr" = > 7" An1 = er ， 正 如 所 
求 。 易 见 G(0)=av=1， 

b) 我 们 有 (e G(r)) =e 下 G(x)-e G(r)j=e (G(r)- G(r))=e 人 =1。 因 此 ， 
e (r= 二 x+c ,其 中 是 常数 。 从 而 G(x)= + 。 由 于 G0)=1,， 廊 Ec=1。 


c) 我 们 有 Gz) = 2 oil + 2 oz = Zr /An - D1) 
+ 之 ，_ (ral) 。 由 此 ， 对 于 所 有 的 n 守 1, as=1/(n 一 1)l+l/n! ， 且 ao=1。 


393 .7 

27. 110 

29. 省 

31. a) 19 by 55 c) 122 d} 167 e) 168 
33. D,_itn~ 1)! 

35. 11/32 


第 6 章 


6.1 节 


1. a) 1{0,0),(1,1),(2,2),(3,3)) 
b) 1€1,3),(2,2),03,1),(4,0)! 
ce) 1(1,0),(2,0),(02,1) ,3,0), 3,1),(3,2),(4,0),(4,1),(4,2),(4,3)| 
dj] 1f1.0),(1,1) C1,2) ,01,3),{2,0),(2,2),(3,0},(3,3),(4,0) {假设 0 不 除 以 上 0) 
ce) |0,1),01,0),{1,1) ,61,2),(61,3),(2,1),(2,3),(3,1) ,3,2),(4,1),(4,3)| 
f) 1(1,2),(2,1),(2,2)} 
3. &) 传递 的 
b) 自 反 的 ， 对 称 的 ， 传 递 的 
c) 对 称 的 
d) 反对 称 的 
e) 自 反 的 ， 对 称 的 ， 反 对 称 的 ， 传 递 的 
f) 没有 这 些 性 而 
5. ay》 对 称 的 
b)》 对 称 的 ， 传 递 的 
c) 对 称 的 
d》 自 反 的 ， 对称 的 ， 传 递 的 
e) 自 肥 的 ,传递 的 
所 自 反 的 ， 对 称 的 ， 传 弟 的 
g) 反对 称 的 
h) 反对 称 的 ， 传 递 的 
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7,. c), d), f) 

9. 是 ， 例如， 在 11，2 1 上 的 关系 1(1，1)| 

11. a) 

| 

15. a) fa， 5)|b 整除 4 
by ij(a，5 )ia 不 整除 51 

17. Fr 的 图 

19. ay ita， 5 ) | 要 求 a 读书 或 者 a 已 经 读 过 书 51 
b) 1(a，5 ) 要求 & 读书 5 并 且 w 已 经 该 过 书 上 | 
c) l(a，58 )| 或 者 要 求 a 读书 5 但 是 a 还 没有 读 过 书 b， 或 者 不 要 求 a 读书 b 但 是 a 已 

经 访 过 书 上 b! 

d) ij(a，5 ) | 要 求 a 读书 5 但 是 a 还 没有 读 过 书 上 51 
ej |ta， 5 )| 不 要 求 a 读书 6 但 是 4 已 经 读 过 书 五 | 

21, S:R=1ta,b)la 是 所 的 父母 且 二 有 一 个 抑 第 姐妹 | 
RS=1(a,b)ja 是 5 的 未 伯 或 阿 嫩 | 


23.8 
95 a Jntat 1)2 b) le 
cy tn d) Jntn—1) 
e) outn- 1)2 fy Lt 


27. 是 能 没有 这 样 的 上。 

29. 若 R 是 对 称 的 且 (a,b)ER, 那么 (5,a)ER， 因 此 (a,58)ER 1， 从 而 有 RER '。 
类 倍 地 有 民 ! 守 RR ， 于 是 尺 = R-'。 相 友 , 车 RR=R ' 生 (a,6)ER， 那么 (a,b)E 
RR ， 从 而 (5 ,a)ER ， 于 是 R 是 对 称 的。 

31. 尺 是 自 反 的 当 且 芭 当 对 所 有 的 a 全 A 有 (a,a)ER， 当 且 侈 当 对 所 有 的 a 疡 六 有 (a,a) 
ER-![ 因 为 (&,a)}€ER 当 且 仅 当 {a ,a)ER !]， 从 而 当 且 仅 当 RR ' 是 自 反 的 。 

33. 使 用 数学 归纳 法 。 对 于 ”=1 结果 是 平凡 的 。 假 设 R 是 自 反 和 传递 的 。 由 定理 !，R"*" 
公民 。 为 得 到 玉 握 民 r 1= R**R, 令 (a,5)ER。 由 归纳 假设 ，R” = RR 并且 因 此 是 自 友 
的 。 于 是 (5,8)E R”， 从 而 (a,b)E R"*'。 

35. 使 用 数学 归纳 法 。n = 1 时 结果 是 平凡 的 。 假设 R* 是 自 反 的 ,那么 对 所 有 的 a 有 A 有 
{a,a)ER" 且 (a ,a)ER 。 于 是 对 所 有 的 a€EA 有 (a,a)E R**R=R* !, 

37, 不 是 ， 例如 ，R= 1(1,2),{2,1)}。 


6.2 节 


1. 1(1,2,3),(1,2,4),(1,.3,4),(2,3,4)| 

3.【IMNadir，122，34 ， 底 特 律 ，08:10 )，(Acme，221，22， 丹 佛 ,，08:17 )，(Acme，122，, 
33 ， 安 克 雷 奇 ，08:22 )，(Acme，323，34， 术 香山，08:30 )，(Nadir，199，13， 底 特 
律 ，08:47 1，(Aeme，222，22， 丹 佛 ，09:10 )，(Nadir，322，34， 底 特 律 ，09:44 ) 

5. 航线 与 航班 号 ， 航 线 与 起 飞 时 间 

.Pas.s 

9， 


DDDU-DDU-DDDDUUUUUD--www.shubulo.com! | UUUA^A 


728 沽 杂 玫 学 爱 是 三 用 


11. 


项 

1 

3 

4 

4 ， 
和 

4 

2 

] 


.3 节 

1 ， 

all 1 1 Bo 1 0 cll 1 1 ad)I00 1 
0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 1 0 DO 1 1 0 0 


3， 民 是 反目 反 的 当 且 仅 当 每 个 对 角 线 元 素 都 是 0。 
5. 把 每 个 0 变 成 1 并 且 把 每 个 1 变 成 0。 


了 . 
ajlo 1 1 Bll 0 0| cl 1 1 
1 1 0 0 0 1| 1 1 1 
1 0 1 0 1 0 1 1 1 

9. 
aj 0 0 byll 1 0 co 1 1 
1 1 0 0 1 1 1 1 
0 1 1 1 1 1] 1 1 

11. 

a) b) Cc) 
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13. {1(a,b),(a,c},(b,c), (ce,b)| 

15. f{aya), (asb) (tase) oa) pb) Bc), (ea), (csb),.td,d)l 

17. a) 只 是 反日 皮 的 
b) 只 是 目 友 的 
c) 只 是 对 称 的 

19. 用 数学 归纳 法 证 明 。n = 1 是 平凡 的。 假设 对 xn 为 真 。 因 为 Ra = R"* 尺 ， 它 的 矩阵 是 
Mar Mn。 由 归纳 假设 就 是 Mr@MK 1= Mk 1 。 


6,4 节 


1. al 1¢0,0) ,00,1), C1,1) ,C1,2),(2,0),t2,2),{3,0),(3,3)| 
b) 1 0,1) 70,23.(0,3 (10).(1 1) (12).(2.0) (2:1) 02，2)7 30)1 
3, 1(a,b)|a 整除 5 或 5 整除 a1 


5. Ts 
可 b 可 必 
下 三 | 
9. 
a) 4 ; b) 1 ; ; c) 1 6 
上 | 已 ce dd 
11. 
a) 可 二 
| i 


13. R 的 对 称 闭 包 是 RUR 1I。MRpunRp 一 1L=MRVMR-I=MRVMR 。 

15. 仅 当 民 是 上 反 自 反 关系 时 ， 它 就 是 它 目 己 的 闭 包 。 

17. a, a, a, a; b, ec, ec, b; e, b, ce, cy csc, b, ec; es cs er cy d, e, e, d; e, d, 
e, E; e, 8, dd, e; e, €, CG, 

19. ay {1,1),01,5),(2,3),(3,1),€3,2),(3,3),(3,4),04,1),(4,5), (5,3),(5,4)1 
by {1,1), ,2) ,01,3) ,61,4),62,1),(2,5),(3,1),(3,3),(3,4),(3.5),(4,1),(4,2), 
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(4,3),(4,4),(5,1),(5,3),(5,5)| 

cj TL), 1 ,3), (01,4),.t1,5), 2,1) ,2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4), 
(C3.5),04,1),(4,3),(4,4) ,4,5), 5,1),05,2),(5,3),(5,4),(5,5)| 

d) Fl), 1,27.(1,3),01,4),t1,5) ,2,1),(2,3),(2,4),(2,5),(3,1),(3,2),{3,3), 
3,4) ,03,5), 4,1) ,64,2) ,64,3), (4,4),(4,5),(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5)!} 

ey) {1,1),(1,2),C1,3),01,4),(1,5) ,2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(3,1),(3,2), 
(3,3),(3,4),03,5),04,1),(4,2),64,3),.(4,4),(4,3),(5,1),{5,2),{5,3),(5,4), 
(5,5)| 

f) CL,1), (1,2),C1,3),01,4),(1,5),(2,1) ,2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(3,1),(3,2), 
(3,3),(3,4),03,5),(4,1) ,4,2),C4,3),(4,.4),(4,5),(5,.1),(5,2),(5,3),(5,4), 
(5,5)| 

21. a) 如 时 有 和 学生 c ， 使 得 < 和 ce 有 一 门 公共 课程 ，& 和 各 c 也有 一 门 公共 课程 。 

b) 如 采 有 两 个 学 生 c 和 ,使 得 a 和 和 c 有 一 门 公 共 课 程 ，c 和 4 有 一 门 公共 课程 ，d 和 
b 也 有 一 门 公共 课程 . 

cj) 如 果 存 在 学 生 序列 so，s1，…，s， 儿 全 1， 使 得 ;0 一 a，;s, 二 5， 且 对 于 每 个 1 = 1， 
2，…，m，5 与 5_-1 有 一 门 公共 课程 。 


23. 从 (RD 1=(UROJ -1I= UU (R")-1= UR" = R 得 证 。 


23. 
c) 


pho 


1 
| 
] 
1 


人 
站 
天 天 一 过 
| 
艺 世 辣 全 
2 一 
i 一 | 慎 
一 
PP 
i 
PP 
一 


27. 管 案 与 练习 25 一 样 。 
29, a) {C1,1),(01,2),(1,4),(2,2),(3,3),(4,1),(4,2),(4,4)| 
b) fCE,1),C1,2), 1,4) ,2,1) ,2,2),(2,4),(3,3) ,04,1),(4,2),(4,4)| 
cy HC), C1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(2,4), (3,3),(4,1),(4,2),(4,4)| 
31. 算法 1: O(n”*); 算法 2; O(n)) 
33. 宁 始 令 和 = MRVI 是 只 做 for i to nn 一 1 循环。 
35. aj 因为 R 是 上 自 反 的 ， 每 个 包含 它 的 关系 也 一 定 是 自 反 的 。 
by f(D,0),(0,1),(0,273,(01,17),(2,2) 和 0,0),(0,1),(1,0),(1,1), {2,2)| 都 包 人 流民 
自 都 有 奇数 个 元 素 ， 但 是 其 中 的 每 一 个 都 不 是 另 一 个 的 子 集 。 


6.5 节 


1. a) 等 价 关 系 
b) 不 是 目 反 的 ， 也 不 是 传递 的 
c) 等 价 关系 
dy 不 是 传递 的 
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e) 不 是 对 称 的 ， 也 不 是 传递 的 

3. ah 等 价 关 系 
b) 不 是 传递 的 
c) 不 是 自 反 的 ,不 是 对 称 的， 也 不 是 传递 的 
9) 等 价 关 系 
e) 不 是 自 反 的 ， 也 不 是 传递 的 

5. a) 因为 f(x)= 了 (xz),， (rzr)ER。 所 以 及 是 自 反 的 。(zr,y)ER 当 且 仅 当 /x)= 

fly)， 当 且 仅 当 f(y) = 了 (xz)， 当 上 且 仅 当 (y,x)ER 。 因 此 RR 是 对 称 的。 如 采 (x,y) 
ER 和 (y,z)ER, 那么 f(x)= 了 (y) 和 f(y)= f(z)， 因此 Y(x)= f(x)。 于 大 
(rz) 和 ERR， 这 就 证 明 R 是 传递 的 。 

b》 对 于 了 的 值 域 中 的 5 得 到 的 集合 f (5)。 

7. 设 x 是 长 度 至 少 为 3 的 串 ， 由 于 zx 与 自己 在 前 3 位 相同 , (x ,xz)ER， 因此 民 是 目 友 
的 。 假 没 ({x,y)ER， 那么 工 与 y 在 前 3 位 相同 ， 因此»y 和 x 也 在 前 3 位 相同 ， 于 是 
Cy;x) 扎 尺 。 如 果 {z,y) 和 (wy,z) 在 R 中， 那么 x 和 在 前 3 位 相同 ，y 和 z 也 在 前 3 位 
相同 。 因 此 x 和 >z 在 前 3 位 相同 ， 从 而 (x ,2z)E RR 。 于 是 R 是 情人 递 的。 

9, 命题 p 等 价 于 9 意味 善 p 和 9g 在 它们 的 真 值 表 中 有 相同 的 项 。R 是 自 肥 的 ,因为 p 与 p 
的 真 值 表 相 同 。R 是 对 称 的 ， 因 为 若 p 与 9 有 相同 的 真 值 表 , 那么 9g 与 p 也 有 相同 的 只 
值 表 。 如 果 ”与 在 它们 的 真 值 表 中 有 相同 的 项 并 且 4 与 + 在 它们 的 真 值 表 中 有 相同 的 
项 , 那么 pp 与 + 在 它们 的 真 值 表 中 也 有 相同 的 项 ， 因 此 RR 是 传递 的 ， 

11. 不 是 

13. 不 是 

15. RR 是 自 反 的 ， 因 为 二 进 制 串 * 和 它 自己 有 相同 数量 的 1。R 是 对 称 的 ， 因 为 和 + 有 相 

同 数量 的 1， 则 1 与 ; 也 有 相同 数量 的 1。R 是 传递 的 ， 因 为 如 果 * 与 有 相同 数量 的 1， 
t 与 有 相同 数量 的 1， 那 么 * 与 zx 也 有 相同 数量 的 1。 
17. a) 相同 年 龄 的 人 的 集合 
b) 具有 相同 父母 的 人 的 集合 
19, 所 有 恰好 具有 2 个 1 的 二 进 制 捉 的 集合 
21. a) 1s|s 是 3 位 二 进 制 串 1 
b) js1ls 是 3 全 二 进 制 虽 | 
c) 1s11|s 是 3 位 二 进 制 捉 | 
d) 1s10101s 是 3 位 二 进 制 串 1 

23, [6n tk|nEZ}l, KEIO,1,2,3,4,51 

25, a) 不 是 bj 是 cc) 是 由 不 是 

27, [OjseE[0];, [ijeS[1ils, [2]jse[2]s, L3j6S[0j;, [4]sS[1]s , [$j6S[2}j; 

29. 1 (Ca.a), (Cab), ase), (hb,a) ,Cb,b), (bye), (esa), (Ce,b), (ec,c),(d,d),(d,e), (e,d),{(e,e)i 


31.a) 了 b) n+ 光 |n€EZ 
33. a) 民 是 自 反 的 ， 因 为 任何 涂 色 方案 旋转 360 度 还 是 原来 的 方案 。 由 于 每 个 旋转 是 两 个 
翻转 的 合成 ， 反 之 ， 两 个 翻转 的 合成 是 一 个 旋转 。 由 这 个 事实 可 以 说 明 R 是 对 称 和 


三 rr re 
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传递 的 。(C),C;) 属 于 RR 当 且 仅 当 Cs 可 以 通过 翻转 的 合成 由 C0 得 到 。 如 果 ( Cj， 
Ca) 属于 RR 那么 由 于 翻转 合成 的 道 也 是 翻转 的 合成 (按照 相反 的 次 序 )，(C,, C1) 
了 世 属 于 RR。 于 是 RR 是 对 称 的 。 假 设 (C,C;) 和 (C,,C;) 都 属于 RR， 取 每 种 情况 下 草 
转 的 合成 得 到 的 仍 是 番 转 的 合成 ， 固 (Ci ,Ci) 属 于 R，R 是 传递 的 。 

b) 我 们 用 长 度 为 4 的 序列 表示 涂 色 ，r 和 5 分 别人 代表 红利 蓝 。 我 们 按照 左上 方 格 、 右 
土方 格 、 左 下 方 格 、 右 下 方 格 的 次 序列 出 表示 颜色 的 字母 。 等 价 类 是 ;|rrrri， 
ibbbb! , (rrrb, rrbr, rbrr, brrr), | bbbr, bbrb, brbb, rbbb} , Irbbr, brrb, rrbb, bbrr| , ! brbr, 
rbrb | 。 

35. 5 
37. 是 
39. R 
41. 首先 构成 R 的 目 反 闭 包 ， 热 后 构成 这 个 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 ， 最 后 构成 自 反 闭 包 的 对 

称 闭 包 的 侍 递 闭 包 。 

43. pt(0)=1,p(1)=1,p(2)=2,p(3)=5,P(4)=15,p(5)= 52,5{6) = 203, {7) = 877, 

户 (8) =4140, p(9)=21147, (10)= 115975 


6.6 节 


. a) 是 b) 不 是 c》 是 d) 木 是 
木 是 
是 
. a) |(0,0),(1,0),(1,1),(2.0) (2.1), (2,2)| 
b) 《Z ,< ) 
Cj (P{Z),CO) 
d) (Zz “是 倍数 ”) 
9. a) 侠 如 ，{0| 和 {1| 
b) 例如 ，4 和 6 
11. a) (1,1,2)<(1,2,1) 
b) (0,1,2,3)< (0,1,3,2) 
ce} {0,1,1,1,0) <(1,0,1,0,1) 
13. 0<0001 <O001 <01<010<0101 <011<11 
15. 


A) 8 b) 
4 6 
5 了 2 3 5 了 ]] 13 
2 BY/ 
] 1 


TE i - 本 一 Te 


~ 《LI 一 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUU^A 


赴 活 将 避 克 从 某 733 


出 ge 


17. (tasb), a,c), {tad), tb,c), Cb,d), (aay tb,b),(c,e},(d,d) 

19. (asa), (a,g),tasd), (ae}, af), (bb), (bg), tb,d), (tb,e), (bf ,te ec), (cB), tc,d), 
{ce), {ec,f), (gd), {(g,e), (gf), tg,g), td,d), (e,e)}, 二 

21. CO@ fat}, ,to ,Iectl ,Calabi ,tliat lac ciol, ia.b!l), (ipl, ip, 
clystde} ,tac lel psc) Cabltab ch) Casct, ab cl), (ib,cl,la,b, 
c1) 

23. 设 (5, 失 ) 是 有 穷 偏 序 集 。 我 们 将 证 明 这 个 侦 序 集 是 它 的 闭关 系 的 目 反 传递 肝 包 。 恨 设 
(< ,5) 属 于 道 关 系 的 自 及 传递 闭 包 。 那 么 a 二 5 或 a 环 bp， 因 此 有 a 所 5; 或 者 存在 一 个 序 
列 el，as，…，av 使 得 sa<ai<e<… 才 ar 攻 加 在 这 种 情况 下 由 冯 的 传递 性 也 有 a 专 
五 。 开 之， 假设 a 下 5， 如 果 a =5， 那么 (a ,5) 属 于 道 关 厅 的 自 肥 传递 闭 包 。 如 果 a 到 记 
并 且 不 存在 z 鸽 得 c<z 扫 p， 那 么 (a ,5) 属 于 道 天 系 并 且 因 此 属于 它 的 目 友 传递 财 包 。 
和 否则， 设 se<al<az<…<a 扫 二 是 这 种 形式 的 最 长 的 序列 ( 册 于 仿 序 集 是 有 穷 的 ， 
所 以 存在 这 样 的 序列 )， 那么 中 间 不 会 有 其 他 元 妹 插 入 ， 因 此 每 个 对 {a,a1)，(al， 
a)，…，(a,s) 属 于 道 关 系 ， 从 而 (ea ,5) 志 属于 它 的 目 反 传递 闭 包 。 

25. 8) 24, 45 bb) 3, 5 cc) 不 存在 d) 不 存在 


e) 15, 45 fy 15 g) 15, 5, 3  h) 15 
27. ay 11, 2}, 11, 3, 4}, 12, 3, 4| 

b) {1}, 121, 44| c) 不 存在 。 d) 不 疗 在 

e) 12, 41, 12, 3, 4| ff) 12, 4| 

g) {3, 4}, 14} hy 13, 4i 


29., 因为 fa ,58) 志 {a ,6 )， 蕊 是 自 及 的 。 如 果 [ajyasj 志 (5,B2) 并 和 且 fal ,a ) (6 ,1)， 那 
人 么 或 着 al < 刘 ， 或 者 好 ] = bi 并 且 es 寺 6)。 在 两 种 情况 下 (!2 ,2 者 不 小 于 等 于 
《ai,ai)。 困 此 和 是 反对 称 的 。 假 设 (al，azy<5，5a JJ<tcrl ez )。 那 么 如 打 at 芭 
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1 或 向 <cel， 我 们 有 ai<cl， 所 以 (ail，az ) <(c1，cz )o。 但 是 如 果 al=5=c1， 那么 
ap<ez， 这 也 推出 (aay)<fclycoy， 于 是 去 是 传递 的 。 

31. 因为 {5 ,1) 世 {5 ,+t)， 蕊 是 自 反 的 。 如 果 (5 2) 二 (wwv) 并 且 (w,w) 志 (5,1)， 那 么 世上 4 
< 且 7 臣 vv 有 1 从 而 s=w 且 1=w， 因 她 世 是 友 对 称 的 。 和 假设 (5,2) 专 (4,v) 二 
Cw, )， 那 么 5 芒 #， 革 和 VT ， 从 而 有 ss 所 志和 ?二 ， 因 地 {5,17) 二 (vw， 
zz)》， 于 是 所 是 传递 的 。 

33. al) 盆 设 x 是 极 太 元 并 已 y 是 最 太 元 ， 那么 zx 反 yo 因此 > 不 小 于 yy， 从 而 工 = ys。 由 乡 

习 32 a) y 是 唯一 的 。 因 此 x 也 征 唯 一 的 。 
b} 假设 x 是 极 小 元 并 且 » 是 最 小 元 ,那么 工 六 Yo 由 于 ww 不 大 于 y， 从 而 地 二 Ya 由 练 
可 32 b) y 是 礁 一 的 。 因 此 x 也 是 瞧 一 的 。 

35. 8) 是 bb) 不 是 c) 是 

37, 使 用 数学 归纳 法 。 设 Ptn) 是 “ 格 的 每 个 2 元 子 集 有 最 小 上 上 界 和 最 大 和 下界 "。 基 础 步 
又 : Pt1) 为 真 ， 因 为 {x| 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 玫 是 了。 归纳 步骤 : 假设 P(tn) 为 真 。 
令 3S 是 2+1l 元 集 。 设 xzES 并 且 5 =S-1tx1。 因 为 S$ 有 "个 元 素 ， 由 归纳 假设 它 
有 最 小 上 上 界 y 和 最 大 下 界 a。 由 于 这 是 一 个 格 ， 存 在 元 素 z=iuobhfz,y) 和 疡 三 虽 bfz， 
as。 如果 我 们 可 以 证 明 > 是 S 的 最 小 上 上 界 和 上 & 是 S 的 最 天 下 界 ， 屠 人 么 傅 题 得 证 。 为 证 
明 是 S 的 最 小 上 界 ， 首 先 观察 到 如 果 全 E55, 那么 人 = 了 或 wES 。 如 过 tw = 渡 ， 
那么 到 所 zz， 国 为 是 z 和 的 最 小 上 界 。 如 果 tw 台 S' ， 那 么 公所 zz， 送 是 由 于 y 是 
Ss 的 最 小 上 界 ， 胡 到 所 县 由 和 王 z=lubhftz,y)， 有 YY 所 xz。 为 证 明 上 是 S 的 最 小 上 
界 ， 仍 设 * 是 S 的 一 个 上 界 ， 那 么 元 素 za 一 定 是 zx 和 >y 的 一 个 上 异 ， 但 是 由 于 z= 
lub(x,y)， 从 而 有 xz 二 wu。 类 仍 的 论述 可 以 证 明 上 5 是 5 的 最 天 下 界 。 

39. a) 不 爷 许 
b) 允许 
c) 〈 秘 有 的 ,{ 印 度 肥 ,美洲 狮 | ) ， 

《 受 限 制 的 ,| 印度 豹 ,美洲 戎 上 ， 

(注册 的 ,| 印度 有 到, 美洲 鲁 殷 ， 

(私有 的 ,1 印度 豹 , 美 济 狮 , 黑 班 状 | )， 

( 受 限制 的 ,| 印度 鹏 ,美洲 狮 , 黑 斑 状 |)， 

(注册 的 ,1 印度 鹏 ,美洲 思 , 黑 斑 羚 |) 
d) 〈 非 私有 的 ,1 黑 斑 凑 ,美洲 狮 1 》， 

(和 有 的 ,! 黑 杠 凑 ,美洲 狮 | )， 

( 受 限制 的 ,| 黑 斑 羚 , 美 洲 狮 |)， 

( 非 秘 有 的 ,1 黑 班 羚 | )， 

( 秘 有 的 ,| 黑 班 羚 | )， 

{ 受 限 制 的 ,| 黑 斑 冷 1)， 

( 非 秘 有 的 ,| 美洲 于 1) ， 

【私有 的 ,| 美洲 狮 | ) ， 
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斌 各 恩 习 题 旬 项 735 


( 受 限 制 的 ,| 美洲 狮 | ),( 非 私有 的 ,名 )， 
(私有 的 ,分 ),{ 受 限制 的 , 作 》 

41. 设 1| 是 集合 S$ 的 所 有 划分 的 集合 ， 如 果 划 分 P 是 P; 的 加 细 ， 即 如果 | 中 的 每 个 集合 
玫 是 P; 中 某 个 集合 的 子 集 ， 则 Pl 二 P;。 首 先 我 们 证 明 (T, < ) 是 偏 序 集 。 由 于 对 每 个 
划分 P 有 PP， 志 是 自 反 的 。 现 在 假设 Pi P; 并 且 Ps 志 Pio 令 TEPI, 因为 P), 志 
PP，， 存 在 集合 TP; 使 得 工 ET ;又 因为 了 所 Pi， 存 在 集合 T"EPI 使 得 TCT， 
从 而 T 生 TY。 但 是 因为 Pl 是 划分 , 由 了 = 六 和 TEST SET 推出 工 =T， 于 是 人 入 已。 
反之， 通过 交换 P) 与 P, 同样 得 出 P; 的 每 个 子 集 也 在 Pi 中 。 因 此 P; = P: 并 且 撩 是 反 
对 称 的 。 下 面 假设 Pi 二 P; 并 且 P; 志 Ps3。 设 TEP,, 那么 存在 集合 TE PP: 使 得 了 和 
TT。 由 于 了 ,PP;3， 存 在 集合 TE P; 使 得 本 和， 从 而 有 T 忆 7T*,， 因此 Pi 志 P;， 即 
芯 是 传 尼 的。 划分 Pl 和 P; 的 最 大 下 和 界 是 划分 P，P 的 子 集 者 是 形 如 工科 个; 的 非 空 集 
合 , 其 中 TE Pi 且 T;E€ Ps。 闫 于 这 个 结论 的 理由 不 再 鞭 述 。 划 分 Pi 与 P: 的 最 小 上 
界 是 对 应 于 下 述 等 价 关系 的 划分 : x ES 等 价 于 yE S， 如 果 对 某 个 非 负 整数 ”存在 序 
列 z= xo，X1，X2，"…，X, 二 y， 使 得 从 1 到 的 每 个 i，zx,_1 和 zx; 在 Pi 或 者 P; 的 同 
一 个 元 素 中 。 我 们 不 再 详细 证 阴 这 是 一 个 等 价 关 系 ， 也 人 不振 证 明 它 就 是 两 个 划分 的 最 小 
上 上 界 。 

43. 由 练习 37 对 整个 有 寄 格 存在 最 小 上 界 和 最 大 下 界 。 根 据 定义 这 些 元 素 分 别 是 最 大 元 和 
最 小 元 。 

45. Z*' xz- 的 子 集 的 最 小 元 是 具有 最 小 的 可 坐标 的 对 ， 并 且 如 果 存 在 多 个 这 样 的 对 ， 它 就 
是 这 些 对 中 具有 最 小 的 纵 坐 标的 对 。 

47. a<po<e<d<e< fg<h iI<gTE<TI<m 

49. C<A<B<D<FE<F<G 


补充 练习 


1. a) 上 反 自 及 的 (这 里 不 包含 空 串 )}， 对 称 的 
bj) 上 友 自 反 的 ,对 称 的 
c) 及 自 反 的 ,及 对 称 的 ,传递 的 

3. 因为 a+5=at+5，({a,b),(a;,58))ER， 因此 R 是 自 友 的 。 如 果 ((a,65),(c,d))€ 
RR ,那么 a+ad=pP+c, 因此 c+5=d+ao。o 从 而 (c,d),(a,b))ER， 于 是 FR 是 对 称 
的 。 假 设 ((a.5),(c,d)? 和 ((c,d),(e; 有 有) 属于 R, 那么 a+d=btc 有 c+f=d+e。 
把 这 两 个 等 式 粗 加 ， 然 后 从 两 边 减 去 c+ a 得 到 a + f=5+e。 从 而 (Ca,5),(e, 放 )) 属 于 
RR， 于 是 R 是 传递 的 。 

5. 假设 (ta,5)ER 。 因 为 (6,5)ER ,从 而 有 (a,5)ER’。 

7. 是 , 是 

9. 是 ， 是 

11. 在 投影 中 具有 相同 键 码 的 两 个 记录 在 原来 的 关系 中 有 相同 的 键 码 。 

13. (AUR} 1:=A ILUR =AUR 


TT er uu ed 
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736 足 慢 瀑 菇 更 基 硕 肝 


15. a) R=1(a,8),ta,5)|。R 的 对 称 闭 包 的 传递 闭 包 是 1(a,a),(a,b),(a,c),{b,a)， 
(CBB) Dc), (ceaj), (cB) (tc, cc) CE 与 RR 的 传递 闭 包 的 对 称 闭 包 蚌 不 同 的 ,后 
者 是 (a,b), (lac), (ba),(c,a}!, 

b) 假说 (a ,5) 属 于 RR 的 传递 用 包 的 对 称 闭 包 。 必 须 证 明 (a ,5) 属 于 民 的 对 称 闭 包 的 传 
递 闭 包 。 我 们 知道 {a ,5) 和 {5 ,a) 中 至 少 有 一 个 属于 RR 的 传递 闭 包 ， 因 此 在 R 中 存 
在 一 条 从 a 到 5 或 者 从 5 到 a 的 路 径 (或 者 两 条 都 有 )。 在 前 面 的 情况 下 ， 在 R 的 对 
称 闭 包 中 存在 一 条 从 a 到 2 的 上 路径。 在 后 面 的 情况 下 ， 可 以 通过 把 从 5 到 a 路 径 中 
的 有 有 边 政 变 方 向 向 回 走 ， 在 R 的 对 称 闭 包 中 得 到 一 条 从 a 到 5 的 路 径 。 因 此 
(a 上) 属于 R 的 对 称 闭 包 的 传递 闭 包 。 

17. 由 于 R 刁 $S，S 的 关于 性 质 P 的 闭 包 是 包含 R 的 具有 性 质 P 的 关系 。 因 此 S 的 关于 性 
质 P 的 闭 包 包含 了 R 关于 性 质 P 的 闭 包 ，。 

19. 使 用 沃 会 尔 (Warshall) 算法 的 基本 思想 , 不同 的 只 是 令 Ww 以 等 于 使 用 下 标 不 超过 上 的 
内 部 顶点 的 从 六 到 的 最 长 路 径 的 长 度 。 并 且 如 果 没 有 这 种 路 径 ， 令 wi 等 于 ~1。 为 
了 从 Wi -1 的 元 这 中 找到 wi*]， 对 于 每 个 {i,j) 对 确定 是 否 存 在 不 使 用 序 标 大 于 的 顶 
点 的 从 v; 到 的 路 径 和 和 从 vw 到 vw; 的 路 径 。 如 果 w 划 -或 ww 比 - 中 是 1， 那么 这 对 路 径 
不 存在 ， 因 此 置 Wit = tw 六 路。 如 果 这 对 路 径 存 在 ,那么 存在 两 种 可 能 。 如 果 sw 让 
>0， 那 么 存在 任意 长 的 从 v, 到 vw 的 路 径 ， 因 此 置 wj = %; 如果 如 -=0， 置 wi 
= max( wi w+ w 寻 1 )。( 和 初始 取 Wo = Mg。) 

21,. 23 

23. 因为 A; 门 B 基 A; 和 和 B, 的 子 集 ， 则 这 些 子 集 的 集合 是 每 个 给 定 划分 的 加 细 。 我 们 必须 
证 明 这 是 一 个 划分 。 和 根据 构造 ， 每 个 这 样 的 集合 是 非 空 的 。 下 面 说 明 这 些 集 合 的 并 就 是 
So。 假设 ;SE S。 因 为 P, 和 P: 是 5 的 划分 ， 存在 集合 A; 和 B, 使 得 ;s 门 A; 且 sE 8B,, 从 
而 和 A,f1B,。 因 此 这 些 集合 的 并 就 是 5。 再 观察 到 除非 i = 2， j=y,， (Ai 门 B,) 门 
AIB,)= ANANNN BNMB)=0. 

25. 子 集 关系 是 任何 集合 族 上 的 偏 序 ， 因 为 它 是 自 反 的 .反对 称 的 、 传 递 的 ， 这 里 的 集合 族 
是 R(S)。 

27. 确定 用 户 需 求 << 写 出 功能 规约 << 设 置 检 测 点 << 开 发 系统 规约 << 写 文档 支 开发 模块 A 忆 < 开 
发 模块 二 BB<< 开 发 模块 C<< 模 块 集成 <<a 测试 <8 测试 之 完成 

29. a) 具有 多 个 元 素 的 反 链 只 有 |c,di。 

b) 具有 地 个 元 素 的 有 反 链 只 有 |B,.cl ,fc,el] 和 |d ,el。 

cj) 具有 包 个 元 宗 的 反 链 只 有 ta,bi,la,cl,tocl, fa,B,cl,1ad,el,tad,fl,le,7fi， 
ie 

31. 斌 (43S , 委 ) 是 有 穷 侦 序 集 ， 且 A 是 一 条 极 大 链 。 因 为 (A ,所 ) 也 是 一 个 偏 序 集 ， 它 一 定 
有 和 极 小 元 mx。 人 假设 zm 不 是 S$ 中 的 极 小 元 ,那么 存在 S 中 的 元 素 a 使 得 a 过 区。 但 是 ， 
这 就 使 得 集合 A Ufal 变 成 比 A 更 大 的 链 ， 为 此 我 们 需要 证 明 wa 与 A 中 每 一 个 元 素 都 
可 比 。 因 为 m 与 A 中 每 个 元 素 都 可 比 ， 并 且 mmr 是 极 小 元 ， 当 了 属于 4 且 地 天 天 时 
有 mx。 由 于 a 怀 m 有 具 mm 人 Xx， 由 传递 性 可 得 对 于 A 中 的 每 个 元 素 x 有 a<x。 


pip i ,Li bl i em - -1 
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33. 令 aR5 表示 是 & 的 后 代 。 由 练习 32， 如 果 不 存在 n +1 个 人 的 集合 使 得 其 中 每 个 人 都 
不 是 其 他 人 【一 条 上 反 链 )】 的 后 代 ， 那 么 天 所 nn。 因此 这 个 集合 可 以 被 划分 成 和 n 亲 链 。 
根据 饮 丫 原理， 这 些 链 中 至 少 有 一 条 链 包 含 至 少 w+1 个 人 。 

35. 基础 步骤 ; ao.o= [0C0+1) 以 j++0=0。 归 纳 步 骤 ; 假设 对 所 有 小 于 (xm ,nn) 的 对 为 真 。 
如 时 n=0， 那么 由 于 fm 一 nm yn), dn.a 王 Bm_lnat1=Lntn+1)Aj+m-1 
+1 二 [n(n+1)7221j+ m ,正如 所 求 。 如 时 # 关 0， 那 么 由 于 (大 ,下 一 1 下)，am ny 
=an a-1+ n=[tn—-l) tn -1l+1)A2 +m+t+n=ln(tn+1)2)+i+m bo 

37. 很 设 R 是 近 羽 序 。 因 为 RR 是 自 反 的， 如 时 a 所 A， 那 么 有 (lau,a)ER ， 从 而 有 (a,a)€ 
R-!1。 因 此 {a,a)€RNR !。 于 是 尺 介 R"1 是 自 友 的 。 对 征 何 关系 尺 ，R 门 R ”是 对 
称 的 ， 因 为 对 和 任何 关系 RR， 如 果 (ta,b5) 志 RR ,那么 有 (5,a)ER '; 反之 也 对 。 为 证 明 
RR 门 R 是 导 递 的 ,假设 (a,58)ERNR 并 且 (5,a)ERNR '。 因 为 R 是 传递 的 ,由 
(a,b)ER 和 (b,c)ER 失 出 (a ,c)€ER,. 类 似 凶 ,和 由 (a,b)E R 和 (#8,c)ER ， 就 
有 (tb,a) 声 R 和 (ec,b)ER ,因此 (cc,ajER, (a,c)jER '!, 于 是 (a,cjERNMNR 。 
从 而 证 明了 RMR 是 等 愉 关 系 。 

39. a) 因为 glbfzr,yl)=glbhty: zl) 和 lub (rz，y) =lub (y，x》， 从 而 有 x Ay=yAx 和 
TVYy=yYro 

b) 使 用 定义 ， (zxzAy) Az 是 x， sy 与 z 的 下 卉 ， 且 太 于 每 一 个 其 他 的 下 者 。 因 为 +， 
vy 和 zz 是 可 互 换 的 ，xz 访 {yAz) 是 同一 元 素 。 类 似 地 ，(zx Vy)VYVz 是 +，y 与 z 的 
上 界 ， 并 且 小 于 每 一 个 其 他 的 上 界 。 因 为 x+， yw 和 xz 是 可 互 换 的 ，x VY (yz) 也 是 同 
一 元 素 。 

c) 闵 证 明 x A(xzVy)= x ， 只 需 证 明和 x 是 x 与 x Vy 的 最 大 下 界 。 观 察 到 x 是 x 的 下 
界 ， 根 据 定 义 xz VY y 大 于 工 ，7 也 是 它 的 下 界 。 所 以 工 是 z 与 x Vy 的 下 界 。 但 是 = 
的 任何 下 界 必 须 小 于 等 于 x。 因 此 x 是 最 大 的 下 界 。 第 二 个 公式 是 第 一 个 公式 的 对 
偶 式 ,证 明 省 略 。 

d) z 是 自身 的 下 界 ， 也 是 自身 的 上 界 ， 并 且 也 是 最 太 的 下 界 ， 最 小 的 上 界 。 

.al 因为 1 是 大 于 等 于 1]L 约 唯一 元 素 ， 因 此 它 也 是 1 的 难 一 上 界 ， 因 而 也 是 z 和 1 的 最 
小 上 界 的 唯一 可 能 的 值 。 

b) 因为 x 和 1，x 是 x 种 1 的 下 卉 并 且 没 有 其 他 的 下 办 可 能 大 于 x ， 因 此 tA1= zs 

c) 因为 0 和 xz, xz 是 z+ 和 0 的 上 界 并 且 没 有 其 他 的 上 因 可 能 小 于 z， 因此 x Y0= 工 。 

d) 因为 0 是 小 于 等 于 0 的 唯一 元 素 ， 因 此 它 也 是 0 的 唯一 下 界 ， 因 而 也 是 了 是 人 的 最 
大 下 界 的 唯一 可 能 的 值 。 

43. 上 =(S, 丑 ), 其 中 S=16,111 ,121,131,11,21 ,12,31,{1,2,31i 

45. 是 

47, 于 集 X 导 5S 的 补 是 它 的 补 集 S - 久 。 为 证 明 这 一 点 ， 注意 到 因为 X(tS-XX)=S 和 
XN(S— 8)= 人 ,因此 XU(tS-X)=1 有 XN(S-X)=0.。 


二 


lk, 
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1， a) b} 


恋 土 频 


c) d) 


波士顿 波 上 者 


e) 


波士顿 
底特律 


3. 简单 图 

5. 伪 图 

7, 有 向 图 
9. 有 问 多 重 图 
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11， a b) c) 
本 | 二 2 十 ] .= 4] 本 2 
is 4 
5 3 4s 二 和 
4 A is 了 4 
13. 13. 
隐 土 回 旅 更 ”名 毛 明 木 鸟 总 裁 
研 党 董事 市 场 董 审 
Bi 蓝 松 驹 碍 马 
涡 
执行 董事 首席 财务 官 
17. 19., 
老虎 队 蓝 松 狗 队 s, 
Ss 
Ss, 
32 
金 苞 队 红 衣 宇 教 队 
学 
S| ~ 入 了 


21. 用 顶点 表示 组 里 的 人 们 。 对 每 对 顶点 来 说 ， 都 在 图 里 放置 一 条 有 问 边 。 对 从 表示 上 的 
顶点 到 表示 B 的 顶点 的 边 来 说 , 若 上 喜欢 中， 则 用 +( 加 ) 标 记 ; 若 A 不 育 欢 B， 则 用 
一 { 减 ) 标 记 ; 若 A 对 B 持 中 立 态 度 ， 则 用 0 标记 。 


7 了 .2 节 


1, v=6; e=6; deg(a)=2, deg(b)=4, deg(c)}=1, deg(d} =0, deg(e)=2, deglf) 
二 3 ; c 是 最 挂 点 ; d 是 弧 立 后 。 

3, v=90; e=12; deg(a)=3, deg(8)=2, deg{c)=4, deg(d)=0, degl(e)=6 , degtf) 
—0; deg(g)=4: degth)=2,; degli)=3; 和 了 都 是 孤 半 后 。 

$5. 香 ， 因 为 顶点 的 度 之 和 不 可 能 是 奇数 。 
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740 矿 坟 玫 学 及 是 局 砚 


7. v=4d; e=7; deg (a)=3, deg {58)=1, 11. 
deg (c)=2, deg (d)=1, deg’ (a)}=1, dg 
(6)=2, deg (ce)=1, deg (qd)=3.6 

9. 5 个 顶点 ，13 条 边 ; deg (a)=6,， deg (a) 
=1], deg (8)=1, deg (b)=5, deg (ec) 
=2 ，deg (c)=5, deg (d)=4, deg (4d) 
=2, deg (e)}=0, deg (e)=0., 


Fe 


了 


13. 个 图 235. sia bia bla 由 
15. 非 偶 图 、 | ~ \ 
17. 非 介 图 de ole dice 了 


19. a) 5 个 顶点 ，n(n 一 1)72 条 边 
b) #2 个 顶点 ，n 条 边 
ec] nn 十 1 个 项 点 ，2n 条 边 
9) zw 十 个 顶点 ，mrn 条 边 
e) 2" 个 顶点 ，n2” 条 边 

21. a) 是 


a wo ] 人 2 a 
ce dds dy dlc $y 
如 b 1 1 a gp 站 本 了 
] 上 广电 隐 
EY a ,5 ~ a 
d le | 学 了 
人 ] ag 
c dle et | 一 看 | 二 了 
| i 


b) 否 ， 度 之 和 是 奇数 。 
cj 人 否 
d) 否 ， 度 之 和 是 奇数 。 
ej 十 


f) 否 ， 度 之 和 是 奇数 。 


23. 17 
27. a) 对 所 有 nx 主 1 b) 对 所 有 nn 宇 3 ce) 对 n=3 d) 对 所 有 nn 庄 0 
29. 5 
31. 

在 I » 


- 
0 
Re. 
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或 者 新 本 顾 当 匡 741 


33. a) 寓 nn 个 顶点 而 且 没 有 边 的 图 
by K,, 和 和 KK, 的 不 相交 并 图 
ce) 带 有 顶点 ;vw ，… ,vl ， 和 自在 vw; 与 ww 之 间 有 边 ( 除 非 ij + 1(mod n)) 的 图 
d) 用 长 度 为 的 位 串 表 示 其 顶点 ， 若 两 个 顶点 所 对 应 的 位 串 相 盖 赵 过 一 位 ， 则 在 这 两 
个 顶点 之 间 有 一 双边 的 图 
35,. w(tou—1)/—e 
37, G 和 GG 的 并 图 包含 2 个 顶点 中 每 对 顶点 之 间 的 一 条 边 。 因 此 这 个 并 图 是 K,。 
39. 7.1 节 练 习 
练习 7: 练习 8: 练习 9: 


41. 有 向 图 后 =(VY, 瑟 ) 有 是 它 自身 的 道 图 当 且 仅 当 它 满足 条 件 : {u,v}EER 当 且 仪 当 (vw,w)E€ 
五 。 但 这 悦 好 是 这 样 的 条 件 : 所 对 应 的 关系 必定 是 对 称 的 。 


43， 45. 可 以 这 样 连接 P (i, 7) 与 P (k,， (1): 用 Iii 一 | 
POD PIO POO2) 个 bop 连接 P (ti,， 7) 与 P (kj) 用 |;7 一 :i 个 

hop 连接 P(tk,j) 与 Pl(k,i1)。 因 此 连接 P(i,j;}) 与 

Pl12) PR 所 需要 的 hop 总 数 不 赵 过 | i 一 k&|+1;7-i|。 


这 个 值 小 于 或 等 于 六 十 下 三 2 天 ， 即 总 ( 冯 ) 


Pi22) 


7.3 节 
[ 
顶点 相仿 便 感 
如 b,c, dd 
n 人 下， 过 
C a 亚 
4 a 
3 . 
0 1 1 1 
了 0 0 1 
] 0 0 1 
1 1 1 0 


其 中 顶点 都 是 以 字母 表 有 噶 抒 排列 的 


SS re sia er 


eq 
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芯 豆 载 学 及 是 刁 用 


7 了 2 


c) 


b) 


9.2) 


”一 一 
-ooooSoS 
下 
下 吕 吕 
下 
= 
OO 


f) 


e) 


d) 


Ph ir 一 


OO 
过 二 下 站 呈正 总 
一 一 | 
To ES 
一 一 二 十 一定 过 一 
A 一 亚 | fr 站 天 一 
下 
一 
co a Ee 
下 ， 
rt 
| Lh | Lm 
pi | 
下 
i 
Te, Pr 
TT 台 一 己 一 一 台 本 
了 中 
全 之 一 一 人 | 一 一 一 R 
7 = = - - oo 下 人 混 
人 
一 ch uC 
Lm Er om 2 dx 
一 
Lm 
人 
h 
~ < 
丰台 
人 
= 
当 
| 
[1 
[~ fm 
a ~ 
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练 刁 14: 练习 15: 
1 1 1! 10000 ] 11 10000 0 0 
i 1 10 1000 h 000 1 1 110 0 
0 .0090900 1 1 1 1 ol 1100 10 0 1 0 
0900 10 1 1 1 00 100 1101 
29. dgctv) 一 丰 ww 娃 的 环 数 ;deg (vw) 
31. 若 e 不 是 环 则 是 2, 者 e 是 环 则 是 |。 
33. af 人 1 1 1 0 … 0 bl 0 . 0 1 
1 0 -.- 0 1 … 0 1 1 0 
0101 0 0 1 - 0 0 
0 0 0 0 | 0 0 1 0 
0 0 ] 10 l 0 0 1 1 
cj lu OD 0 1 1 1 
1 0 


二 让 二 们 
B 0 1 … |， 其 中 BB 是 b) 的 答案 


dl 1 :… 1 0 … 1 

0 0 0 1 0 
0) 0 0 1 
1 0 1 0 
0 (} 0 
0 0 10 … 1 

35, 同 构 

37. 同 构 

39. 同 构 

41. 不 同 构 

43. 同 构 


45. 避 是 通过 恒 等 晴 数 来 同 构 于 它 自身 的 ， 所 以 同 构 是 自 反 的 ,很 设 GG 是 同 构 于 日 的 。 
于 是 存在 保持 相 亏 性 与 非 相 都 性 的 从 上 到 五 的 一 一 对 应 了 。 所 以 f 是 保持 相 邻 性 
与 非 相 邻 性 的 从 五 到 局 的 一 一 对 庶 。 因 此 同 构 是 对 称 的 。 若 扎 是 同 枸 于 互 的 ， 有 所 
HH 是 间 构 于 疼 的 ， 则 存在 保持 相 邻 性 与 非 相 邹 性 的 从 所 到 百 和 从 百 到 六 的 一 一 对 
应 站 和 台 。 所 以 g&* 了 是 保持 根 邻 性 与 非 相 部 性 的 从 殷 到 天 的 一 一 对 应 。 因 此 同 构 是 
传递 的 。 
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THA4 葬 琢 才学 加 荐 三 用 


47. 全 部 是 起 

49. 控 顺 岸 标记 顶点， 使 得 顶点 集 划 分 的 第 1 个 集合 里 的 观点 都 排 在 前 面 。 因 为 没有 边 连 接 
划分 的 同一 个 集合 里 的 顶点 ， 所 以 这 个 短 阵 上 其 有 所 需要 的 形式 。 

51. Cs 

53. 只 布 3=5 

55. 4 

57, a) 十 bb) 否 c) 十 

59. 如 = {VIE) 是 同 构 于 日 = (V3,E;y) 的 ， 当 且 仅 当 存 在 从 VV 到 Vj 的 图 数 上 和 从 天 到 
天 的 函数 G， 使 得 每 个 阴 数 都 是 一 一 对 应 的 ; 并 且 对 五 ) 里 的 每 一 和 边 & 来 说 ，g(e) 
的 端点 是 fv) 和 Fi(ww)， 基 中 性 和 ww 是 e 的 端点 。 

61 ,其 

63. 是 

65. 若是 从 有 向 图 到 有 向 图 日 的 同 构 ，、 则 了 也 是 从 G7 到 的 同 构 。 为 证 明 这 一 点 ， 
注意 (u,v) 是 G' 的 边 当 且 仪 当 (w,w) 是 GG 的 边 ， 当 且 公 当 (f(w) ,fta)) 是 日 的 边 ， 当 
日 仅 当 (a) ,了 (wv) 是 本 的 边 。 

67. 乘积 是 [a,]， 其 中 当 i 关 7 时 ，a, 是 从 vw; 到 vw 的 边 数 ， 而 wi, 是 与 vo, 关联 的 边 数 。 

69. 练习 41 里 的 图 提供 了 一 个 魔鬼 对 。 


7.4 节 
1. a} 长 度 为 + 的 通路 ; 不 图 通路 ;不 是 简单 通路 
b) 不 是 通路 
c) 不 是 通路 
d) 长 度 为 了 的 前 单 通路 
3. 告 
SS. 否 
7. a) 2 b) 7 ec) 20 d) 61 
9. 4a) 3 by 0 ei 27 qd D 
11. a) 1 b} 0 co 2 d} 1 e) 3 DD) 3 


13. 根据 定义 R 是 自 反 的 。 假 没 (w,w)ER， 则 存在 从 4 到 ww 的 通路 。 于 是 (v,wu)ER,， 
因为 存在 从 多 到 的 通路 ， 即 把 从 x 到 vw 的 通路 反 过 来 。 假 证 (a WE 有 和 (nzojER ， 
则 存在 从 & 到 vw 和 从 wv 到 ww 的 通路 。 把 这 两 条 通路 连接 起 来 就 给 出 从 站 到 的 通路 。 
因此 (a ,tw)ER。 所 以 RR 是 传递 的 。 

Ls 

17， bb, cc, ee, 1 

19. 若 一 个 顶点 是 最 挂 点 ， 则 它 显然 不 是 割 点 。 所 以 割 边 的 端点 要 是 割 点 ， 它 就 不 是 虞 挂 
点 。 删 除 一 每 割 边 会 产生 出 比 原来 的 图 有 更 多 连通 分 支 的 图 。 奇 割 边 的 问 点 不 是 蕉 挂 
点 ， 则 册 除 这 条 割 边 后 ， 这 端点 所 在 的 连通 分 支 里 包 会 除 这 个 顶点 外 的 更 多 顶点。 所 
以 ， 删 除 那个 顶点 以 及 与 它 关联 的 所 有 边 ， 包 括 原来 的 割 边 ， 会 产生 出 比 夭 来 的 图 有 更 
多 连通 分 支 的 图 。 因 此 割 边 的 端点 要 不 是 悬挂 点 ， 它 就 是 割 点 。 
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圳 玫 克 卫 是 从 帝 745 


21. 人 恨 让 存 在 市 至 密 一 个 不 是 着 点 的 顶点 的 连通 图 G。 顶 点 x 和 之 问 的 距离 定义 成 在 个 
里 # 和 之 间 最 短 通 路 的 长 度 ， 表 示 成 dtu,v)。 设 :种 t 是 使 得 #4(;,t) 达 到 最 大 网 上 G 
里 的 质点 。y 或 者 {或 二 者 全 部 ) 是 割 点 。 所 以 不 和 失 一 盘 性 ， 慨 说 ， 是 割 点 。 在 通过 从 
G 删除 和 与 ; 关联 的 所 有 边 而 得 出 的 图 里 ， 设 属于 不 包含 * 的 那个 连通 分 支 。 因 为 
太 ww 到 + 的 每 条 通路 都 和 包含 ;:， 所 以 4d(w,z)>d(s,1:)， 政 盾 。 

23. a) 丹佛 - 芝 加 玉 ,波士顿 ~ 纽约 
b) 西雅图 -- 波 特 兰 ， 波 特 兰 -- 旧金山， 盐湖 城 - 丹佛 纽约 - 波士顿 ,波士顿 一 伯 灵 
畅 ， 波 十 顿 -- 班 骨 尔 。 

25, 联合 起 来 { 则 接地 或 直接 地 ) 影 啊 到 每 一 个 人 的 一 组 人 ; |Deborah，Yvonnel 

27. 一 条 边 不 可 能 连接 两 个 在 不 同 连 通 分 文 里 的 顶点 。 因 六 在 带 由 个 腺 扎 的 连通 分 区 里 至 


多 有 C(n,,2) 条 边 ， 所 以 在 图 中 至 多 有 >) ,Clni,2) 条 边 。 

29, 假设 上 是 不 连通 的 。 于 是 对 满足 1 所 上 夺 n 一 1 的 茶 个 放 来 说 ， 它 有 带 卡 个 质点 的 一 个 
分 支 。G 所 可 能 有 的 边 至 包 是 CCR,2)+ Cln~k,2)= (kk -1)+tn- k(n-k—1)) 
人 2 二 此 一 Rn 十 (nn 一 RR)A2。 这 个 了 的 二 次 函数 在 =n 这 上 达到 最 小 ， 而 在 &=1 或 有 = 
n 一] 上 达到 最 大 。 因 此 若 G 不 是 连通 的 ， 则 边 数 不 会 超过 该 郴 数 在 1 和 在 nx 一 1 上 的 
促 ， 妈 (nn 1)(n 一 2)72， 

31. ay 1 b} 2 c) 6 qd) 21 

33. 2 

35， 设 通路 已 和 PP; 分 别 是 = .xo，X1， ;X= 二 we。 因为 Pl 和 已 不 包含 相同 的 边 的 集合 ， 
所 以 它们 必然 还 潮 地 及 。 兰 这 个 分 义 发 生 在 它们 中 的 一 条 已 经 结束 之 后 ， 则 为 一 荣 通 路 的 
剩余 部 分 是 从 vw 到 的 简单 回路 。 和 否则， 可 以 很 设 zo= yo， 7T1 二 yj ， 一 ， 和 二 WwW， 但 是 
Xi+1 玫 +1o 沿 着 通路 y;，y; 1， 和 i+2 等 等 前 进 ， 直 到 它 再 次 遇 到 Pi 上 的 顶点 为 止 。 一 旦 
回 到 P 上 ， 就 党 着 它 ， 在 必要 时 向 前 或 则 后 ， 回 到 基 。 因 为 x, 一 y;， 这 样 就 形成 一 条 回 
路 ， 它 必然 是 简单 的 ， 因 为 在 这 些 x; 之 间 没 有 一 条 边 能 等 于 用 过 的 vy 之 间 的 一 条 边 。 

37. 图 GG 是 连通 的 当 目 仅 当 上 + 如 +A +… 二 上 "的 每 个 非 对 每 线 项 都 基 正 的 ， 其 中 由 是 
G 的 邻接 征 阵 。 


7.5 节 


二 全 

3, 个 

SS, 人， 有 Ce 

7 和， 页， gr ds Ee, fF, py cs ey hd cc, a Bb, i, ec, bb, hh, a 

9. 存在 欧 拉 通 路 :ff，a ,56，<, 避 ，e， 了 ，b，d 是 一 条 这 梓 的 网 拉 通 路 。 

11. 存在 欧 拉 通路 ; 5, c,d, ee, ;dg ii 可 ay 并， sbit 是 一 条 这 样 的 
欧 拉 通路 。 

13. 存在 欧 拉 通 幢 ， 疡 ，c， 刘 ，E， 子 本 ET 放下， hy i a hp, 1, ec 

15. 否 ，A 仍然 有 奇数 的 度 。 

17. 当 顶 点 表示 交 久 路口 而 边 表示 街道 的 图 有 欧 拉 通路 时 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUU^A 


可 我 淮 卫 三 作 疾 747 


e :一 在 五 里 带 端 点 Y 的 第 一 条 边 ， 若 这 样 的 边 存 在 (相对 于 V 的 列 品 而 言 )， 使 
得 e 不 是 互 的 割 边 ; 否则 就 是 在 万 里带 问 点 V 的 第 一 条 边 
w :二 ge 的 男 一 个 准点 
circuit 二 cireuit 添加 上 边 r 和 也 
Y= 而 
H=H-e 
end {circuit 是 一 条 欧 拉 回路 | 

61. 可 G 有 欧 拉 回路 ， 则 它 也 有 欧 拉 通路 。 若 它 没 有 ， 则 在 有 奇数 度 的 两 个 顶点 之 间 添 加 
一 条 边 ， 并 且 应 用 这 个 算法 来 得 到 欧 拉 回路， 然后 删除 这 条 新 的 边 ， 

63. 假设 G = (V ,上 EF) 是 满足 Y= VU V 的 侦 图 ， 其 中 没有 边 是 连接 Vi 里 的 顶点 与 Vii 里 
的 顶点 的 。 盆 设 G 有 险 密 顿 回 路 。 这 样 的 回路 必然 是 形 如 a， B42， by， "dp 
bi，a1，b1， 其 中 对 i=1，2，… ,上 来 说 ， 有 a;€ Vi 和 和 5,E V,。 因 为 哈密 顿 回路 访 
问 每 个 再 点 恰好 一 容 ， 所 以 除了 回路 开 如 和 结束 的 vi 之 外 ， 有 所 有 图 中 的 顶点 数 等 于 
2k， 是 偶数 。 因 此 ， 带 奇数 个 顺 点 的 偶 图 不 可 能 有 了 哈密 顿 回 路 。 

65. 67. 把 3x4 棋 盘 的 格子 表示 如 下 : 


. i 1 12 马 的 巡回 路 线 可 以 通过 下 列 移动 来 构成 ，8， 
10, 1, 7, 9, 2, 11, $5, 3, 12, 6, 4, 
69, 把 4x4 棋盘 的 格子 表示 如 下 : 
角 上 的 四 个 略 于 时 只 有 两 种 移动 。 右 和 包 售 1 - 10,1 一 7，16 一 10 
和 16 一 7 的 所 有 边 ， 则 这 旱地 完成 了 回路 ， 所 以 必须 去 挤 这 些 边 
中 的 至 少 一 条 。 不 失 一 般 性 ， 假 设 通 路 开始 于 1 一 10,，10 一 16 和 
16 一 7?。 现 在 格子 3 仅 有 的 移动 是 到 格子 5，10 和 12， 而 格子 10 
己 经 有 了 两 条 关联 的 边 。 因 此 3 一 5 和 3 一 12 必须 是 在 哈密 顿 司 
路 里 。 同 理 , 这 8-2 和 8-15 必 须 有 是 在 回路 里 。 现 在 格子 9 仅 
有 的 移动 是 到 格子 2，7， 和 15。 假 如 有 从 格子 9 到 格子 2 和 15 的 边 ， 则 过 早 地 完成 了 
回路 。 因 此 边 9 一 7 必须 是 在 回路 里 ， 让 格子 7 关联 的 边 达 到 愧 和 。 但 是 现在 格林 14 被 
迫 连 接 到 格子 5 和 12， 从 而 过 早 地 完成 了 回路 (5 一 14 一 12 一 3 一 $3)。 这 个 矛盾 证 明 在 4 
x4 模 盘 上 没有 马 的 巡回 路 线 。 
71. 因为 在 zw x n 棋盘 上 有 mn 个 格子 ， 所 以 车 mm 和 nn 都 是 麻 数 ， 则 有 奇数 个 辐 了 于 。 因 为 
根据 练习 70， 对 应 的 图 是 价 图 ， 所 以 根据 练习 63， 它 没有 哈密 顿 回 路 。 因 此 没有 可 重 


人 的 马 的 巡回 路 线 。 


7, 丰 节 
1. a) 顶点 是 车 站 ， 边 连接 相 部 的 车 站 ， 权 是 在 相 邻 车 站 之 间 旅 行 所 需 站 的 时 间 。 
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AB 划 战 更 学 至 走 友 有 朵 


b) 与 a) 相同 ,不 同 的 是 权 是 在 相 邻 车 站 之 间 的 距离 。 
c) 与 a) 机 同 ， 不同 的 是 权 是 在 相 邻 车 站 之 间 的 票 价 。 
3. 16 
5, 入 二 2 4， PP, ee, d, z 
义 吉 3 a, cc, d, ee, gw 
练习 4: ,bb, Ee, hh, 1, mm, 轧 ，S， 之 


1.ajau, c,d by Ry Es sf cy ec, dd, ff 日 》 DD, dd, e, g, 
9. a) 直达 b) 经 过 纽约 c) 经 过 亚特兰大 和 和 芝 加 赂 d) 经 过 纽约 
11. a) 经 过 蕊 加 机 b) 经 过 莹 加 骨 c) 经 过 洛杉矶 d) 经 过 芝加哥 
13. a) 经 过 芝加哥 by 经 过 六 加 亲 c) 经 过 洛 杉 硕 d) 经 过 芝加哥 


15. 当 把 = 添加 到 集合 S$S 时 不 俘 止 算法 。 
17. a) 经 过 木 桥 ， 经 过 木 桥 和 康 登 

b) 经 过 木 桥 ， 经 过 木 桥 和 康 登 
19. 例如 ， 观 光 旅 游 、 街 道 清 扫 
21 . 


23 .上 (3 

25. a 一 0c 一 上 一 dQ 一 a {或 从 某 个 顶点 开始 ,但 是 以 相同 或 相反 的 方向 来 经 过 各 项 点 的 相同 的 加 路) 

27. 旧金山 一 壬 佛 一 底特律 一 纽约 一 洛 梢 矶 一 旧金山 {或 从 某 个 顶点 开始 ,但 是 以 相同 或 相 
上 反 的 方向 来 经 过 各 顶点 的 相间 的 回路 ) 


29. 考 虚 右 面 的 图 : 
回路 a 一世 ~a 一 < 一 a 访问 每 个 硕 点 至 少 一 次 《访问 项 品 a 两 次 ) pa 
b l 


并 旦 总 的 权 为 6。 每 个 哈密 顿 回路 的 总 权 为 103。 
7.7 节 
1. 是 
3， 7. 是 
上 如 如 


5. 否 b 
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牙 才 倒台 是 符 菜 749 


59. 通过 包含 连接 vi ，v; 各 us 的 边 的 KK; 的 子 图 的 平面 表示 来 形成 一 个 三 角形 。 项 点 vy 必 
须 放 置 在 这 个 三 角形 之 内 或 之 外 。 这 里 只 考虑 当 vs 是 在 这 个 二 角形 之 内 时 的 和 傅 形 ;另外 
一 种 情形 是 类 似 的 。 男 出 以 vw 到 vw，wy 各 vw 的 三 条 边 就 形成 四 个 面 。 无 论 rr。、 旦 在 这 
四 个 面 中 的 哪个 ， 人 它 都 只 可 能 连接 到 其 他 顶点 中 的 三 个 ， 而 不 是 所 有 四 个 ， 
11.8 
13. 因为 没有 环 和 和 多重 边 ， 也 没有 长 度 为 3 的 简单 回路 ,而 且 无 界 的 面 的 次 数 至 少 为 4， 所 
以 每 个 面 的 次 数 都 至 少 为 4。 因此 2 全 4r， 或 > 过 ecx/2。 但 是 >=e w+2， 所 以 有 。 一 
+2se2， 它 区 色 着 e 志 2v 一 4。 

15. 止 如 推论 2 里 那样 ， 有 2e 人 Sr 和 r= 一 J 十 2。 因此 0 一 负 二 ?2 之 2eA5， 它 妆 涵 着 se 达 
(93)0— (LIA 

17. 只 有 a) 和 cj 

19. 不 同 构 于 K;,， 

21. 平面 性 的 

23, 非 平面 性 的 

25.a) 1 by 3 Ch 9 d) 2 e) 二 站 16 

27. 照 提 示 里 所 描述 的 那样 画 出 并,。,。 交 驻 数 是 在 第 一 象限 里 的 数 日 的 4 倍 .。 在 > 轴 鞋 原 

吕布 方 拘 项 点 是 11， 0)，(2，0)7，…， (有 如， 01， 而 在 vv 轴 上 原点 上 方 的 顶点 是 
(0，1)，(0，2)7，…，(0，na2)。 通 过 选择 泣 足 1sa<Bsf 加 的 两 小 不 同 的 数 a 和 
必 ， 以 及 更 在 满足 1 委 r 过 和 nj 的 两 个 不 同 的 数 > 种 *， 职 得 到 所 有 的 区 叉 ; 得 到 连接 
(a, 0) 和 (0，5 的 过 与 连接 45，0) 和 和 00，r) 的 过 之 间 的 怡 好 一 个 菇 交 。， 因 此 在 
第 一 象限 里 的 交 灸 数 是 
le eb 
因此 总 的 交 久 数 是 4 mn(rm 一 2)tn 一 207/64 二 n(n -2)(n -2)A0 
29. a) 2 by 2 BJ) 2 d) 2 e) 2 {) 2 
31. 对 nn 所 4 来 说 这 个 公式 是 有 效 的 。 硅 nn 之 4 ， 则 根据 35, 是 
练习 和 0，KK, 的 厚度 至 少 是 C(n ,2)/A3x -6)=(nt+t 
1+2An 一 2))76 条 上 取 整 。 因 六 这 个 值 永 远 不 是 整 
数 ， 所 以 它 等 于 向 下 取 整 的 下 一 个 最 大 整数 ， 即 
[5 十 了) 6 。 
33. 这 个 结果 是 从 练习 32 担 出 的 ， 因 为 KK;,,; 有 mn 条 
边 和 mm 十 nn 个 顶点 ,而 没有 三 角形 ， 因 为 它 是 侦 图 。 


7.8 节 


1. a) b) c) 
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750 薪 礁 才学 及 十 磋 骨 


i 


t1. 没有 边 的 图 

13. 若是 偶数 则 为 3， 若 4 是 奇数 则 为 4。 

15. 时 间 段 1: Math 115，Math 185; 时 间 段 2; Math 116，CSs 473; 时间 段 3; Math 195 ， 
CS 101; 时 间 段 4: CS 102， 时 间 段 5 CS 273 

17. 5 

19, 练习 3:} 
闵 导 4: 
统 司 $: 
练习 6: 
练 可 7: 
练习 8: 
练习 9: 

国有 

23. 带 其 中 一 种 颜色 的 顶点 的 集合 是 - -个 部 分 ， 带 另外 一 种 颜色 的 顶点 的 集合 是 另外 一 个 部 
和信。 因为 浴 有 边 可 以 连接 相同 颜色 的 顶点 ,所 以 在 同一 个 部 分 里 的 而 点 之 加 没有 边 。 

25. 颜色 1: :，f,， Qa; 颜色 2: c，a，i，g8; 颜色 3: hh,,， 旋 ，j。 

27, 着 色 Cn 

29， a) 6 by 7 ec) 9 d) 11 

31, 用 颜色 表示 频率 并 了 用 顶点 袁 示 区 域 。 右 两 个 顶点 所 表示 的 区 域 有 互相 于 义 ， 则 用 边 连 
接 这 两 个 顶点 。 于 是 一 个 大 重 着 色 人 恰好 就 是 一 种 避免 干涉 的 频率 分 配 ， 


人 


补充 练习 

| 2300 

3. 是 

5, 是 

7. 这 jn 个 顶点 ， 2 条 边 

9., a) b) Cj 
a b 了 
人 ~ | 

bd 二 

中 p . hn Ey 


11. 完全 子 图 包 合 下列 顶点 集 : lB,ce,fi,labgl,jad gl,id,e gl,ib,e,gl 
13. 完全 子 图 包含 下 列 顶 点 集 : {85,ycydyjk| ,ab,j,ki,le,fasil, ap,illa,i,jl, 


Gp og i dod 
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莹 吉 生 刀 题 项 区 ?51 


[Jodsel ,sib eri to iji lah ,il ih,?,?| 
15. jc ,qd| 是 最 小 支配 集 
17, a) b) 


"dd 


a 


19. al 9b2 c)3 
21, a) 在 图 毛里 从 xz 到 ww 的 通路 导出 在 同 构 的 图 另 里 从 Fa 到 fF(w) 的 过 路 。 

by 很 设 f 是 从 G 到 玉 的 同 构 。 车 vo,w 呈 ,svVo 是 如 里 的 哈密 顿 回路 ， 则 
Fw) Fv rao) 必 然 是 扣 里 的 哈密 地 回路， 因为 它 仍 然 是 回路 
并 且 对 0 和 7 <j 全 nn 来 说 有 fF(wv) 关 wv)。 

c) 很 设 是 从 G 到 五 的 同 构 。 车 vo，vwi，…， 吉 :vo 是 G 里 的 欧 拉 回 路 ， 则 fvwo)， 
Fv fo) 了 Foo) 必然 是 太 里 的 欧 拉 回路 ,因为 它 是 包含 每 淋 边 恰好 一 次 的 
回路 - 

d) 琴 个 同 攀 的 图 必然 有 相同 的 亿 叉 数 ， 因 为 可 以 在 平面 里 以 同样 的 方式 来 画 出 它们 。 

e) 假设 了 是 从 避 到 瑟 的 间 构 。 则 是 GG 里 的 孤立 点 当 且 仪 当 f fw) 是 所 里 的 孤立 
点 。 因 此 这 些 图 必然 有 相同 的 孤立 点 数 。 

{) 假设 7 是 从 G 到 古 的 同 构 。 关 G 是 侦 图 ， 则 G 的 顶点 集 可 以 划分 成 和 Vi， 
其 中 没有 边 连 接 Yi 里 的 顶点 与 WV, 里 的 顶点 。 于 基 上 号 的 顶点 集 可 以 划分 成 f 
(CVI) 和 了 (Vs)， 其 中 没有 边 连接 FF 《WI) 里 的 顶点 与 了 《Vi) 里 的 顶点 。 

ee 
25. a) 是 b) 得 
27. 否 


29. 是 
31 .如果 e 是 带 端 点 zx 和 的 害 边 ， 那 么 车 让 e 的 方向 是 从 x 到， 则 将 没有 从 妃 到 x 的 在 
这 个 有 向 图 里 的 通路 ， 否 则 e 就 不 是 割 边 。 若 让 e 的 方向 是 从 vw 到 ， 则 类似 的 推理 也 


成 立 。 
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上 
一 Tr- 


33。 六 二 |] 。 
35. 设 而 点 表示 这 些 鸡 。 把 边 (ww，w) 包 售 在 这 个 图 蜂 当 且 仅 当 鸡 x 支配 鸡 v， 
37. a)4d b)2 Cj 3 d) 4d | {1} 2 


39. a) 假设 G= (V 下 )。 设 4 ,5E WV。 必须 证 明 在 上 GG 里 a 和 #4 之 间 的 距离 至 多 为 
2。 才 Ja, 5 区 EE， 则 这 个 距离 为 1!， 所 以 假设 1a，B51 EE。 因为 G 的 直入 
大 于 3， 所 以 存在 顶点 和 w， 使 得 ww 和 vw 之 间 的 距离 在 GG 里 大 于 3。 雪 么 «要 
么 vu， 或 者 它们 二 者 是 不 属于 集合 ja，5| 的 。 人 假设 是 二 a 和 上 4&5 前 不 同 的 。 
要 么 je，#} 要 么 15，u| 是 属于 下 的 ; 否则 a， xu， 上 是 如 里 长 度 为 2 的 通 
路。 所 以 ， 不 失 一 般 性 ， 很 设 lIa， ww! EF。 因 此 ww 既 不 是 a 也 不 是 5， 而 月 
根据 同样 的 理由 可 得 出 要 么 la，vw| EE, 旨 人 么 15,，wi EEE。 在 其 中 任何 一 
入 情形 里 ， 这 都 给 中 在 如 里 从 4&4 到 w 长 度 小 于 或 等 于 3 的 通 上 路， 矛盾 ， 
b} 假 归 上 = (VY， Ec 设 44，5EV。 必须 证 明 在 如 娃 a 和 8 之 间 的 蚜 离 不 超过 
3，。 车 ia 办 | 人 镶 玉 ， 则 得 出 这 个 结果 ， 所 以 假设 la， bi EF 因为 G 的 直 
径 大 于 或 等 于 3， 所 以 存在 项 点 和 w， 使 得 a 和 ww 之 间 的 距离 在 G 里 大 于 成 
等 于 3。 要 人 么 要 人 么 ww， 或 者 它们 二 者 是 不 属于 集 台 1a.、 ai; 的 。 假 讶 ww 基 与 a 
和 5 都 不 同 的 。 要 人 么 la，xw!i EE 要 各 |， 4| EE; 否则 a， xz， 疡 是 心里 
长 度 为 2 的 通路 。 所 以 ,不 失 一 般 性 ， 假设 1e，a 天。 因此 多 是 与 a 和 上 
部 不 同 的 . 奉 ia, vi EE, 则 ww,， a，v 是 G 里 长 度 为 2 的 通路 ， 所 以 |a， 
v| 儿 玉 而 且 因 此 15， vi EE (否则 在 G 里 有 长 度 为 2 的 通路 4， wv,，#)。 
因此 Tu， 651 多 玉 ; 否则 ww,，5，v 是 G 里 长 度 为 2 的 通 上 路。 因此, a， wv， 4， 
5 基 G 里 长 度 为 3 的 通路 ， 即 为 所 求 。 
41l, a, Hd, FE, 2 
43. a, Cc, bb, d, Ee, YT 
45. 车 避 是 可 平面 的 ， 则 因为 e 态 3v 一 6， 所 以 G 至 多 有 27 条 边 。( 者 G 是 不 连通 的 ， 则 
它 的 边 甚 至 更 少 。) 则 理 , 心 至 多 有 27 条 边 。 但 是 上 6G 与 6G 的 并 图 是 Kil1， 它 有 55 条 边 ， 
而 且 3S5>>27+27。 
47. 假设 G 是 用 上 & 种 颜色 着 色 的 共用 独立 数 为 1。 因 为 每 个 颜色 类 必须 是 一 个 独立 集 ， 所 坟 
每 个 颜色 类 只 有 不 起 过 ;i 个 元 未。 因此 至 多 存在 让 个 硕 点 。 
49, a) 根据 4.5 节 的 定理 1]、 选 择 答 好 mx 条 边 的 概率 是 C (xn, 1m) p”* (1 一 pp)" "。 
b) 根据 4.5 节 的 例 14， 期 望 值 是 np。 
c) 为 了 生成 带 标 记 的 图 G， 当 把 这 个 这 程 应 用 到 成 对 的 项 点 时 ， 所 选择 的 随机 数 
必须 是 这 样 的 : 当 G 在 那 对 顶点 之 闻 有 边 时 ，x 小 于 或 等 于 1 和 2; 当 GG 在 那 
对 项 点 之 间 设 有 边 时 ，z 大 于 1 这 。 因 此 对 每 条 边 末 说 ， 作 出 正确 选择 的 概率 是 
1/2; 而 对 所 有 边 来 说 ， 这 个 概率 是 1x2ctr。 国 此 所 有 带 标 记 的 图 都 是 等 可 
能 有 的。 
51. 假设 P 是 单调 增 的 。 假 如 每 当 从 简单 图 删除 边 时 ， 不 保持 没有 了 这 个 人 性质 。 那 各 将 
存在 没有 P 的 简单 图 G 和 另 一 个 有 P 的 简单 图 GG ， CC 与 如 有 相间 的 斋 点 ， 而 G 
的 边 是 删除 一 些 G 的 边 之 后 剩 下 的 边 。 但 P 是 单调 增 和 的 ， 所 以 由 于 G 有 FP， 因此 
通过 给 G 添加 边 而 得 到 的 也 有 上 PP， 政 盾 。 道 命题 的 证 明 是 类 似 的 。 


DDDU-DDU-DDODDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUUA^A 


巧 腥 殖 习 是 营区 753 


7. aj 2 b) 4 c) 9 

9,“ 仅 当 ” 部 分 是 定理 2 和 树 的 定义 。 假设 G 是 带 w 个 顶点 和 nn 一 1 条 边 的 连通 简单 图 . 若 
G 不 是 树 ， 则 根据 练习 8， 它 包含 这 样 一 条 边 : 删除 这 条 边 就 产生 一 个 图 G ，G "仍然 是 
连通 的 。 和 者 G 不 是 树 ，。 则 删除 一 条 边 来 产生 连通 图 G 。 重 复 这 个 过 程 ， 直 到 纺 果 是 树 
为 止 。 这 需要 至 多 nn 一 1 步 ， 因 为 只 有 n -1 条 边 。 根 据 定理 2， 闭 果 的 图 及 一 1 条 边 ， 
因为 它 有 个 项 点 。 所 以 不 需要 删除 边 ，G 已 经 是 树 了 。 

11. 9 999 

[3. 2 000 

15. 999 

17. 1 000 000 美元 

19. 根据 定理 4， 这 样 的 树 不 存在 ， 因 为 对 m=2 或 m=84 来 说 这 是 不 可 能 的 。 

21. 高 度 为 4 的 完全 二 尺 树 : 
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734 蕊 琢 准 学 受 夷 民用 


一 


高 度 为 3 的 完全 三 元 树 : 


23. a) 和 根据 定理 3， 有 w= ?+1。， 因 为 7+7 = 所 以 有 7=m -1 所 以 = (oa+1) 一: 
= tm- 1) 1+1s 
b) 有 n=pi+t+Il 和 ?+ 了 =n。 因此 i =n 一。 所 以 x=mln 一 上 t+ 1。 对 nn 求解 就 给 出 n= 
fp Dp —1)。 从 i=n- | 得 出 i =Tmi -DAm-1)] -Am 1), 

Zl 

27., a) 1 b) 3 c) 5 

29. a) 父 目 采 
b) 子 日 录 或 包含 的 区 件 
c) 在 相同 父 目 录 里 的 子 上 日 法 或 包含 的 文件 
d) 在 路 径 名 称 里 的 所 有 目录 
e) 在 该 日 录 或 该 目录 的 子 目 东 里 的 所 有 子 目录 种 包 侣 的 文件 ， 依 次 类 推 。 
f) 到 这 个 日 录 或 文件 的 路 径 的 长 度 
g) 系统 的 深度 ， 即 最 长 路 径 的 长 度 

31. 设 w=2 ,其 中 上 是 下 整数。 者 =1， 则 没有 人 首 么 要 证 明 的 ， 因 为 可 以 用 nn 一 1=1] 
个 处 理 骨 在 log2 =1 步 里 把 两 个 数 相 加。 假定 可 以 在 logn 步 里 用 nn 一 1 个 处 理 冀 的 
树 卉 连接 网 络 对 n= 2° 个 数 求 和 。 设 xz ,ziI，… 224 是 希望 求 和 的 2n =2 个 数 。 
2n -个 处 理 器 的 树 型 连接 网 络 包括 nx -1 个 处 理 器 的 树 型 连接 网 络 ， 以 及 作为 每 
个 树叶 儿子 的 两 个 新 处 理 器 。 在 一 步 之 内 ， 可 以 用 这 个 较 大 的 网 络 的 树叶 米 求 出 zi 
+ tyti+yydto 1+z， 纺 果 得 出 2 个 数 ， 根据 归纳 很 设 ， 可 以 用 网 络 的 其 
余部 分 在 logn 步 内 求 出 它们 的 和 。 因 为 使 用 了 logn +1l 步 而 且 jog(22) = log2+ 
Iogni =1+logz ， 所 以 这 样 就 完成 了 证 朋 。 

33. 只 有 

35.c 和 和 上 

37. 假设 树 荆 有 至 少 丁 个 中 心 。 刘 和 wv 是 不 同 的 中 心 ， 帮 有 府 心 度 e,， 4 和 不 相 
邻 。 困 为 了 是 连通 的 ， 所 以 有 有 从 w 到 wv 的 简单 通路 P。 设 c 是 这 个 通路 上 的 任意 项 
点 。 国 为 的 离心 度 至 少 为 e， 所 以 存在 顶点 w 和 使 提 从 c 到 ww 的 唯一 简单 通路 长 度 
至 少 为 。。 显 然 这 条 铁路 不 能 同时 包含 x 和 um， 否则 将 有 -- 条 简单 回路。 事实 上 ， 
一 日 这 条 从 cr 到 ww 的 通路 可 能 沿 着 P 的 一 部 分 向 4 或 wv 前进， 它 就 离开 请 并 且 不 
返回 P。 不 失 一 般 性 ， 假定 这 条 通路 不 沿 着 PP 向 w 前 进 。 于 是 从 ww 到 c 到 ww 的 通路 
是 简单 的 ， 而 且 长 度 不 超过 ce， 于 慎 。 因 此 w 和 ww 是 相 令 的。 现在 因为 任何 两 个 中 
心 都 是 相 邻 的 ， 所 以 假如 有 堵 子 两 个 的 中 心 ， 那么 工 就 包 舍 简单 回路 天 3 作为 子 图 ， 


牙 慎 。 


DDDU-DDU-DDDDUUUUUD--www.shubulo.com!| UUUA^A 


主 现 天 习 电 这 和 匡 755 


39， 


1 了 


banana 


7. 至 少 需 要 「 log34 | = 2 次 称 重 ， 因 为 只 有 四 种 结果 (因为 不 楼 求 确定 硬币 是 较 轻 还 是 较 
重 )。 事实 上 ， 两 次 称 重 是 足 能 的 。 首 先 称 重 硬 币 1 和 硬币 2。 若 它们 平衡 ， 则 称 重 
硬币 ! 和 硬币 3。 营 硬币 1 与 硬币 3 重量 相同 ， 则 硬币 4 是 伪 币 ， 若 它们 重量 不 相 
同 ， 则 硬币 3 是 伪 币 。 若 硬币 1 与 硬币 2 重量 不 相同 ， 则 再 称 重 硬币 1 种 硬币 3。 午 
它们 平衡 。 则 硬币 2 是 伪 币 ; 若 它们 不 平衡 ， 则 厂 市 1 是 伪 市 。 

9. 至 少 需要 「 logs131= 3 次 称 重 。 事 实 上 ， 三 次 称 重 是 足够 的 。 首 先 把 硬币 1 ,，2 和 和 3 放 
在 天 平 的 左 当 ， 而 把 硬币 4,， 5 和 6 放 在 天 平 的 右边 。 若 相等 ， 则 应 用 例 2 到 人 刹 市 1， 
2,7,8, 9， 10，11 和 4142 上 。 若 不 相等 ， 则 应 用 例 2 到 便 布 1,2, 3, 4,， 5, 6, 7 
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和 8 上. 
11. a) 是 b) 将 c) 是 d) 是 
13. a: O00, e: 001, 7;; 01, £€: 1100, wo: 1101， 户 : 11lly, wx: 11l1ll 
8.3 节 
] 4. 


Oe 1 
Oe ll<l2a< 2 12ll < 


12.1.2 < 1 22 计 123 1.2.3.1 
T1232 112321 世 |.2322 
1.23S3a1 


i .2.1.] 


Dl 


. 看 
了 人， 
yg, a b, es gE, bi, mm, fy gy Rs rs $s Cs dH, hh, 0, 1, 1 Ps: #9 
ll. d, by is es Mm, js ns, 0, a, fs ce, 8, k, kh, p,! 
1l13. dd, Ff, gpg, e, b,c, a 
15. gk, i mm, es, fy rs ss ny Sr Py es 0 hi, ps qs js d, a 
17 | 
b) x 2+31 y3x+—¥5— 
c) (({{rr2)13)xty— (3+ xr))) -53) 
19, a) + + rx ry ry, + r/+ * Tyry 
b} Try +t Ty + TVET YA 
c) (r+t(re yt (zr/y), (r+t(((r sy) + r)/y)) 
21,. 8) < Apqg Vo pI OV 有 pm p11 
b) pq A pI 0 YO,pn gb7 A gn 
c) (pho ep YY ga) pi A pI DD) VY (g7 (一 元 运算 是 在 
它们 的 运算 对 象 之 后 ) 
23. a) -NABUA- BA 
b) ABNMNM ABA- UU- 
ec) CAMB)-(AUB ~- AD))) 
23. 14 
27., 2) |] b) 1 c} 4 d) 2205 
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29， 31. 用 数学 归纳 法 。 对 一 个 元 素 的 表 来 说 结果 是 平凡 
和 的 。 恨 和 定 对 ”个 元 素 的 表 来 说 结果 为 和 贞 ， 对 于 
归纳 步骤 ， 从 后 面 开 始 。 找 出 表 后 面 的 项 点 序 
列 ， 从 最 后 一 个 树叶 开始 ， 到 根 结 束 ， 每 个 顶点 
都 是 它 后 面 那个 顶点 的 最 后 -个 儿子 。 删 除 这 个 
i gg hk 树叶 并 且 应 用 归纳 假设 。 
33. 在 每 种 情形 里 分 别 为 c,d, b, ff g, he， 


下 ， 
呈 


35. 用 数学 归纳 法 证 明 。 设 SCXJ 和 O 〇 (XX) 分 别 表 示 合 式 公 式 鲜 里 的 符号 数 和 运算 数 。 对 长 
度 为 ] 的 合式 公式 来 说 命题 为 真 ， 因 为 它们 那 有 1 个 符 和 号 和 0 个 运算 。 和 假定 对 长 度 小 于 
n 的 合式 公式 来 说 命题 为 真 。 长 度 为 nn 的 合式 公式 必然 形 如 x* XY， 其 中 * 是 运算 而 XX 
和 了 了 都 是 长 度 小 于 的 合式 公式 。 于 是 根据 归纳 假设 S( x* XY)= S{X)+S(Y)=(0 
(RII + OCYFY+1)= OXR)+ OLY)+2,. 因为 OC(* XY)=1+O(R}+OCY),A 
[Stn XY)= O(* XY)+I1, 

37. 例 如 ,xy + zr + To XY + yr + ryry ry ?ee TTX eto yyy °°, 


pr ae 


.44 节 


1. 在 第 1 测 结 尾 ; 1，3，5，4,7; 在 第 2 遍 结 尾 ; 1，3,，4，5，,，7; 在 第 3 裔 结尾 :; 1，3， 
4，5，7; 在 第 4 授 结 尾 : !，3, 4,， 35,7 
3., prcedure betier pupblesort (ars 7, Qn: 整数 ) 
7? 三 1; done := false 
while (i< nn 和 done = false) 
begin 
sone = 4TUe 
for 1 二 ltonot 
证 a > +1 then 
bepin 
交换 a 和 包 +1 
done := false 
end 
1: 二 1+1 


end jiai，…，an 排列 成 升 厚 ， 
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pe 
入 和 入 入 
八 LA 
VTS 
\ 


3 个 z ke 
RY 
7. 设 两 个 表 分 别 是 1,2, 呈 ,mm 一 l,m+ nn 一 1 和 以 1 
0 a) 1 Dds 3 2 sy i Dy ys Ds Sr ds Ds ls Bi ma ds 3 
bi 1, 4, 3, 2, 5; 1, 2, 3, 4, 5; 1, 2, 3, 4, 5; 1, 2, 3, 4. 5 
Ch 1 2, 3, 4, 5; 1, 2 3 4，3 1, 2, 3, 4, 3; 1, 2, 3, 4,5 
{1. O(n’) 
13, nx—l1 
15. 6 
17. 在 最 坏 情 形 下 OO( rx”) 
19. procedure snergesorit (al1，"…，d,; 整数 ) 
nr :一 | n 2 | 
if n> 1 then 
begin 
Li:= (Cars 1*, dm) 
Le ty 


Li = mergesort (Li); Ls := mergesort 【了 >) 
L 二 merge (L,,L;) 


1 
else L :二 (a1) | 只 带 有 一 个 元 素 的 表 是 排序 的 
所 是 排序 的 | 
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760 丰 蓝 几 学 开关 凡 有 局 


11.a) 3 b; 16 Cj 4 d) 5 


| 3 


19. 
21. 


2 


. 一 组 可 能 不 再 继续 下 去 的 航班 是 : 波士顿 - 纽约， 底特律 - 波士顿 ,波士顿 -- 华 盛 


额 ， 纽 约 - 人 华盛顿， 纽约 - 芝加哥， 亚特兰大 一 人 华盛顿， 亚特兰大 一 达拉斯 ， 亚 特 
兰 大 -洛杉矶 ， 亚 特 兰 大- 圣路易斯， 圣路易斯 - 达拉斯 ， 圣 路 易 斯 - 底特律 ， 圣 
踏 昂 斯 - 疗 饰 ， 达拉斯- 圣 失 龙 ， 达拉斯- 洛杉矶， 达拉斯 - 旧金山 ,， 圣 大 和 戈 - 洗 
杉 矶 ， 洛 杉 机 - 雪 金 山 ， 提 金山 -西雅图 。 
树 
procegdure depth first search (G; 带 有 有 序 硕 点 v1， ， v2, 的 简 捍 图 ) 
了 二 以 wi 作为 根 且 没有 其 他 顶点 的 根 树 
wisit (wu ) 
i 全 是 所 需要 的 树 | 
procedure vwisi: (vw) 
for v 的 每 个 邻居 ze 
hegin 
if w 不 在 了 里 then 
begin 
把 顶点 w 和 边 iv,zw| 放 到 丁 里 
visit (xw) 
end 


end 

通过 对 通路 的 长 度 进行 归纳 来 证 明 : 者 通路 长 度 为 0， 则 结果 是 平凡 的 。 和 看 长 度 为 
1， 则 & 是 与 vz 相 邻 的 ， 所 以 z 是 在 宽度 优先 生成 树 的 1 层 上 。 假 证 对 长 度 为 7 的 
通路 来 说 结果 为 真 。 若 通路 长 度 为 1+ 1， 则 设 4 是 从 vv 到 的 最 短 通路 上 倒数 第 
二 个 项 点。 根据 归纳 假设 ，* 是 在 宽度 优先 生成 树 的 1 层 上 。 假如 ww 是 在 不 超过 i 
的 层 上 上 ， 那 么 显然 从 v 到 & 的 最 短 通 路 的 长 度 也 不 超过 ?7 。 有 所 以 在 洪 加 7 居 的 压 点 
之 后 ,仍然 没有 添加 zx 到 宽度 优先 生成 树 上 。 因 为 u 是 与 a “ 相 邻 的 ， 所 以 将 把 它 
添加 在 上 +1 层 上 (尽管 连接 “和 za 的 边 不 必 添 加 )。 


25. 8a) 无 解 


ET 
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b} Cc) 


Fh 
人 
醒 
本 时 
1 
ta 
者 


27. 从 某 个 顶点 开始 并 且 治 着 一 条 通路 前 进 ， 尽 量 不 重复 经 过 顶点 ， 在 所 有 顶 氮 都 已 经 访问 
过 之 后 ， 人 允许 返回 到 出 发 点 。 当 不 可 能 沿 着 一 条 遂 路 继续 下 去 时 ， 就 回溯 并 且 堂 试 当前 
通路 的 另外 一 种 扩充 。 

29. 取 G 的 连通 分 支 的 生成 树 的 并 图 。 它 们 前 是 不 相交 的 ， 所 以 铺 果 是 一 个 森林 。 

31， mw— n+ec 

33. 在 每 个 分 支 上 使 用 深度 优先 搜索 。 

35. 设 工 是 在 图 8-39 里 构造 的 生成 树 ， 而 TT ,了 T,T3 和 了 是 在 图 8-40 里 的 生成 树 。 用 a (TT ， 
三 ) 表 示 TT 与 丁 之 间 的 率 离 。 则 a(T, TT)=6,ad(T,T)=4,d(T,T3)=4,d(T, Ty)=2, 
dT, T=4d( TI, TA)=4,d(T ,Ts)=6,d{(T, T3)=4,.d(T,, Ts)=2,.d(T;,T)=4. 

37. 假定 e; = ja ,vv 是 像 规定 的 那样 ， 则 Tiel! 包 全 一 个 包 舍 ej 的 简单 回路 C。 图 TI 一 :et 
包含 两 个 连通 分 支 ; ei 的 端点 是 在 两 个 不 同 的 分 支 里 。 从 zx 开始 按照 与 el 相反 的 方 癌 前 
进 ， 直 到 到 达 v 所 在 的 分 支 里 第 一 个 项 点 为 止 。 刚 刚 经 过 的 边 是 eo。 显 然 TyU lell 一 es 
是 树 ， 因 为 ;是 在 CfF。 男 外 Tj 一 1erl U1esl 是 树 ， 因 为 es 重新 连接 这 两 个 分 支 。 


39, 练习 24: 练习 25: 练习 26: 
a 5 可 厂 7 也 Fe 
0 d c a A 
练习 27: 练 如 28: 


可 b c 由 ce 
地 £ 已 | 


一 ~ 
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D2 识 发 禾 学 及 龙 厨 用 
41. 肖 先 构 次 这 个 有 问 图 里 的 欧 拉 回路 ,然后 从 这 个 回路 删除 通 问 从 前 访问 过 的 硕 点 的 每 


8.6 节 
1. 深 泉 镇 一 奥 席 斯 ， 奥 席 斯 一 戴尔 ， 奥 席 斯 一 舍 尔 弗 皮 克 ， 舍 尔 帮 皮 克 一 各 德 非 尔 ， 利 达 
-可 德 波 因 特 ， 司 德 波 因 特 一 比 提 ， 利 村 一 始 德 菲 尔 ， 架 德 菲 尔 - 托 诗 由 ， 托 诺 帕 - 受 


痊 击 ， 托 诺 帕 一 温泉 镇 
9 


4 ， 
芝加哥 组 药 
业 畦 一 天 
了 .eyeayei Ri | cl，9. 
{eshl,lb,ci,!ie, hl 9 
11. 不 在 每 个 阶段 上 选择 权 最 小 的 边 ， 在 每 /A\ 
个 阶段 上 选择 带 同 翌 人 性 广 的 权 最 天 的 
过。 
Ps 
LS 
呵 卢 
3 
4| 3 3 
15. 17. 首先 找 出 带 有 条 边 的 图 G 的 最 小 生成 树 个 。 然 后 对 ; 
= 到 nn 一 ]， 只 从 G6 删除 工 的 第 i 条 边 并 且 找 出 剩 下 
图 的 生成 树 。 挑选 出 这 下 | 个 要 中 长 度 最 得 的 一 个 。 
19. 车 所 有 的 边 都 有 不 同 的 槐 ， 则 当 浴 加 一 条 边 e+ 到 工 
并 且 删 除 一 条 边 e 时 ,代替 可 能 产生 姐 外 一 个 生成 树 
的 是 在 普 林 算 法 的 正确 性 证 明 里 获得 一 个 矛盾 。 
21. 23. 与 殉 鲁 斯 卡 算 法 一 样 、 不 同 之 处 在 于 开始 


时 了 : = 这 组 边 ， 并 日 从 i=1 到 -1- 
s 进行 选 代 ， 其 中 ; 是 开始 时 的 边 数 。 


nT 
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25， 27. 根据 练 忆 24， 在 壳 林 算法 的 每 个 阶 
a) 芝 加 背 纽约 段 上 都 得 出 一 个 森林 。 因 此 在 选择 
了 一] 条 边 之 后 ， 就 得 出 一 个 树 ， 
剩 下 证 明 这 个 树 是 最 小 生成 树 ， 二 
工 是 与 索 林 树 5S 有 着 尽 可 能 多 的 公 
共和 按 的 最 小 生成 树 。 者 工 关 3S， 则 
存在 边 e 拓 5- 了 工 ， 它 是 在 算法 的 其 
个 阶段 上 添加 的 ， 甚 中 在 那个 阶段 
前 SS 里 的 所 有 边 也 都 是 在 了 里 
的 。TU1iel 包 含 唯 一 一 个 简单 回 
路 。 在 这 个 同 路 上 找 出 边 e 天 S- 
T 和 边 eE 工 -3S， 使 得 当 把 这 个 阶 
段 的 树 看 作 是 “超级 顶 后 时 ，e 
和 ee 是 “ 相 邻 的 "。 于 是 根据 这 个 算 
法 ,就 有 wle ) 委 加 fo)。 所 以 用 了 - ffe LU ie 来 替换 了 工 就 产生 了 了 比 工 更 接近 有 
的 最 小 生成 树 。 
29. 这 > 个 树 中 的 每 个 都 用 一 条 新 边 连 接 到 至 少 一 个 其 他 的 树 上 。 因 此 在 结果 里 至 多 有 2 
个 树 〈 每 个 新 树 都 包含 两 个 或 更 多 的 旧 树 )。 为 了 达到 这 个 目的 ， 需 要 座 训 rr Cr 人 2) = 
r 放 条 边 。 因 为 添加 的 边 数 是 整数 ， 所 以 它 至 少 是 | r/2 |。 
31. 车 开衫 loga ， 则 x 72: 氢 1， 所 以 [nA241= 1 ， 所 以 根据 练习 3 和 0， 这 个 算法 在 至 多 logn 次 
选 代 之 后 就 结束 。 


补充 练习 


1. 假定 工 是 树 。 那 么 显然 工 没 有 篇 单 回 路 。 若 添加 一 条 连接 两 个 相 邻 顶点 站 和 v 的 边 
e ， 则 显然 形成 一 条 简单 回路 ， 因 为 当 添 加 e 到 工时 所 得 出 的 图 有 太 多 的 边 而 不 能 古 
树 。 所 形 或 的 唯一 的 篇 单 回路 是 由 边 e 以 及 从 二 到 zx 的 工 中 的 唯一 通路 疡 来 组 成 的 。 
假定 人 满足 所 给 定 的 条 件 。 所 需要 做 的 全 部 事情 就 是 证 明 T 是 连通 的 ， 因 为 在 图 中 
没有 简单 回路 。 假 定 了 不 是 连通 的 。 那 么 设 4 和 wv 是 在 不 同 的 连同 分 支 里 。 添 加 e 
而 fa ,vi 就 不 满足 这 些 杀 人 忻 。 

3, 假定 树 工 具有 度 分 别 为 di ,d2,… ,di 的 个 项 点。 因为 2e= 1d; 各 en-l， 
所 以 有 2(n 一 1)= Yi 丰 。 因 为 每 个 二 兰 1， 所 了 254 有 一 1 三 下 十 > 一 1), 或 
n 一 2= Xi(q, 一 1)。 因 此 在 这 个 和 里 至 多 有 wn ~2 项 可 以 是 1 或 更 大 。 固 此， 它们 
中 至 少 两 个 是 0。 所 以 对 至 少 两 个 ; 值 来 说 有 d;=1。 

1, 2n 2 

7. 本 汕 有 回路， 所 以 它 不 能 有 间 及 于 K; ;或 KK; 的 子 图 。 

9. 分 别 着 色 每 个 连通 分 支 。 对 这 些 连 通 分 支 的 每 个 来 说 ， 首 先 选 择 树 根 ， 然 后 月 色 所 
有 偶数 层 上 的 顶点 成 红色 并 且 着 色 所 有 奇数 层 上 的 顶点 成 蓝 包 。 

11. 上 界 : 怠 ; 下 界 : 2[k/21 


一 一 -PE 一 "PP he 
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LJ 
5 所 
| 2 


15. 用 数学 归纳 法 。 对 有 =0 来 倍 结 果 是 平凡 的 。 假 定 对 二 -1 来 说 结果 为 算 。 了 -1 是 工 的 
父亲 树 。 根 据 归 纳 法 ，T 的 儿子 树 可 以 从 Ty，…，7Ti-z 以 所 述 方式 来 获得 。r，_; 到 
ra -1 的 最 后 连接 正如 在 S; 树 的 定义 中 所 述 的 那样 。 

17. procedure level {T; 带 根 > 的 有 了 序 根 树 》 

JHEue 一 只 也 含 根 > 的 序列 
While gaete 包 合 全 少 一 项 
begin 
vw 队列 里 第 一 个 顶点 
列 出 > 
从 队列 里 删除 ”并 且 把 ”的 儿子 都 放 到 队 尾 
emd 

19. 这 样 建立 树 ; 为 地 址 0 揪 和 人 根 ， 然 后 为 每 个 标记 “的 顶点 播 人 一 个 子 树 ，; 是 正 整 数 ， 
这 些 子 树 是 从 每 个 标记 为 i.i 的 顶点 所 对 应 的 子 树 来 建立 的 ，i 是 正 整数 ,依次 类 推 。 

21. procedure insertion (a ，…， a,: 实数 ) 
for;} :==2ton 
begin 

1 一 1] 
while a;~> a; 


i: 二 i+1 


2 


2 
Zs 
29, 


33， 


35. 
了 3 
5， 


过 层林 刀 于 名 要 765 


1 :一 di 
for £ :tw 1-l1 
ay 一 上 一 一夫 一 1 

4, 二 1 
eng |a;，…，&, 已 经 排序 | 
行 2 是 悬挂 点 并 He = | zol 是 图 中 关联 4 的 边 ， 则 图 中 没有 关联 x 的 其 他 边 。 所 以 。 
必然 属于 任何 一 个 生成 树 ， 因 为 假如 它 不 属于 一 个 生成 树 ， 那 么 这 个 生成 树 就 不 包含 关 
联 x 的 这 。 


a) 是 by 殖 ec) 十 
所 得 出 的 图 没有 边 在 多 于 一 个 所 描述 类 型 的 简单 回路 上 。 因 此 它 是 仙人 党 图 。 
31. 
如 b e 
三 ¢ 了 
| 4 了 3 


ce) 1 6 3 5 d) 3 1 7 2 6 
| | 
了 4 
5 


6 

a) 十 b) 人 否 c) 是 

设 GG 是 从 上 删除 顶点 % 和 和 关联 wv 的 所 有 边 而 获得 的 图 。 可 以 这 样 颖 得 G 的 最 小 生成 
树 : 选 出 关联 vw 的 入 最 小 的 边 以 及 G 的 最 小 生成 树 ， 

41. 


Tr 
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第 9 章 

9.1 节 

1. a) 1 b) 1 Cj) 0 d) 0 

3. (0, 0) 和 和 {1，1) 

$5. r+ry= rl+ ry=r(tl+y)= rty+1)= rl=7x 
Fs 


A+ 取 十 工 


13. 


ee re 
l 


bi 
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15. 


1 


OE [ 


0 ] 1 
0 1 1 
UJ ] U 


19. a) 对 ， 用 真 值 表 可 证 。 
by 销 ， 如 取 x=1, y=1, z=1。 
c) 错 ， 如 取 x=1,， y=1,， z= 人 0}。 

21. 根据 德 摩根 律 ， 对 一 个 表达 式 的 求 补 ， 除了 变 元 取 补 外 ， 其 余 如 同 求 此 表达 式 的 对 偶 。 

23. 18 

25. 由 控制 律 、 分 配 律 和 辣 一 律 ，xz Vzx=(rzVrxjAl=(eVrjA(rVri}=xV(rAz)= 
TNO0=zK。 类 仿 地 ,TAT=(zAT)VO=(rArzTIV(rAT)= 7A(rVi)=7r7Al=7ro 

27. 由 同一 律 和 交换 律 , 0V1=1 且 0A1=0， 从 而 0=1。 类 似 地 .由 于 1V0=1 且 1A0= 
0， 从 而 1=0。 

29. 首先 注意 x A0=0 自 x WY1=1 对 任意 x 成立 ， 这 很 容易 证 明 。 为 证 明 第 一 个 寺 式 ， 只 
要 证 明 (z Vy)Y(zAy})=1 且 (x Vy) 六 (A5)=1。 由 结合 律 、 交 换 律 、 分 配 律 、 控 
制 律 各 同一 律 知 :; (x Vy)V (TA 二 yV(rTVY(IAMI)=y V(rxV ri)A(rYy))-= 
yYVlAC(rVI)=y V(r Vy)={y Vy Yr=1lVzx=1, B(x Vy)A(TAy)= yh (FE 
A{rxVyD)=TA((TATIV (TAYyD) = AO0V (TAy)) = yA(TAy)= TA(y Ay)= 
示 由 0 和 =0。 类 羽 可 证 第 二 个 等 陈 。 

31. 由 假设 、 练 习 25 和 分 配 律 可 得 : x = xNVNO=zV{(xyYy)=(rVx)jVy=xYy=0。 类 
位 有 y= 0。 为 证 明 第 二 个 等 式 , 注意 x =xAl=zxTAltrAyj=(rxArjAy=xAy=1。 
类 位 有 y=1。 

33. 天 第 6 章 补充 练习 39 和 41 以 及 有 补 分 配 格 的 定义 来 建立 定义 中 的 五 对 定律 。 


9.2 节 


] a) 元 3 b) zy Cc) Ty C) 地 议 
3. 3) 了 ry Tt r+ Tyr 十 Ty t+ Ty 

b) 过 十 xyr + Ty? 

Cc) TE + Ty 十 XY 十 TR 

d) 了 3z + rE 
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3,. wr + wrye 十 wriyr 十 Wrye 十 Wr 十 ry 十 TEy 十 wt 
7. 4) 不 十 YY 十 并 
b) x+yt+zg 
C) 人 十 布 十 多 
9. y+ yt 十 yy 二 0 当 且 仪 当 y=0 对 ;j=1，2，,，…，7 都 成 立 。 本 题 成 立 当日 仅 当 : 若 
fi 则 mw=05 在 和 = 去 ， 则 >;=1。 
11. a} r+t+yt+w 
b)} irtyt+r)trti yt+ (r+ y+ et+ yt+ ae)(tT+yt+a) 
ec) (Tt yt+r)(lrt+yt+a)(xrt+y+t+e)(zr+y+ EE) 
dj) (rtyte)t Ttyt rlltttyt+ 2)(r+y+ 有 (++e)( 计 ++ 记 ) 
13 天) 这 十 六 十 二 b) Pr 


b) (r+y) c)} {r+{rt+y+re)) 
13 . 


17. a) (tCziz) ty ly (rr) ly | y))) 1 (2 | 2) 
by (tir|lz)l zx) (tr | rr) l(tz| 2))|y) 
Cc) 
d) {trlty|l yl trl(y|y)) 
19. 用 + 各: 不 能 表示 了 ,因为 当 输 和 人 为 1 时 ， 无 法 取得 值 0。 


9.3 节 


1. {x+ yy 
3. (XYy)+ (E+ zx) 
$5. (z+ yt+e)}+(z1+yt+r)t+(z+ 人 +) 


TT 
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Wyz +xyz 


wtp 十 TH 二 PP 十 REE 一 TH 十 WHO 一 人 人 十 


ty [| | ky 
E 3 : S| | l 3 
一 主 于 和 全 全 9 | | 和 3 于 轩 ， 3 HH 定 ， 电 
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1 


es 


有 


村 = = 
| 
Ch 也 


Tm 
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13 ， 
站 | 
IN 
所 | 
只 
- ) 2 ) > 
中 一 和 a 
_) 
hn 有 
| 
a) x b) 不 
区 
x A 
ty 
由 
了 
c) 
有 
好 
A 
由 
d) x 
T 
有 
x By 
此 
2 
J 
17. 
下 
J 
L 1 人 的 电路 Cairy 一 sp 
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9 .4 节 


2 y b} zy 和 xy 


了 
了 
aa b) y oO) 
1 
5 5 
Sa 
a) 瑟 地 六 b) yz ， 元 ， 了 4 
7. 
a) wD yw 
| | 
[ao 面 加 本 {9 MA 
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a) J J 到 bh} wryE ， 训 XY ， 天 工 内 ， 访 并 


WE 
Wx 


il. a) 32 
b) 3 
13. 


15. a} Xx by ~ C) ZE 十 天 十 3 d) zz+ Ty+ yz 

17. a) wre 十 try + wpe + wry b) zyz + Wy t+ wry + Wtyz + Wr 
Ch 3 十 Tux 二 到 二 了 十 入 王 怪 d) wy ye t Ty wrz + WE 

19. z(y+z) 

21. 


h 


二， 元 十 Te 
补充 练习 
1. a) x=0, y=0, x=0; x=1, y=1, «=1, 
b) xz=0, y=0, z=0; z=0, y=0, z=1; x=0, y=1, x=0; x=1, y= 人 0, = 
il; r=}, y=1, z=0; z=1, y=1, x=1], 
c) 无 值 ， 
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774 苦 就 科学 及 龙 习 上 妥 


3, a) 是 b) 不 十 c) 不 是 d) 是 
5. 22” ， 
7,a) 独 FRtTI，...， wa) 三 1， 由 控制 律 得 : (FF+ G(x Tj)= P(xis -To) 十 
G(r zi=l。 故 了 过 下 + 全。 
b) 车 (FG i a 1; 则 下 部 已 (ri， 
.二 1。 册 此 得 PG 二 已。 
,. 国 为 FIri，...，dt)=1 草 泗 Ffzi， .tr)=1， 故 过 是 自 反 的 。 设 FG.: 且 GG 委 下， 
则 FIzi， .ro)=11 当 哩 仅 当 Glr，，.，x)=1， 这 纵 调 了 = 与 ， 亦 科 是 民 对 称 的 。 
设 和 上 太 ,网 由 Fx ...，xn)= 二 1 可 得 Gtxj，...:， XX,)= 1， 此 丝袜 HH(x1，...， 


7 =1l， 从 而 所 过 用 ， 故 过 是 传递 的 。 
I1. a) r=1, y=0, z=0 

b} r=1, y=0, z= 

cc) Tr—1, y=0, z 
13. 


15. 是 ， 如 真 值 表 所 示 。 
17. a) 6 b) 5 c) 5 d} 6 


于 
) 请 一 一 Sum=x 由 小 
~ 


21 ， Ta TE] 
23. 设 它 具 有 权 a 和 和 5， 则 存在 实数 工 便 得 对 (1, 0) 和 (0,，1), 有 .rat 站 宇 T; 但 对 
人 0,0) 和 (1, 1), 有 zat 池 之 T。 从 而 a 宇 T,b 宇 T, 0<T, 有 旦 at+bsT。 这 样 4 


和 5 都 是 正 的 ， 这 焉 涵 4+5>a 宇 了 了 ， 玫 盾 ， 
第 10 童 


10.1 节 


1. a) 句子 全 名 词 短语 不 及 物 动词 短语 地 冠 词 形容 词 名 词 不 及 物 动 词 短 语 芒 冠 词 形容 证 
名 词 不 及 物 动 调 全 ..， (3 步 后 )... 字 the happy hare runso 
b) 句子 全 名词 短 语 不 及 物 动 词 短 语 二 冠 词 形容 询 名 词 不 及 物 动词 短语 僵 冠 词 形容 词 
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下 二 租 卫 专 全 二 7 


名 词 不 及 物 动词 副词 ... (5 步 后 ) ,.. 之 如 e sleepy tortoisp runs quickilye 
c) 句子 导 名 词 短语 及 物 动词 短语 名 词 短语 之 冠 词 名 词 及 物 动词 短语 名 词 短 语 闻 冠 词 
和 名词 及 物 动 词 名 词 短语 之 冠 房 名 词 及 物 动 词 冠 词 名 词 汪 ..， (5 步 后 ) ... 疗 the 
toriose pesses the harer 
d) 句子 一 名 词 短语 及 物 动词 短语 名 词 短 诺 导 冠 词 形容 词 名 词 及 物 动词 短语 名 词 短语 
-> 冠 词 形容 词 名 词 及 物 动词 名 词 短语 污 冠 词 形容 词 名 词 及 物 动 词 冠 词 形容 词 名 
词 僵 ..， (6 步 后 ) ., .= the sleepy hare passes tlhe happhy tortoise ec 
3. 使 得 末尾 是 名 词 (如 tortoise) 只 有 一 个 方法 ， 就 是 将 一 个 名 词 短 语 放 在 末尾， 这 只 能 用 
如 下 产生 式 实 现 : 句子 ~ 名 词 短 语 及 物 动词 短语 名 词 短 语 。 而 及 物 动词 短语 下 及 物 动词 
一 passes ， 但 这 个 急于 不 从 passes。 
5 .550S100511 >0005111 一 000111. 
7.&) S0005=>0051—>00S11=>O00S11100S1111i=—=001111. 
b} $=05=005—=>001A=0011A=00111 A 二 001111. 
9g,. S05AB—=>005ABAB—>00ABAB—=00AABB=001 ABB—0011BB—001125=*001122.; 
11. a) S00S, S—1., 
by》 Si0A, A—00A, Ai.。 
cy SAAS, S—BBS, AB—BA, BA—AB, Si, A™0, B—], 
d) S0000000000A,， AD0A, Ai 
e) SAS, SABS, SA, AB~~BA, BA™AB, AmU, Bl1, 
{) SABS, S—i, AB—BA, BA—AB, A—0, B™]1., 
g) SABS, ST, ST>U, T™>AT, TYA, UBU, UB, AB™BA, BA™ 
现下， 上 一人， 上 一- 


13. a) 2 型 ， 非 3 型 by 3 型 ， 非 2 型 cj 0 型， 非 1 型 
d) 2 型 ， 非 3 型 e) 2 型 f) 0 型 非 1 型 
g) 3 型 h) 0 型 , 非 1 型 i) 2 型 , 非 3 型 
i) 2 型 , 非 3 型 


15. 设 S| 和 5; 分别 为 G 和 Cs 的 初始 符 ，S 是 一 个 新 初始 符 。 
a) 增加 S 和 产生 式 S~5S1 及 5 一 523。 
b》 增 加 S 和 产生 式 S$ 一 S1S?。 
c) 增加 S 和 产生 式 5 一 1 及 3 一 5S13。 


17. 
a) 介子 b) 和 句 于 
名 词 短 话 不 及 物 动 间 绑 语 名 词 短 诸 不 及 物 动 训 短 语 
pean 不 及 物 动词 宕 向 。 形容 闻名 词 。 出 记 
the happy hare runs the sleepy tortoise runs quickly 


Re ee Hd kr wn vr a 
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c) 他 
名 ~ 及 物 动 词 短语 
冠 记 名 词 及 物 动 词 和 导 闻 
the tortoise passes the 
d) 箱子 
当 词 短 诸 攻 物 动 苯 短语 
对 闻 ”形容 训 名词 及 物 动 训 等 词 
the sleeny hare Passes the 
19. a) 是 b) 不 是 c) 是 
21. 
市 竺 与 整数 


2 

a) Sn*( 符 号 ;整数 ， 
S 一 《 符 导 锥 整数 《 正 整数 》 
《符号 》 十 
《符号 ?一 一 
《整数 /一 《数字 ， 
‘整数 ;> 整数) 数字》 


名 若 短 语 


happy tortolse 


d) 不 是 


mi Fp 
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(数字 Y 一 i ,i= 二 1,2,3,4,5,6,7,8,9,0 

‘ 正 整 数 ; 一 整数)‘ 非 0 数字 ， 

《 正 整数 ?一 ( 非 0 数字 整数 ， 

《 正 整 数 ) 一 (整数 ): 非 0 数字 多 整数 ， 

《 正 整 数 ) 一 〈 非 0 数字 ， 

( 非 0 数字 ?ii=1;2,3,4,5 和 7.8,9 

《 带 符号 十 进 制 数 ):: = 《符号 )* 整 数 )| (符号) ‘整数;.( 正 整数 ， 
(符号 ):; = + | 一 

‘整数 ):: = 数字) |‘ 整 狼 ) 数学 

《数字 》:: = 二 01112|13|4|516171819 

< 非 0 数字 )::=1|1213|14|516|7|819 

《 正 整数 );; = (整数 )( 非 0 数字 )|《 非 0 数字》 整数 ;1 整数 )( 非 0 数字 从 整数 /|* 非 0 数 


字 》 
c) 带 符号 十 进 制 数 


b 


rr” 


= 整 鉴 数学 非 0 数 字 


了 


25, (wv)|lv 可 整除 i 
10.2 市 


|s 
a) 


开始 
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3. ay 1100 by 00110110 cy 1111111111i1 


250 25.0 25.5 25.10 25,15 25.20 


2 一 “ 输 和 用 户 标 识 
二 无 效 标 识 。 b= “输入 口令 ” 


p= 有效 员 令 ”提示 
9= 无 效 口 他 x 任意 输入 
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15,10,25}, 打 开 


25, 拉 开 
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17. 


19. a) 11111 by 1000000 cy》 100011001100 
a 


10.3 节 


1. a) !1000，001，1100，1101 
by 1000，0011, 010，0Q1111 
c) 100, 011, 110, 1111} 
dy 1000000，000001 ，000100，000101 ，010000，010001，010100，010101 

3. 4= 几 ,LI011 ,58=10, 11 000}; 4=110, 111, 1010, 1000, 10111, 101000}, B= 141 
站 =|A，10 ,=10，11L， 1000| ,或 者 A=1X;, B= 110, 111, 1010, 1000，1011t1， 
1010001。 

5. a) 由 零 个 或 多 个 连续 的 二 进 制 数 对 10 构成 的 串 。 
b) 下 列 由 1 组 成 的 串 集 人 台 ; 串 中 1 的 个 数 能 被 3 整除， 包括 空 串 。 
c) 下 列 率 的 集 台 : 以 0 开始 , 旧 每 对 1 之 同 至 少 有 一 个 0。 
d) 下 列 串 的 集 人 台 : 以 1 开始 和 结尾 ， 划 每 对 0 之 间 至 少 有 其 个 1。 

了. 一 个 时 在 A “中 当 上 生 仅 当 它 是 A 中 任意 多 个 上 串 的 连接 。 因 为 A 的 每 个 串 都 在 B 中 ， 破 
4 "的 每 个 串 也 是 B 中 捉 的 连接 。 从 而 A" 导 B*。 


9、a} 是 bj 媳 c) 是 
dj 不 是 e) 是 1) 是 
11. a) 不 是 b) 是 c) 不 是 

d) 不 是 e) 不 是 f) 不 是 


13. i0 ,10, 11110, 11* 
EE 且 关节 于 

17. I0, 01, 11| 

19, [A ,O01U10"1*| m1， nn 这 1| 


ee * i sd Ca 
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21, 1， 1032 | 六 0 110*107| | 
23， 


25. 增加 非 终 结 状 态 s3 和 下 列 到 53 的 转移 : 从 so 出 发 有 在 输入 0 上、 从 5s 出 发 月 在 输入 1 
上 、 共 3 出 发 且 在 输入 U0 或 1 上 。 
21. 


29. 设 M 是 一 个 有 限 状 态 自 动机 ， 其 接受 的 集合 是 含有 相同 0 和 二 个 数 的 二 进 制 数 串 组 成 
的 集合 。 朋 设 M 有 个 状态 。 考 虑 串 0" 11" 1。 由 徊 更 原理 知 : 当 M 处 理 这 个 串 时 ， 
它 在 读 前 面 ma+1 个 人 和 的 过 程 中 必定 不 止 一 次 遇 到 某 个 同样 的 状态 。 设 * 是 一 个 它 至 少 
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青 到 两 次 的 状态 ， 则 存在 一 个 正 整 数 上 使 得 : 输入 中 的 个 0 和 将 M 从 状态 s 带 回 到 自 
身 ，。 上 他 在 读 07” 1” 之 后 的 结 东 状态 与 读 07" 1? ”之 后 的 结束 状态 完全 相同 。 钙 


此 ， 出 M 接受 0 1” 知 它 也 接受 0 ”1 不 盾 。 


1 人 .4 节 


1. a) 任意 多 个 1， 后面 跟 个 0， 

hb 任意 密 个 1， 后 面 跟 一 个 或 一 个 以 上 的 0。 

c) 1ll 或 011 

d) 任意 多 个 1 组 成 的 串 ， 或 任意 多 00 组 成 的 串 ， 或 者 一 列 这 样 的 串 。 
e) 4， 或 者 是 以 1 结尾 且 在 每 个 1 之 前 至 少 有 一 个 或 多 个 昌 构 成 的 电 ， 
f) 长 度 至 少 为 3 且 以 00 结束 的 捉 。 

3., a) 00 ”1 by (OUTDCOUDOU LT 0000° 
co0 1 U0 d) IIC111) (00)" 

5. 用 归纳 法 证 明 。 若 A 的 正则 表达 式 是 从 、4 或 zx， 结论 显然 成 立 。 和 否则 , 设 上 的 正则 表 
达 式 是 BC, 则 A= BC， 其 中 B 是 BB 生成 的 集合 ,CC 是 C 生 成 的 集合 。 由 归纳 假设 ,在 
在 正则 表达 式 B 和 CC 分 别 生 成 集合 BR 和 人。 因为 A*= (BCO)*= CBE ， 故 CEB 是 4 的 
正则 玫 达 式 。 若 A 的 正则 表达 式 是 BUC,， 则 BUC 是 A* 的 正则 表达 式 ， 因 为 (BU C}*= 
(了 JU。 最 后 ， 车 A 的 正则 表达 式 是 B*¥ ， 易 见 : A” 的 正则 表达 式 是 (B’)* 。 
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yn Ls MV Us Ms Us bells 


il. S00C, SlA, SS™*], A>lA, A0cC, A—l1l, B30B, Bl1B, B00, B—1, 


CC, C1lB, C1].。 
13. 这 是 因为 : 此 自动 机 中 写 猛 终结 状态 的 输入 对 应 于 文法 中 了 歇 一 的 产生 式 。 
15. 因为 1 是 有 限 的 ， 故 必要 性 显然 成 立 。 对 于 充分 性 ， 设 状 灾 为 5， 5 ， 5， …， 5 ， 
其 中 = zx)。 因 交 n 守 |$S|， 由 驻 提 原 理 芭 ， 基 个 状态 必定 要 重复 . 既是 中 引起 
循环 的 部 分 ， 即 z=ao， 其 中 将 某 个 总 送 到 * 。 则 对 任意 是 ， aymET(AM) 从 而 工 
CM) 是 无 限 的 。 
设 L= 10“”"1"|n 实 0 是 正则 的 ， 则 有 一 个 有 限 状 态 机 器 识别 它 ， 令 5 为 此 机 器 的 状态 
集 。 设 z=0 "1”*, 其 中 3x 室 |S|1。 则 由 录 引 理 ，xz =0”1"= wvw, 1(v) 守 1, 日 xz 
102*T71 as0。 显 然 ,， 不 能 既 包 含 和 又 包 合 1， 因为 这 样 使 得 v 包 舍 10。 因 此 vw 全 
部 都 是 0 或 全 部 都 是 1， 这 样 wv mm 包含 了 二 密 的 上 0 或 太 包 的 1， 因 而 它 不 站 工 中。 此 
狂 盾 表明 上 不 是 正则 的 。 
19. 假设 10，1| 上 的 加 文集 是 正则 的 ， 则 有 一 个 有 限 状 态 机 器 识别 它 ， 令 5 为 此 机 器 的 状 
态 集 。 设 x=0"10"， 其 中 症 >13|。 由 泵 引 理 可 找到 、Yw 和 也 使 zeo 吧 EL 对 所 有 非 
负 整 数 成 立 ， 其 中 ，i(v) 守 1,1(uv) 志 |SI,， 且 z=0”10*= www。 从 而 vw 必定 是 由 
构成 的 串 (因为 |ni 交 1S1)， 故 ww*w 不 是 回 文 。 因 此 回 文 集 不 是 正则 的 。 


17. 


10.5 节 


1. a) 当 机 器 停机 时 ， 带 的 非 空 白 区 域 包 含 申 1111。 
b)》 当 机 器 停机 时 ， 带 的 非 空 日 区 域 包 含 串 011。 
c) 当 机 器 停机 时 ， 带 的 非 空白 区 域 包含 串 00001 。 


d) 当 机 器 停机 时 ， 带 的 非 空白 区 域 包 依 串 00。 
. 如 果 带 上 至 少 有 一 个 1， 则 机 器 从 第 一 个 1 开始 ,每 中 一 个 1 变 为 0， 且 下 到 达 囊 一 个 空 
上 白 符 时 停机 。 若 一 开始 的 时 候 带 就 是 空白 ， 则 机 器 不 对 带 作 任何 改变 就 停机 。 如 果 带 的 


非 空白 区 域 所 会 的 都 是 0， 则 机 器 在 相继 穿 过 这 些 0 后 停机 。 
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S.CsoD, sl, RS so,1, KR}o 

FCs 0 so 0 Rss sl, RY,CsI ,050,R), (5131,s10, RR) 

GQ, Cyo0, 50, RY (Csn, lL, so0, RY, Cs0, ss 0, RY (ss ,so 0 RI)(s1,B,sB,R), 

ll Csosd ,so OD, RY (Csos lssl, RY, (sO 30 RY (sl, sosl,R), (so Bs B,R), 

13. 若 输入 串 为 空 串 或 以 1 开头 ， 则 机 缆 在 非 终 结 状 态 so 下 停机 。 奉 不 是 ， 则 开头 的 0 变 为 
M， 且 机 骂 扩 过 中 间 所 有 的 0 和 1， 直 到 到 达 输 入 串 的 尾部 或 届 到 M， 此 处 它 征 后 退 一 
个 方 格 ， 并 进入 状态 ;,。 因 为 可 接受 捉 对 于 左边 的 每 个 0 都 必须 在 右边 有 个 1， 故 知 此 
串 是 可 接受 的 ， 此 椒 必 定 有 个 1，。 当 这 个 方 格 所 含 的 是 1 时 ， 太 5; 出 发 的 瞧 一 我 移 就 要 
发 生 。 如 果 这 样 ， 机 器 就 用 M 取代 之 ， 且 向 左 继 续 回 走 ; 如 果 不 是 只 样 ， 则 机 口 在 非 
终结 状态 s; 下 停机 。 在 往 回 走 的 过 程 中 ， 如 果 它 所 见 的 是 1， 则 处 于 ss; 如 果 它 所 见 的 
是 0D， 则 处 于 y4。 最 后 它 处 于 下 列 两 种 情形 之 一 : 一 是 在 s4 下 过 到 1， 此 时 它 停 机 但 不 
接受 ; 或 者 到 达 己 经 在 此 捉 初 始 部 分 的 0 上 写 下 的 最 右 的 M。 右 此 发 生 时 它 处 于 53， 
则 此 串 中 不 再 有 其 他 的 0D， 因 此 最 好 也 没有 其 他 的 1。 这 可 以 用 转移 (453，M ,ss,M ,R}) 和 和 
(ss,M ,so,M ,RR) 来 完成 ， 其 中 s¢ 是 一 个 终结 状态 。 否 则 机 器 在 非 终结 状态 ss 下 停机 。 
车 过 到 这 个 M 时 处 于 *4， 则 事情 又 完全 从 闫 开始 ， 除 了 将 串 中 剩 下 最 左边 的 和 最 布 
边 的 1 用 M 来 替代 。 所 以 机 器 在 状态 s4 下 移动 到 剩 下 最 左边 的 0， 且 回 到 状态 so 峙 重 
复 这 个 过 程 。 

15. (sosB,sos BL), (Cso 0D, siO, Lo, (ss By, sss ER), (ss Ms2, M, RI), sa.0, NM， 
R),( sas0,s530, R), (Csa, NM, sss MR), {sasl, sa MR),Csasl, ssl, R),( ssa, 54， 
NM,RY,Csa ,ss RS 2 552 R) ,ss,B,so,B,L), (so MM, ss ML se:2 57 
| | RD A 
RR) (se Mrs ML),(ss;E,sg:E,L), 其 中 M 和 EFE 是 记号 ，EF 标记 输入 的 左 端点 。 

i Cso0sl,s1sB,R}, (ssl, ss, BR), {ssl1, sa B, R),(s3,1, sa1, R),(s1,B,swa,l,R), 
(5200B,sasl, Rdsa,B,sasl, R), 

19. (soslysisB,R), (sl1,s2 ,BR),(Cs,B,se,B, R),(s2tl, ss, B, RI)(s2.B, se6rB,R), 
(ssl1 ,ss BR), (ss,B,sorB,R), (ssa,l ,ss BR),(sa.B,se,B,R),tse,B,si0,l,R), 
(ssslysss BR), (ss,B,37sl, R), (si B,sesl, R), (ss Bso,l, RR),(so,B,s0:l,R)o 

21. (Csn0, so00, R}, (so * ,ss BB, R),(ss, ¥ ,5s3s # (sa sD L), (sl sarl,L), 
{ssB,so, BR),(sssl, ss B,R),(ss0,ss,B, R),(ss, B,so'B,L),(se,B,ss,B,L), 
(so Oss L), (ss0, ss d,s LD)}, (so si 0 RY (51 sl, RCs S29 ,RR),(s2, 
0 ,500, RR), (ssl, sas0, L),(so,B,sas BE), (sa0, sa lL), sa,* ,Sus BL),(sss0, 
sgsB ,LL)},(sal,se,B,L), 

23,. (C50,B,sislsL), (sol,sisl, RD),(Cs1,B, sosl,R), 


补充 练习 


1,. a) S00S11ll, Sao 
b) S—-AABS, AB—BA, BA—AB, A—0, B31, SA.。 
cj SET, TO0TA, T+1TB, T™A, 0A— A0, 1A—=>Al, 0B™ BO, 1B™Y Bl, 


FA—EV0, EB—E1, EAo 
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入 人 
[AN LA 


0 0 
和 不是 。 取 六 = 11， 10! ,B= 10， O00!。 
9. 不 是 。 取 A=100, 000, 000001 ,B= 100, 0001。 


ll. ah 1 b) 1 Ch 2 
d) 3 e) 2 f) 4 


DUD -DD 
[| -| 
器 日 日 日 DDD--www.shubulo.com![| 门 剖 日 信 


786 政 末 喜 学 友基 下 司 


17. ay 天 路 
19. 
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23, 用 状态 S 和 终结 状态 下 构造 上 的 确定 型 有 限 状 态 自 动机 。 对 4 使 用 相同 的 自动 机 , 但 
其 终结 状态 为 5 一 下 ， 
2 
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OOOY 
YOY 


27. 很 设 L = 11?|p 是 案 数 | 是 正则 的 ， 则 有 一 个 有 限 状 态 机 器 识别 它 ， 仿 5S 为 此 机 器 的 状 
态 集 。 设 z=1*， 其 中 p 是 一 个 大 于 | Si 的 家 数 (这样 的 案 数 是 存在 的 ， 因 为 有 无限 多 
个 素数 )。 由 汞 引 理 知 ， 必定 能 够 将 > 写成 z= wvw， 且 1{nv) 志 |]S1, 1(v) 守 1]。 并 且 对 
任意 非 负 整数 i ，uviw 盛 上。 因为 x 是 由 + 构成 的 串 ， 可 令 尺 =1*， w= 二 1*， 包 三 1， 其 
中 atp1c=pp，a+ 亡 挝 nn， 且 5 全 1。 这 意 昧 着 wvive = 1*1*1 =1**s* 中 te = 
1*+ Mi-1) 现在 取 i 间 p+1， 则 wvivo 二 11+ 路。 因为 p(1+ 上 5) 不 是 素数 ， 压 weit 各 工 ， 
于 盾 。 


附录 


| re hc lee i oH 2 
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AAA ee Ee 地， 人 


1. 
ln 
号 
息 二 二 
2 
尼 
二 be" 
3 
全 
| 1 
an ， 3 
0 1 2 
附录 B 


1] . 第 一 块 执 行 后 ， 上 5 原来 的 值 被 赋 给 a，r 原来 的 值 被 赋 给 5。 但 第 二 块 执 行 之 后 ，c 原来 
的 值 被 赋 给 5， 且 cc 原来 的 从 也 被 赋 给 也。 
3 .下面 的 while 结构 实现 相合 的 事情 : 
1 二 起 始 秆 
while :入 -结束 依 
begin 
语句 
1 :一 十 ] 
end 
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推荐 读物 


提出 的 书面 材料 和 相关 的 网 站 都 是 用 来 进一步 学 习 本 书 内 容 的 资源 。 本 推荐 读物 描述 的 
书面 和 材料， 将 分 章 列 出 ， 并 与 特定 研究 课题 相 联 系 。 有 一 些 内 容 全 面 的 参考 书 特 别 值 得 一 
担 ， 读 者 可 能 发 现 ，Rosen 的 《离散 和 组 合 数 学 手册 》( Handbonk of Discrete and Compinato- 
re BMathemartics )[ Ro99 | 非 浓 有用， 这 大 一 本 综合 戎 者 书 。 在 Michaels 和 Rosen| NNRo9 | 中 ， 
可 以 找到 离散 数 尝 的 其 他 应 用 。 在 Gruska [Gr97] 中 ， 有 计算 机 科学 中 许多 课题 (包括 本 
书 中 讨论 的 课题 ) 的 更 深入 介绍 。 本 书 提 到 的 谋 多 有 关 数 党 和 计算 机 科学 的 文献 信息 可 以 在 
Gillispie[Gi70] 中 查 到 。 

要 查找 相关 的 网 站 ,请 在 本 书 的 网 站 中 查 淘 “离散 数学 殉 cb 指南 "。 此 网 站 的 统一 资源 
定位 礁 (URL) 莽 www. mhhe. com /rosen。 


第 1 章 


学 习 有 到 辑 的 一 个 有 趣 方 法 是 读 Lewis Carroll[ Ca781] 一 书 。 逻 辑 的 一 般 参 考 书 包括 Mendel- 
son[ Me64] 、Stoli[ St74 ] 和 Suppes[ Su87]。Gries 和 Schneider GrSc93 | 中 可 以 找到 离散 数学 中 
的 逻辑 学 的 全 面 介绍 。Lin 和 Lin [LiLig] 是 关于 集合 论 及 其 应 用 的 一 本 易 谈 的 教材 。 公 理 集 
合 论 的 进展 可 在 Halmos[LHa60]、MeonklLMo60j 或 StellLSt74] 中 找到 。 Brualdi[ Br77 | 或 Rein- 
gold 、Nievergelt 和 Deo [ReNiDe77 | 中 有 关于 杀 重 集合 的 介绍 。Negoiial Ne8$1 和 和 Zimmerman 
fZi91] 都 论述 了 模糊 集合 及 其 在 专家 系统 和 人 工 智能 中 的 家 用 。 微 积分 的 书 中 ， 如 Apostol 
[Ap67] ,Spivak[LSp94] 及 Thomas 与 Finney[ ThFi96]， 都 有 关于 图 数 的 讨论 。 有 关 整 数 序 列 
的 最 好 书面 材料 是 Sloane 和 Plouffe[ FIPi95]。Stanat 和 MeAllisterl StMe77 | 中 有 一 整 节 讨 论 可 
数 性 。 在 KnuthfKn97aj] 中 可 以 找到 函数 大 口 合计 的 广泛 讨论 。 在 Arbib、Kfoury 与 Moll 
[ ArK{Mo80}, Bobrow SArbib[ BoAr74], Beckmani! Be80 ] 和 Tremblay 与 Manoharl TrMia75 | 
中 ， 都 可 找到 有 关 计 算 机 科学 的 数学 基础 的 讨论 。 本 书 提 及 了 许多 数学 家 和 相 计 算 机 科学 宕 ， 
届 们 的 传记 可 让 Gilispie [Gi701 找到 。 
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Knuth 的 文章 [Kn77] 与 Wirth 的 文章 | Wi84] 基 算法 这 门 学 科 的 入 门 文 献 。 有 关 算 法 及 
其 复杂 性 的 一 般 参 考 书 有 Aho、Hoperoft 和 Uliman [AhHoUl?4]，Baase! Ba88]，Cormen，、 
Leierson 和 Rivest [ CoLeRi90],， Gonnet[l Go841}, Goodman 和 Hedetniemi [| GoHe77 | ，Harel 
[Ha87] ，Herowitz 和 Sabni| HoSa82]，Knuth 关于 计算 机 程序 设计 艺术 的 著名 系列 著作 
[Kn97a, b, 98 |], Kronsit [ Kr87 ] ,Pobl 和 Shaw [| PoSh8 Jj, Purdom 和 Brown [ PuBr85 ] ， 
Sedgewick[ Se88] ，Wilf[Wi86] 以 及 Wirth[ Wi76]。 有 关 数 论 的 参考 书 有 Hardy 和 Wright 
[HaWr79] ，Levegquc[ Le77] ，Rosen[ Ro93] 以 及 Stark [St78]。 介 绍 数论 在 密码 学 中 应 用 的 
书 有 Denning[ De82 ] ，Menezes、vanm Oorschot 相 Vanstonel MeOQoVa97 |， Rosen| Ro93 |， Se- 
berry 和 Pieprzyk [SePi89]，Sinkov [Si66 ] 以 及 Stinson [ St95 1]。 Rivest、Shamir 和 Adleman 
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[RiShAd78] 介 绍 了 RSA 公 钥 系统 。Knuth[ Kn97b] 以 及 Pohl 与 Shaw 的 [PoSh81] 中 讨论 了 
有 关 计 算 机 算术 的 算法 。 所 有 的 线性 代数 书 中 都 有 矩阵 及 其 运算 的 介绍 ， 姑 Curtis[Cu84 | 和 
Strang[LSt88 | 。 
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Polya 的 三 本 书 [Pos7、Po62、Pos4] 以 令 人 愉快 的 方式 讨论 了 构造 证 明 的 科学 与 艺术 。 
在 Sominskii[ So61j 的 英语 译本 (原文 为 俄 文 ) 中 可 以 找到 数学 门 纳 读 的 通俗 介绍 。Golomb 
[Go94 ] 中 讨论 了 用 工 形 片 或 其 他 类 型 的 片 来 履 盖 一 个 棋盘 中 的 部 分 或 全 部 方 格 问题 。 包 含 
数学 归纳 法 和 递归 定 多 人 全面 介 绍 有 的 书 有 Liu|LLig85 | ，SabnilL Sa85 | ，Stanat 和 McAllister 
[StMe77 1 以 及 Tremblay 和 Manohar 的 [TrMa7Ss|。 阿 到 曼 图 数 是 由 阿 殉 曙 (Ackermanny 在 
1922 年 引入 的 , 它 起 源 于 递归 晴 数 论 ( 例 如 可 参见 Beckman| Be80] 和 McNaughtion| Mec82 1) 和 
某 些 集合 论 算 法 的 复 荣 人 性 分 析 ( 友 Tarian[ Ta83j))。 Roberts[ Ro86 ]、Rohil Ro84] 各 Wand 
[Wa80 都 讨论 了 递归 。 程 序 正确 性 的 讨论 以 及 用 来 让 朋 程 序 是 正确 前 返 辑 机 制 的 讨论 可 在 
Alagic 和 Arbib[ AlAr78 |]、Anderson[ An79 | 、Backhouse| Ba86 | 、Sahni| Sa85 ] 以 及 Stanat 和 
MeAllister[ StMe77] 中 找到 。 
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计数 技术 及 其 应 用 的 一 般 参 考 书 有 Anderson [An741}、Berman 和 Frver [BeFr72 | 、Beg- 
att [Bo86 |] 、 Bose 和 Manvel [BoMia86|, Brualdi [Br97 |] Cohen [Co78 上 上 ，Grimaldi LGr94] 、 
Liu [Li68j、Polva、Taran 利 Woods [PoTaWo83 | ，Riordan | RiS8 j ，Roberts [ Ro®4 |]、 
Tucker [Tu85] 以 及 Williamson [Wi85]。Vilenkin [LVi71] 中 有 选择 地 介绍 了 一 些 组 合 问 
题 及 它们 的 解 ， 在 Levasz[Lo79j 中 可 以 找到 一 些 更 困难 的 组 合 问题 。 关 于 因特网 协 说 寻 址 
和 数据 报 的 信息 可 在 Comer [Co95] 中 揽 到 。 甬 蘑 原 理 的 应 用 可 在 Brualdi [Br77] 、Lin 
[Li85 ] 和 Robertsl Ro84 ] 中 找到 ， 离散 概率 论 的 参考 书 有 Feller [Fe68| 和 Ross [Ro84]。 在 
Riordan| 玉 辣 8 中 可 雇 找到 许 客 组 台数 学 中 的 恒等式 。Even [Ev73]、Lehmer | Le64] 以 吕 
Reingold、Nievergelt 和 Dec [ReNiDe77] 都 描述 了 组 合算 法 (包括 生成 置换 和 组 合 的 算法 )。 
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在 Roberts[ Ro84 ] 和 Tuckerl Tu85] 中 可 以 找到 使 用 递 推 基 系 的 许 针 不 同 模型 。 在 Brualdi 
[Br77]、Liu[ Li85] 和 Mattson[ Ma93] 中 可 以 找到 常 系数 线 竹 齐 次 递 推移 系 以 及 相关 的 非 齐 次 
递 推 关系 的 详尽 介绍 。Roberts[Rog4] 及 Stanat 和 McAllister[ StMe77 ] 都 介绍 了 “分 而 治之 ” 
算法 及 其 复杂 人 性。Aho、Hoperoft 和 HUllman[AhHoeUlt74 ] 及 Knuthl Kn81 |] 描述 了 更 快 的 整数 
磁 法 和 第 阵 乘法 。Peolya、Tarian 和 到 oo0ds[ PoTawWo83] 中 有 生成 图 数 的 极 好 人 介绍。 详细 研究 
生成 攻 数 的 玄 献 有 Birualdil Br77] 、Cohen[ Ce78 | 、Graham、Knuth 可 Patashnik| GrKEnPad4 | 、 
Grimaldi[ Gr94 ] 和 Roberts [ Ro841。 和 穿 斥 原理 的 其 他 应 用 可 在 Liul Li85, Li68]、Roberts 
[Ro84] 和 和 Ryser[Ry63j 中 找到 。 


第 6 章 
关于 关系 〈 包 括 等 价 关系 和 偏 序 ) 的 通用 参考 书 有 Bobrow 和 Arbib[ BoAr74]、Grimaldi 
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[Gr94]、Sanhil Sa85j 以 及 Tremblay 和 Manohar[ TrMa75 ]。Datel Da82 |] 讨论 数据库 的 关系 
模型 。Roy 和 Warshali 求 传递 闭 包 的 原始 文献 分 别 在 [Ro59] 和 [ Wa62] 中 。 研 究 有 向 图 的 文 
献 有 Chartrand 和 Lesniak[| ChLe86}、Grimaldi[ Gr94 | 、Robinson 和 Foulds| RoFo86 | 、Roberts 
[Ro84] 以 及 Tucker[ Tu85]。 DenningLDe82 ] 讨 论 了 格 在 信息 流 处 理 中 的 应 用 。 
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图 论 的 一 般 参 考 书 有 Behzad 和 Chartrand[ BeCh71 | 、Chartrand 和 Lesniak| ChLe96 ] 、 
Bondy 和 Murty| BoMu76」，、Chartrand 和 Oellermann[ ChOe93]、 Graver 和 Watkins| CrwWa77] 、 
Grimaldi[ Gr94 |] 、Gross 和 Yellen| GrYe99 | ，Harary | Ha69 | 、Orel Or63 |] 、Roberts [ Ro84 ] 、 
Tucker[ Tu85j、Wilson[ Wi85 以 及 Wilson 和 Watkins[L WiWao01。 人 介绍 图 论 广 泛 应 用 文献 的 
有 Chartrand[ Ch77 ] 、Deol De74」 、Foulds| Fo92 ] 、Roberts[ Ro84 、Ro76 ] 、Wilson 和 Beineke 
[WiBe79] 以 及 McHugh[ Mc90]。 Gibbons[L Gi85] 全 面 描 述 了 图 论 算法 。 图 论 算法 的 其 他 参考 
书 还 有 Buckley 和 Harary[ BuHa90 | ，Chartrand 和 Oellermann[ ChOe93]、Chachra、Ghare 和 
Moore [ ChGhNo79 jEven [FEv73、Ev79 |]. Hul Hu82 | 以 及 Reingold、Nievergelt 和 Deo 
| ReNiDe77 ] 。 Eus3j 是 欧 拉 关于 哥 尼 斯 堡 桥 癌 题 原 文 的 详 文 。 Gibbons[L Gi85]】、Liul Li85] 
以 及 Reingold 、Nievergelt 和 Deo[ ReNiDe77 | 者 讨论 了 Dijkstra 算法 ，Dijkstra 的 原文 在 
LDi59 中。 Kuratwoski 定理 的 证 册 可 和 在 HararyLHa69 | 和 LiulLig8 | 中 找到 。Chartrand 和 Les- 
niak[ChLe961 研 究 了 图 的 充 丸 数 和 厚度 。 有 关 图 着 色 及 四 色 定 理 的 参考 书 有 Barnettel Ba83 ] 
及 Saaty 和 Kainen[ SaKa861。Appel 和 Haken[ ApHa76 |] 报道 了 四 到 定理 的 最 初 第 果 。Roberts 
[Ro84 jj 描述 丁 图 着 色 的 应 用 ，Biggs，Lloyd 和 Wilson [BiLl1Wi86j] 介绍 图 论 的 历史 。AKkl 
[Ak89] 与 Siegel 和 Hsu[ SiHs88] 讨 论 了 并 行 处 理 的 互连网 络 。 
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下 列 文 献 都 讨论 了 树 : Deo [De74]、Grimaldi [G4]、Knuth [KKn97a |] 、 Roberts 
[Re84j、Tucker [Tu8s]。 Gotlieb 和 Gotlieb [GoGoe78j、Horowitz 和 Sahnil HoSa8g2 以太 
Knuth[Kn97a,98] 描 述 了 树 在 计算 机 科学 中 的 应用 。Roberts[ Ro84 ] 介 绍 了 树 在 许多 不 同 领 
域 中 的 应 用 。IIamming[Ha80 介绍 了 前 统 码 和 和 答 夫 曼 码 。Knuth[ Kn98]j] 详 细 讨 论 了 存储 与 
搜索 算法 及 其 复杂 性 。 回 潮 法 是 一 种 旧 方 法 ， 它 在 解 迷 官 难题 中 的 应 用 可 从 [Lu91j] 中 找到 ， 
这 是 Lucas 于 1891 年 写 的 一 本 书 。Reingold、INievergelt 和 Deo[ ReNiDe77] 广 泛 讨 论 了 怎么 用 
回调 法 来 求解 问题 。Gibhons[ Gi85] 和 Reingold、Nievergelt 和 Deol ReNiDe77 |] 还 讨论 了 构造 
生成 树 和 极 小 生成 树 算 法 。Graham 和 Hell[ GrHe85 |] 介绍 了 求 极 小 生成 树 算法 的 历史 和 背景 。 
Prim 和 Kruskal 分 别 在 [Pr57j] 和 [Kr56] 中 描述 了 他 们 的 求 极 小 生成 树 算法 。Sollin 算法 是 一 
个 非常 适用 于 并 行 处 理 算 法 的 例子 。 虽 然 Sollin 从 未 发 表 这 个 算法 的 描述 ,但 Even[ Ev73j] 及 
Goodman 和 Hedetniemil GoHe77] 都 描述 了 它 。 
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讨论 布尔 代数 的 文献 有 Grimaldi [Gr94]、Hohn [Ho66] 、Kohavi[Ko86] 以 及 Tremblay 
和 Manobhat [TrMa75]。Hoehn[Ho66] 和 Kohavi[Ko86] 描 述 了 布尔 代数 在 逻辑 电路 和 开关 电 
路 中 的 应 用 。 用 图 来 处 理 乘 积 的 和 展开 式 的 极 小 化 的 原始 文献 是 Karnaugh [Ka53」 和 
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Veitch [wes2j。 和 主因 - 艳 可 拉 斯 基 方 法 是 在 MeCluskeylL Mec56] 和 Quinel Qu$2,Qu55] 中 3 引 人 
的 。 KohaviL 关 o7?8] 介 绍 了 国 担 函数 。 
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语言 和 自动 机 理论 的 一 般 参 考 书 有 Denning 、，Dennis 和 Qualitz [DeDeQu81 |]、Hoperoft 
Tman [HoUl79j 、Hopkin 和 Moss [HoNMo76 ]、Lewis 和 Papadimitriou [LePa84」 以 太 
McNaughton [Me82 ]。 米 利 机 和 摩尔 机 是 在 Mealy[ Me55] 和 Moore[ Mos6] 中 引 人 的 。 殉 莱 
因 定 理 的 原始 证 明 可 在 [KI56] 中 找到 。 下 列 文 献 讨 论 了 更 强大 的 计算 模型 【了 包括 下 推 自 动机 
和 图 灵机 ):; Brookshear [Br89]、Hennie [ He77]、Hoperoft 和 Ullman | HoUl795 | 、Hopkin 
和 Moss [HoMo76 | 、Martin [Ma91] 以 及 Wood [Wo87]。 在 Herken[ He8Sj 中 可 以 找到 一 
些 关 于 图 灵机 及 相关 机 髓 的 历史 和 应 用 的 有 趣 文 章 。 忙 碌 海 猩 机 器 让 先 由 Rado 在 [Ra62j] 中 
引 人 ， 有 关 这 些 机 器 的 信息 可 在 下 列 文献 中 找到 : Dewdney [De84，93]、Herken[ He88j 中 
由 Brady 所 写 的 文章 以 及 Wood [Wo87j。 


附 潜 


指数 和 对 数 函 数 的 详细 介绍 可 在 微 积分 书 中 找到 。 如 Apostol [Ap67] 、Spivak [Sp80] 
及 Thomas 和 Finney [ThFi92]。 附 录 2 中 描述 的 伪 代 码 与 Pascal 十 分 相像 。Pohl 和 Shaw 
[PoSh81] 用 类 似 形 式 语言 描述 算法 。Writh[ Wr76] 描 述 了 怎么 用 算法 和 数据 结构 来 构造 
Pascal 程序 。Rohl[ Ro84 ] 说 明 怎 么 用 Pascal 来 实现 递归 程序 。 
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